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Das  vorliegende  Elena entarb ach  der  Ueohanik  schliesst  sicli  hineicbtHcb 
des  Lehrganges  den  beageren  vorhandenen  Werken  im  Allgemeinen  an, 
geht  aber  im  Einzelnen  einen  betr&chtlicheu  Schritt  weiter.  Voran  steht 
die  Geometrie  der  Bewegvmg,  eine  Lehre,  welche  darauf  abzielt,  doss  die 
reine  Bewegnngstheorie,  ioBofem  sie  von  den  Begriffen,  welche  die  Energie 
der  Bewegung  suadnicken,  mit  der  Theorie  der  geometrischen  Verwandt- 
Bcbaften  im  Grunde  identisch  isi  Dorch  das  Voranstellen  dieser  Lehre  tritt 
der  geometriache  Charakter  der  Hechanik  mit  der  wUnscheuswerthen  Deut- 
lichkeit hervor.  Der  folgende  Theil  entwickelt  den  Begriff  der  Geschwindig- 
keit, der  dritte  den  der  Beschleunigung  der  ersten  und  zweiten  Ordnung 
und  gibt  die  nSthigen  Andeutungen  bezüglich  der  Beachleanigung  höherer 
Ordnnngen.  EndUch  der  letzte  Theil  behandelt  den  aus  der  Uebereinander- 
lagerong  der  Systeme  entspringenden  Begriff  der  Masse ,  der  Geschwindigkeit 
und  der  Beschleunigungen  in  derartigen  zusanunengeBetzten  Systemen.  Er 
fuhrt  den  herkömmlichen  Namen  der  Theorie  der  KiUfte,  wenn  auch  von 
den  „unbekannten  Ursachen  der  Bewegung"  darin  ebensowenig  etwas  ge- 
lehrt wird,  als  in  anderen  Lehrbüchern,  sondern  nur  von  Grössen  mu,  (n^i, 
u.  s.  w.,  welche  im  Grunde  nichts  weiter  als  Geschwindigkeiten  ui)d  Be- 
achleunigungen  zusammengesetzter  Punkte  sind.  Von  Kräften,  als  solchen, 
lehrt  keine  Mechanik  etwas,  ebensowenig  als  von  der  Bnhe. 

Es  unterliegt  wohl  keinem  Zweifel,  dass  der  hier  adoptirte  Lehrgang 
dem  heutigen  Eut Wickelung sgange  der  Wissenschaft  besser  entspricht,  als 
viele  andere.  Auch  hat  er  die  gewattige  AutoritSt  Jacohi's  fUr  sich,  der 
bereits  bei  seiner  Doctorpromotion  am  13.  August  1825  als  fünfte  These 
den  Satz  vertheidigte : 

"Theoria  mechanioes  analytica  causam  agnosoere  nullam  potest,  qnidni, 
sienti  differentialia  prima  velocitatis  nomine,  secunda  virinm  insignimus, 
simile  quid  ad  altiora  quoque  differentialia  adhibeatur;  de  qnibus  theore- 
mata  proponi  possint  prorsus  analoga  üs ,  qnae  de  vi  et  de  velocitate  circum- 
feruntur."  ,    • 

Die  Wissens chaftliohen  Vortheile  dieses  Lehrganges  bestehen  haupt- 
sachlich 1.  in  dem  scharf  aQBgepragt«n  synthetischen  Aufbau  der  WisBen- 
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Bch&ft  überhaupt,  2.  in  dem  engeren  Anschlüsse  an  die  analoge  Aufatufong 
der  Differentialrechnung  nnd  wenn  man  will,  an  die  Lehre  von  der  geo- 
metiischen  Differentiation,  Hamilton's  Quatermona  u.  s,  w-,  3.  in  der  breiteren 
Anlage  des  Gmndplanes  der  WisaenBChaft,  in  welchen  Bioh  sehr  unge- 
zwungen weitere  Lehren  einfügen  lassen,  4.  in  der  klaren  Stellung,  welche 
die  sogenannten  Principe  der  Mechanik  für  die  verschiedenen  Ordnungen 
erlangen,  5-  in  dem  Wegfallen  verschiedener  Axiome  und  Principien  rein 
physicalischen  Inhaltes,  endlich  6.  in  der  Venueidung  der  unlogischen 
Spaltung  der  mechanischen  Wissenschaft  in  die  Lehre  vom  Gleichgewichte 
und  der  Bewegung  (gibt  es  doch  auch  ein  Gleichgewicht  der  Geschwindig- 
keiten und  der  Beschlennigungen  aller  Ordnungen).  Hiezu  kommen  aber 
noch  einige  nicht  unwesentliche  pädagogische  Vortheile,  welche  hestehen: 
1,  in  der  grGsseren  Durchsichtigkeit  des  Studienplanes,  2.  in  der  nützlichen 
Wiederholung  gewisser  Algorithmen  auf  den  verschiedenen  Stufen  des  Lehr- 
ganges, 3.  in  der  Anregung  zur  Aufsuchung  von  Analogien  zwischen  den 
einzelnen  Zweigen  der  Mechanik  und  i.  in  der  Vermeidung  gewisser  miss- 
licher Verwechslungen  bei  dem  Stndirenden,  wie  zwischen  Gleichgewicht 
und  Ruhe,  zwischen  den  mechanischen  Begriffen  und  den  Voraussetzungen 
der  physicalischen  Wissenschaften,  zwischen  den  Gedanken  des  Mathema- 
tikers und  ihrer  Projection  auf  die  Aussenwelt 

Das  Buch  ist  geschrieben  fQr  solche  Studirende,.  welche  eine  gute 
Grundlage  fUr  künftige  technische  Studien  suchen,  welche  aber  bereits  irgend 
einen  einleitenden  Cursus  der  Mechanik  und  einen  ersten  Cursus  der  Dif- 
ferential- nnd  Integralrechnung  absolvirt  haben  und  die  uoth  wendigsten 
geometrischen  Kenntnisse  besitzen.  Es  soll  ihnen  die  meobaniscbe  Wissen- 
schaft in  einer  consequenten,  systematisch  geordneten  Darstellung  vorführen; 
es  soll  sie  in  den  Stand  setzen,  die  neueren  Erscheinungen  der  Literatur 
mit  Nutzen  zu  studiren,  ihnen  einige  Uebung  verschaffen,  ein  mechanisches 
Problem  einzukleiden  und  zu  lüsen,  sowie  endlich  sie  zu  dem  Studium  der 
Quellen,  der  Literatorkenutnias  und  der  Geschichte  der  Wissenschaft  an- 
leiten. 

Mit  Bücksicht  auf  den  geringen  Grad  von  Vorkenntnissen,  welche  das 
Buch  voraussetzt,  müssen  verschiedene  Theorien,  die  ein  Handbuch  zu 
geben  verpflichtet  ist,  hier  beiseite  gelassen  werden.  Dahin  gehört  die  voll- 
ständige RednctioQ  von  Problemen,  welche  von  elliptischen  Functionen  ab- 
hängen, die  feineren  Unters achungen  der  Potentialtheorie,  eine  ausgeführte 
Theorie  der  elastischen  Systeme,  die  Bewegung  von  Systemen  in  flüssigen 
Medien,  eine  allgemeine  Theorie  der  relativen  Bewegung,  Stflningstheorie, 
'  die  ausführliche  Theorie  des  Jacohi'schen  letzten  Mnltiplicators,  der  Ha- 
milton'schen  Quatemiona  in  ihrer  Anwendung  auf  Mechanik,  der  Plfloker'- 
schen  neuen  Methoden  u.  s.  w.    Dagegen  wurde  vieles  andere  im  Einzelnen 
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BorgfKltiger  auEgearbeitet,  als  wohl  Bonst  zu  geschehen  pflegt.  Dahin  gehört 
der  ganze  erste  Theil,  die  Geometrie  der  Bewegung,  insbesondere  die  geo- 
metrische Theorie  der  reUtiveii  Bewegung,  die  Bednction  von  Geschwindig- 
keiten, Beschlennjgutigen  und  Etfiften  {tir  ihre  Centralaien,  die  Beschleu- 
aigting  zweiter  und  höherer  Ordnaog,  die  Theorie  der  Krümmung  der 
Bahnen  der  Punkte  des  onTer&nderlicben  Systems,  das  Piincip  der  vir- 
taellen  Geschwindigkeiten,  die  Theorie  des  TrOgheitsmomenteH,  die  Theorie 
der  MomeniankrKfte  u.  s.  w. 

Die  DarstellnngBweise  wird  man,  wie  ich  hoffe,  klar  finden.  £b  ist 
natürlich,  dass  sie  zu  Anfang  des  Buches  ausführlicher  und  braiter  sein 
mnss,  als  in  spSteres  ParUiien,  denn  der  Studirende  wird  durch  das  Bnch 
selbet  allmShüg  auf  eine  höhere  Stufe  mathematiEcher  Bildung  gehoben. 
Von  Ueberschwauglichkeiten  b'eim  Begriff  der  lebendigen  Kraft  wird  man 
nichte  finden^  der  tbeoretiBchen  Mechanik  ziemt  eine  Nüchtembeit,  die  in 
der  Physik  bei  weitem  noch  nicht  allgemein  ist.  DajiS  TOn  einem  Principe 
der  TrSgheit  im  Buche  nicht  die  Bede  sein  konnte  und  dasselbe  nicht  rer- 
miast  wird,  wird  man  begreiflich  finden. 

Der  kundige  Leser  wird  die  EigenthUmlicbkeit  des  Buches  weniger 
im  Grossen  und  Ganzen,  als  in  einer  Menge  kleiner  Züge  bemerken,  wdlohe 
darauf  abzielen,  den  Studirenden  die  ersten  Schritte  geschickt  machen  zu 
lehren,  ihn  allmählich  auf  ein  gewisses  wissenschaftliches  Niveau  zu  erheben, 
ihm  von  da  den  gesicherten  Besitz  der  Wissenschaft  zu  zeigen,  ihn  zur 
eigenen  TbStigkeit  anzuspornen  und  ihm  das  Qefllhl  hoher  Achtung 
vor  den  Werken  der  grossen  Meister  mit  in  seinen  techniBchen  Beruf  zu 
geben,  in  welchem  die  erhebende  Idealität  des  mathematischen  Gedankens 
fBr  unsere  Zeit  immer  mehr  Bedürüiiss  wird. 
CarlBruhe,  den  21.  October  1870. 


Vorwtrt  znr  zweiten  Auflage. 


Die  zweite  Auflage  meiner  theoretischen  Mechanik  hat,  insoweit 
es  den  Inhalt  des  vorliegenden  ersten  Bandes  betrifft,  eiiüge  Aenderungen 
erlitten,  welche  bei  der  wachsenden  FUUe  des  Stoffes  grösserer  Prficision 
and  Debersiobtlichkeit  wegen  nothwendig  waren,  ZunScbst  sind  gewisse 
geometrische  Theorien,  welche  die  gemeinsame  Grundlage  fUr  verachiedene 
Paithien   der  Mechanik  bilden,   nämlich   die  Geometrie   der  Strecken-   und 
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Werthpunktsy steine,  tu  einem  Ganzen  vereinig,  alB  erster  Tbeil  Torange- 
stellt  norden.  Bei  dieaem  AuBBcbeidungsprocess  durfte  leb  jedoch  über  eine 
gewisse  Grenze  nicbt  hinausgehen.  Senn  so  viele  Vortheile  derselbe  auch 
fUr  die  Abkürzung  des  Vortrags  und  das  leichtere  VerslRndniBä  späterer 
Lehren  bieten  mag,  so  schien  es  mir  doch  nicht  unzveckmäaaig,  manche 
Unterauefaungen,  welche  man  nur  bei  KrSften  darchznfuhren  püegt,  obgleich 
sie  auch  in  der  Kinematik  ihre  Analoga  finden,  Torläafig  anch  io  der 
Theorie  der  KrSfte  zu  entwickeln.  Femer  habe  ich  die  in  der  erateu  Auflage 
ohne  Rücksicht  auf  die  Zeit  behandelte  Geometrie  der  Bewegung  mit  der 
Theorie  der  BewegnngsznatSnde  zu  einem  Haupttbeile  als  Kinematik  ver- 
einigt. Ich  habe  dadurch  Baum  gewonnen  fUr  die  Mittheilung  maschei- 
wicbtigen  Lehre,  die  in  der  Utereu  Auflage  fehlt.  Ohnehin  ist  die  Wahl 
der  Variabelen,  welche  man  in  der  Mechanik  die  Zeit  nennt,  wUIkDrlicher, 
als  es  zu  sein  scheint.  Die  Lehre  von  der  Beschleunigung  im  nnTerSnder- 
lichen  System  hat  eine  wesentliche  Umgestaltung  und  Erweiterung  erlitten, 
wenigstens  nach  der  Seite  synthetischer  Betrachtungen  hin.  Auch  ist  ein 
kurzer  Abschnitt  ttber  den  Geschwindigkeita-  und  Beacfaleunigangszustand 
gewisser  verKnderlicfaer  Systeme  hinzugekommen,  in  welchem  wenigstens 
einige  der  Besultate  neuerer  Forschungen  mitgetheilt  sind.  Durchweg  habe 
ich  femer  der  Literaturangabe  für  die  einzelnen  Capitel  der  Mechanik  eiue 
grCsaere  Sorg&lt  gewidmet.  Manche  Lehren  habe  ich  aus  dem  Inhalte  des 
jetzigen  eraten  Bandes  ausgeschieden,  lun  sie  an  geeigneteren  Stellen  des 
zweiton  zu  verwenden,  so  z.  B.  die  Anwendung  des  Imaginären  auf  die 
Bewegungetheorie,  das  Frincip  der  kleinsten  Wirkung,  das  Princip  des 
letzten  MuItJplicators,  die  relative  Bewegung  des  Pendela  an  der  Oberfläche 
der  Krde  etc. 

Von  dem  Ziele  des  Werkes,  das  Studium  der  theoretischen  Mechanik 
durch  ausgedehnteren  Gebrauch  Bynthetisch-geometrischer  Methoden  zu  be- 
leben, bin  ich  nicht  abgewichen,  vielmehr  hoffe  ich  demselben  etwas  näher 
gekommen  zu  sein.  Auch  dem  weiteren  Ziele,  die  Mechanik  möglichst  un- 
abhängig von  physikalischen  Voran Esetzungen  darzustellen,  glaube  ich  mich 
genfihert  zu  haben. 

FUr  die  vielen  Beweise  wohlwollender  Aulnahme  meines  Buches  und 
freundlicher  Berichtigungen  mancher  Mängel  desselben  spreche  ich  meinen 
aufrichtigsten  Dank  aus.  Ebenso  dankbar  muas  ich  die  Bereitwilligkeit 
der  hochgeschätzten  Verlagshand luug  anerkennen,  mit  welcher  sie  allen 
meinen  Wttnsohen  in  Bezog  auf  das  Buch  anf  das  freundlichste  entgegen- 
gekommen ist. 

Carlsrnhe,  den  26.  December  1878. 
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7.  Redaction  bei  schiefen  Coordinaten 37 

§g.  8.  9.    MObins'  geometrische  Uethode  der  Streck eorednction — 

g.  10.    Geometrische  BoHtimmnng  der  Centralase  mit  HSlfe  äei  Momentes  fSr 

drei  Sjstempnnkte.    Bedentung  der  AehnlichkeitEpunkte  nnd  Aehnlich- 

keitsaxen  dreier  Ereiae 41 

IV.  OapfteL    Aequivalenz  rSomlicher  Streckensyeteme.    (S.  43 — 59.) 

1.  Beduotion  des  r&umlichäa  StreckensTatems 43 

2.  Centralaxe  deaaelben 44 

3.  Znaammenhang  aller  Bednctionen  mit  der  Redaction  ffir  die  Centralaxe  4fi 

4.  Conatrnction  der  Centralaie  mit  Hälfe  des  Momentes  fllr  drei  System- 
ponkte 46 

6.    AequiralenE  des  Systems  mit  einer  Einzelatrecke 47 

6.     Doa  ebene  Streokenaystem.    Das  FaraUelatreckenayatem — 

%%.  7.  8.  9.    Analytische  Daratellung  der  Streckenrednction . 48 

'    '"     Analytische  Beatimmnng  der  Centralaxe 52 

Bedingnng  fär  die  Aeqnivalenz  mit  einer  Einzelstrecke &4 

Bedingungen  der  Äequivalenz  mit  Nall 66 

Das  lloment  dea  Syatems  ala  Pyramidenanmme 66 

Analytdsche  Darstellung  des  Momentes  mit  Hfllfe  der  Pynmidensnmme  68 

V.  Capitel.   Aeqnivalenz  des  i^umlichen  Strecken£yst«mB  mit  zwei 
sich  krenxenden  Strecken.    (S.  59 — 72.) 

%.     1.     Cbasles'  Satz  über  das  constaute  Volumen  der  Pyramide,  deren  Gegen- 
kanten zwei  einem  System  aequivalente  Streeken  sind 69 

§.    3.    Äeqnivalenz  eines  Syatema  mit  zwei  Strecken,  von  denen  die  eine  tu 
einer  gegebenen  Ebene   aenkrecht  iat,   während   die  andere  in  dieae 

Ebene  hmeinföUt.    Pol  nnd  Charakteriatik  der  Ebene 60 

g.     3.     Nnllsyatem.     Conjngirte  Geraden 68 

§§.  4.  6.    Ae^nivalenz  eines  Systems  mit  zwei  Strecken,  von  denen  die  eine 

der  Bichtong  nnd  Lage  nach  gegeben  ist 66 

g.    6,    Bechtwinkligkeit  des   kOrzesten    Abstaudes    conjngirt«r  Geraden   zur 

Centr&Iaxe 67 

§.    7.    Doppellinien  oder  sich  selbst  conjngirte  Geraden 68 

g.    8.    Complex    ersten    Qradea,  gebildet    von    den  Doppellinien   des  Nnll- 

syatems 66 

Einige  Literatur  über  Streckensyateme 72 

VI.  OapiteL    Geometrie  der  Uassen.    MaBBenmittelpunkt  und  Momente 
ersten  Grades.    (S.  72—81.) 

g.     1.    Masse  eines  Panktes  und  eines  Punktsystems 72 

g.    2,    Massenmittelpunkt 78 

§.    3.    Polares  Moment  1.  Grades.   Moment  1.  Grades  in  Betng  auf  eine  Ebene  74 
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4.    Dei  MoaBeDDiiUelpaDldi  als  Punkt  mittlerer  Entfernung 76 

6.    MaueDinitt«lpnnkt   eines   OeiommtsjBtemB    nnd    HoBBeniuiltelpunkte 

seiner  Partial8y*t*n>e — 

6.  Polares  quadratischea  Moment  einet  MassaDpunktsTstemB 77 

7.  Homogene,  heterogene  Syateine.    Specifische  Maue,  Dichtigkeit    .   .  79 

8.  Aichimedes'  Prinap  über  die  Lage  de«  Muaenmittelpunktee  in  homo- 
genen ähnlichen  Syetemeu 81 

vn.  OapiteL    Uethoden  und  Beispiele  tur  Bestimmving  von  Massen 
und  Massenmittelpunkten.    (3.  81  —100.) 

1.  Massenmittelpnnkt  von  Syatemen  diacreter  Punkte 81 

2.  Hassenmittelpaukt  von  Lioien.   Pappaa-Oaldin'aohet  Sats  Dber  den 
Inhalt  Ton  Botationafl&cheu 82 

3.  HasBenmittelpnnkt  von  Flächenraomen:  PappuB'Oaldin'achei  Sats  Ober 

da«  Volumen  von  RotatitmsköiperD 87 

4.  HaiaenmittelpnDkt  Ton  EOrperi^umen 92 

VHX.  Oapitel.    Quadr&ÜBche  Momente.    TrSgheitsmoment«. 
(8.  100—129.) 

1.    Polares  Trä^heitamoment  und  dessen  Radins.    Tr&gheitamoment   in 
Bezn^  auf  eme  Ebene  und  deaaen  Arm.    Tr&ghntsmoment  in  Being 

auf  eine  Aze,  Trfigheitsradias lOU 

Das  polaie  TrKgheibnnoment  als  8amme  der  TragheitemomeDte  für 

eine  ubene  und  eine  zu  ihr  senkrechten  Aie  des  Poles 101 

Tr^heittmoineiit  eines  Systems  in  Bezng  anf  die  Stralen  eines  Pa- 

rallelbflndels 102 

Trfigheitamoment  eines  Systems  in  Bezog  auf  die  Skalen  eines  Stralen- 

bflndeb 103 

CauchT-Poinsot'sches  Tiigheiteellipsoid.    Haoptaieu,  HanptbtLg- 

heiteradien.    Centralellipsoid t06 

Analytische  Bestimniung  der  Hanptaien 107 

Constante  Sunme  der  Trägheitsmomente  in  Betng  auf  drei  zu  einander 
rechtirinklige  Aien  eines  Punktes,  constante  Summe  der  reoiproken 
Werthe   der  Ti^beitsmomente   für   drei  conjugirte  Axen.     Ort  der 

Azen  gleichen  Trfigheitamomentes 110 

g.    S.    Trigfaeitsmoment   eines  Systems  in  Bezug  auf  Ebenen.    Binet'sches 

Tr&gheitsellipaoid 112 

§g.  9.  10.    Reciprocitat  der  Trägheitsellipsoide 113 

§§.  11.  IS.     Confocale  Fl&chen  3.  Ordnung  und  Richtungen  der  HaupttHig- 

heitsazen IIB 

g§.  IS.  14.    Analytische  Bestimmung  der  Hauptaxen  für  einen  beliebigen  Punkt    137 
§.  16.    Citate 188 

IX.  OapiteL    Methoden  und  Beispiels  fUr  die  Bestimmung  von 
Trägheitsmomenten.    (8.  129—143.) 

Trägheitsmomente  des  homogenen  Parallelepipeds,  Ellipsoida,  der  Kugel  ISO 

Trägheitsmomente  des  homologen  BotationakOrpen 132 

Townsend's  Sats 133 

Methode  der  ähnlichen  Figuren 184 

Methode  der  con,iDgirten  Diameter.    Binet's  Sats 138 

Bestimmuiig  der  Hauptcentratasen    einiger  homogener  Figuren  mit 

Hülfe  des  Binet'schen  SatMs 140 

Methode  der  OiSerentiation 142 

Einige  Literatur  Sber  die  Trägheitsmomente 148 
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Zweiter  Theil. 
Geometrie  der  Bewegung  nnd  Theorie  der  BewegangB- 

zustände  (Kinematik).    (S.  144—580.) 

Z.  OapiteL    Uebergang  des  Systems  Uns  einer  Lage  in  eine  andere. 

Botatios,  Translation  und  Schraubenbewegnng  des  unrei^derlichen 

Systema.     (S.   144—162.) 

g.  1.  Oeometrie  der  Bewegong.  Bahn  eines  Panktee,  Bewegung  von  Linien 
und  FIBciien,  Enveloppen  etc.  Bewegonz  eines  Syetems.  GeometriBChe 
Terwandtachaft  der  ftufeinaDderfolgenden  Lagen  des  Systems,  ün- 
verende rlichsB  System ,  Congnienz  eeinei  Lagen.  ColÜDear- veränder- 
liches System 144 

g.    2.    Beziehnngen    der  gegen eeitigen  Lage    zweier   cnngmenter   Systeme. 

Doppelelemonte 145 

§.     3.     Vereinigte  congntente  Fanktreihen,  Stralenbfischel  nnd  Ebenenbflachel     146 
3g.  4.  G.  6.    Congraente  ebene  Systeme,  in  einer  Ebene  gleichartig  veieinigt. 

Ihr  Doppeipmikt.    Rotation  nnd  Translation KT 

g.     T.    Tereinigte    congmente    ebene   Systeme   nngleichutiger   Lage.     Ihre 

Doppellinie 161 

gg.  8.  9.  10.  Congmente  concentriBobe  Straten-  nnd  Ebenenbdndel.  Doppel- 
stral  nnd  Doppelebene.   Vereinigte  congraente  concentriiche  sphtlnBche 

Systeme,    Doppelpunkte 168 

g.  11.    Congmente  rtnmliche  Systeme.    Ihre  Doppellinie 1S6 

§.  12.     Schraubenbewegang ICT 

g.  IS.    MSgliche  Bewegungen  eines  onvei^derliohen  Systeme 169 

g.  14.    ConstiDCtion  der  Aze  der  Schranbenbewegang 161 

n.  CapIteL     Aequiralenz  der  Bewegnngen   des  nnveiSnderliobeii 

Systems."   (8.  163—187.) 

g.    1.    AeqniTBleni  der  BeweRnogen.    Resultante  mid  Componenten  ....  16S 

g.    2.    Aequiraleni  der  Translationen — 

gg.  3.  4.  6.  6.  T.    AeqniTalenE  der  Rotationen  um  parallele  Axen 165 

§.     8.     Reduction  der  Satze  der  gg.  2— T  fär  nn endlichkleine  Bewegungen    .  170 

g.    9.    AeqnivalenE  der  Rotationen  um  Axeu  eines  Punktes' 174 

g.  10.     Pamllelogramm  unendlicbkleiner  Rotationen    .    .    .  ' 176 

§g.  11—16.  Aequivaleni  Ton  Rotationen  om  gekrentte  Axen  imd  Transla- 
tionen mit  der  Sotaranbenbew^nng 179 

m.  Ospitel.    Geschwindigkeit  eines  Punktes.    Projectionen  und 

Componenten    derselben    auf    Azen    and    Ebenen.     Bobervars 

Methode    der    Tangenten.    Aequivalenz     der   Translations-    und 

Rotations gesch windigkeiten.    (S.  187 — 218.) 

§.     1.    Zeit  und  Eintbeiluug  derselben 

g.    2.    Geschwindigkeit  der  gleicfafSrmigen  Bewegung  eines  Punktes .... 
g.    3.    Geschwindigkeit  der  Ter&nderlicnen  Bewegung  eines  Punktes.    ,    .    . 

gg.  4.  5.    Geschwiudigkeitscnrre.    Hodograph 

gg.  6.  7.    Beispiele 

g.    8.    Mittlere  Geschwindigkeit 

gg,  9.  10.  11.  12.  13.    Projection  der  Geschwindigkeit  auf  Axen  und  Ebenen 

g.  14.    YerallgemeinerunK  de«  Begriffs  der  Geschwindigkeit 

gg.  1§.  16.  17.  18.  Reinltante  zweier  und  mehrerer  Geschwindigkeiten.  Pa- 
rallelogramm, Parallelepiped  und  Polygon  der  Geschwindigkeiten.    . 
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g.  10.    Zerl^imgen  der  QewhwiDdJgkeit,  welche  ans  -den  Polarcoordinaten- 


Roberrftl'«  Methode  der  TongenteD 306 

QeechwiudigkeiteQ    im    nuverbiderlicheii     Sjitem.      TranBlationege- 

Bohwitidigkeit.    Winkel  Reechwiadi^keit SOS 

AeqaivaleiiE  der  WlnkelKeichwindi^keiteii  am  parallele  Asea.    .    .    .     209 
AeqniTatenz  der  Winkelgeachwitidigkeiten  nm  Aiea  eines  Punktes. 
ParRllelogramm,  Paratlelepiped  nnd  Polygon  der  Winkel geschwindig- 

keiten 812 

Schranbengesohwindigkeit 311 

Aeqnivaleni  einer  Winkelseichwindi^keit  and  einer  gegen  deren  Axe 
genuin  Tranlationsgesch windigkeit  mit  einer  Schnnbengeichwin- 

digkeit — 

Aeqnivaleni  zweier  Wiiikelgeachwindigkeit«n  nm  gekrenif«  Axen  mit 

einer  Schrauben  gesch  windigkeit — 

Bednction  von  n  Winkel geschwindükeiten  nm  i^nd  welche  Axen. 
Centralaie.     Conjngirte  Axen.    NnllsTetem  und   Complez  1.  Grades. 
Doppellinieo  oder  Nonnalec  der  Bahnen  der  Sjstem^ankte    ....     SIK 
Böchtwinkliohkeit  der  Rednctionselemeiite.    Oleicbgewicht  der  Winkel- 
geschwindigkeiten   21B 

ZV.  Oapitel.   Die  ebene  Bewegung  eines  nnverBnderlichen  Systems 
und  ihre  Geschwindigkeiten.    (S.  218 — 245.) 

S.     1.     Die  ebene  BewegonK  oder  Parallelbewegnng 218 

g.    2.     Die  Cnrren  und  CTtinderftKchen  (<7)  nnd  (P),  welche   anf  einander 

rollen S19 

g.  3.  Homentancentnutt  oder  Mittelpunkt  der  Geachwindigkeiten.  Elemen- 
tubewegnng.  Momentanaxe.  Normalen  der  Bahnen.  Geschwindig- 
keiten der  Fnnkte  einer  System  geraden.  Ort  der  Pnnkte,  deren  Oe- 
•chwindigkeiten  dnrch  einen  gegebenen  Punkt  gehen 220 

|.  4.  Bestimmang  der  ebenen  Bewegung  durch  twei  Bedingungen.  Allge- 
meine Aufgaben 833 

§.     5.     Daaliimna  der  Bewegungen 324 

§.    6.    ünteranchnn^  der  ebenen  Bewegung,  welche  bestimmt  ist  dnrch  die 

Bahnen  zweier  Pnnkte  und  die  Geschwindigkeit  des  einen  von  ihnen    386 

g.     7.     Beispiele.    Die  ETpocycloidenbewegnng  tob  Cardano.    Die  Kurbelbe- 

wegung.    Die  Schleif enbewegung 337 

§.  8.  üntersnchnng  der  Bewegung,  welche  bestimmt  ist  durch  die  Be- 
wegung einer  Systemcuire,  welche  iwei  feste  Curven  berührt    .    .    .     886 

g.     0.    Beispiele.   Die  Conchoidenbewegnng.   Die  Ovalbewegnng  von  Leonardo 

da  Vind  ,  '. 236 

gg.  10.  11.  12.    Anwendungen  der  Ronlettentbeorie.    Umkehmngen  des  fton- 

lettenproblems 83» 

g.  18.    Analytische  Darstellung  der  Qeschwind3gkeit«D  im  ebenen  System    .     2*1 

g.  14.     Sectorengeschwindigkeit 24S 

g.  16.    Wechselgeschwindigkeit  des  Momentancenbmms — 

V.  Capitel.   Die  rektire  Bewegung  in  der  Ebene.  (S.  246— 2fi8.) 
g.     1.    Relative  Bewegnne  eines  Punktes  in  Beeng  anf  ein  in  Bewegung  be- 
griffenes   nnTeifinderliches    System.     Relative    Bahn.     Relative    Ge- 
schwindigkeit     846 

g.     'i.    Beduction  der  relativen  Bewegung  anf  eine  abiolate — 

g.    8.    Anwendung  dieser  Beduction 848 

g.    4.    Beispiele 3*9 

g.  6.  Bestimmnng  der  relativen  Geschwindigkeit  ebes  Punktes  als  Besnl- 
tante  der  absoluten  Geschwindigkeit  nnd  der  entgegengesetiten  Ge- 
schwindigkeit des  Systempnnktes 250 

g.    6.    Bei^ele  nnd  Anwendangen 861 
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g§.  7.  S.    Analytische  Darstellung  der  relativea  Bewegung  und  relativen  Qe- 

schwindigkeit  eines  Pimkt^e ~ 863 

§.    0.    Relative   Bewegung  zweier  ebener  Systeme   in   derselben  Ebene  in 

Bezug  aufeinaDder S5& 

Einige  Literatur  über  die  Bewegung  ebener  Systeme 2&7 

VI.  Oapitel.     Die   Bpb&riEobe  Bewegung   eines   anveranderlichen 
Systems  und  ibre  Geachwindigkeiten.    (8.  258 — 282.) 

g.     1.    Definition  der  sphtlrischen  Bewegung 358 

§.    2.    Die  Cnrven  und  Kegelfllohen  (C^  und  (r) — 

g.     3.     Uomentanaie ,  Elementarbewegniig.    Hormalebenen  der  Bahnen.    Ho- 
mentaneentmm    nnd    Bphäriache    Normalen.     Bewegung    der   Punkte 

eines  sphfiriscben  Hauptkieises 260 

BestiBunung    der    sphBri  sehen    Bewegung    dnrcb    verschiedene    Be- 

262 


dingungen 
Beispiele. 


aplele.    Dm   Universalgelenk   von   Cardano.    Die   Pr&cession   der 

Nacbtgleichea 363 

g.     6.    Wechselgeschwindigkeit  der  Momentanaie 267 

gg.  7.  8.    Analytisobe  Darstellung  der  Oeschwindigkeiten  der  sphärischen  Be- 
wegung      260 

g§.    ß.  10.  11.     AnalvtiBche  Bestimmung  der  Momentanaie 274 

g.  IS.    Die  Enler'scnen  Trausformationsformelu 27S 

g.  13.    Componenteu  der  Wiukelgescbwindigkeit  nach  den  Axen  der  Enler'- 

Beben  Winkel 279 

g.  14.    Sectorengesch windigkeit  der  spblUiachen  Bewegung 260 

yn.  Oapitel.     Die   Windungsbewegnog   des   unveränderlichen 
Systems  und  ihre  Geschwindigkeiten.    (S.  282—312.) 

g.     1.     Definition  der  Windungebewegung 2SS 

g.     2,     Die  geradlinigen  fi&chen  (C)  und  (F),  welche  aufeinander  rollen  nnd 

gleiten — 

%.    S.    Momentanaie.    Elementarbeweguug.     WindnogsverbältuiBS   oder  Pa- 
rameter    2B4 

§.    4.    Die  Normalebenen  der  Bahnen.     Elementarbewegung  einer  Geraden. 
Pol   und  Charakteristik.    Conjag^irte  Axen   der  Elementarbeweguug. 

Der  ihr  entsprechende  Complei  1.  Grades 286 

g.     5.    Rollen  und  Gleiten  der  Flächen  (C),  (P)  auf  einander 269 

§.     6.    Kegel  2.  Grades  der  Geflchwin^üg^eitsrichtungen,  welche  durch  den- 
selben Punkt  gehen.     Ort  der  Punkte,   deren  Geschnindigkeitsrich- 

tnngeu  dnrch  einen  Punkt  gehen 293 

8-     7.    Die  verschiedenen  Gerade  des  Zvranges  und  der  Freiheit  eines  unver- 
änderlichen, in  Bewegung  begriffenen  Systems 293 

g§.  8.  9.  10.  11,     Bewegnng    des    Systems,    wenn   G,  4,  3,  2,  1    Punkte  auf 

gegebene  Flächen  gezwungen  eind 296 

§.  12.    Weitere  Beispiele 302 

g.  13.    Wechselgeschwindigkeit  der  Momentanaie 305 

g.  14.    Analytiscue  Behandlang  von  Problemen  der  Windun^bewegung    .    .       — 
§.  16.     Relative  Bewegung  eines  Punktes   in  Bezug  auf  ein   in  Windungsbe- 

wegnng  begriffenes  nnverUnderliches  System 303 

Sg.  16.  17.  IS.    Relative  Bewegung  zweier  unveränderlicher.  Systeme  gegen 

einander 306 

E^ge  Liteistnr  über  die  Bewegnng  des  unveAnderlicben  rilumlichen 
Systems 310 
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iDhKlt  des  erstell  Bandes.  XIII 

V,"l     OapitoL    BeBchleaniguDg   der  Bewegung   einee  Punktes; 
Projectionen  und  Componenten  derselben.    Arbeit  der  Beschleu- 
nigung.   SectorenbeEcbleunigung.    (S.  312 — 332.) 

g.     1.    BeachlenuirnnK  einea  Fnnktes 3ia 

g.    2.    Beispiele:  die  Beschleanignug  der  gleichfSrmigeD  Kreisbewefning  und 

der  elliptiBcben  Bewegung  bei  conBtanter  Sectorengeacbwiadigkeit  in 

Bezug  auf  einen  Brennpunkt  als  Fol 314 

§.     3.    Projection  der  Beschleanigung  auf  Axen.    Gleicbnngen  der  Bewegung 

eines  Punktes 316 

|.    i.    BeiapieL     Projection    der    gleichfCrmigen   Ereisbewegong    auf    eine 

Gerade 318 

§.     6.    Piojection  der  Beacbleunignag  auf  eine  Ebene.    Projection  der  gleich- 

ffinnigen  Kreisbewegunr  auf  eine  Ebene 31$ 

§.     G.     Tangential-  und  NormalbesclileupigQng 320 

§.     7.     Deviation.     Ihr  Zneammenhang  mit  der  Beschleunigung 382 

§.    8.    Analytischer  Beweis  des  Saties  über  den  ZusammeDbang  derUeviation 

mit  der  Besohlennigung 323 

g,     S.    Componenten  der  fiesohleunigong  der  ebeuen  Bewegang  ein»  Punktes 

längs  des  RadinBTectors  and  senkrecht  zu  ihm 324 

Sg.  10.  11,    Arbeit  der  BeBcbleuni^ng 826 

§§.  12.  13.    Moment  der  Beschleniiigang  in  Bezug  auf  einen  Punkt.   Sektoren- 

bescblenoigong 389 

IX,  Capttel.    Problem  der  geradlinigen  Bewegung  eines  Punktes. 
(8.  332—348.) 
S.     1.    Die  Differentialgleichung  der  geradlinigen  Bewegung  nnd  ihre  Inte- 
gration  998 

g.    8.    Beispiele  der  geradlinigen  Bewegung  eines  Pnnktes 337 

X.  Capltel.    Probleme  der  krummlinigen  Bewegung  eines  Punktes. 
(8.  348—387.) 

§g.  1.  2.    Die  DifiierentialgleiohnDgen  der  Bewegang  und  ihre  Integrale.    .    .  3iS 

Die  Prineipe  der  Bewegung 860 

Princip  der  Flächen 858 

Prineip  der  lebendigen  Kraft 366 

Ig.  6.  7.     Eranefunction  und  Niveaufl&chen    .    .    .    .    ; 367 

8.    Priucip  des  letzten  Mnltiplicators 360 

0.  Die  parabolische  Bewegung  eines  Pnnktes — 

10.  Das  ballistiBche  Problem 366 

11.  Die  Centralbewegung 373 

12.  Die  Centralbewegung  qi  ^  x'r 877 

13.  Die  Centralbewegung  qj  -=  fi  :  r* 378 

14.  Der  Hodograph  der  Centralbewegung  tp  ^  n  :  r' 38U 

XL  OapiteL    Die  Bewegung  eines  Panktes  anf  Torgesohriebener 
Bahn.    (3.  187—413.) 

1.  Die  Zwangsbeschleunignog 3Q7 

\.  2.  3.  i.    Tangential-  nnd  Normalbeschleunigun^.    Widerstand 389 

6.    Gleichungen  der  gezwungenen  Bewegung  eines  Punktes 391 
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Einleiting. 


§.  1.  Mechanik  ist  die  Wiasenschaft  der  Bewefpmg.  Ihre  üntentudiim- 
gen  haben  mm  Ge^enstatide  1,  d&a  Bewegliche,  2.  die  Terschiedenen  Be- 
wegnngazastande  und  die  Bedingungen,  welche  sie  definiren  (dürectea  Problem 
der  Bewegong)  und  3.  die  Bestämmniig  einer  Bewegung  mit  Htllfe  gegebener 
Bedjngungffli,  denen  sie  genttgen  soll  (umgekehrtes  Problem  der  Bewegung). 

g,  2.  Das  Bewegliche  ist  ein  Baurogebilde,  ein  Funkt  oder  ein  System 
von  Punkten,  FlSohen  oder  ESrpem.  Bas  einfachste  Gebilde  ist  der  Punkt 
Ana  Punkten  besteht  das  Punktsystem;  dasselbe  ist  entweder  ein  Aggregat 
von  Punkten,  welche  durch  Zwisohenrftnme  getrennt,  nach  bestimmten  Oe- 
setzen  im  Baume  geordnet  sind,  oder  eine  continuirtiche  Folge  von  Funkten, 
oder  eine  Verbindung  von  Punktaggregaten  mit  continuiilicheu  Fnnktfolgen. 
Zu  den  Pnnktaggregaten  gehören:  1.  die  Fnnktreihe,  eine  Reihe  gesonderter 
Punkte,  iKngB  einer  Linie  vertheüt,  2.  das  Netz,  eine  Folge  gesonderter 
Fnnktreihen,  3.  das  körperliche  Punktsystem,  eine  Reihe  getrennt  auf  ein- 
ander folgender  Netze.  Panktreihe,  Netz  und  kSrperliohes  Punktsystem  sfaid 
Uannigfaldgkeiten  Ton  Pnnkten  erster,  zweiter,  drittw  Ordnung  (einer, 
zweier,  dreier  Dimensionen).  Die  ein&chste  con^oirliche  Punktfolge  ist 
die  Linie  oder  Faser;  sie  ist  das  Element  1.  der  Faserreihe,  einer  geord- 
neten Folge  gesonderter  Linien,  2.  des  Fasersystems ,  einer  Folge  von 
Faserreihen  durch  Swischenr&iune  getrennt,  3.  des  ein&chen  Gewebes,  einer 
Yerbindnng  iweier  Faserreihen  der  Art,  dass  jede  Faser  der  einen  Reihe 
alle  Fasern  der  andern  Reihe  schneidet,  4.  des  zasammengesetzten  Gewebes, 
einer  Verbindung  zweier  oder  mehrerer  einfacher  Gewebe,  welche,  getrennt 
von  einander,  durch  ein  oder  mehrere  Systeme  von  Fuerreihen  durchsetzt 
werden.  Ein  weiteres  continnirliches  Punktgebilde  ist  die  Fl&ohe  oder 
Schale,  eine  conünuirliche  Folge  von  Fasern;  sie  ist  das  Element  1.  der 
Schalenreihe,  eines  Aggregats  geordnet  auf  einander  folgender,  getrennter 
FlBchen,  2.  des  Fach-  oder  Zellensystems,  gebildet  ans  zwei,  drei  oder 
mehreren  Schalenreihen,  wetehe  sich  wechselseitig  (bienenzellenartig)  durch- 
schneiden. Daa  dritte  oontinuirliche  Fuoktgebilde  ist  das  continuirliche 
körperliche  System   (der  Körper),  gebildet  von  einer  continuir liehen  Folge 
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2  Eixkleitnoff* 

von  Fl&cben.  Daeaelbe  koim  selbst  meder  als  Element  einer  Reihe  von 
Gebilden  auftreten.  So  liefert  der  Stab,  ein  ECrper  mit  TorherFscheiider 
LSn^enausdebniuig:  1.  die  einfache  Stabreihe,  2.  das  Stabsjstem,  3.  das 
einfache  Stabgitter  und  i.  daB  StabgitterBjstem,  velche  Gebilde  der  Faser- 
reihe,  dem  Fasersystem,  dem  einfachen  und  dem  zusammen  gesetzten  Ge- 
webe analog  gebildet  sind.  Ebenso  kann  die  Engel,  oder  jede  andere 
geachloHsene  Fläche  dae  Element  einer  fihnlichen  Reihe  von  Gebilden  wer- 
den.   So  bildet  z.  B.  der  Ring  die  Kette,   panzerai-tige  Gelenkeysteme  etc. 

Die  hier  erwähnten  continnir Hohen  Gebilde  kSnnen  ans  den  ihnen  ent- 
sprechenden, aus  discreten  Elementen  gebildeten  durch  einen  Orenzenttber- 
gang  abgeleitet  werden^  so  die  Linie  oder  Faser  aus  der  Punktreihe  dnrch 
eine  ohne  Ende  fortzusetzende  Einschaltung  von  Punkten  zwischen  die  be- 
reits vorhandenen,  die  FlSche  aus  dem  Netze  durch  Einschaltung  von  Punkt- 
reihen,  welche  selbst  in  dem  Processe  des  üeberganges  in  Linien  begriffen 
sind,  das  continuirliche  körperliche  System  aus  dem  körperlichen  Punkt- 
system durch  Einschaltung  von  Netzen,  welche  in  Fl&chen  als  GrenzgebUde 
übergehen. 

Die  Gebilde,  welche  Mannigfaltägkeiten  höherer  Ordnung  sind,  kfinnen 
auf  verschiedene  Arten  in  Gebilde  niederer  Ordnang  zerlegt  und  ans  ihnen 
zusammengesetzt  werden.  So  entb&lt  ein  Netz  vielerlei  Pnnktrühen,  ans  , 
denen  es  gebildet  werden  kann,  ebenso  eine  Fl&che  mannigfache  Curven- 
systeme;  so  kann  ein  KCrper  anf  viele  Arten  in  Elemente  zerlegt  werden, 
wie  dies  z.  B.  durch  die  FlBchensyateme  geschieht,  welehe  den  üblichen 
Coordinatensystemen  zu  Gmnde  liegen.  Die  Gebilde  erlangen  dnrch  die 
verschiedenen  Arten  ihrer  Zerlegung  eine  gewisse  Schichtung,  Paaerung 
und  tlberhaupt  ein  gewisses  GefUge,  welches  mechanisch  vieliach  von  be- 
sonderer Bedeutung  werden  kann, 

§.  3.  Die  Punkte  eines  Systems  können  sSmmtlich  gleiohwerthig  oder 
von  Verschiedenem  Werthe  sein,  so  dass  der  eine  mechanisch  die  doppelt«, 
dreifache,  vierfache  Bedeutung  eines  andern  erlangt. '  Diese  Verschieden- 
heit des  Werthes  wird  durch  Coeffioienten  in  die  Untersuchung  eingefOhrt, 
die  man  den  einzelnen  Punkten  beilegt.  In  den  Anwendungen  der  Mecha- 
nik drQckt  ein  solcher  WerthcoefBoient  die  materielle  Beschaffenheit  (Masse), 
den  elektrischen  oder  magnetischen  Zustand  etc.  des  Punktes  aus,  dem  «r 
angehört.  Im  Allgemeinen  ist  dieser  CoefGcient  aller  reellen  constanten  oder 
variabelen  Zahlenwertbe  fUiig,  kann  aber  nach  Umstanden  auf  das  positive 
oder  negative  Zahlengebiet  beschrSnkt  werden.  FUr  die  Untersuchung  der 
Bewegung  eines  einzelnen  Punktes  flült  der  Werthcoefficient  als  bedeutungs- 
los aus  der  Betrachtung  heraus,  erst  bei  dem  Zusammentreten  von  Punkten 
ungleicher  Art"  zum  System  tritt  er  in  dieselbe  ein.  Ein  Punkt,  dessen 
Coefficient  Null  ist,   verschwindet  aus   dem  System;   es   dient  daher   der 


DigiLizedbyCoOj^lc 


Wei-thcoefiicieiit  Überhaupt  auch  dazu,  das  System  zu  begrenzen  and  in 
gewissen  FSllen  seine  Ausdehnung  auf  einen  bestimmten  Raum  xn  besohiitnken. 

Continnirliche  Systeme,  deren  Ptmkte  gleichwerthig  sind,  heissen  homo- 
gen; ist  dies  nicht  der  Fall,  heterogen. 

§.  4.  Die  Verbindung,  in  welche  die  Elemente  (Punkte,  Ebenen  etc.) 
eines  Systems  zusammentreten,  um  dieses  zu  bilden,  ist  entweder  fort- 
wBhrend  dieeelbe  oder  sie  kann  wechseln.  Im  ersteren  Falle  heisst  das 
System  nnrer&nderlich ,  im  zweiten  TerSnderlioh ;  in  diesem  behalten  die 
Elemente  ihre  Dimensionen  und  ihre  gegenseitige  Lage  bei,  in  jenem  findet 
dies  nicht  statt.  Die  VerBcderlichkeit  eines  Systems  kann  sehr  mannig- 
&oh  sein;  gewisse  Arten  derselben  werden  geometrisch  deflnirt,  bei  anderen 
ist  dies  heutzutage  noch  nicht  mOglich.  Zn  der  ersteren  Art  gebSren  die 
Systeme,  welche  wBhrend  der  Bewegung  sich  ähnlich  bleiben  oder  Ober- 
haupt sich  nach  den  Gesetzen  irgend  einer  der  bekannteren  geometrischen  Ver- 
wandtschaften verändern,  zu  den  Übrigen  gehören  die  allgemein  bieg- 
samen, elastischen,  ätissigen  Systeme  n.  a.  m.  Der  Bsgriff  des  unverfln- 
derlichen  Systems  ist  nicht  identisch  mit  dem  des  starren  Systems;  letzterer 
ist  vielmehr  im  ersteren  als  specieller  Fall  enthalten;  denn  ein  8}:8tem  kann 
biegsam  sein  und  dennoch  während  der  Bewegung  den  Charakter  eines 
unveränderlichen  Systems  bewahren. 

§.  5.  Die  theoretische  Uechanik,  deren  QrundsHtze  in  diesem  Bnche 
entwickelt  werden,  hat  alle  Verschiedenheiten,  welche  die  Nator  des  bew^- 
liohen  Systems  betreffen,  möglichst  abstract  za  fassen.  Die  Gebilde,  von 
denen  sie  handelt,  sind  gedachte  Dinge,  wie  die  geometrisch«! ,  denen  sie 
nur  noch  gewisse  Eigenschaften  hinsiohtlich  des  Werthes  ihrer  Elemente, 
der  Biegsamkeit,  Dehnung,  des  flüssigen  Znstandes  u.  s.  w.  beilegt  In 
den  Anwendungen  der  Mechanik  anf  die  Erklärung  der  Vor^bige  der  phy- 
sischen Welt  ist  in  jedem  einzelnen  Falle  sorgfältig  zu  prüfen,  mit  welcher 
Berechtigung  nnd  mit  welchem  Grade  der  Annäherung  man  einen  physi- 
schen Körper  als  ein  System  von  der  Art  ansehen  darf,  wie  es  die  theo- 
retische Mechanik  voraussetzt.    ' 

§.  6.  Das  directe  Problem  der  Bewegtmg  fordert  die  Untersuchung 
der  BewegnngBznsUnde  und  der  Bedingungen,  welche  dieselben  definiren. 
Dieselbe  betrifft  1,  den  geometrischen  Vorgang  der  Bewegung  und  2.  die 
Intensität,  mit  welcher  die  Bewegung  erfolgt. 

Bewegung  eines  Baumgebildes  überhaupt  ist  die  Veränderung  seiner 
Lage,  seiner  Gestalt  oder  beider  zugleich.  Man  kann  swei  Arten  der  Be- 
wegong  nnterschmden,  welche  sich  in  gewissem  Sinne  dual  gegenaber- 
stehen. 

Es  sei  in  ehiem  Baume  eine  continuirliofae  Folge  von  Gebilden  der- 
selben Art,   d.   h.  derselben  Ordnung  der  Haonigfaltigkeit,  g^eben.     Ein 
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weiteres  Gebilde  dieser  Art  falle  nach  vnd  nach  mit  den  Gebilden  dieser 
Folge  zuaammeu.  Sein  Darcligang  durch  dieae  Folge  von  Gebilden  ist  seine 
Bewegung  in  dem  Baume,  welchem  die  Folge  angehOrt.  Sind  die  Gebilde 
der  Folge  unter  sich  und  dem  bewegtichea  Gebilde  congruent,  so  bleibt 
letzteres  während  der  Bewegung  uarerUnderlich  und  ändert  blos  seine  Lage 
im  Baume;  sind  sie  es  nicht,  so  ist  es  veränderlich  und  wird  seine  Ver- 
änderung durch  die  Verwandtschaft  bestimmt,  in  welcher  die  Gebilde  der 
Folge  zu  einander  stehen.  So  können  dieselben  z.  B.  nnter  einander  ähn- 
lich oder  projectivisch  sein;  dann  bleibt  das  bewegliche  Gebilde  sich  wäh- 
rend der  Bewegung  ähnlich  oder  projectiviBch.  - 

Es  sei  andererseits  in  einem  Baume  ein  einzelnes  Gebilde  gegeben; 
ein  anderer  Baum  enthalte  eine  condnnirliobe  Folge  von  Gebilden  derselben 
'  Art,  wie  jenes  einzelne  und  mögen  die  Gebilde  dieser  Folge  der  Reihe  nach 
mit  jenem  einzelnen  Gebilde  zusammenfallen.  Der  Durchgang  der  Folge 
dorcb  da£  einzelne  Gebilde  ist  die  Bewegung  des  Gebildes,  welchem  die 
Folge  angehört,  in  dem  Finzelgebilde. 

Den  unterschied  bei  den  Bewegungen  kann  man  sich  an  der  Bewe- 
gung eines  flüssigen  Systems  sehr  gut  verdeutlichen.  Die  Untersuchung 
der  ersten  Art  der  Bewegung^  beantwortet  die  Frage,  welche  Lage  die 
flüssige  Masse  im  Baume  durchläuft,  welche  Bahnen  ihre  Punkte  und  welche 
Flächen  bestimmte  FlüssigkeitsiSden  beschreiben;  &ii  die  UnterBuchung  der 
zweiten  Art  der  Bewegung  sind  diese  Bahnen  nnd  Flächen,  so  wie  über- 
haupt der  Fortschritt  der  flüssigen  Masse  im  Baume  ohne  Interesse,  da- 
gegen wünscht  man  durch  sie  zu  erfahren,  welche  Funkte  nnd  wie  diesel- 
ben nach  einander  an  einem  bestimmt  angenommenen  Punkte  des  Baumes 
vorüberziehen,  welche  Flüsaigkeitsmasse  durch  eine  beBtimmte  Fläche,  z.  B. 
durch  einen  bestimmten  Querschnitt,  hindurchstrCmt  u.  s.  w.  Auch  der 
Mechanismus  der  Drehbank  kann  zur  Erläuterung  des  fraglichen  Unter- 
schiedes dienen.  Befestigt  man  das  Werkzeug  an  der  Axe  und  hält  das  sn 
bearbeitende  Material  fest,  ao  durchläuft  die  Schärfe  des  ersteren  als  beweg- 
liches System  im  Baume  des  Materials  eine  continnirliche  Folge  oongruen- 
ter  Gebilde,  befestigt  man  aber  das  Material  an  der  Axe  und  hält  das 
Werkzeug  fest,  so  durchläuft  eine  Folge  der  Schärfe  congmenter  Gebilde 
diese  Schärfe. 

Das  dauernde  ZusammenfoUea  eines  Gebildes  mit  ein  und  demselben 
andern  Gebilde  nnd  seiner  Elemente  mit  bestimmten  Elementen  jenes  heisst  die 
Bube  desselben  in  jenem.  Das  dauernde  Zusammenfallen  beider  Gebilde  im 
Allgemeinen  genügt  nicht  zur  Eube.  So  kann  eine  Kugel,  eine  CjUnderfläche, 
eine  Gerade,  eine  Scbraubenfläche  mit  einem  ihr  congruenten  Gebilde  fort- 
während zusammenfallen  und  sich  dennoch  in  diesem  bewegen. 

§,  7.    Ans  dem  Ebenerwähnten  geht  zur  Genüge  hervor,  dass  Bewegung 
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ein  relativer  Begriff  ist  Von  der  Bewegung  eines  Punktes  oder  '^)lg«Tni«'n 
eines  Systems  an  siob  kann  man  nicht  reden,  vielmehr  nnr  von  der  Be- 
wegung desselben  in  einem  R&nme  oder  dentlichor  gesagt,  in  einem  andern 
System.  Die  Bewegung  eines  Systems  in  einem  andern  ist  nichts  weiter, 
als  das  soocessiTe  Zusammenfallen  seiner  Punkte  mit  Punkten  j^ea.  Es 
findet  daher  ebensogut;  eine  Bewegung  des  zweite  Systems  im  ersten,  wie 
eine  Bewegung  dieses  in  jenem  statt.  Man  nennt  daher  die  Bewegung 
Jedes  der  beiden  Systeme  im  andern  seine  relative  Bewegung  in  diesem. 
So  sind  die  oben  unterschiedenen  Bewegungen  relative  Bewegungen  zweier 
Systeme  in  Beug  anf  einander.  Werden  beide  Systeme  in  einem  dritten 
Systeme  gedacht,  so  bat  jedes  der  drei  in  jedem  der  beiden  andern  eine 
relaÜTe  Bewegung  (die  relative  Buhe  als  speäellen  Fall  mit  «ngesohlossen). 
Dabei  kann  man  die  retative  Bewegung  des  ersten  im  dritten  i.  B.  ent- 
weder unmittelbar  ant«rsachen  oder  auch  dadurch  gewinnen,  dass  man  die 
relative  Bewegung  des  ersten  im  zweiten  mit  der  relativen  Bewegung  des 
zweiten  im  dritten  in  Verbindung  bringt.  Mit  der  Zahl  der  Systeme  wSchst 
die  Mannigfaltigkeit  der  relativen  Bewegungen  betr&chtlich ,  von  einer  ab- 
soluten Bewegung  kann  dabei  ebensowenig  als  von  einer  absoluten  Ruhe 
die  Bede  sein,  wenn  das  Wechselseitige,  welches  im  Begriffe  der  Bewegung 
liegt,  deutlich  er&est  wird.  Nichtsdestoweniger  erlaubt  man  sich  oft,  bei 
drei  Systemen  von  der  absoluten  Bewegung  zweier  in  Bezug  auf  das  dritte 
und  ihrer  rriativen  Bewegung  unter  sich  zu  reden.  Es  ist  dies  nicht  cor- 
rect  und  nur  zulässig,  wenn  die  relative  Bewegung  des  dritten  Systems  in 
den  beiden  andern  ftlr  die  Untersuchung  keinen  Werth  hat.  Die  Vorstel- 
lung der  absoluten  Buhe  des  dritten  Systems  ist  fUr  das  VersULndniss  der 
Mechanik  weder  nothwendig  noch  forderlich,  jedenfalls  also  entbehrlich, 
Aach^  kommt  in  den  Anwendungen  der  Mechanik  kein  Fall  vor,  welcher 
diese  Vorstellung  unabweisbar  verlangte. 

§.  8,  Zur  Bewegung  dnes  Systems  in  einem  andern  ist  nicht  durch- 
aus erforderlich,  dass  alle  seine  Punkte  zugleich  in  Bewegung  sind,  viel- 
mehr kann  der  Fall  eintreten,  dass  ein  Funkt,  oder  eine  Punktreihe  oder 
Überhaupt  eine  Partie  des  Systems  ruht,  während  die  &brigen  sich  be- 
wegen. Bei  der  Rotation  eines  nnverSnderlichen  Systems  um  eine  Axe  i.  B. 
ruhen  alle  Punkte  desselben,  welche  anf  dieser  Axe  liegen,  bei  der  Be- 
wegung eines  fldssigen  Systems  können  die  tiefer  im  Innern  gelegenen 
Theile  desselben  ruhen,  wKbrend  die  Punkte  der  OberfiSche  eine  vielleicht 
sehr  heftige  Wellenbewegung  erleiden.  Wenn  nicht  sRmmtliche  Pnnkte  eines 
Systems  zugleich  in  Bewegung  sind,  sondern  nach  Beschaffenheit  des  Systeme 
einzeln  oder  partienweise  nach  and  nach  von  der  Bewegung  ergriffen  wer- 
den, so  betrachtet  man  die  Fortpflanzung  des  Bewegnngspb&nomens  selbst, 
wenn  auch  nneigentlicb,  als  eine  Bewegung,  indem  man  den  Inbegriff  aller 
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sagletoh  in  Bewe^ng  begriffener  Paukte  (den  ErschttttenmgBranm)  &la 
ein  ideales,  im  Sjetem  bewegUcbes  BpeciEdsystem  ansieht.  In  Khnlioher 
Weise  betraohtet  man  den  Wechsel  einer  ruhenden  Linie  bei  der  Rota- 
tion oder  der  Sohranbenbewegnng  als  ideelle  Bewegong  einer  fingirten,  im 
Räume  fortschreitenden  Axe.  Während  aber  die  oben  bezeichneten  Bewegnn- 
gen  nothwendig  als  continnirllch  gedacht  werden  mflssen  und  ein  Ueber- 
gaog  in  eine  folgende  Lage  ohne  Dnrchlaufen  von  Zwisohenlagen  ans- 
geschloSBen  ist,  kann  in  den  TorUegenden  FsUen  ideeller  Bewegung  sehr 
wohl  eine  DisoontinaitBt  stattfinden.  Die  ideelle  Bewegung  kann  mit  einer 
Lage  des  ErechUttemngsraumes,  einer  Lage  der  Botationsaxe  et«,  an  einer 
Stelle  des  'Systems  plötzlich  aufhören  uud  an  einer  anderen  Stelle  auftreten, 
ohne  dasa  der  Erschfitterangsraum  oder  die  Axe  continuirlicb  dorch  Zwischen- 
lagen hinduroh  an  jene  Stelle  gelangt  ist. 

§.  9.  Cm  die  innere  Natur  einer  Bewegung,  oder  die  Intensität,  mit 
welcher  sie  erfolgt,  zn  beürtheUen,  vergleicht  man  sie  mit  einer  andern, 
ihrer  inneren  Natnr  nach  bereite  vollkommen  erkannten  Bewegnng..  Am 
geeignetsten  hierzu  ist  die  einfachste  aller  Bewegungen,  die  nnterscMeds- 
loB  immer  in  derselben  Weise  erfolgende  gleichförmige  Bewegnng.  Sieht 
man  bei  der  gleichförmigen  Bewegung  von  allem  ab,  was  das  Bewegliche 
und  die  geometrische  Beschaffenheit  der  Bewegung  betrifft,  so  bleibt  blos 
die  Vorstellung  der  continuirlichen,  stets  in  derselben  Weise  erfolgenden 
Ortsveränderung,  d.  h.  die  Vorstellung  der  Dauer  Dbrig;  sieht  man  aber 
auch  noch  von  dem  Begrenztsein  der  Dauer  ab,  so  erlangt  man  die  Vor- 
stellung der  unbegrenzten  Daner  ohne  Anfong  und  Ende,  die  VorstoUung 
der  Zeit.  Es  bt  nicht  unrichtig,  die  Zeit  als  die  allgemeinste,  aller  speciel- 
len  lierkmale  entkleidete  Vorstellong  der  Bewegung  zu  beseiahnen;  inso- 
fern können  alle  andern  Bewegungen  mit  ihr  vei^Uchen,  auf  sie  belogen 
und  durch  sie  gemeSBen  werden.  In  Ähnlicher  Weise,  wie  man  von  einem 
speoiellen  Baum  durch  Tilgung  seiner  speoiellen  Eigenschaften  der  Gestalt 
und  Grösse  zu  der  Darstellung  des  unendlichen  Raumes  gelangt,  in  wel- 
chem alle  besonderen  räumlichen  Dinge  enthalten  sind,  gelangt  man  auch 
von  der  speciellem  begrenzten  Dauer  zur  Vorstellung  der  unendlichen  Zeit, 
in  welcher  alle  besonderen  Bewegungen  erfolgen;  indess  muss  betont  wer- 
den daes  die  .von  der  Bewegnng  im  Baume  herS hergenommene  „Bewegung 
in  der  Zeit"  eine  an  sich  unklare  Vorstellung  oder  besser  gesagt,  eine 
unklare  Redensart  ist.  Wie  man  den  Raum  durch  einen  bestimmten,  fibri- 
gens  beliebigen  Baum  misst,  so  misst  man  die  Zeit  durch  eine  bestimmte, 
im  Debrigen  ebenfalls  beliebig  wählbare  Dauer  einer  gleichiSrmigen  Be- 
wegung. Uan  wählt  hierzu  die  Dauer  der  gleichförmig  erfolgenden  Rota- 
tion der  Erde,  nennt  den  vollen  Umlauf  derselben  einen  Tag  und  tbeilt 
ihn  in    der    ablieben  Weise  in    Stunden,   Minuten   und   Secunden    ein.    Die 
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WaJi)  einer  gleiohf6rmig  flieeaenden  Zeit  als  Qnmdlage  fOr  die  Baurtheilang 
der  BewegoBgen  ist  flbrigens  nur  eine  Sache  der  Convention,  kein  absoln- 
tes  BedOrfhisB  der  Mechanik,  ebauBowenlg  wie  ein  gleich Armiges  Wachs- 
tham  der  onabhBngigen  Tuiabela  in  der  AnaljsiB. 

Vergleichnng  einer  gegebenen  Bewegung  mit  der  zur  Basis  gewählten 
glmchibnoiges  Bewegung,  die  wir  als  Zait  bezeichnen,  fflhrt  za  dem  Begriffe 
der  Geschwindigkeit  jener  Bewegung,  welcher  ^en  nHchsten  AnfBchluss'fiber 
die  Intemitllt  gibt,  mit  welcher  sie  erfolgt.  Ist  die  Geschwindigkeit  nicht 
const&nt,  so  muss  das  Qesetz  ihrer  YerSndermig  ermittelt  werden.  Indem 
man  in  dieser  Hinsicht  die  Geschwindigkeit  der  gegebenen  Bewegung  mit 
der  Geschwindigkeit  einer  Bewegung  vergleicht,  bei  welcher  sich  diese  in 
allen  Bediehnngen  gleiohflfrmig  ftndert,  gelangt  man  za  dem  Begriffe  der 
Beschleonigntig.  Ebenso  kann  man  weiter  aufsteigen  zur  Beschleunigung 
der  BesoUennigong  oder  der  Beschleunigung  zweiter  Ordnung,  rar  Be- 
schlennignng  dritter  und  höherer  Ordnung,  von  dmen  jede  folgende  zn  der 
Torhergehenden  in  derselben  Beziehnng  steht,  wie  diese  ra  der  ihr  zunächst 
vorhergehenden  und  welche  alle  Eiisaimnan  schliesslich  die  Gesetze  liefern, 
welchen  die  Intensität  der  Bewegung  unterworfen  ist.  Die  dnzelnea  Punkte 
eines  STstems  besitzen  im  Allgemeinen  verschiedeae  Qeeohwindigkeit  und 
Beschleunignngen,  doch  sind  dieselben  nicht  von  einander  unabhängig,  viel- 
mehr vermöge  des  Zusammenhanges  der  Systempnnkt«  unter  einander  durch 
gewisse  unter  ihnen  bestimmt.  Der  Geeammtgesohwindigkaits-  nnd '  Be- 
Bchleanignngszostand  eines  Bystams  wird  daher  durch  gewisse  Geschwindig- 
keitselemente  und  Beschleumgungselemente  in  jedem  Momente  der  Bewe- 
gung reprKsenürt,  so  dass  aus  ihnen  die  Geschwindigkeit  und  Besobleuni- 
gung  aller  Sjstempunkte  ftlr  jedes  Stadium  der  Bewegung  gefolgert  wer- 
den kann. 

Die  Intensit&t  der  Bewegung  eines  Systems  pflegt  man  oft  in  noch 
anderer  Weise  darzustellen ,  indem  man  Ursachen  einfuhrt,  welche  den 
Funkten  desselben  ihre  Geechwindigkeit  und  ihre  Beschleunignngen  der 
versohiedenen  Ordnungen  zn  ertheilen  vermögen.  Diese  Ursachen  heissen 
Kräfte  und  zwar  wird  die  Ursache  der  Geschwindigkeit  eines  Punktes  eine 
Homentankraft,  die  Ursache  der  Beschleunignng  erster  Ordnung  eine  con- 
tinuirliche  Kraft  oder  kurzweg  eine  Kraft  genannt  nnd  in  ähnlicher  Weise 
können  Krftfte  zweiter,  dritter  und  höherer  Ordnong  als  die  Ursachen  der 
Beschleunigungen  der  gleichnamigen  Ordnungen  bezeichnet  werden.  Ein 
System  von  Momentankrüften  würde  hiernach  den  Gesehwindigkeitszustand, 
ein  System  von  continuirlichen  Kräften  den  BeschlenniiTungszn stand,  ein 
weiteres  System  von  Klüften  zweiter  Ordnung  den  Beschtennigangszustand 
zweiter  Ordnung  hervorrufen  o.  s.  w.  Die  MomentankrSfle  werden  als  fähig 
gedacht,    den  Geechwindigkeltszustaad  plötzlich  (momentan)  hervorzurufen, 
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die  continnirlichen  KrSfte  erster  Oidnang  ver&ndem  diesen  Oeschwindig- 
keitazostand  in  jedem  Aagenblicke  unendlich  wenig,  indem  sie  za  den  vox- 
handenen  GeBchwindigkeiten  nnendlich  kleine  Geaebwindigkeiten,  sogen&nnt« 
ElementarbeBcManuigiingeii  hinzufügen,  welche  m  Verbindung  mit  jenen  die 
Geaebwindigkeiten  für  den  folgenden  Moment  bilden.  Aehnlichea  gilt  fUr 
die  Wirkung  der  &ftfte  höherer  Ordnung^.  Alle  diese  Krftfte  sind  ge- 
dachte Dinge.  In  des  AnweiiSungen  der  Mechanik  auf  die  Bew^ungeu  der 
materiellen  Welt  treten  aie  eis  Hypothesen  anf,  deren  ZnlftsBigkeit  nur 
durch  die  grossere  oder  geringere  üebereinstimmimg  der  ana  ihnen  folgen- 
den BewegungsznstSnde  mit  der  Beobachtung  allein  gesttltzt  wird.  Die 
physische  Existeoa  von  ErSften  kann  nicht  behauptet  werden. 

§.  10.  Das  umgekehrte  Problem  der  Bewegung  verlangt  die  Beetim- 
mong  einer  unbekannten  Bew^ung  mit  Hülfe  gegebener  Bedingungen, 
Diese  Bedingungen  sind  entweder  rein  geometrischer  Natur,  oder  sie  be- 
ti-flSen  den  Geschwindigkedtszustand,  oder  den  Besohle unigungszustand  irgend 
einer  Ordnung,  oder  es  wird  durch  sie  ein  Momentankräftesjetem,  oder  an 
continniiliches  KrBftesjstem  bestimmt,  welches  die  gesuchte  Bewegung  zar 
Folge  hat.  Die  Ll^ung  des  Problems  steigt  stufenweise  von  der  Ordnung 
der  gegebenen  Bedingmigen  bis  zur  Bestimmung  des  Geschwindigkeite- 
zustandes  und  zum  geometrischen  Vorgange  der  Bewegong  herab,  erfordert 
aber,  dass  der  Bewegungszustand  der  niederen  Ordnungen  für  irgend  einen 
Moment  oder  fUr  irgend  eine  Lage  des  beweglichen  Systems  bekannt  sei. 
Wenn  KrSfte  gegeben  sind,  so  kann  dabei  der  eigenthtUnliohe  Fall  eintre- 
ten, dass  dieselben  gegenseitig  ihre  Wirkung  tilgen,  so  dass  sie  keinen  Ein- 
flusB  anf  den  Bewegongsznstand  austlben.  Man  nennt  diesen  Fall  der  ge- 
genseitigen Vernichtung  der  Eraftwiikungen  das  Gleichgewicht  der  Etfifte 
am  beweglichen  System,  auch  wohl,  wenn  auch  weniger  passend,  das  Gleich- 
gewicht des  beweglichen  Systems. 

Bei  allen  Problemen  der  vorliegenden  Art  wird  Beweglichkeit  des 
Systems  vorausgesetzt.  Ee  gibt  aber  verschiedene  Grade  der  Beweglichkeit, 
indem  dieselbe  'durch  mancherlei  Nebenbedingungen  beschrinkt  sein  kann. 
Diese  Bedingungen  modificiren  die  Wirkung  der  Er&fte,  kSnnen  aber  eben- 
deshalb in  den  meisten  Fallen  durch  ErSfte  vertreten  werden. 

§.  11.  Man  pflegte  früher  das  Studium  der  Mechanik  mit  der  Theorie  der 
Kräfte  zu  beginnen.  Sie  hieas  sehr  richtig  die  Dynamik  und  d«r  spedelle 
Theil  derselben,  welcher  vom  Gleichgewicht  handelt,  die  Statik.  AUmShlioh 
gewaim  aber  das  Wort  Dynamik  die  Bedeutung  von  Bewegungslehre  und 
zerfiel  die  mechanische  Wissenschaft  in  zwei  Tbeile,  die  sich  logisch  nicht 
gegenüberstehen,  nUmlloh  in  die  Lehre  voS  Gleichgewichte  und  die  Lehre 
von  der  Bewegung.  Diejenigen  Tbeile  der  Mechanik,  welche  nicht  von  den 
ErSften  handeln,  verdanken  ihre  Vervollkommnung  vorzugeweiee  der  Neu- 
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leit  und  werden  viel&ch  mit  dem  GeB&mmtnamen  der  Fhoronomi«  oder 
Kinematik  belegt.  Das  Wort  «fvijfia  bedeutet  die  Bewegung  als  Zustand, 
itivriiug  Bewegung  als  ThStigkeit,  das  Herrorbringen  der  Bewegung.  Wir 
Tersteben  daher  unter  Eineinatik  die  Theorie  der  BewegangazttBtände ;  sie 
hat  unserer  AndcM  nach  zu  umfaBsen  den  geometriechen  Vorgang  der  Be- 
wegong  oder  die  Geometrie  der  Bewegung,  den  Geechwindigkeitszastand 
und  die  BeschleunigangszuBtftnde  der  verBobiedenen  Ordnungen.  Kinetik 
wird  saohgemSss  die  Erzeugung  der  Bewegung  durch  KrSfte  genaant.  Im 
GroBsen  and  Ganzen  bezeichnet  alBo  Kinematik  das  direote  Problem  der 
Bewegung,  Kinetik'  d&a  umgekehrte  Problem  derselben.  ZmBobon  beide 
Abtheilongen  gehört  die  allgemeine  Theorie  der  Eritfte  und  ihrer  Aequi- 
valenz,  welchen  Zweigen  die  Namen  Dynamik  und  Statik  entsprechen  (denn 
Aeqniralenz  und  Gleichgewicht  der  KrSfte  sind  Begriffe,  welche  auf  einan- 
der redncirbar  aind).  lüine  Borgftltige  Betrachtung  der  Mittel,  deren  äioh 
die  Mechanik  cur  LSeung  ihrer  Aufgabe  bedient,  zeigt,  daas  gewiBse  all- 
gemeine Theorien  sowol  in  der  Lehre  von  der  Geschwindigkeit,  als  auch 
in  der  Lehre  von  den  Beechleunigungen  und  in  der  Lehre  Yon  den  Krftf- 
*ten  zugleich  Anwendung  finden,  so  dass  es  nicht  uneweckmSssig  erscheint, 
diese  Theorien  zu  einem  besonderen  AbBchnitt  zuBammemznfaesen  und  allen 
abrigen  vorangehen  zu  lassen.  Es  sind  dies  die  geometrische  Theorie  der 
StreckenBTsteme,  die  der  Maasenpunktsysteme  und  der  Momente  verschie- 
dener Ordnungen,  insbesondere  die  der  sogenannten  Trägheitsmomente.  Wir 
werden  daher  unsere  Wissenschaft  in  folgenden  Abtheilungen  behandelu: 

L  Theil:  Geometrie  der  Streckensjsteme  und  Geometrie  der  fassen. 
II.  Theil:  Geometrie  der  Bewegung  und  Theorie  der  BewegoDgazustSnde 
(Kinematik). 

III.  Theil:  Theorie    der  KrSfte   und  ihrer  Aeqoivalenz  (Dynamik  im 

ursprünglichen  Sinne  und  Statik). 

IV.  Theil:  Theorie  der  durch  Kräfte  erzeugten  Bewegung  (KineÜk  oder 

Dynamik  im  neueren  Sinne). 

Was  hier  unter  I.  als  Geometrie  der  Strecken  Systeme  bezeichnet  ist, 
sind  die  Elemente  einer  hentzntage  sorgfältig  gepflegten  Disciplin,  deren 
Spuren  sich  als  Lehre  von  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  Jahrhunderte 
weit  rückwärts  verfolgen  lassen.  Nur  allmählich  wurde  sie  selbständig  in 
verschiedenem  Sinne  als  Geometrie  des  Imaginären,  als  Theory  of  Quater- 
nions,  als  lineale  Aoadehnongslehre  etc.  von  den  bedentendsten  Mathema- 
tikern, Gauss,  Hamilton,  Möbius,  Grassmann  etc.  ausgebildet,  so  dass  sie 
heutzutage  in  Verbindung  mit  der  Theorie  der  Liniencompleze*  als  eines 
der  kräftigsten  HtUfsmittel  der  Mechanik  angesehen  werden  muss.  Es  ist 
daher  anch  an  der  Zeit,  sie  als  ein  Fundament  unserer  Wissenschaft  vor- 
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anzustellen.  Indem  der  Verfasser  dieses  Baches  dies  thut,  ist  er  eich  genan 
der  Grenzlime  bswusst,  bis  zu  welcher  die  Aussoheidong  derartiger  Lehren 
ans  den  rein  mechanischen  Theorien  heutzutage  in  einem  Lehrbuche  mög- 
lich ißt. 

Aehnliohes  gilt  von  der  gleiehfatls  unter  I.  au%eftllirten  Qeometrie  der 
Massen.  Sie  verfolgt  Ewei  Richtungen:  Das  Stadium  der  Vertbdlung  der 
Maesenpunkte  im  Baume  und  der  Beziehungen  zwischen  Uassenpunktejatemen 
and  Axeu,  Ebenen  und  Punkte  des  Banmes.  Die  erstere  Bichtnng  sielt 
nach  den  Gesetzen  der  Anordnung  von  Punktsystemen  nach  gegebenen  Bfiok- 
sichten,  der  BegelmOssigkeit,  der  HomogeuetBt,  der  Isotropie  etc.,  wKhrend 
die  andere  die  Theorie  der  Momente  verschiedener  Ordnungen  entwickelt. 
Die  erstere  lassen  wir  hier  ganz  beiseite  und  hinsichtlich  der  zwuten  be- 
gnügen wir  uns  mit  dem  Noth wendigsten.  Ein  Lehrbuch  mnss  sich  be- 
scheiden; es  verliert  an  Werth,  wenn  es  zu  viel  gibt.  Es  ist  kein  Beper- 
torium,  sondern  eine  Anleitung  zum  Stadium;  umfassendes  WisBen  kann 
es  nur  durch  Angabe  der  Literatur  fSrdera,  zum  täcktigen  Können  soll  es 


Die  Mechanik  isi  eine  vorzugsweise  geametrische  Wissenschaft,  sie ' 
enthltlt  sogar  viele  Sätze  rein  geometrischen  Inhaltes.  Sowie  die  Geometrie 
heutzutage  nach  zwei  Richtungen  ausgebildet  wird  und  wir  in  Folge  des- 
sen eine  analytische  und  eine  synthetische  Geometrie  besitzen,  kann-  auch 
die  Mechanik  sich  sowohl  der  erstem,  als  der  zweiten  Richtung  besonders 
zuwenden.  Wenn  wir  auch  mit  RHcksicht  auf  den  Zweck  dieses  Buches 
nnd  im  Hinblick  auf  das  geringere  Maass  von  Vorkenntnissen,  welche  wir 
voraussetzen  wollen,  diese  Scheidung  nach  analytisctien  und  synthetischen 
Methoden  nicht  in  aller  Schärfe  durchfuhren  können,  so  glauben  wir  doch 
mit  Recht  von  den  synthetischen  Methoden  einen  ausgedehnteren  Gebranch 
machen  zu  dflrfen,  als  bisher  zu  geschehen  pflegte.  Wir  huldigen  der  An- 
sicht, dass  beide  Methoden,  die  analytische,  wie  die  synthetaache,  heutzutage 
nur  vereint  im  Stande  sind,  der  Mechanik  die  Scharfe  und  Klarheit  zu 
verleihen,  welche  alle  -mathematischen  Wissenschaften  auszeichnen  sollen. 
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«         Erster  Theil. 

Geometrie  der  Streckensysteme. 
Geometrie  der  Masseu. 


I.  Capitel. 

GeometrlMhfl  Summe  und  Dlffereiu  von  Stxeoken.  AeqaiTaleuB  von 
8treokeiu7Btem«&  im  StraleubflKoliel  und  StrslenbündeL 
§.  1.  An  jeder  Strecke  ^^'  imtersclieidet  man  Richtong,  Sinn,  Ubtga 
und  Lage  im  Baume.  Den  Sino  bezeichnet  die  Folge  der  Bnchataben  des  An- 
fangs- und  Endpunktes;  ein  beweglicher  Paukt  kann  die  Strecke  im  Sinne 
ÄÄ'  oder  im  entgegengeeetzten  Sinne  Ä'Ä  darchlaufen.  Die  Lage  der 
Strecke  im  Baume  wird  bestimmt  durch  ihre  L^e  auf  der  Geraden,  welche 
sie  enthBlt  und  durch  die  Lage  dieser  tieraden  im  Räume. 

Zwei  Strecken  von  gleichem  Sinne  und  gidcher  LSnge,  auf  derselben 
oder  auf  parallelen  Geraden  liegend,  heissen  geometrisch  gleich.  Eine 
nach  Richtung,  Sion  und  Lsoge  bestimmte  Strecke  .<4^'  bezeicbnen  wir  mit 
MObing  durch  [^-^'J  und  die  geometrische  Gleichheit  dieser  Strecke  mit 
einer  anderen  [BB'\,  d.  h.  die  Uebereinstimmnng  beider  nach  Bichtuag, 
Sinn  und  L&nge,  so  does  sie  sich  blos  der  Lage  nach  von  einaader  unter- 
scheiden können,  drücken  wir  durch  die  Qleichuug  [^.^'J  ^s  [£^']  aus, 
in  welcher  das  Gleichheitszeichen  eine  etwas  allgemeinere  Bedeutung  bat 
als  sonst,  indem  es  sich  neben  der  Gleichheit  der  LSnge  auch  noch  auf  die 
Oleicbheit  der  Richtung  bezieht. 

§.  2.  Es  seien  zwei  Strecken  [^.ä'],  [BB']  ge- 
geben (Fig.  l).  Von  irgend  einem  Punkte  0  aus  ziehen 
wir  [00']  ™  [J^']  und  ?om  Endpunkte  0'  weiter 
[O'O"]  =  [SB'].  Die  Bildung  des  gebrochenen  Linien- 
zuges OO'O"  nennen  wir  die  geometrische  Addition 
von  iBB']  zu  \AA"\  und  die  Schlusalinie  {00"'\ 
dieses  Linienzuges  oder  jede  ihr  geometrisch  gleiche 
Strecke  [OC]  die  geometrische  Summe  von  [.i.^'] 

DigiLizedbyCoOJ^Ic 


12  Geometrieclie  Summe  und  Differenz.  I.  Tb.,  Cap.  I.,  §.  3. 

und  [BB'}.  Zu  derBelben  Snmme  gelangen  wir  auch,  indem  wir  [0  0"']  ■»=  [B  B'] 
ziehen  und  an  dem  Endpankte  0'"  eine  Strecke  geometrisch  gleich  [.ä.'^"j 
antragen,  d.h.  [^J^'j  zu  \_BB']  geometrisch  addiren.  Die  Strecken  [^^4'] 
und  [BB'},  welche  dnroh  ihre  Addition  die  geometrische  Summe  [CC'] 
bilden,  nennen  wir  die  Summanden  der  Summe.  Ihre  Ordnung  ist  will- 
kflhrlich.  Die  geometrische  Addition  lonlÄA'}  und  [BB']  bezeichnen  wir 
durch  [AA']'i-[BB']ßät)T[BB']-^[AA'],  welche  beide  Zeichen  den  Bil- 
dungsprozesB  das  Linienznges  OO'O"  und  des  Linienzuges  00"'0"  aub- 
drUcken  sollen.  Insofern  beide  dasselbe  Beenltat,  nlhnlich  die  geometrische 
Summe  liefern,  nennen  wir  beide  LinienzQge  der  Summa  [CC^  geometrisch 
gleich  und  drücken  dies  durch  die  geometrische  Gleichung 

[CC]  =  [AA']  +  [BB']     oder     [CC]  ==  [BB']  +  [AA'] 

ans,  deren  linke  Seite  die  durch  dm  vollendeten  Prozess  der  Addition  ge- 
bildete geometrische  Strecke  darstellt,  wShrend  die  rechte  Seite  den  der 
Summe  geometrisch  gleichen,  noch  die  Spuren  des  Bildungsprozesses  zeigen- 
den Linienzug  OO'O"  oder  00"'0"  bedeutet. 

Zur  Bildung  der  geometrischen  Summe  können  wir  uns  auch  der  Voll- 
endung des  Parallelogramms  bedienen,  in  'dessen  Ecke  0  die  beiden  der 
g^ebenen  Strecke  geometrisch  gleichen  Strecken  [00']  und  [00"']  zu- 
sammenstossen.  Die  Diagonale,  welche  die  Ecke  0  mit  d«*  ihr  gegenüber 
liegenden  0"  verbindet,  stellt  die  geometrische  Snmme  dar. 

Sind  [^.il']  und  [BB"\  Strecken  yon  derselben  Richtung  und  dem- 
selben Sinne,  so  fallen  [00']  und  [0'  0"]  in  eine  Gerade  derselben  Richtung 
und  sind  ebenfalls  von  gleichem  Sinne.    Die  Gleichung 

[CC]  =  [AA']  +  [BB-] 

geht  über  in  [CC"\  =  [AA'  -f  J5B'],  wenn  AA'  ■\- BB'  die  gewöhn- 
liche Snmme  der  LBngen  AA'  und  BB'  ist.  Aehnliches  findet  statt,  wenn 
[.<4.il']  and  [BB']  bei  derselben  Richtung  entgegengesetzten  Sinnes  sind. 
Es  wird  dann  [CC]  =  [AA'  —  BB'],  wo  AA'  —  BB'  der  LBngenunt«r- 
schied  zwischen  beiden  Strecken  im  gewöhnlichen  Sinne  ist. 

§.  3.  Ist  die  geometrische  Summe  [CC']  und  einer  der  Sammanden, 
z.  B.  [BB']  gegeben,  so  kann  der  andere  Summand  [.^.^']  gefunden 
werden.  Die  Strecke  [^.i'],  welche  mit  [££']  zusammen  die  geometrische 
Summe  [CC'J  bildet,  hdsst  die  geometrische  Differenz  zwischen  [CC] 
und  [BB']\  [CC]  ihr  Minuend,  [BB']  ihr  Subtrahend.  Die  Bildung 
dieser  Differenz  heiest  die  geometrische  Snbtraction  der  Strecke  [BB'] 
von  [CC]  und  wird  mit  [CC]  —  [BB']  bezeichnet    Daher  ist 

[AÄ']  =  [CC]  —  [BB']. 
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Wir  finden  äie  Differenz  lAÄ'],  indem  wir  von  dem  Endpunkte  0"  aus  an 
[00^']  =  [CC]  die  Strecke  [0"0']  =  [B'B] ,  d.  h.  [.B.B']  im  umgekehrtea 
Sinne  antragen  und  [00'}  üehen.  [00']  ist  die  Strecke,  welche  mit 
[p'O"] «-  [BB']  die  Summe  \CC']  liefert,  mithin  die  gesuchte  Differenz 
[AA'].  Da  [00']  —  [00"]  -f  [0"0'],  so  Ut  [AA']  =-  [OC]  +  [B'B]. 
DieVei^leichung  mit  i;X^']  =  [CC']  —  [BB']  zeigt,  d&BB  [B'B]  —  — [BJB']. 
Die  Bildung  der  geometrischen  Differenz  ist  identisch  mit  der  Bildung  der 
geometrischen  Somme  des  Uinuenden  und  dee  Subtrahenden,  letzterer  im 
entgegengesetzten  Sinne  genommen.  Das  sabtractiTe  —  [BB']  ist  gleich  dem 
additiven  -|-  [B'B]  oder  die  Summe  entgegengesetzt  geometrisch  gleicher 
Strecken  ist  NnU,  nAmlich  [BB']  -\-  [B'B]  •=  0 . 

Wird  [BB'3  =•  [CC],  so  folgt  [AA']  =•  [CC]  —  [BS']  —  0,  d.  h. 
die  Differenz  geomekiscb  gleiche  Strecken  ist  Null. 

§.  4.    Um  die  geometrische  Stimme  von  drei  Btreckea  [AA'],  [BB'], 
[CC]  zu  finden,  ziehe  mui   von  einem  beliebigen  Ponkte  0  aus  (Fig.  3) 
[00']— [AA'],  [0'0'']>^[BB'] 
und  [0''0'"]  =  [CC]  und  ziehe  [00'"];  so  wird 
■  [00'"]  oder  jede  ihr  geometrisch  gleiche  Strecke 
[DD']  =  [AA']-\-[BB']-\-[CC]. 
Denn  es  ist  [00'"]  =  [00"]  +  [0"(y"]  und 
[00"]  =  [00']  +  [0'0"J  =  [AA']  +  [BB'] 
^■'  mithin  rDD']-=[JA']  +  [BB']  +  [CO'].  Zieht 

man  noch  [00^"]  —  [BB'],  [00"]  -=  [CC]  und  ToUendet  das  Parallel- 
einped  00'",  so  stellt  die  Diagonale,  welche  0  mit  der  gegenQb erliegenden 
Ecke  0""  verbindet,  die  geometrische  Samme  [HB']  dar  und  iat  jeder  zn- 
sammenhllDgende  Kantenzng,  dessen  Schlusalinie  diese  Disigonale  ist,  gleich  der 
geometrisdien  Summe  der  drei  Strecken.  Diese  KantenzOge  unterscheiden 
sich  durch  die  Ordnung  der  Kanten,  d.  h.  die  Summanden  der  Summe,  von 
einander.  Durch  snccesslTe  Vertaaschnng  zweier  auf  einander  folgender  Sum- 
manden kann  man  alle  Anordnungen  derselben  erreichen. 

g.  5.    Allgemein  findet  man  die  geomeliieofae  Snmme  von  n  Strecken 
[AA'],  [BB'],  [CC],  . . .  [NN']  mit  Hülfe 
eines  Strsckenzug^s  (Fig.  S),  der  in  einem  be- 
,j     ^^Jf      liebigen  Punkte  0  beginnt  and  dessen  Seiten 
*     —  ^  [00'],  [O'O"]^  [0"0"'],  . . .  [OO-yOf«]  den 

gegebenen  Strecken  in  beliebiger  Aufeinander- 
folge geometrisch  gleioh  sind.    Die  Schluaslinie 
[00|'^]  des  Zuges  oder  jede   ihr  geometrisch 
^''■*'  gleiche  Strecke  [PP"]  stellt  die   Snmme  dar. 

Denn  zieht  man  die  Diagonalstreeken  [00"],  \00'"],  . . .  [OOf"-»'] ,  so  ist 
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ioo~]-ioo':  +  io'o-i 

lOO~]-[00-]  +  [0"0"i  .      • 


[001-J]  —  [00— "]  +  [(/-«Of] 
mitbin  Dach  der  AdditiOD  dieser  Gleichungen 

[OO"']  —  lOO']  +  [O'O"]  +  [p~0~]  H h  [0<— HO«] 

-  [ÄA']  +  IBII']  +  [CC'J  +  •  ■  ■  +  [Nr]  _  iPp-\. 
Durch  Bticcessive    Yertanschnng   zweier   auf  einander  folgenden  Summanden 
können  dUe  StreckenzUge ,  welche  die  geoinetrische  Summe  zur  Schlussliuie 
baben,  erreitdit  werdao. 

FSlU  der  Endpunkt  0*"'  des  Streckenzuges  mit  dem  Anfangspunkte  0 
zusammen,  ä.  b,  schliesst  sich  der  Streckenzng,  bo  ist  die  geometrische  Summe 
[Pi^]  der  Strecken  Null.  Sind  die  Strecken  alle  einer  Ebene  parallel,  so 
ist  der  Streckeuzag  eine  ebene  Figur.  Sind  die  Strecken  alle  von  glaicher 
Bichtnng  (bei  d^^iBelbeii  oder  auch  entgegengesetztem  Sinne),  bo  fallen  die 
Seitenlinien  des  Strsckenzuges  sammb  der  SchlussUnie  in  eine  Gerade  der- 
selben Bichtung,  Die  LSnge  der  geometrischen  Summe  ist  alsdann  die  alge- 
braische Summe  der  n  gegebenen  Streckenlängen,  wenn  Streckenlängen  ent- 
gegengesetzten Sinnes  als  Glieder  der  Summe  von  entgegengesetztem  Zeichen 
angesehen  werden. 

§.  6.  Wenn  Punkte  Ä,  B,  C,  D,  . . .  M,  N  in  gerader  Linie  liegen, 
BO  ist 

iÄB\  +  \BC\  +  [CD]  +  ■■■  +  [Mm  +  [SÄ]  _  0 , 
wie  auch  immer  die  Punkt«  in  der  Geraden  gegen  einander  liegen  mOgen. 
Denn  man  kann  inuner  ein  Parallelstreckensystem  von  Strecken  geometrisch 
gleich  [AB],  [BC],  [CD],  ...  [MK],  [NA]  iigend*ie  im  Räume  denken 
und  dessen  geometrische  Summe  von  A  aus  bilden.  Dieselbe  ist  die  Scblues- 
linie  des  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung '  dsi^estellten  Streckenzuges. 
Da  der  Anfangspunkt  A  desselben  zugleich  der  Endpunkt  ist,  so  ist  der 
Streckenzug  geschlossen  uud  mithin  die  geometrische  Summe  Null.  Hau 
erreicht  diesen  Satz  gewöhnlich  direct,  indem  mau  die  Richtigkeit  der  Gleichung 
lAB]  +  [BC]  +  [CA]  =0  für  alle  Lagen  der  drei  Punkte  A,  B,  C  iu 
der  geraden  Linie  darthut,  zu  ihr  die  analog  gebildeten 

[AC]  +  [CD]  +  [i)A]  =  0,     [AD]  +  [D£]  +  [EA]  =  0,  . . . 
[AM]  +  [MN]  +  [NA]  —  0 
addirt  und  berücksichtigt,  daaa  [AG]  +  [CA]  ■=  0,  [AD]  +  [DA]  ■=  0, 
, . .  [AM]  -f-  [MA]  —  0  ist. 

§.  7.    Der  Gebrauch  der  Zeichen  der  Addition,  der  Bubtracüon  und 
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derGlflickheit,  wie  er  in  den  vorstehniden  Erörterungen  Torkonunt,  tat  ein 
allgemeinerer,  als  der  gewöhnliche,  bei  welchem  blos  die  GrSsBfi  der  zu  ver- 
bindenden Elemente  in  Frage  kommt  Au  sich  wUrde  es  daher  zweckmässig 
sein,  diese  verallgemeinerte  Bedeutung  der  Zeichen  durch  eine  Ifarke  z.  B. 
in  der  Art,  wie  4"'  — '  *=  auszudrücken.  Es  hat  sich  hie^  indess  noch 
kein  bestimmter  Gebrauch  gebildet  und  pflegt  man  aus  der  Natur  der  Unter- 
snchung  seibat  herauszulesen,  in  welchem  Sinne  diese  Zeichen  zu  nehmen  sind. 

§.  8.  Von  den  Polygonen,  deren  Seiten  solchen  Sinn  haben,  dass  ein 
beweglicher  Punkt  sie  aufeinander  folgend  in  continuirliohem  Zuge  durchlaufen 
kann  und  den  Projeotionen  solcher  Polygone  auf  Aien  und  auf  Ebenen 
werden  wir  häufig  Gebrauch  machen;  wir  fügen  daher  Ober  sie  Einiges  hinzu. 

Eine  Strecke  wird  dnrcb  zwei  Parallelebeneu,  welche  durch  ihre  End- 
punkte geben,  auf  eine  Axe  projicirt.  Ihre  Projection  ist  die  ins  Innere  der 
Parallelschicht  dieser  Ebenen  hineinfallende  Strecke,  welche  durch  sie  auf  der 
Aza  bestimmt  wird.  Der  Sinn  der  Projection  hängt  von  dem  Sinne  der  pro- 
jidrten  Strecke  ab  und  ist  der  Sinn,  in  welchem  ein  beweglicher  Punkt  die 
Projection  durchlänft,  wenn  er  selbst  die  Projection  eines  andern  Punktes  ist, 
welcher  die  zu  projioirende  Strecke  in  deren  Sinn  besehreibt  Die  Projection 
eines  Polj^onB  ist  das  Aggregat  der  Projectionen  seiner  Seiten. 

Ist  r  eine  nach  Länge,  Richtung  und  Sinn  bestimmte  Strecke,  r,  ihre  ' 
Projection  auf  eine  Aze,  mit  welcher  r  den  Winkel  a  bildet,  so  ist  fUr  ortho- 
gonale Projectionen  rx  =  r  cos  a .    Diese  Formel  setzt  voraus,  dass  der  Sinn 
der  Aze  und  der  Sinn  der  Drehung  in  einer  zu  r  und  r»  parallelen  Ebene 
fizirt  seien,  wenn  sie  r,  vollkommen  bestimmen  soll.    Sind  die  Projectionen 
nicht  orthogonal,  sondern  einer  Ebene  9  pandlel,  so  ist 
sin  {ri) 
'■'"''  'sin  {xS)  ■ 

1.  Die  Projection  ahc  .  .  .  na  eines  geschlossenen  Polygons 
ABC ...  NA  auf  eine  Aie  X  ist  für  jede  Lage  von  x  im  Baume 
NnU.    Denn  mB  ist  ab  -{-  bc  -^  cd  -\'  ■■•  -^  na,  also  gleich  Null  nach  §.  6. 

2.  Die  Projection  ahc.n  eines  nicht  geschlossenen  Poly- 
gons ABC . . ,  N  auf  irgend  eine  Aie  x  ist  gleich  der  Projection 
der  Schlueslinie  ^^auf  diese  Axe.  Denn  schliesst  man  das  Polygon 
mit  NA  so  ist  die  Projection  von  ABC . . .  NA  gleich 

«ft  -j-  6c  -f-  •  •  ■  -f-  mn  +  na  ^  0, 
also 

ab  -\-  bc  -\-  cd  -\-  ■  •  ■  -{-  mn  =  —  «a  =>  an ; 
es  ist  aber  an  die  Projection  der  SchlnssUnie  AN, 

3.  Die  Projection  eines  offenen  Polygons  verschwindet  nur 
f&r  Axen,  welche  zur  Schlusslinie  Senkrecht  sind. 
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4.  Ist  die  Projectioa  eines  Polygons  fOr  jede  Axe  des  Rau- 
mes Null,  80  ist  das  Polygon  geschlossen.  Denn  die  Frojection  eines 
offenen  Polygons  kann  uach  3.  nicht  fUr  alle  Axen  verschwinden. 

5.  Ist  die  Projection  eines  Polygons  fUr  irgend  drei  nicht 
ein  nnd  derselben  Ebene  parallele  Azen  Null,  so  ist  sie  fBr  jede 
Aie  Null  und  folglich  das  Polygon  geschlossen.  Denn  wHre  die  Pro- 
jection ßii  irgend  eine  Ase  nicht  Null,  so  könnte  das  Polygon  nicht  ge- 
schlossen sein  und  wKre  seine  Projection  fOr  jede  Axe  gleich  der  Projection 
der  Schlusslinie  auf  diese  Axe.  Die  Projection  der  Schlusslinie  mlUste  daher 
Qu  die  drei  genannten  Axen  zuglaich  verschwinden  und  mfisste  mithin  die 
Schlnsslinie  des  Polygons  zu  dreien  einer  Ebene  nicht  parallelen  Hichtongen 
zugleich  senkrecht  sein,  was  nicht  angeht 

§.  9.  Um  die  geometrische  Summe  [S]  eines  Systems  von  Strecken 
[P].  iP'].  [J*"].  ■ .  •  [i^"'] ,  nümlich 

[B]  -  [PJ  +  [P']  -f  [P"J  +  . . .  +  [P(-)] 
analytisch  zu  bestimmen,  suchen  wir  zunScfast  ihre  Projectionen  Ä,  B,  C 
auf  drei  rechtwinklige  Axen  OX,  OY,  OZ  des  Punktes  0,  an  welchem  wir 
die  Summe  [if]  bilden.  Diese  Projectionen  sind  die  Summen  der  Projection«! 
der  Strecken  P  auf  die  Axen  und  wenn  vrir  diese  mit  X,  X' ,  7", . . .  Z'"' 
'  für  die  Axe  OX,  mit  Y,  Y',  Y" . . . .  r*">  fOr  «Ue  Axe  OTund  mit  Z,  Z' , 
Z" , .  . .  Z"*'  fOr  die  Axe  OZ  bezdohnen,  so  werben: 

Ä^X+X'  +  X"  -^ 1-  Z'-l  =  sx, 

B  =  r  4-  y  4-  y"  H i-  y'"*  =  ■2^1'. 

C  =  Z  +  2'  +  2"  + h  ZI")  =  2Z, 

wo  die  Summen  algebraische  Summen  darstellen. 

Sind  «,  jS,  y;  «',  ß'  ,y'\...  o'"',  ^"',  /"MieKchtnngswinkel  der  Strecken 
P  gegen  die  Axen,  so  hat  man 

X  =  Pcos«,     X'  =  P'cosa',  ...  X'")  =  P'"' cos  «("', 

r  =  Pcos^,    r^p'cosjS', ...  r(-' —  p'-' cos |3W, 

Z  -=  P  cos  y ,     Z'  =  P'  cos  y' ,  .  . .  Z'")  =  P("'  cos  /"> . 
Bezeichnet  man  die  Bichtungswinkel  von  [ü]  gegen  die  Axen  mit  a,  b,  c, 
so  ist  femer: 

cos  a       cos  &       cos  c         1 

B^ -=  A^  +  B* -\- C* . 
Die  letztere  Qleichung  bestimmt  die  Länge  der  geometrischen  Summe  ü , 
die  ihr  vorangehenden  Proportionalitaten,  in  welchen  S  als  Absolutwerth  auf- 
zufassen ist,  während  A,  B,  C  Strecken  von  bestimmten  Zeichen  auf  den 
Axen  bedeuten,  geben  die  Bichtlng  und  den  Sinn  von  R . 
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Aus  S*  =  A'  -^  B*  •}-  C*  folgt,  dass  Jt  nur  dann  verschwindet,  wenn 
gleichzeitig  Ä  ^0,  B— "0,  C  =  0  ist;  d.  h,  wenn  die  drei  Projectionen 
von  B  verschwinden,  welche  drei  Bedingungen  wir  in  der  Form  Bchreiben 
wollen: 

i-X"0,     2T  =  0,     2Z  =  0. 
Sie  drflcken  aus,  dass  der  Streckenzug  der  P  sich  schliesst. 

Sind  die  Strecken  [P]  alle  einer  Ebene  par&Uel,  so  genttgen  zwei  Axen 
OX,  OT,  parallel  zu  dieser  Ebene.  Es  sind  dann  alle  }!  gleich  ^n  und  alle 
Z  Null    Ks  bleibt  daher  znr  Bestintmimg  von  [S]  als  ausreichend: 

A~~SX,        tga  =  2' 

£  — xr,        fi'  =  ^*  +  B». 

§.  10.  In  der  Theorie  der  Streckensysteme  werden  zwei  Strecken  von 
gleichem  Sinne  und  gleicher  Länge,  welche  auf  derselben  Geraden  liegen 
als  gleichwerthig  oder  aequivalent  betrachtet,  so  dass  sie  für  einander 
substitnirt  werden  können.  Die  Aeqnivalenz  solcher  Strecken  ist  ein  specieller 
Fall  der  geometrischen  Gleichheit;  er  tritt  ein,  wenn  die  BicbtungsUnien 
zweier  geometrisch  gleicher  Strecken  zuaammen&llen.  Eine  Strecke  kann  auf 
ihrer  Bichtungalinie  beliebig  verschoben  werden,  ohne  daas  sie  aufhört,  sich 
seibat  aequivalent  zu  bleiben.  Zwei  entgegengesetzt  gleiche  Strecken  auf 
derselben  Geraden  sind  nnabhSngig  von  ihrer  Entfernung  von  einander,  zu- 
sammen aequivalent  Kuli.  Sie  können  in  jedem  Streckensystem  getilgt  oder 
auch  demselben  hinzugefügt  werden,  ohne  dass  das  System  dadurch  alterirt 
wird. 

Schneiden  sich  die  Eichtnngslinien  zweier  Strecken  [.^^'J ,  [BB']  in  einem 
Funkte  0  (Fig.  4) ,  an  welchen  Funkt  man  dem  eben  Gesagt^  gemäss  dieselben 
verschieben  kann,  und  bildet  man  am  Funkte  Ö  die  geometrische  Summe 
[Bj  -=  [-i-i']  +  [BB'],  so  nennt  man  dieselbe  in  der  so  gewonnenen  Iiage 
oder  in  jeder  andern  Lage  [ÜB'J  auf  ihrer 
Richtungslinie  die  Resultante  von  f^A^Ä'] 
vaä[BB'],  DieBesuttantezweier  sich 
schneidender  Strecken    ist  demnach 
■  die   geometrische  Summe   derselben 
in  solcher  Lage,  dass  ihre  Richtungs- 
linie   durch    den    Schnittpunkt    der 
Strecken  geht.    Die  Resultante  wird  als 
^<s-  *■  der  Verbindung  der  beiden  Strecken  aequi- 

valent angesehen.  Allgemein  heisst  die  geometrische  Summe  irgend  welcher 
Strecken,  welche  auf  Stralen  eines  StralenbUschelB  oder  Stralenbündels  liegen, 
in  einer  Lage,  dass  ihre  Richtungslinie  durch  den  Mittelpunkt  des  BUschels  oder 

DigiLizedbyCoOJ^Ic 


SOBaLL,  Usshuilk. 


18  Beroltante  zweier  Strecken.        LTh.,  Cfip.l.,  9§- ü- 12- 

BUndels  geht,  die  Besultante  des  Streckensystema  im  BUschel  oder  Bündel 
und  wird  als  diesem  System  aequivalent  aDgesehen. 

§.  11.    Sind  a,  b,  r  die  Straleo  des  Punktes  0,  auf  welchen  die  Strecken 
[>i4'],  \BJB']  und  ihre  Rcsnltante  [RR']  liegen,  so  ist 
[AA'\       [BS']  ^  [Bfl'J 
sin  rb         ein  ar        sin  ab 
und 

RR'^  =.  ZI"  +  Wb"  +  2AÄ- .  BB' .  cos  (ab)  . 
Die  Besultante  zweier  gleicher  Strecken  im  Bttschel  halbirt  den  Winkel  von 
deren  Richtuugsstralen.  Das  Parallelogramm  00"  der  Strecken  geht  dann  in 
einen  Bhombns  über  nnd  wird  RR'  =  2ÄA'  .  cos  ^ah.  Wechselt  eise  der 
Strecken,  z.  B.  [BB'}  den  Sinn,  so  fällt  das  Streckenparallelogramm  über 
[00'}  ■=  [ÄA']  und  [00''']  =  [B'B]  und  mit  ihm  die  Resultante 

[£']  =  [AA']  +  [B'B]  -  [AA']  -  [BB'] 
in   den  Nebenwinkel   des   Winkels  (ab).    Der   lUcbtangsstral  r   der    Resul- 
tanten [R]  theilt  den  Winkel  (ab)  nach  dem  SinusTerhBltniss 

Binar:  sin  rft  =  [BB'] :  [AA']; 
der  Bichtongsstral  r   der  Besnltanten  [B']  aber  nach  dem  Yerhfiltnisa 

ein  ar' :  sin  r'b  =  [B'B]  :  [AA']  =  —  [BB']  :  [ÄA']  . 
Daher  ist 


d.  h.  es  sind  a,  b\  r,  r'  vier  hai'monische  Stralen  und  sind  die  Biohtangen 
der  beiden  Resultanten  zngeordnet. 

§.  12.  Die  Anfangspunkte  A,  B  der  Strecken  [^^'],  [££']  bestimmen 
mit  ihrem  Schnittpunkt  0  einen  Kreis  AOB 
(Fig.  6),  welcher  von  der  Beaultanten  [R]  in  einem 
Punkte  B  geschnitten  wird,  den  wir  als  Anfangs- 
punkt der  Besnltanten  ansehen  künnen.  Bleiben  nun 
die  Punkte  A,  B  fest  und  die  Strecken  ran  onver- 
■  Onderlicher  Länge,  während  0  den  Kreis,  durchl&uft, 
so  andern  sich  weder  die  Winkel,  noch  die  Seitei^ 
des  Streckenparallelogramms  00",  aus  welchem  die 
Besultante  hervorgeht  und  bildet  diese  fortwährend 
^'-  ''■  dieselben  Winkel  mit  den   Seiten  desselben.    Sie 

bleibt  daher  gleichfalls  von  unveränderlicher  GrOsse  und  R  ist  ein  fester 
Punkt  des  Kreises,  dessen  Lage  von  dem  Verh&ltniss  der  Strecken  ab- 
hängig ist. 
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NoB  war 

sin  rh        bin  ar  mnab 

UBd  das  Dreieck  ABli  liefert  nach  dem  Satze  von  der  Gleichheit  der  Peri- 
pheriewinkel  im  Kreise  sin  rb  =  Bin  ji ,  sin  ar  — =  ein  B ,  sin  ab  =  sin  R 
lind  Trenn  wir  die  Verh&ltnisBe  der  Sinusse  der  Winkel  durch  die  Verhält- 
nisse der  Gegenseiten  ersetzen,  so  kommt: 

SB  ""  Ali  ""  AB 
Der  Punkt  R  liegt  so,  daas  AR:  RB  =  BB' ^  AA',  d.  h.  er  theilt  den 
Bogen  AB  so,  dass  die  Sehnen  AR,  RB  im  umgekehrten  TerhBltniss  der 
Strecken  AA',  SB'  stehen.  Kehrt  BB'  den  Sinn  am,  so  Rillt  die  Resultante 
R'  Ton  AB  und  B' B  in  den  Nebenwinkel  0  und  geht  durch  den  festen 
Punkt  R'  des  Kreises,  wofttr 

R'B  AR'         AB 

ist,  d.  h.  R'  theilt  AB  so,  dass  du  Verhiltnias  der  Seimen 

AH  T  R'B  =  —  BB' :  AA' . 
Die  Punkte  A,  B\  R,  R'  liegen  daher  auf  dem  Kreise  so,  dass  zwischen  den 
Sehnen,  welche  sie  verbinden,  di«  Relation  besteht: 
AR    AR'       _ 

rb'r'b~ 

Lassen  wir  jetzt  AA'  und  BB'  parallel  werden,  so  werdm  auch  Ü,  R' 
ihnen  parallel,    rtlckt  0  ine  Unendliche  osd  geht  der  Kreis   in  die  Gerade 
über,  welche  J,  und  B  verbindet  (Fig.  6).    Sie  enthalt  die  Punkte  R,  R' 
and  A,  B;  B,  B'  sind  vier  harmonische  Punkte, 
so  daas  R  zwischen  A  nnd  B  liegend  die  Strecke 
AB   im   VerhKItnias   AR:  BB  ^^  BB' :  AA' 
tbeilt,  wKhrend  R'  aosserhalb  AB  fKllt,  sodass 
AR^ :  B.B  -=  —  BB' :  AA'  ist.  Zugleich  ergibt 
sich  hieraas,  dass  R  oder  R'  immer  n&her  an 
der  absolnt  grSsseren  der  beiden  Strecken  AA', 
"«■  *■  SS'    liegt.     Die    Proportionen,     welche    auch 

fQr  den  vorliegenden  Fall  unverilndert  fortbestehen  müssen,  zeigen,  dass 
R  =  AA'  +  BB'  und  R'  —  AA'  —  BB',  da  sowohl  AR-^RB~AB, 
als  auch  AB'  -\-  R'B  •>"  AS  ist.     Wir  erhalten  damit  den  Satz: 

Die  Resultante  zweier  paralleler  Streckenistdiesen  parallel. 
Bei  gleichem  Sinne  der  Strecken  f&llt  die  Bichtungalinie  der 
Besnltanten  in  den  von  ihnen  bestimmten  ParallelstreifeB,   bei 
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entgegengetztem  Sinne  in  den  AusBenraam.  Sie  theilt  eine  be- 
liebige Transversale  und  die  Fl&che  des  Parallelstreifens  im  um- 
gekehrten VerhBltnisB  der  Strecken  und  ihre  QrSsBe  ist  die  alge- 
braische Samme  beider.  Ihr  Sinn  stimmt  mit  dem  Sinne  der 
grösseren  Strecke  Qberein. 

Werden  die  Strecken  einander  gleich,  so  rOckt  ihre  Resaltante 
im  Falle  gleichen  Sinnes  in  die  Mitte  zwischen  beide  Strecken 
und  wird  ihrer  Summe  gleich.  Im  Falle  entgegengesetzten  Sinnes 
aber  rfickt  sie  ins  unendliche  und  verschwindet  ihre  Grösse.  Zwei 
entgegengesetzte  geometrisch  gleiche  Strecken  sind  daher  niemals 
einer  endlichen  Strecke  aequivalent. 


n.  Capitel. 
Btrookenpaate  und  deren  Aequlvaleni. 
§.  1.  Die  Verbindung  zweier  entgegengesebit  gleicher,  nicht  in  die- 
selbe Bichtnngslinie  fallender  Strecken  heisst  ein  Streckenpaar,  der  Ab- 
stand ihrer  parallelen  RichtungBlinien  oder  die  Breite  des  you  diesen  gebil- 
deten FlSchenatreifeuB  der  Arm  des  Paares,  die  beiden  Strecken  selbst 
dessen  Seitenl&ngen  und  das  Produkt  aus  dem  gemeinBchafllichen  Wertfae 
der  Seit«nlfingen  und  dem  Arme  oder  die  FlScbe  des  vou  den  Seitenlangen 
als  Qegenseiten  gebildeten  Parallelogramms  das  Moment  des  Paares. 
Zur  geometrischen  Bezeichnung  des  Paares  genügt  die  Figur,  welche  die 
Seitenstrecten  nach  Länge  und  Sinn,  letzteren  etwa  dnrcb  angefügte  Pfeil- 
spitzen oder  die  Folge  von  Buchstaben  an  den  Enden  nebst  dem  Arme 
andeutet.  Die  Lage  der  Strecken  auf  ihren  Kiehtnngslinien  ist  willkOr- 
lich,  da  jede  Strecke  bei  der  Verschiebung  auf  ihrer  Richtungslinie  als  sich 
aequivalent  bleibend  angenommen  wird.  Die  Kbene  des  Paares  scheidet 
den  Baum  in  zwei  Gebiete;  ein  sehender  Punkt,  in  dem  einen  von  ihnen 
befindlich,  erkennt  den  Sinn  der  Seitenlangen  (die  Stellung  der  Pfeilspitzen) 
tibereinstimmend  mit  der  Uhrzeigerbewegung,  wShrend  er  ihm  von  dem  an- 
deren Banmgebiete  aus  umgekehrt  erscheint.  Zwei  Paare  in  derselben  oder 
in  parallelen  Khenen  haben  gleichen  oder  entgegengesetzten  Sinn,  je  nach- 
dem derselbe  von  einem  Punkte  ausserhalb  ihrer  Ebene  oder  ausserhalb 
der  von  ihren  Ebenen  gebildeten  Parallel  Schicht  bei  beiden  oder  nur  bei 
einem  mit  dem  Sinne  der  Uhrzeigerbewegung  harmonirend  oder  nicht  har- 
monirend  erkannt  wird.  Ein  Perpendikel,  irgendwo  auf  der  Ebene  des 
Paares  nach  dem  Gebiete  des  BauimeB  hin  enichtet,  von  welchem  aus  der 
Sinn  des  Paares  mit  dem  Sinne  der  Uhrzeigerbewegung  tlbereinstimmt,  beisst 
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die  Axe  des  Paares  imd  eine  Strecke  auf  ihr,  welche  den  numeriBcbeu 
Werth  des  Momentes  d&rstellt  Dnd  mit  HUlfe  einer  Pfeilspitze  das  Gebiet, 
nach  welchem  die  Axe  gerichtet  ist  nad  damit  den  Sinn  des  Paares  be- 
zeichnet, das  Axenmoment  des  Paares. 

Es  sind  verschiedene  Bezeichnungs weisen  der  Paare  in  Schrift  und 
Zeichnang  Dblich.  Sind  AB,  CD  die  gleichen  Seitenstrecken,  so  w&hlt 
man  nach  BedflrfniSB  die  Form  {AB, 
CD),  worin  die  Stellang  der  Buchsta- 
ben den  Sinn  der  Strecken  andeutet  oder 
wenn  man  die  LSnge  der  Strecken  mit 
P  bezeichnet  (P,  —  P),  indem  man  den 
Gegensatz  dea  Sinnes  durch  das  Vorzeichen 
ausdrückt  oder  man  gibt  das  Moment 
Pp  an,  wo  p  den  Arm  des  Paares  be- 
*^  '■  deutet    (S.  Fig.  7.) 

§.  2.  Fttr  die  Aequiralenz  der  Streckenpaare  in  derselben  und  in 
parallelen  Ebenen  gelten  folgende  Sfitze: 

I.  Ein  Streckenpaar  ist  jedem  anderen  aequivalent,  welches, 
mit  ihm  in  derselben  Ebene  liegend,  gleiche  Seitenlangen,  glei- 
chen Arm  und  gleichen  Sinn  mit  ihm  besitzt.  Jedes  Paar  bleibt 
üch  daher  aequivalent,  wenn  es  in  seiner  Ebene  wie  immer  seine  Lage 
SnderL 

Denn  es  seien  S,  S'  (Fig.  8)  zwei  Parallelstreifen  gleicher  Breite.  Die- 
selben haben  einen  Rhombus  A^  B^  C^  D^  als  gemeinsamen  Flltchentheil 
oder  sind  parallel.  Nehmen  wir  znnSchst 
den  ersten  Fall  an.  Auf  den  Grenzlinien 
von  S  liege  das  Paar  {AB,  CD),  auf  den 
Grenzlinien  von  S'  nehmen  wir  die  vier  glei- 
chen, paarweise  entgegengesetztes  Strecken 
B'  C  A'^,  C  D(;  A'  £",  C"  D"  an,  welche  zusam- 
men aequivalent  Null'  sind  nnd  von  denen 
jede  gleich  der  SeitenlBnge  des  Paares  {A  B,  CD)  sei.  Diese  vier  Strecken 
bilden  zwei  Paare,  von  denen  das  eine  {A'B^,  C'If)  dem  Paare  {AB,  CD) 
coDgment  ist  nnd  sich  von  ihm  btos  seiner  Lage  nach  unterscheidet,  in 
allen  tibrigeu  Beziehungen,  insbesondere  auch  dem  Sinne  nach  mit  ihm  über- 
einstimmt, wShrend  das  andere  {A"B",  CUT)  ihm  entgegengesetzt  ist. 
Das  Paar  {AB,  CD)  ist  daher  sich  selbst  in  Verbindung  mit  diesen  beiden 
Paaren  aequivalrait.  Da  Strecken  sich  aeqnivalent  bleiben,  wenn  sie  in 
ihren  BichtnngBÜnien  TerBohoben  werden,  so  kOnnen  wir  die  Seitenlangen 
des  Paares  {AB,  CD)  an  ^e  Ecken  des  Rhombus  A^B^G^D^  verlegen. 
Dasselbe  kSnnes  wir  mit  dem  Paare  {A"B",  C'If)  thun.    Die  beiden  so 
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verlegten  Paare  bilden  an  den  beiden  gegenüberliegenden  Gokeii  Ä^,  Cg 
dee  Bhombns  ein  System  von  vier  paarweise  entgegengesetzten  Strecken, 
welche  in  die  Seitenrichtungen  des  RhomboB  fallen.  Die  Besnltante  der 
beiden  gleichen  Strecken  an  Ä^^  fUllt  in  die  Diagonale  Äg  O^,  ebenso  die 
Besnltante  der  beiden  Strecken  an  C^  und  beide  Resnltanten  sind  einiuider 
entgegengesetzt  gleich.  Daher  sind  sie  und  in  Folge  dessen  die  vier  Strecken, 
denen  sie  aequivalent  sind,  aequivalent  Nnll  und  ergibt  sich,  dass  das  Paar 
(AB,  CD)  aequivalent  dem  Paare  (A'B",  CD')  sei,  welches  ihm  congment 
ist  in  beUebig  veränderter  Lage  in  der  Ebene. 

In  dem  zweiten  Falle,  wenn  nSmlich  die  Streifen  S,  S'  parallel  sind, 
genttgt  es  einen  dritten  jenen  beiden  congrueuten  Streifen  anznnehm^ 
welcher  beide  Streifen  £,  S'  sahneidet,  und  nachzuweisen,  dses  jedes  der 
Paare  auf  S,  S'  einem  ihm  congraenten  Paare  auf  dem  dritten  Streifen 
aequivalent  sei,  woraus  dann  die  Aequivalettz  der  beiden  Paare  anter  ein- 
ander folgt. 

Zugleich  gewinnen  wir  durch  diese  Ent Wickelungen  den  Satz: 

Tier  gleiche  Strecken,  welche  l&ngs  den  Seiten  eines  Rhom- 
bus 80  liegen,  dass  die  in  die  Gegenseitenpaare  fallenden  Strecken 
je  ein  Paar  bilden,  sind  aequivalent  Null,  wenn  die  beiden  Paare 
entgengesetzten  Sinnes  sind. 

Uit  Hülfe  von  Satz  I.  kann  man  ein  Paar  finden,  welches  zwei  oder  mehreren 
Paaren  von  gleichen  Seitenlangen  in  einer  Ebene  zasanunen  aequivalent  ist. 
Haben  n&mlich  die  beiden  Paare  gleichen  Sinn,  so  schiebe  man  die  Streifen 
derselben  so  an  einander,  dass  sie  einen  Streifen  von  der  Breite  gleich  der 
Summe  Ihrer  Breiten  bilden.  Dies  kann  auf  zwei  Arten  geschehen.  Die 
Seitenlängen,  welche  dabei  auf  die  Grenzlinie  der  an  einander  stossenden 
Sti-eifen  fallen,  sind  als  entgegengesetzt  gleich  der  Null  aequivalent  und  beide 
Paare  werden  mithin  dem  nengebildoten  einen  aequivalent  von  derselben 
Seitenlange,  demselben  Sinne  und  einem  Arme  gleich  der  Summe  der  Arme 
der  vereinigten  Paare.  Sind  die  beiden  Paare  von  entgegengesetztem  Sinn, 
so  schiebe  man  die  Streifen  aber  einander,  so  dass  ein  Paar  Orenzünien  sich 
decken.  Es  entsteht  dadurch  ein  den  beiden  aeqnivalentes  Paar,  von  denselben 
SeitenlSngen  and  einem  Sinne,  welcher  mit  dem  Sinne  des  Paares  vom 
grösseren  Arme  übereinstimmt,  dessen  Arm  die  Differenz  der  Arme  der  ge- 
gebenen Paare  ist.  Wie  man  mehrere  Paare  in  einer  Ebene  bei  gleichen 
SeitenlSngen  und  theils  gleichem,  theils  entgegengesetztem  Sinne  zu  önem 
einzigen  ihnen  aeqnivalenten  Paare  vereinigt,  dessen  Arm  gleich  der  alge- 
braischen Summe  der  Arme  aller  einzelnen  Paue  gleich  ist,  ist  von  selbst 
klar.  Zugleich  erhellt,  dass  zwei  Paare  von  gldchem  Arme  nnd  gleichen 
SeitenlSngen  bei  entgegengesetztem  Sinne  zusammen  aequivalent  NoU  sind. 

Mit  Hülfe  desselben  Satzes  vereinigt  man  auch  zwei  oder  mehrere  Paare 
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von  gleichen  Armen  nnd  TerBCbiedenen  Seitenlangen.  Vermöge  der  gleichen 
Breite  kann  man  die  Streifen  der  Paare  Aber  einandei-  Bohieben,  so  dasB  sie 
Bicb  decken.  Dabei  addiren  oder  aubtrahiren  sich  die  Seitenlangen  der  Paare, 
je  nachdem  de  gleichen  oder  ent^egengeaetzten  Sinn  besitzen  und  bilden  ein 
Paar,  dessen  SeiteulBnge  die  Summe  oder  Differenz  der  Seitenlängen  der  ge- 
gebenen Paare  ist.  FOr  mehrere .  Paare  verschiedenen  Sinnes  bei  gleichen ' 
Armen  ergibt  sich  fOr  die  Seitenlangen  des  neugebildeten  Paares  die  alge- 
braische Summe  der  SeitenlSngen  aller  gegebenen  Paare. 

£ine  wesentliche  Erweitern]^  findet  Satz  I.  in  dem  folgenden: 
IL    Jedes  Streckenpaar  ist  jedem  anderen  aequivalent,  wel- 
ches mit  ihm  gleiche  Seitenlängen,  gleichen  Arm  nnd  Sinn  besitzt, 
aber  in  einer  anderen,  seiner  Ebene  parallelen  Ebene  liegt. 

CoDStmirt  man  nBmlich  ttber  dem  Streifen  des 
Paares  {AB,  CS)  einen  parallel epipedischen  Raum 
ABCDEFQH  -obA  dessen  Diagonalebenan,  welche  sich 
in  MN  schneiden,  so  ist,  wenn  das  Zeichen  (~)  die 
Aeqnivalenz  bezeichnet: 
{AB,  CD)  ^  AB,  CD,  MN.  NM 

^  (AB,  NM).  {MN.  CD) 
^  {MN.  au).  {BF.  NM)  =  {EF,  GH) 
wo  MN  nnd  NM  als  entgegei^esetzt  gleiche  Strecken  derselben  Bichturiga- 
linie  zusammen  aeqnivalent  Nnll  sind  nnd  einerseits 
{AB.  NM)  =  {MN,  GS), 
so  wie  andrerseits 

{MN.  CD)  =  {EF,  NM), 
ist,  als  congraente  Paare  gleichen  Sinnes  in  derselben  Ebene.    Es  ist  aber 
{EF,  GH)  ein  Fear  congment  und  gleichen  Sinnes  mit  {AB,  CD)  in  einer 
Ebene,  welche  zur  Ebene  dieses  Paares  parallel  ist. 

III.  Zwei  Streckenpaare  gleichen  Sinnes,  welche  von  den 
beidenGegenseitenpaaren  eines  Parallelogramms  gebildetwerden, 
sind  einander  aequivalent. 

_  Es  seien  {AB,  CD)  und  {BC,  DA)  (Pig.  10)  die 

beiden  Paare  und  das  VerhBltniss  der  Seiten  des  Pa- 

//      raUelogramma  rational,  nSmlich  AB  :  BC  =  m:n,  so 

dass  also  eine  Länge  AM  ^^  AN  angegeben   werden 

]ajm,-wo{tixAB=^m.AM,AD  =  n.ANist    Legt 

"*■  *"-  man  durch  M  und  N  Parallele  LN  und  KM  zu  den 

Seiten  des  Parallelogramme,  so  bilden  diese  einen  Rhombus  AMON.  für 

welchen    {AM,  ON)  =  {MO,  NA)    (Satz  I)   ist,    da  diese  beiden  Paare 

gleichen  Arm  und  gleiche  SeitenlSngen  haben.  Nach  den  Folgerangen  desselben 
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Satzes  ist  aber 

{AB.  CD)  =  «  .  {AB.  LN) 
und  da 

{AB,  LN)^m.{AM,  ON) 

{AB,  CI>)r=nm{AM,  ON). 
Ebenso  ist  aber  anch 

{SC,  DÄ)^m.(MK,  DA)  ~mn{MO,  NA); 
daher  also  {AB,  CB)  =  {SC,DA). 

FUr  irrationaleB  SeitenTerhaltniss  ergSuzt  man  den  Bewete,  wie  folgt. 
Man  kann  immer  eine  LKuge  AM  i^^  AN  finden,  so  dasB 

m  .  AM  <  AB  <  {m  -\-  l)ÄM  und  n.AN<BC<{n-^  l)AN, 
wo  m  und  n  beliebig  grosBe  Zahlen  bedeuten.  Dann  Bind  n  Paare  {AS,  LN) 
noch  nicht  aeqnivalent  {AB,  CD),  wShrend  (» -f-  l)  solcher  Paare  Über- 
wiegen, d.  b.  es  mtlBste  zu  n  .{AB,  LN)  noch  ein  gewisses  Paar  hinzu- 
treten oder  ^on  {n -}- l)  {AB,  LN)  ein  gewiaBes  Paar  binweggeuommen 
werden,  um  ein  mit  {AB,  CD)  aequivalentea  Paar  zu  erzeugen.    Daher  ist: 

.  iÄM,  ON)  <  (AB,  Lm  <  (m  +  1)  (AM,  OS), 


und  da 

also 


~  (AM,  ON) 
und 

Auf  dieselbe  Weise  ergibt  sich 

'  <  »m(ilfO,  NA)^V+  m)V  +  J 
Diese  Ungleichheiten  bestehen  fOr  alle  m  und  n,  wie  gross  diese  Kahlen 
auch  genommen  werden  mSgen.  Sfithin  liegen  die  Verhältnisse  von  {AB,  CD) 
'  und  {B0,  DA)  zu  mn{AM,  ON)  oder  nm{MO,  NA)  zwbchen  denselbra 
Grenzen,  deren  Differenz  auf  jeden  beliebigen  Grad  der  Eteinbeit;  herab- 
gedrUckt  werden  kann.    Daher  Bind  diese  beiden  VerbUtnisse  gleich  und  da 
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ihre  Nenner  UbereinBtimmen,  auch  die  ZBhler  gleich;  woraus  die  Aequivalenz 
TOn  (AB,  CD)  nnd  (BC,  DA)  folgt 

Man  erweitert  den  Säte  leicht  sa  dem  etwas  aUgemdneran: 
IV.    Zwei  Streokenpaare  gleichen  Sinnes,  deren  Streifen  sich 
in  irgend  einem  Parallelagramm  durchkreazen,  und  deren  Seiten- 
langen den  Seiten  des  Parallelogramme  proportional  sind,  sind 
einander  aequivalent. 

y.  Zwei  Streckenpaare  von  gleichem  Momente  und  gleichem 
Sinne,  in  derselben  oder  in  parallelen  Ebenen  liegend,  sind  aequi- 
valent. 

Denn  verlegt  man  die  beiden  Paare  (P,  — P)  und  (Q,  — Q)  (Fig.  11), 
deren  Arme  p,  q  seien  und  zwischen  deren  Mo- 
menten die  Gleichang  Fp  >~  Qq  besteht,  in  eine 
Ebene,  so  dass  sich  ihre  Streifen  in  einem  Pa- 
rallelogramm ABCD  dnrchkreuien,  so  tritt  zu 
der  ebengenannten  Qleichnng  noch  die  folgende 
hin2n:  AB .  p  — =  BC.  q ,  weil  die  Arme  der  Paare 
zugleich  die  Hohen  des  Parallelogramms  sind. 
Aus  beiden  Qleichungen  folgt  aber 
P:Q~ÄB:BC, 
"''  "'  d.  h.  die  Seitenlfingeu  der  Paare  sind  den  Seiten 

des  Parallelogramms  proportionoL    Mit  BerOcksiehtigung  des  gleichen  Sinnes 
sind  die  Paare  nach  IV.  aeqniralent. 

Nach  diesem  Satze  ist  nur  das  Moment  und  der  Sinn  eines  Paares  das 
Wesentliche  desselben,  nicht  aber  die  GrOsse  der  Seitenstrocken  und  nicht 
der  Arm  ftlr  sich.  Man  kann  diese  beiden  Element«  Andern,  ohne  dass  das 
Paar  aufhOrt,  sich  aequiTolent-  su  bleiben,  so  lange  nur  der  Sinn  und  das 
Moment,  welches  durch  den  Inhalt  des  Poiallelogramms  Über  den  Seiten- 
Strecken  dargestellt  vird,  dieselben  bleiben. 

Mit  Hülfe  unseres  Satzes  können  zwei  Paare  von  verschiedenen  Annen 
und  Seiten  strecken  zu  einem  einzigen,  ihnen  zusammen  aequivalenten  ver- 
einigt werden.  Denn  sind  die  beiden  Paare  von  gleichem  Sinne,  so  construire 
man  ein  Parallelogramm  gleich  der  Summe  der  beiden  Parallelogramme, 
welche  die  Momente  der  gegebenen  Paare  darstellen.  Zwei  Gegenseiten  dieses 
Parallelt^rommes  bilden  ein  Paar,  welches  das  verlangte  ist,  sobald  sein 
Sinn  mit  dem  Sinne  der  beiden  gegebenen  Qbereinetimmend  genommen  wird. 
Haben  aber  die  beiden  Paare  entgegengesetzten  Sinn,  so  liefert  ein  Paral- 
lelogramm gleich  der  Differenz  der  Momente  durch  swei  seiner  Qegenseiten 
«n  Paar,  aeqnivalent  den  beiden  gegebenen  zusammen,  wenn  sein  Sinn  mit 
dem  Sinne  des  Paares  vom  grosseren  Momente  flberwnstjmmend  genom- 
men wird. 
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Die  biaher  entwickelten  SBtze  Über  die  Veränderung  der  Form  und  Lage, 
welche  Paare  erleiden  künnen,  ohne  aufsahören,  sich  aequivalent  zu  bleiben, 
lassen  sich  zu  dem  allgemeinen  Satze  vereinigen. 

VI.  Ein  Streckenpaare  ist  jedem  andern  Streckenpaare  sequi- 
valent,  welches  mit  ihm  in  derselben  oder  in  einer  mit  seiner 
Ebene  parallelen  Ebene  liegt  und  mit  ihm  gleiches  Momeot  und 
gleichen  Sinn  besitzt. 

Indem  man  auf  der  Axe  des  Paares  dos  Äsenmoment  als  Strecke  nach 
GrGsse  und  8inn  auftragt,  kann  man  diesem  Satze  auch  die  Fasani^  geben: 

Das  Axenmoment  kann  ohne  Aendetung  der  Bedeutung  des 
Paares  parallel  mit  sich  im  Räume  beliebig  verlegt  werden,  wenn 
nur  sein  Sinn  nicht  umgekehrt  wird. 

In  dieser  Form  liefert  der  Satz  eine  leichte  Ifethode  für  die  AufSndong 
eines  Paares,  welches  einem  Aggregate  von  Paaren,  in  derselben  Ebene 
oder  in  parallelen  Ebenen  .gelegen,  aeqaivalent  ist.  Alle  solche  Paare 
haben  nBmlich  parallele  Axenmomente,  theils  gleichen,  theils  entgegen- 
gesetzten Sinnes.  Indem  man  alle  diese  Axenmomente  auf  einer  ihrer  gemein- 
samen Richtung  parallelen  Geraden  vereinigt  and  den  Gegensatz  des  Sinnes 
durch  ihr  Vorzeichen  bertlcksiobügt,  erbHlt  man  das  allen  zusammen  aequi- 
valente  Axenmoment  als  die  ^ebraische  Summe  der  einzelnen  Axenmomente 
und  damit  auch  das  allen  Paaren  zusammen  aequivalente  Paar.  Wir  sprechen 
dies  Besultat  in  einem  besonderen  Satze  aus: 

Vu.  Paare  von  parallelen  Axen  sind  zusammen  einem  Paare 
derselben  Axenrichtung  aequivalent;  das  Moment  desselben  ist 
die  algebraische  Samme  sämmtlicher  Momente  der  einzelnen  Paare, 
indem  als  positiv  di^  Momente  des  einen,  als  negativ  die  des  an- 
dern Sinnes  angesehen  werden.  Das  Vorzeichen  der  algebraischen 
Summe  bestimmt  den  Sinn  des  ihnen  aequivalenten  Paares. 

Verschwindet  die  algebraische  Summe  der  Axenfnomente,  so  ist  dos 
allen  Paaren  zusammen  aequivalente  Paar  Null  and  sind  alle  Paare  zusammen 
aequivalent  Null. 

§,  3.  FUr  die  Aequivalenz  von  Paai-en  mit  nicht  parallelen  Axen  oder  also 
fdr  Paare  in  verschiedenen  sich  schneidenden  Ebenen  fuhren  wir  folgende  S&tze  an : 

VIII.  Zwei  Paare  von  nicht  parallelen  Axen  sind  zusammen 
einem  Paare  aequivalent,  dessen  Ebene  der  Schnittlinie  der  Ebe- 
nen jener  parallel  ist  und  dessen  Axenmoment  nach  QrSsae,  Rich- 
tung und  Sinn  dnrch  diejenige  Diagonale  eines  Parallelogramms 
angegeben  wird,  welches  Über  den  Axenmomenten  der  gegebenen 
Paare  als  Seiten  construirt  werden  kann,  welche  dnrchdenScbnitt- 
punkt  dieser  Axenmomente  hindurchgeht  (Parallelogramm  der  Axen- 
momente.) 
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U&n  VnuTt  nKmlich  nach  IV.  die  beidea  Paare  auf  gemeinschaftlicheii 
Arm  gleich  der  Lftngeneinheit  reduciren  und  sie  in  ihren  Ebenen  so  ver- 
legen, daas  die  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  die  Richtung  des  Armes- wird. 
Die  Seitenatrecken  AB,  CS;  AD,  EN  (Fig.  12)  der  Paare  stellen  als- 
dann die  Momente  derselben  dar.  Nnn  sind  aber  [AB]  und  [Aß]  zasam- 
men  ihrer  ReBnltantan  [AF]  nad  ebenso  [CN]  und  [EN]  ihrer  Reanltan- 
ten  [GN]  aequiTalent.  Die  Strecken  [AF],  [GN]  bilden  aber,  wie 
leicht  sieht,  selbst  ein  Paar,  welches  den  beiden  gegebenen  aequivaleni 
ist.  Zieht  man  durch  irgend  einen  Punkt,  z.  B.  durch  einen  Punkt  des 
Annes  AN  drei  Gerade  senkrecht  zu  den  Ebenen 
der  drei  Paare  (AB,  CN),  {AD,  EN),  {AF,  GN) 
und  trflgt  auf  ihnen  nach  OrOsse  und  Sinn  die 
Azenmomente  dieser  Paare  aui^  welche  gleich  [.^.6], 
[AD]  und  [AF]  sind,  so  bilden  diese  drei  Strecken 
unter  einander  dieselben  Winket,  wie  die  Seiten- 
Strecken  [AB],  [AD],  [AF]  und  sind,  wie  diese, 
die  Seiten  und  die  Diagonale  eines  Parallelogramms,  congruent  dem  Paral- 
lelogramm AF.  Daher  ist  das  Asenmoment  [.^FJ,  welches  einem  Paare 
entspricht,  das  aequivalent  den  beiden  gegebenen  Paaren  ist,  die  Diagonale 
eines  Parallelogramms  Ober  den  Axenmomenten  dieser  als  Seiten. 

Man  erweitert  den  Satz  leicht  zu  einem  Satze  Aber  das  Paiallelepiped 
und  Polygon  der  Axeumomente  und  erkennt,  dase  die  Methode  der  geo- 
metrischen Addition  auch  anf  Paare  anwendbar  ist,  sobald  sie  durch 
Strecken,  nSmlich  durch  ihre  Azenmomente  dargestellt  werden.  Man  kann 
daher  behaupten: 

IX.  Ein  Aggregat  von  Paaren  irgend  welcher  Axenmomente 
ist  aequivalent  einem  einzigen  Paare,  dessen  Axenmoment  die 
geometrische  Summe  der  Axenmomente  aller  Paare  ist 

Als  specielle  Ffille  und  Folgerungen  aus  VIII.  und  IX.  heben  wir 
hervor: 

Zwei  Paare  sind  zusammen  aequivalent  Null,  wenn  ihre  Axen- 
momente parallel  und  entgegengesetzt  gleich  sind.  Drei  Paare 
sind  zusammen  aequivalent  Null,  wenn  ihre  Axenmomente  einer 
Ebene  parallel  sind  und  aus  ihnen  als  Seiten  ein  Dreieck  gebil- 
det werden  kann,  dessen  umfang  ein  beweglicher  Punkt  im  Sinne 
derselben  ohne  umzukehren  durchlaufen  kann. 

§.  4.  Ist  [OM]  ^  [H]  das  Axenmoment  eines  Paares  und  üeht  man 
durch  0  drei  zu  einander  rechtwinklige  Axen,  so  kann  [JS]  nach  IX.  in 
drei  Axenmomente  OX  —  H^,  OY ^  H^,  OZ  =  S,  von  den  Richtungen 
dieser  Ax«)  nnd  damit  das  Paar  in  drei  Paare  zerlegt  werden,  deren  Ebenen 
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den  Ebenra   TOZ,  ZOX,   XOT  parallel  sind.    Sind  i,  n,  v  die  Bich- 
tungswinkel  von  [H]  gegen  die  Äxen,  so  ist 
■      •        fl"«  — H.oosl,     Hy  —  H.eoBii,    H,  —  H.cob  v. 

Umgekehrt  erfa&lt  man  ans  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Axen- 
momenten  H^,  H^,  H,  dreier  Paare  das  Axenmoment  H  des  ihnen  zu- 
sammen aequlvalenten  Paares,  nSmllch 


H-^Vm  +  Hl-^-H) 
und  fUr  dessen  Bichtui^scosinuase  die  Proportionalitäten: 
cos  1       cos  ft       cos  V        1 

Sind  [H],  [H'],  [^"]>  ■  ■  ■  die  Axenmomente  von  Paaren,  so  ist  das 
Axenmoment  [G\  des  ihnen  zusammen  aequivalenten  Paares  die  geome- 
trische Summe  derselben,  nSmlich 

[e]-[Hj  +  [ir]  +  [ir]  +  -.. 

TJm  dieselbe  analytisch  zu  bestimmen,  suchen  wir,  analog  Cap.  I,  §.  9., 
ihre  Projectionen  L,  3f,  N  auf  drei  rechtwinklige  Axen.  Die  Pmjectionen 
sind  die  Summen  der  Projectionen  der  Sti-ecken  [H]  auf  die  Axen  und 
wenn  wir  dieselben  mit  H„  H'^  H'^,  ■■■;  if„,  Äy,  B'^  .,.;  H,,  E., 
H',,  . . .  bezeichnen,  so  wird 

i  =  a-,  +  fr;  -f  K  H —  =  £H^, 

M  =  Hy  +  H'^  +  n'^ -i =  £Hy , 

N=H,  +  H',  +  n';-i =  ZH,. 

Bezeichnet  man  die  Richtungswinkel  von  G  gegen  die  Axen  mit  Z, 
(i,  V,  80  ist  vfeiter: 

cos  i cos  (i       cos  V         1 

G'  =  i»  +  JK*  +  ÜK 
Die  letztere  Gleichung  bestimmt  die  L&nge  der  geometrischen  Summe 
[ffj;  die  ihr  vorhergehende  Proportion,  in  welcher  G  als  absoluter  Werth 
aufznfaasen  ist,   wfthrend  L,  M,  N  Strecken  von  bestimmten  Zeichen  be- 
deuten, gibt  Richtung  und  Sinn  von  [G\. 

Da  G*  die  Quadratsumme  von  L,  M,  N  ist,  so  kann  G  nur  dann 
verschwinden,  wenn  gleichzeitig  L  ^  0,  3/  =  0,  JT^-O,  oder 

£H^  =■  0 ,    \£II^  =  0 .     2H,  =  0 
ist.    Diese  Bedingungen  drUcken  ans,   doss  das  Polygon  der  Axenmoment« 
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Wenn  daa  Axenmoment  Pp  eines  Paares  verschwindet,  so  kann  dies 
dadurch  erfolgen,  dasa  der  Arm  des  Paares  oder  dadurch,  dass  die  Seiten- 
lauge desselben  versdiwindei  Im  ersten  Falle  tilgen  sieb  die  zwei  Seiten- 
langen als  zwei  entgegengesetzte  gleiche  Strecken  auf  derselben  Bichtangs- 
linie,  im  zweiten  Falle  ist  fiberhaapt  nichts  an  Strecken  Torhanden,  was 
in  Frage  kommen  könnte. 

§.  5.  Ein  Paar  and  eine  endliche  Strecke  kOnneo  einander  nicht  aequi- 
valent  sein.  Denn  ist  znnKchst  die  Strecke  der  Fbene  des  Paares  parallel, 
so  kann  man  sie  durch  eine  ihr  parallele  and  entgegengesetzt  gleiche  in 
bestimmtem  Abstände  in  der  dnrch  sie  mit  der  Ebene  des  Paares  paralle- 
len Ebene  je  nach  dem  Sinn  des  Paares  diesseits  oder  jenseits  anzuneh- 
mende andere  Strecke  zu  einem  Paare  ergänzen,  welches  dem  gegebenen 
Paare  aeqniTaleot  ist.  Hithin  kann  die  Strecke  dem  Paare  nicht  allein 
aequiralent  sein,  wml  sonst  die  zngef&gte  Strecke  für  sich  aequivalent  Null 
sein  mflaste.  Ist  aber  die  Strecke  der  Ebene  des  Paares  nicht  parallel,  so 
kann  man  sie  in  zwei  ihr  aequivalente  spalten,  von  denen  eine  der  Ebene 
des  Paares  parallel  ist  und  Bbnlicb  Bchliessen. 


m.  Capitel. 

Aequlvalenn  ebener  Streokensyateme. 

§.  1.  Zwei  Strecken  Systeme  sollen  als  aequivalent  gelten,  so  dass  sie 
fUr  einander  snbstituirt  werden  kennen,  wenn  sie  durch  Verschiebung  von 
Strecken  in  ihren  Bichtiingslinien ,  durch  Zufügen  oder  Tilgen  entgegen- 
gesetzt gleicher  Strecken  in  denselben  Geraden,  durch  Ersetzen  von  Strecken, 
welche  durch  einen  Pnnkt  hmdurchgehen,  durch  ihre  Resnltante  und  durch 
Ersetzen  von  Paaren  durch  ihnen  aequivalente  Paare  in  einander  transfor- 
mirt  werden  kOnnen.  Da  die  Sfitze  über  Tilgung  and  ZofUgung  von  Strecken, 
sowie  die  Aber  die  Paare  aus  der  .Voraussetzung  der  Verschiebbarkeit  einer 
Strecke  in  ihrer  Bichtangslinie  und  aas  der  Aeqaivalenz  der  sich  in  einem 
Punkt«  schneidenden  Strecken  mit  ihrer  Besultaaten  folgen,  so  kann  man 
kOrzer  aequivalente  Systeme  als  solche  definiren,  welche  durch  Verschie- 
bungen von  Strecken  in  ihren  Ricbtungslinien  und  Besultantenbildung  sich 
schneidender  und  paralleler  Strecken  in  einander  transformirbar  sind.  Sind 
2wei  Streokensysteme  einem  dritten  aeqnivalent,  so  sind  sie  unter  sich  &e- 
qnivalent.  Ist  ein  Streckensystem  einer  einzelnen  Strecke  aequivalent,  so 
heisst  diese  die  Resultante  des  Systems.  Wir  untersuchen  im  vorliegenden 
Capitel  die  Aequivalenz  ebener  Streck ensystame,  um  im  folgenden  Capitel  die 
der  rSumlichen  Streokensysteme  folgen  zu  lassen.   . 

§.  2.    Durch  einen  beliebigen  Punkt  0  (Fig.  13)  in  der  Ebene  eines 
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ebenen  Streckeneyatems  E  ziehen  wir  mit  jeder  Strecke  P  eine  Parallele 
und  fllgen  längs  dieser  dem  System  zwei  entgegengeaetit 
gleiche  Strecken  P,  — P  zu.  Sie  britagen  keine  Äenderang 
des  Syetems  hervor,  da  ihre  Resnltaate  Null  ist.  An  die 
Stelle  du'  nrsprttngliehen  Strecke  P  sind  dadurch  drei 
Strecken  getretw,  welche  ihr  zusammen  aequivalent  und, 
die  ihr  geometrisch  gleiche  durch  den  Punkt  0  gebende 
Strecke  P  und  die  beiden  das  Paar  (P,  — P)  bUdendenj 
'"''  '*'  dessen  Arm  p  der  Abstand  des  Punktes  0  von  der  ursprOng- 

lichen  Strecke  P  ist.  Dieses  Paar  wollen  wir  durch  sein  Axenmoment  Pp  auf 
der  Axe  desselben  darstellen.  Indem  wir  dieselbe  Operation  für  sSmmt- 
liehe  Strecken  des  Systems  ausfahren,  erhalten  wir  ein  Aggregat  yon 
Strecken  P,  deren  Richtungen  sich  in  0  schneiden  ond  ein  Aggregat  von 
Paaren  Pp  von  gemeinschaftlicher  zur  Ebene  des  Systems  sraikrechter  Axen- 
richtang.  Das  erstere  ist  seiner  Besoltanten  R,  welche  in  die  Ebene  des 
Systems  fUIt  und  durch  0  geht,  das  letztere  einem  Paare  aequivalent, 
dessen  Axenmoment  G  zur  Ebene  des  Systems  senkrecht  und  gleich  der 
algebraischen  Summe  der  Asenmomente  der  einzelnen  Paare  ist>  R  kuin 
nur  in  seiner  durch  0  gebenden  Bichtungslinie  ft,  G  aber  parallel  ratt  sich 
an  jede  Stelle  des  Raumes  verlegt  werden.  Die  Auffindung  der  beidsn, 
dem  Streckens jstem  zusammen  aequivalenten  Elemente  S  und  G  nennen 
wir  dieReduction  des  Streckensystems  f^  den  Punkt  0  als  Reductions- 
punkt;  R  nnd  Q  Beductionsresultante  und  Rednctionspaar.  Ke 
Aeqnivatenz  des  Streckenaystems  E  mit  B  und  G  drtlcken  wir  durch 

aus. 

Da  die  Wahl  des  Reductionapnnktes  wiUkttrlich  ist,  so  kann  die  Reduc- 
tion  des  Systems   auf  ttnendlich  viele  Arten  ausgeftthrt  werden.    Für  alle 
Reductionen  bleibt  vermöge   der  Bildungsweise   der  Besnltanten  R  durch 
die   geometrische   Summe   aller  P  diese '  nach  Grösse,   Richtung  und  Sinn 
dieselbe.    Sie  bestimmt  durch  ihre  constante  Richtung 
einen  Parallelstralenbüschel  (ft).    Dagegen  variirt  das 
Axenmoment  G  im   Allgemeinen  mit  der  Wahl  des 
Reducüonspunktes,   denn   es   ttndem   sich  damit  die 
Arme  p  der  Paare  Pp.    Ohne  die  Redncüon  ftlr  «nen 
t  zweiten  Pankt  0'  (Fig.  14)  von  Neuem  auszufahren, 
können  wir  dieselbe  durch   Üobertragung  der  Redne- 
tion vom  Punkte  0  auf  0'  finden.    Denn  da  die  Be- 
*^-  '*■  snltante  für  0'  geometrisch    gleich  R  ist,   so   bedarf 

es  bloH  der  Auffindung  des  Axenmomentes  G'  fUr  den  Paukt  ff.  Hiezn 
ziehen  wir  dnrch  ff  den  Stral  ^'  des  ParaUelstralenbUschels  der  Resultanten 
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and  fügen  längs  desselben  den  Bedacüonselementen  JR,  6  des  Punktes  0 
zwei  entgegengeaetit  gleiche  Strecken  S  und  — R  ixl  Die  erstere  von 
ihnen  ist  die  BedactionsreBultaate  für  0',  die  zweite  aber  bildet  mit  der 
BednctioaeteBiiltanten  R  des  Punktes  0  ein  Paar  (Jt,  —  jß),  dessen  Arm 
der  Abstand  r  der  Stralen  ^,  ^'  ist.  Das  Axenmoment  Br  dieses  Paares 
verbindet  sieh  mit  dem  Bednctionsmomente  G  des  Punktes  O  zn  dem 
Momente  G'  für  den  Punkt  (f.  Diese  Verbindung  ist  eine  Addition  odei' 
eine  Snhtraction,  je  nachdem  der  Stral  ft'  auf  die  eine  oder  auf  die  andere 
Seite  von  fi  fUlt  Der  Stial  fi  zerlegt  nBmlich  die  Ebene  des  Strecken- 
Systems  in  zwei  Felder.  Fttr  einen  Ton  der  Pfeilspitze  des  Axenmomentes 
G  anf  die  Ebene  niederblickenden,  nach  der  Pfeilspitze  von  R  anf  ^  hin- 
gewandten sehenden  Punkt  erscheint  das  Paar  Rr  mit  dem  Sinne  der  Uhr- 
seigerbewegung  harmonirend,  oder  nicht  harmonirend,  je  nachdem  der  Stral 
fi  in  das  Feld  zur  Rechten  oder  zur  Linken  von  \t  hIneinfBlli  Im  ersten 
Falle  haben  G  nnd  Rr  gleichen  Sinn  und  wird  also  Q''^G-\-  Rr ,  im  zweiten 
Falle  sind  sie  entgegengeseixt  und  wird  C  =  ff  —  Rr. 

Man  siebt  leicht,  dass  fUr  aJle  Punkte  desselben  Strales  ft  das  Reduc- 
tionspaar  Q'  dasselbe  bleibt.  Dsber  braucht  man  nicht  sowol  von  einer 
Bedaction  der  Strecken  fOr  den  Punkt  0  oder  (X  etc.  in  reden,  sondern 
vielmehr  nur  von  einer  Reduction  fUr  die  Straten  fi,  fi' . . .  des  Parallel- 
Btialeobllechela  der  Besultaaten  R. 

§.  3.  Ist  die  Bednctionsreanltaste  R  nicht  Mull,  so  sind  die  Axen- 
momente  G  aller  Bedtictionen  fttr  die  Stralen  n  von  einander  verschiedeiL 
Unter  allen  diesen  ist  eine  Bednction  besonders  ausgezeichnet.  Von  der 
Reduction  fOr  irgend  einen  Stral  ^  ausgehend  kann  man  in  dem  soeben 
als  das  zur  Linken  gelegene  bezeichneten  Feld  in  einem  gewissen  Abstände 
Tg  von  fi  einen  Stral  ftg  des  Parallelbflschels  (^)  finden,   fttr  welchen  das 

Bednciionspaar  G^  =  G  —  Rr^  verschwindet.    Es  ist  hiefUr  r^  <=  =  -  Für 

diesen  Strd  bleibt  also  die  Resultante  R  alleiniges  Reductiouselement  und 
ist  das  Streckensystein  diesem  R  Ungs  ftp  aequivalent  Der  Stral  ^  beisst 
die  Centralaxe  des  Streckensystems.  Von  der  Centralaxe  ausgehend,  ge- 
langt man  zu  den  Bednctionen  fttr  sKmmtliohe  Stralen  ^,  wie  folgt.  Die 
Centralaxe  zerlegt  die  Ebene  des  Systems  in  zwei  Felder;  für  das  eine 
derselben  wird  das  Axenmoment  Rr  ttbereinstimmend  mit  dem  Uhrzeiger- 
sinn, fttr  das  andere  ihm  entgegengesetzt.  Auf  der  Axe  aufgetragen,  t^tlt 
es  also  im  einen  Falle  diesseits,  im  andern  jenseits  der  Ebene  des  Syst^ns. 
Die  Reductionen  {R,  G  =  Rr)  fttr  zwei  Stralen  fi  auf  entgegengesetzten 
Seiten  in  gleichem  Abstand  r  von  ^  unterscheiden  sich  blos  durch  den 
verschiedenen  Sinn  der  Beductionspaare.  Uit  wachsendem  f  nimmt  G  pro- 
portional r  zn.    Fttr  die  Centralaxe  allein  wird  (7  -=  0. 
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Ist  it  ^  0,  ao  reducirt  sieb  das  System  auf  ein  Paar,  dessen  Axeo- 
moment  Q  für  alle  Bednctionen  dasselbe  ist,  wie  mit  der  Verlegbarkeit 
desselben  harmooirt. 

Aendert  sieb  das  Streckensystem  so,  dass  die  Reductionsresultante  sich 
der  Nall  nfihert,  während  dies  mit  dem  Axenmom^te  G  nicht  der  Fall 
ist,  so  lUckt  die  Centralaxe  fi^  ins  TJneadliche.  Denn  ihr  Abstand  r^  =  & :  A 
wird  unendlich.  Uan  sieht  hieraus,  dass  das  Paar  G,  welchem  das  System 
aequivalent  ist,  eine  verschwindende  Resultante  IftngB  der  uneadlichfemen 
Centralaxe  Tertritt 

Sind  R  und  G  &ii  irgend  eine  Beduction  beide  Null,  so  sind  sie 
es  für  alle  Bednctionen.  Das  Streckensystem  ist  dann  aequivalent  Null, 
umgekehrt  kann  das  Streckensystem  sich  nur  dadurch  auf  Null  reduciren, 
dass  fflr  alle  Beduotionen  B  nnd  G  einzeln  Tersehwinden,  da  ein  Paar  und 
eine  Strecke  sich  nicht  tilgen  können. 

Wir  fassen  unsere  Betraehtui^en  in  die  Sfitze  zusammen: 

Ein  ebenes  Streckensystem  ist  auf  unzShlige  Arten  einer 
Kesaltante  R  in  Verbindung  mit  einem  Paare  G  aeqnivalent.  Fttr 
alle  diese  Aequiralemen  bleibt  R  geometrisch  dasselbe,  wäh- 
rend G  mit  der  Lage  von  It  nach  Or&ase,  Bichtnng  und  Sinn 
sieh  ändert.  Ist  K  nicht  Null,  so  ist  das  System  einer  Einzel- 
resaltante  R  ohne  Paar  aeqnivalent  längs  der  Centralaxe  des 
Systems.  Ist  i£  =>  0,  so  ist  das  System  einem  Paare  aequiva- 
lent.  Sind  R  und  G  für  irgend  eine  Bednetion  zugleich  Null,  so 
sind  sie  es  fttr  alle  Beduotionen,  das  System  ist  dann  aequiva- 
lent  Null 

§.  4.  Ob  ein  ebenes  Streckensystem  einer  Einzelstrecke  oder  einem 
Paare  oder  der  Null  aequivalent  ist,  kami  nach  den  vorigen  §§.  mit  HttKe 
irgend  einer  Bednetion  (R,  G)  entschieden  werden.  Ohne  jedoch  R-ix).  bil- 
den und  damit  von  vornherein  die  Bichtong  des  Parallelstralenbüschels  (ft) 
zu  bestimmen,  genUgt  die  Bestimmung  des  Axenmbmentes  G  fDr  drei 
nicht  in  gerader  Richtung  liegende  Reducüonspunkte  um  dieselbe  Ent- 
scheidung zu  geben. 

Das  Moment  G  des  Beductionspaares  fUr  irgend  einen  Punkt  0  ist 
die  Summe  der  Momente  aller  Paare  Pp.  Wir  wollen  dasselbe  kurz  das 
Moment  des  Systems  für  den  Punkt  0  nennen  und  können  ohne  an  die  Paare 
zu  denken  die  Summe  der  Producte  dar  Strecken  P  des  Systems  und  der 
Perpendikel  p  darunter  verstehen,  welche  man  von  0  auf  ihre  Richtungs- 
linien fällen  kann.  Diese  Producte  sind  dabei  mit  dem  positiven  oder  nega- 
tiven Zeichen  zu  nehmen,  je  nachdem  die  Stellung  der  Pfeilspitzen  der 
Strecken  P  in  Bezug  auf  0  mit  dem  Uhrzeigersinn  harmonirt  oder  dis- 
hannoniri 
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Wir  stellen  die  beiden  S&tze  anfr 

Im  Falle,  dass  dae  ebene  Strecketteygtem  aequfvalent  Null 
ist,  ist  fflr  jeden  Punkt  0  in  der  Ebene  desselben  das  Moment  Nnll. 

Zwei  einander  aequiTalenteebene  in  derselbenEbene  liegende 
Streckensysteme  haben  fUr  jeden  Punkt  der  Ebene  gleiches 
Moment  nacli  Oröese  und  Sinn. 

Die  erste  Behanptang  folgt  unmittelbar  aus  dem  Vorhergehenden;  die 
zweite  ergibt  sieb,  wenn  man  beide  Systeme  fUr  denselben  Fnnkt  0  auf 
{B,  G)  nnd  (R',  G')  reducirt.  Denn  da  zwischen  einer  Einzelstrecke  und 
einem  Paare  Aequivalenz  nicht  bestehen  kann,  so  muss  R  aequivalent  if 
und  G  aequivalent  G'  sein. 

Hieraus  folgt  sofort  insbesondere: 

Ist  ein*  ebenes  Streckensjstem  einer  Eiuzelstreoke  oder 
einem  Paare  aeqaivalent,  so  ist  sein  Moment  ffir  jeden  Punkt 
der  Ebene  gleich  dem  Momente  dieser  oder  dem  Momente  jenes. 

Das  Moment  einer  Strecke  ist  constant  fUr  alle  Punkte  einer  mit  der 
Strecke  parallelen  Geraden;  es  hat  für  Punkte  in  gleichen  Abständen  dies- 
seits und  jenseits  von  der  Richtungslinie  der  Strecke  entgegengesetzt  gleiche 
Werthe  nnd  verschwindet  fQr  alle  Punkte  der  Richtongslinie.  Hieraus  folgt, 
dass  eine  Sti'ecke  fflr  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  niemals 
gleiches  Moment  besitzea  kann.  —  Da  die  Seitenlangen  eines  Paares  ent- 
gegengesetzten Sinn  haben,  so  liefern  sie  ftlr  jeden  Punkt  der  Ebene 
Momente  entgegengesetzten  ZeichoDS  und  folgt  leicht,  dass  die  Summe  dieser 
Momente  oder  das  Moment  des  Paares  gleich  dem  Momente  des  Paares 
im  Mheren  Sinne,  nBmlich  gleich  dem  Froduct  aus  der  Seitenstrecke  und 
dem  Arme  nnd  also  fUr  alle  Funkte  der  Ebene  constant  sei. 

Man  kann  weiter  behaupten: 

Ist  das  Moment  eines  ebenen  Streckensyatems  fflr  drei  nicht 
in  gerader  Linie  liegende  Punkte  Null,  so  ist  das  System  aequi- 
Talent  Null.  Denn  einer  Einzelstrecke  kann  es  nicht  aequivalent  sein, 
da  diese  fflr  die  drei  Punkte  nicht  dasselbe  Moment  haben  kann;  einem 
Paare  nicht,  weil  dessen  Moment  nicht  Null  sein  kann.  Es  ist  aber  in 
§.  2  gezeigt  worden,  dass  jedes  ebene  Streckensystem  entweder  einer  Ein- 
zelstrecke oder  einem  Paare  oder  der  Null  aequivalent  ist 

Ist  das  Moment  des  Systems  fflr  drei  nicht  in  gerader  Linie 
liegende  Punkte  nicht  Null,  aber  von  demselben  Werthe,  so  ist 
das  System  einem  Paare  aequivalent.  Denn  einer  Einzel&trecke  kann 
es  nicht  aequivalent  sein,  weil  diese  fflr  die  drei  Punkte  nicht  gleiches 
Moment  besitzen  kann,  der  Null  kann  es  nicht  aequivalent  sein,  weil  in 
diesem  Falle  das  Moment  fUr  alle  Punkte  der  Ebene  verschwinden  mUsste. 

Ist  das  Moment  des  Systems  für  drei  nicht  in  gerader  Linie 

Sinnu.,  Uwihanlk.  3 
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liegende  Funkte  weder  Null  noch  sonst  von  demselben  Werthe, 

BD  ist  dftB  System  einer  EinzeUtrecke  aeqnivalent.    Beweb   Shu- 

licli,  wie  vorher. 

§.  6.    Wir  wollen  jetzt  die  aoalytiachen  Ausdrücke  fQr  die  Rediictions- 

resultante  ]t  und  das  Moment  G  des  Reductionspaares  bilden,  Die  Frage 
nach  der  ersten  wurde  bereits  Cap.'l,  §.  9.  erle- 
digt In  Bezug  auf  irgend  ein  rechtwinkliges  Coor- 
dinatensjstem  (Fig.  16)  seien  x,  y  die  Coordinaten 
irgend  eines  beliebigen  Punktes  auf  der  BichtungS' 
linie  einer  der  Strecken  P  des  Systems.  An  ihm 
als  Anfangspunkt  von  P  zerlegen  wir  diese  Strecke 
in  die  Componentco  X,  T  parallel  den  Coordinaten- 
azen>  Indem  wir  am  Ooordinat«nursprung  X  und 
FiB.  15.  _-^^   y  ^^^  _j.  ^yfßgg^^  erbalten  wir  anf  der 

X-  und  y-Axe  die  Summen 

A  =  £X,     B  =  £Y, 

aus   welchen  die   Beductionsresnltante   R  und  ihre  Neigung  a  gegen  die 

x-AxB  mit  Hfllfe  der  Gleichungen 

-       R«  =  ^»+BS     tga  =  ^ 
hervorgeht. 

Nach  §.  4.  ist  das  Moment  Pp  der  Strecke  P  fHr  den  Coordinaten- 
nrspmng  gleich  der  Summe  der  Momente  von  X  tmd  ¥.  Biese  sind  noch 
GrSsse  und  Zeichen  xT  und  — yX,  wie  man  sieht,  wenn  man  bedenkt, 
dass  jedes  derselben  den  Sinn  wechselt,  sobald  einer  der  Factoren,  die 
Coordinate  x,  t/  oder  die  Componente  Y,  X  das  Zeichen  wechselt,  wahrend 
es  den  Sinn  behalt,  wenn  beide  Factoren  das  Zeichen  wechseln.  Man  kann 
daher  als  Normalfall  den  Fall  betrachten,  bei  welchem  x,  J/,  X,  T  sfimmt- 
lich  den  Sinn  der  positiven  Coordinatenazen  besitzen;  die  vom  Zeichen- 
wechsel dieser  Elemente  herrttbrenden  Zeichen  Wechsel  der  Momente  voll- 
ziehen sich  dann  von  selbst.  Man  sieht,  xY  und  pX  sind  die  Momente 
der  Paare  {X,  — X),  (Y",  —Y),  welche  durch  die  am  Ursprung  s 
Strecken  — X,  — Y  entstehen. 

Wir  erhalten  also 


Pp==xr-j/X  = 


«    9 
X  Y  I 


und  folglich  wird  das  Moment  des  Systems   für  den  Coordinatenurspmng, 
welches  wir  mit  N  bezeichnen  wollen: 


\  X    y\ 
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Für  ciotta  anderen  Punkt  (x^,  y,)  als  ürsprang  sind  in  Bezug  auf  ein 
dem  bisheriges  parallelen  Hilfscoordinatensystem  die  Coordinaten  des  An- 
fangspunktes der  Strecke  P,  an  welchem  diese  zerlegt  wird, 

1  =  *  — *i-    v=y  —  Vi 
nnd  daher  wird  fUr  ihn  das  Moment  G  des  Systems 

\XY\  \      X  Y      \  \X  t\        \2;X£Y 

oder  weil  XZ  =  ^,  £Y  =  B,  z\Z.^  [-^  N  gesetzt  wurde, 


Dieser  Ausdruck  des  Uomentes  G  genUgt,  um  alle  Fragen  über  das 
System  analytisch  zu  beantworten,  nSinlich: 

1.  Das  System  ist  aequivalent  Null,  wenn  G  ftlr  alle  Punkte  der 
Ebene  verschwindet  Das  Moment  muss  daher  unabh&ngig  von  den  Coor- 
dinaten X,,  }fj  des  gewShlten  Punktes  verschwinden.  Dies  liefert  die  drei 
Bedingungen: 

^  =  0,     B  =  0,     N=0 
d.  h. 

^X  =  0,     £Y=-0,     Xy*-=0. 

Es  mUsaen  also  die  Summen  £X,  £Y  der  Projeotionen  aller 
Strecken  auf  die  Richtnngen  der  Azen  nnd  das  Moment  N  fUr 
den  ürsprang  Null  sein. 

2.  Das  System  ist  einem  Paare  aequivalent,  wenn  das  Moment  für 
alle  Punkte  der  Ebene  constant,  also  unabhOogig  von  a^,  y^  ist.  Dies  gibt 
die  beiden  Bedingungen:  ^  =  0,  B  =  0  nnd  der  conatante  Wertb  des 
Momentes  ist  G  =^  N. 

Bs  mllBsen  also  die  Projectionssummeu  £X,  £Y  der  Strecken 
auf  die  Azen  verschwinden. 

3.  Soll  das  System  einer  Einzelstrecke,  der  Resultanten  R  längs  der 
Centralaxe,  aeqnivalent  sein,  so  muss  ea  oequivalent  Null  werden,  wenn 
man  ihm  die  Strecke  — B  längs  der  Centralaxe  in  irgend  einem  Punkte 
(Xj  ^i)  derselben  zufUgt  Dankt  man  sich  dies  ausgefQhrt,  ho  treten  zu 
den  Grossen^,  B,  N  unter  Nr.  1.  noch  die  Componenten  von  —  B  und 
das  Moment  von  —  B  hinzu.  Sind  non  X^,  F^  die  Componeuten  der  Ein- 
zelstrecke  B,    welche  dem   System  aeqnivalent   werden  soU,    so  sind  die 

von — Jfgleich — X^, — Yj  nnd  ist  das  Moment  von — Agleich  '  '    ■ 

Daher  werden  die  Bedingungegleichungen  unseres  Falles: 
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^  —  2^=0,     £—  r,=o     ^—     J'y|=0 

worin  Xi,  j/,  CoorcÜnaten  eines  beliebigen  Punktes  der  Centralaxe  etnd.    Es 
ist  daher  , 

X,  =  a,     r,  =  £     und     £x,  —  Ä;,,  =  N. 
Letztere  Gleicbang  ist,  ds  sie  für  alle  Punkte  der  Centralaxe  gilt,  die 
'Gleiobnng  dieser  Axe.    Ans  den   beiden  erateren  folgt  nocb  für  B,  wenn 
wir  dessen  Grösse  nnd  die  Richtung  a  der  Cenlxolaxe  nicht  sehon  wtlssten 

R>  =  X,»  +  r,»  =  4*  +  B*,     tg  a  =  I  ■ 
Der  Abstand  der  Centralaxe  vom  Ureprang  ist 


§.  6.  Für  ein  System  von  Parallels trecken  P  seien  a,  b  die  Cosinnsee 
der  Neigungswinkel  der  Strecken  gegen  die  Axen  der  x,  y,  wobei  der  Sinn 
der  Parallelstrecken  durch  das  Vorzeichen  +  der  i*  ansgedrUckt  .werden  mdge. 
Dann  sind 

X=aP,   Y=bP,  A-=a£P,  B  =  b£F,  E  =  £P, 

jr-=i     P6P"''^-^16     =XP(6x— ay)  =  62;Pz  — fliPy. 

Ist  S  nicht  Null,  so  wird  die  Gleichung  der  Centralaxe 

(bxi  —  api)  ZP  =  bSPx  —  a£Py 
oder  in  etwas  uiderer  Form 

(x^£F~£Px)b  —  {gJZP—£P!/)a  =  0. 
Man  sieht  hieraus,  dass  die  Gleichung  der  Centralaxe  unabhängig  von 
der  Richtung  (o,  fc)   der  Parallelstreoken  erfHllt  wird  durch  die  Coordina- 
ten  des  Punktes 

£Px       ^-£-Py 
*'  "^   £P'  "'         £P  ' 

Ist  daher  ein  Parallelstreckensystem  einer  Einzelstrecke  M 
aequivalent  und  dreht  man  alle  Parallelstrecken  nm  denselben 
Winkel  um  ihre  Anfangspunkte  (x,  y)'um,  so  bleibt  es  einer 
Farallelstrecke  derselben  Grösse  R  aeqnivalent  und  geht  ihre 
Richtnngslinie  immer  durch  ein  und  denselben  Funkt  .der  Ebene 
hindurch.  Die  Punkte  {x,  y)  sind  beliebig  wählbar  anf  den  Strecken,  sie 
sind  aber  während  der  Drehung  als  fest«  Punkte  aniusehen. 

Ist  B  ^  0,  so  ist  das  System  dem  Paare  A',  ^  b£Px  —  a£Py 
aeqnivalent. 
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Haben  die  ParallelHtrecken  olle  denselben  Sinn,  so  kann  S  nicht  ver- 
schwinden und  iat  das  System  also  stets  einer  Eiuzelstrecke  aequivalent. 

Wählt  man  der  Einrachheit  wegen  die  Richtung  der  Strecken  zar 
)/-Axe,  positiv  im  positiven  Sinn  der  Strecken,  so  wird 

a  =  0,  6  =  1,  X=-0,   Y=P,  B=-£:P,  N  =  ZPx 
nnd  die  Gleichung  der  Gentralaxe  x^2P  <~  £Px,  u.  s.  w. 

§.  7.  Die  Anwendung  scbiefwinkliger  Cooidinaten  an  Stelle  der  recht- 
winkligen erschwert  die  analytische  Behandlung  der  Bednction  des  ebenen 
Streckensjstems  nicht  wesentlich.  Ist  <t  der  Ooordinat«nwinkel,  so  wird, 
wie  mau  leicht  sieht,  das  Axenmoment  G  für  den  Punkt  (x,  y): 

G~=.(N~SXf-^  A91)  sin  o, 
worin  aber  Ä  und  B  oder  SX,  £T  Summen  schiefer  Projectiouen  bedeu- 
ten.   Die  Gifissen  a,  6  bedeuten  für  die  Parallelstralen  nicht  mehr  Cosi- 
nusse, sondern  allgemeine  Proportionalitatsfactoren. 

§.  8.  Es  ist  von  Wichtigkeit,  rein  geometrische  Methoden  ftlr  die 
Bildung  des  Momente^  eines  ebenen  Streckensjstems  fttr  einen  Funkt  seiner 
Ebene  za  kenneu,  wie  sie  MCbiae  in  seinem  Lehrhuche  der  Statik,  Tii.  I, 
S.  63  und  flgde.  gegeben  hat. 

Das  Moment  einer  Strecke  ÄS    (Fig.  16)    in  Bezug  auf  einen  Punkt 
M  ist  das  Moment  des  Paares  zu  welchem  man  AB  ei'gftnzen  kann,  indem 
A    _  man  durch  M  eine  ihr  entgegengesetzt  gleiche  Strecke  ziehi 

.ff   ^^^"^    Der  Werth  desselben  ist  der  doppelte  Inhalt   des  Dreiecks 
.v  MAB,   genommen   mit   dem  Voizeioben,   welches   der  Sinn 

Flg.  H.  des  Paares  bestimmt.  Man  kann  denselben  prüfen,  indem 
mau  einen  Stral  des  Punktes  M  die  FiOche  des  Dreiecks  überstreichen 
lasst,  so  dass  sein  Schnittpunkt  mit  der  Strecke  AB  im  Sinne  dieser  sich 
bewegt.  Indem  man  dem  Dreiecke  MAB  auf  diese  Weise  einen  bestimm- 
ten durch  die  Fo^  der  Ecken  bezeichneten  Sinn  ertheilt,  sieht  man  zu- 
gleich, dass  ABM,  BMA  Momente  aequivalenter  Paare  darstellen,  und  dass 
also  das  Moment  von  AB  in  Bezug  auf  Jlf  gleich  ist  dem  Momente  von  BM 
in  Bezug, auf  A  und  dem  Momente  von  MÄ  in  Bezug  auf  B,  wUhrend 
MBA,  BAM,  AMB  Momente  entgegengesetzt  gleicher  Paare  beseichnen. 
Mit  Rücksicht  auf  den  Sinn  der  Dreiecke  besteht  nun  in  der  Ebene 
als  Analogen  ku  der  linearen  Relation  AB  -^  BC  -\-  CA  =  0  zwischen 
drei  Punkten  einer  Geraden  der  Satz: 

MAB  +  MBC+MCA^ABC, 
d.   h,   fUr   irgend   vier   Punkte   A,  B,  C,  M  einer  Ebene  ist  die 
Samme  der  Dreiecke,  welche  einer  dieser  Punkte  Jlf  mit  den  Ver- 
bindungslinien AB,  BC,  CA  der  drei  Übrigen  bildet,   constant, 
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wo  auch   immer  M  in  der  Ebene  liegen  mag    und' zwar   gleich 
dem   Inhalte  des    Dreiecks  ABC.     Dieser  Satz    leuchtet  sofort   ein, 
wenn    M    im   Innenraume,    in  einer   Ecke    oder   auf  einer  Seite   des   Drei- 
ecks ABC  liegt  (Fig.  17).     Liegt  M  in  einem 
Scheitelraum e,  ■/..  B.  in  dem  des  Winkels  A,  so 
ist  MBC=  MBA  +  MAC -\-  ABC,  folglich 
MAB  +  MBC-{-MCA  =^  ABC.   Für  einen 
Punkt   M  in   einem   der  drei    stumpfen    RSume, 
z.  B.  in  dem  an  BC  stossenden,  ist 
^  "  ABC  +  MOB  =  MCA  +  MAB, 

also  auch  hier 

MAB  +  MBC-\-  MCA  =  ABC. 

Man  dehnt  den  Satz  leicht  auf  ein  beliebigea  geschlossenes  Polygon 

ABCD .  ..STA  (Fig.  18)  aus,  indem  man  von  irgend  einer  Ecke  deasel- 

ben,  z.  B.  von  A  aus  die  Diagonale 

y^~~.^\  AC,  AD,  ...AS  zieht.,  fUr  den  be- 

■^/\--'  '..■-''  liebigen  Punkt,-lf  der  Ebene  in  Be- 

/:;.--'         _..  'r — w,Z}''        !^i8  auf  -^e  Dreiecke  ABC,  ACD, 

^^_^,j{p  /         ;    /  ~>*  ■  ■  ■  AST  die  Dreiecksrelation   auf- 

^  ./  '  j^  stellt     und  .  sammtllche     so    zu     ge- 

"X^  ^ winnenden  Gleichungen  addirt.   Jedes 

^ '  Dreieck,   welches  der  Punkt  M  mit 

'''B'  '^-  einer  Diagonale  bildet,  kommt  in  dieser 

Summe  doppelt  und  zwar  mit  entgegengesetztem  Zeichen  vor,  z.B.  MAC 
und  MCA  und  fSUt  mithin  weg.    Es  bleibt  demnach 

MAB  +  MBC  +  MCD  -| 1-  MST  +  MTA 

=  ABC  +  ACD  +  ADE  H (-  AST, 

d.  h.  für  jedes  ebene  geschlossene  Polygon  ABC . . .  STA,  dessen 
Seiten  im  Sinne  der  Eckenfolge  genommen  sind,  d.  h.  so  wie  ein 
beweglicher  Punkt  sie  durchläuft,  wenn  er  ohne  umzukehren 
das  Polygon  beschreibt,  ist  die  Summe  der  Dreiecke,  welche 
ein  Punkt  3f  der  Ebene  mit  den  Seiten  bildet,  eine  Constante  für 
alle  Lagen  des  Punktes  in  der  Ebene. 

Diese  Constante  wird  z.  B.  durch  die  Summe  der  Dreiecke  dargestellt, 
welche  eine  Ecke  A  mit  lIQlfe  der  von  ihr  aus  gezogenen  Diagonalen  mit 
den  Seiten  BC,  CD,  . . .  TA  bildet  Man  pflegt  diese  Summe  in  allen 
FSllen,  mag  das  Polygon  ABC .  .  .TA  ein  gewöhnliches  oder  ein  Uber- 
scblagenes  sein,  den  Inhalt  desselben  zu  nennen.  Von  der  Bildung  des 
Flächenraumes  erhBlt  man  eine  deutliche  Vorstellung,  wenn  man  einen 
Badinsyector  von  A  oder  auch  von  M  ausgehend  Über  die  Ebene  hingleiten 
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lässt,  80  doss  Bein  Endpunkt  den  Umfang  des  Polygons  in  demselbeii  Binne 
ohne  umzukehren  durchläuft.  Alle  FlKcbenbestaiidtheile,  welche  der  RodinB- 
vector  dabei  in  demselben  oder  im  ent^tegengeaetzten  Sinne  beschreibt, 
haben  Ar  die  Bildung  des  Inhaltes  additive  oder  aubstraetive  Bedeutung. 
§.  9.  Es  sei  nun  (Fig.  19)  A^  B,,  B^  C^,  C\  i)„  . . .  S^  T,  ein  belie- 
biges ebenes  SiTeckenajstem  und 

£  =  MAiB,  +  ]aBjC^  +  MC^n^-i +  JtfS,r, 

das  halbe  Moment  desselben  in  Bezug  auf  irgend  einen  Punkt  M  der  Ebene 

P  oder  also  die  Summe  der  Dreiecke,  welche  M  mit  den 

\     *<        Strecken  des  Systems  bildet.    Von  irgend  einem  Punkte 

I      f..-  V'\  A   in    der  Ebene  der  Figur  aus  construiren  wir  das 

/      /        \   \        Polygon  A  BCD  ...  ä'jT,  dessen  Seiten  AB,BC,  ...ST 

i      l  \    \       den  Strecken  A^B^,  BiC^,  ('iB„  . . .  5,7,  geometrisch 

B,  '.      gleich  sind   und  deaaeu  SchlusBlinie  AT  die  geome- 

^^^^-^  Ib    trische  Summe  aller  Strecken  des  Systems  daratelU. 

"i-  ■■         ^'"  Strecken  ÄjS^   und   BA   bilden  ein  Paar  und 

*       ^  MAi  Sj  -^  MBA   ist   gleich   dem   halben  Momente 

Fig.  IV.  AA^Bf   dieses  Paares.    Indem  wir  alle  Paare  dieser 

Art    mit    den    Strecken   des  Systems   und   den   im   entgegengesetzten  Sinne 

genommenen  Seiten  von  ABGD  . .  ST  bilden,  erhalten  wir  folgendes  System 

Ton  Gleichungen: 

MA,Bi  +  MBA  =  AA,B^, 
MB,üt  +  MCB  =  BB^Cf, 


MS^T^  -i-  MTS  =  55, r,. 
Addirt  man  dieselben,  so  gibt  die  erste  Vertic&lreihe   zur  Linken  das 
halbe  Moment  Z,  die  zweite  liefert 

MBA  +  MCB  +  MDC  -\ MTS  =- 

—  (MAB  +  MBC  +  MCB  -\ \- MST -^^  MTA) -^  MTA, 

wo  das  Dreieck  MTA  addirt  und  subtrahirt  ist,  welches  der  Punkt  M 
mit  der  Linie  TA  bilden  wUrde,  die  den  SchlusB  des  Polygons  ABC . . . 
bildet.  Setzen  wir  den  Ausdruck  in  der  Klammer,  welcher  den  In- 
halt des  gesofalossenen  Polygons  ABC ...  STA  darstellt,  gleich  II,  so  ist 
der  Werth  der  zweiten  Yerticalreihe  links  — 11 -^  MTA.  Ke  Dreiecks- 
summe, welche  die  Addition  der  Glieder  zur  Rechten  liefert,  wollen  wir 
mit  ^  bezeichnen.    Mit  Hfllfe  di«ser  beiden  Bezeichnnngen 
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MAB  +  MSC  +  MCD  -\ h  ^ST  +  MTA  =  n, 

AA,B^  +  BB^Ci  +  00,0^  -\ \- SS^T^  ■=  J 

erholten  wir  daher  die  Relation: 

■  Z==n+  J—MTA. 
In  Bezug  auf  dieselbe  sind  zwei  Fälle  zu  unteraoheiden. 

1.  Das  Polygon  ABC ...  ST  schliesst  sich,  d.  h.  die  geometrische 
Summe  der  Strecken  A^B^,  B^C^, . . .  «iTg  ist  Null.  Da  hier  T  mit  A  zu- 
sammenfällt, Bo  ist  MTA  =  0,  also 

s  =  n-\-  A, 

mithin  constant  für  alle  Lagen  des  Punktes  M. 

2.  Das  Polygon  ABC  . .  .  ST  schliesst  sich  nicht;  in  diesem  Falle 
ftige  man  dem  Streckensyatem  eine  zu  TA  parallele  Strecke  T,A^  hinzu, 
derea  Lage  gegen  TA  wir  noch  näher  bestimmen  wollen.  Wie  sie  auch 
liegen  möge,  es  ist  stets  fUr  sie 

MT,  A^  +  MAT=  TTi  A^ 
nnd  wenn  man  hieraus 

MAT=~  MTA  =  TTjAg  ~  MT^At  =  TT,A^  +  MA^T^ 
entnimmt  und  in  die  Gleichung  &lv  £  einsetzt,  so  wird 

S=(n+A-\-  TTiA^)-i-  MA^Ti.     ' 
Nun   wähle   man    TiA^  je   nach   dem  Vorzeichen  der  Summe  Tl  ■\- d 
diesseits   oder  jenseits    von    TA    in   einem   solchen   Abstände   von   dieser 
Streoke   so,   dass  II  -\-  ^  -\-  TT^A^  c=  0  wird,  was  immer  möglich   ist; 
man  erhalt  dann 

S^=MA^T^. 
In  diesem  Falle  gibt  es  also  eine  Strecke  A^  J*,,  deren  Momeut  in  Be- 
zug auf  M  dem  Momente  des  Strecken  Systems  iu  Bezug  auf  denselben 
Punkt  gleich  wird.  Das  Moment  des  Strecken  Systems  ist  in  diesem  Falle 
mit  der  Lage  des  Punktes  M  in  der  Ebene  veränderlich;  es  verschwindet, 
wenn  M  in  die  Strecke  A^T^  eintritt  und  wechselt  den  Sinn  beim  Durch- 
gange von  M  durch  dieselbe. 

Aus  diesen  Betrachtungen  folgt  also: 
Das  Moment  2Z  eines  ebenen  StrecXensystcms 
A^B^,B^C^,C^D^,..,S^T^ 
für  einen  Punkt  M  seiner  £bene  ist   entweder  constant  für  alle 
Lagen  dieses   Punktes   oder   mit   dessen  Lage  Teränderlich.    Im 
ersten    Falle   ist   die   geometrische   Summe    aller   Strecken   des 
Systems  Null   und  also  das  Polygon  ABC .  ..ST,   welches   man 
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von  irgend  einem  Punkte  Ä  ausgehend  mit  Strecken,  welche  den 
einzelnen  Strecken  des  Systems  geometriscb  gleich  sind,  bei  be- 
liebiger Auordnnng  derBelben,  conBtruirt,  geschloBsen.  Das 
Moment  2S  ist  in  diesem  Falle  gleich  der  Summe  ans  dem  dop- 
pelten Inhalte  2J7  dieses  Polygons  nnd  der  doppelten  Summe 
■2/S  aller  Dreiecke,  welche  die  Ecken  Ä,B,C...S,T  des  Poly- 
gons mit  den  Strecken  Ä^Bt,  BiCt, . . .  S^T^  bilden.  Das  Strecken- 
System  ist  einem  Paare  vom  Momente  2(J7 -}'''')  aequiTalent.  Im 
zweiten  Falle  ist  die  geometrische  Snmme  der  Strecken  nicht 
Null  nnd  das  Polygon  ABC  . . .  ST  also  offen.  In  diesem  Falle 
kann  eine  Strecke  A^T^  geometrisch  gleich  der  geometrischen 
Summe  ^T  der  Strecken  (der  Schlnsslinie  von  ABC ...  ST)  ge- 
funden werden,  deren  Moment  in  Bezug  auf  jeden  Punkt  ^gleich 
dem  Momente  2£  des  Systems  ist.  Sie  hat  von  .ilT diesseits  oder 
jenseits  derselben  einen  solchen  Abstand,  dass  TA^T^  ^^  ll-^  J 
wird,  ist  für  sich  allein  dem  Streckensystem  aequivalent  und 
fSllt  mithin  in  die  Centralaie  desselben.  FOr  alle  Lagen  von  M 
anf  ihr  ist  das  Moment  des  Systems  Null  nnd  wechselt  dasselbe 
das  Zeichen  beim  Durchgang  durch  sie. 

Als  Corollarien  fUgen  wir  hinzu; 

Bilden  die  Strecken  des  Systems  die  Seiten  eines  geschlossenen  Poly- 
gons, so  dass  ein  beweglicher  Punkt  den  Umfong  desselben  ohne  umzu' 
kehren  darchlaufen  kann,  indem  er  dabei  dem  Sinne  jeder  Strecke  folgt, 
so  ist  das  System  einem  Paare  aequivalent  und  sein  constantes  Moment 
der  doppelte  Inhalt  des  Polygone. 

Das  Streck  ensystem  ist  B«quivalent  Null,  wenn  das  Polygon  ABC. .  .ST 
sich  sehlieast  und  die  Summe  11 -\-  A  gleich  Null  ist 

§.  10.  Wir  wollen  Bchliesslich  noch  die  Lage  der  Centralaie  und  die 
dem  System  aeqnivalente  £inzelstrecke  A^  T,  iBngs  derselben  bestimmen,  wenn 
das  Moment  des  Systems  fttr  irgend  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende 
Punkte  bekannt  ist.  Es  seien  Ä,  B,  0  diese  Punkte  und  Sa,  Sb,  ^c  die 
halben  Momente  fflr  sie.  Da  diese  tirCesen  den  Momenten  Ton  A^  T^  in  Be- 
zug anf  dieselben  Punkte  aequivalent  sein  mUssen,  so  sind  sie  proportional 
den  Abstanden  der  Funkte  von  der  Gentralaze  und  da  sie  auch  dem  Zeichen 
nach  mit  diesen  Momenten  übereinstimmen  müssen,  so  folgt,  does  wenn 
xwei  der  OrSssen  Z^,  £b,  ^c  gleiches  Zeichen  haben,  die  beiden  Punkte, 
denen  sie  entsprechen,  auf  denselben,  and  wenn  sie  verschiedene  Zeichen 
haben,  dieselben  auf  ent^gengesetzten  Seiten  der  Centralase  liegen  mUssen. 
Im  ersten  Falle  trifft  die  Centralaie  mithin  den  verlängerten  Abstand  der 
Pimkte,  im  zweiten  Fall  schneidet  sie  den  Abstand  derselben  selbst. 
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Sind  also  dj,  da,  da  die  Abstände  der  Punkte  A,  B,  O  von  der  Cen- 
tral&xe,  so  besteht  die  Proportion 

dA  _  dB  _  de 
~£a~  £b~  £c 
und  ist  dieselbe  auch  in  Bezug  auf  die  Zeichen  exact  Beschreibt  man 
daher  um  Ä,  B,  C  mit  Radien,  welche  Xj,  ^s,  ^c  proportional  sind, 
Kreise,  so  muss  die  Üentralaze  eine  der  vier  Geraden  sein,  welche  je  drei 
Aehnlichkeitspunkte  dieser  Kreise  enthalten.  Sie  geht  durch  den  inneren 
Aehnlichkeil^pnakt  zweier  Kreise,  wenn  die  Momente  Mr  ihre  tÜttelpunkte 
entgegengesetztes  Zeicheb,  durch  den  Susseren  Aehnlichkeitepiuikt  derselben, 
wenn  sie  gleiches  Zeichen  haben.  Sind  alle  drei  Momente  z.  B.  positiv,  so 
geht  die  Oentralaxe  durch  die  drei  Susseren  Aehnlichkeitspunkte.  Denkt 
man  sich  um  alle  Punkte  der  Ebene  Kreise  beschreiben  mit  Badien,  pro- 
portional den  Momenten  des  Sjst«ms  in  Bezug  auf  die  Punkte,  so  haben 
alle  Tripel  solcher  Kreise  sämmtUch  einen  Aehnlicbkeitsstral  gemein,  n&m- 
lich  die  Centralase  des  Systems. 

Die  Grösse  von  A^T^  folgt  unmittelbar  aus  einer  der  GleichuDgen 

/  A^T^-dA^liSA,    A^T^-dB  =  SB,    A^T,  =  df2£c- 

Auch  das  Moment  *2£ii  des*  Systems  ftir  einen  beliebigen  Punkt  31 
der  Ebene  kann  durch  die  Momente  2  £j , 
2£b,  2£c  dargestellt  werden.  Hiezn  dient 
der  folgende  Satz  von  MSbius  über  die  Mo- 
mente in  Bezug  auf  irgend  vier  Punkte  A , 
'^     B,  C,  M  (Fig.  20)  der  Ebene: 

MBC-  Sa  +  MCA  •  -£«  +  MAB  ■  Zc 
^ABCSm. 

*■*  **■  Schneidet  nftmlich  die  Linie  MA  die 

Gegenseite  £ (.'  von  A  ia  N  und  sind  Bß,  Cy,  Nv  die  Abstfinde  der  Punkte 
B,  C,  N  von  der  Centralaxe  EF,  so  ist  nach  Grösse  und  Sinn: 
_CN  _^  _       NB       ^       BO 
Nv—Cy  ~  Bß  —  Nv  ^  Cy  —  Bß 
und  folglich,  wenn  k  einen  Proporti onalitfttsfactor  bedeutet 

CN  =  l(Nv  -  Cy),     NB  •=  l(Bß  —  Nv),     BC  =  l{Cy  -^  Bß). 
Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  mit  Bß,  Cy,  Nv  und  addirt 
sie,  so  ergibt  sich 

CN-  Bß  +  NB-Cy-^  BC-  N» 
=  l[{Nv  —  Cy)  •  Bß  —  {Bß  —  Nv)  •  Cy  +  {Cy  —  Bß)  ■  Nv]  —  0. 
Es  verhalt  sich  aber 
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£a         Sc  ~  ^h' 
wenn  Sa  das  halbe  Moment  fUr   Jeu  Punkt  N  bezeichnet.    Daher  besteht 
zwischen  den  Abständen  dreier  beliebiger  in  gerader  Linie  liegender  Pimkte 
B,  C,  N  von  der  Oentraltuce  und  ihren   Momenten   '2£b,  ^^c,  "^^ü  die 
Relation 

CN.£i,-i-  NB  .£<;+  BC  .S/i-'O. 
Wir    wollen    dieselbe  so  umschreiben,   dass    an   die  Stelle    der    Ab- 
stände CN,  NB,  BC  FlBchenrSume  tteten.    Hiezu  bat  man 

CN:NB-=  MNC:MBN=  NCA  :  NAB  =  MCA  :  MAB 
und  folglich 

CN :  NB  :  BC  =  MCA  :  3IAB  :  —  {MUA  +  MAB). 
Hiermit  nimmt  die  genannte  Relation  die  Form  an 

MCA  .  Su  +  MAB  .  £c  =  {MCA  +  MAB)  .  S/, 
und  wenn  man  dieselbe  auch  für  die  drei  in  gerader  Linie  liegenden  Punkte 
A,  M,  N  aufstellt: 

MBC.  £a  +  AGB  .  £m  =  {MBC  +  ACB)  .  Sg, 
so  geben  beide  Gleichungen,  da 

MAB  -\-  MBC  +  MCA  =^  ABC  =  —  ACB 
ist, 

MBC .  £a  +  MCA  .£b  +  MAB.£v=ABC.  £>,■ 


IV.  Capitel. 

AeqaiTBleiu  r&nmllotaer  Streokenqrateme. 

§.  1.  Mit  aämmtlichen  Strecken  P  eines  räumlichen  Streckensyatems  S 
ziehen  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  0  des  Baumes  Par&llelUnien  und 
tragen  auf  ihnen  die  entgegengesetzt  gleichen  Strecken  P,  —  P  auf.  Hiedurch 
erhalten  wir  ein  dem  Systeme  ü  aequivalentcs  System,  welches  aus  zwei 
Theilen  besteht:  einem  Aggregate  von  Strecken  P,  deren  Richtungen  sich 
im  Funkte  0  schneiden  und  einem  Aggregate  von  Paaren  (P,  —  P),  deren 
Ebenen  durch  0  hindurchgehen  und  deren  Arme  p  die  AbstSnde  der  Strecken 
P  von  diesem  Punkte  sind.  Das  erste  Aggregat  ist  aequivalent  seiner  Resul- 
tanten M ,  der  geometrischen  Summe  der  Strecken  P,  das  letztere  ist  aequi- 
Talent  einem  Paare,  dessen  Axenmoment  G-  aus  dem  Polygone  der  Axenmomente 
P]j,  die  wir  in  0  auf  den  Ebenen  der  Paare  (P,  — P)  senkrecht  errichtet 
denken,  als  deren  geometrische  Summe  hervorgeht.    Die  Auffindung  der  dem 
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Systeme  £  aequivalenten  geometrischen  Grosses  Jt  imd  G  nennen  wir  die 
Beduction  {R,  G)  des  StreckeDsystems  fUr  den  Paukt  0,  R  nnd  G  die  Be- 
ductionselemente,  nämlich  R  die  BeducÜonBresultante  und  G  das  Beduc- 
tioQsmomeiit. 

Die  Bednction  des  Systems  £  ist  für  alle  Funkte  0  des  Baumes  aus- 
führbar. FUr  alle  Beducüonen  ist  die  Besoltante  geometrisch  gleich,  da  aie 
aus  geometrisch  gleichen  Polygamen  herrorgehtj  die  Ricbtungslinten  der 
Besultanten  bilden  daher  ein  ParallelbUndel  (fi).  Bas  Aienmoment  G  er- 
leidet im  Allgemeinen  eine  geometrische  Aenderung,  wenn  an  die  Stelle  des 
Punktes  0  ein  anderer  Punkt  0'  tritt,  indem  dadurch  die  Ebenen  der  Paare 
und  deren  Arme  und  in  Folge  dessen  das  Polygon  der  Axenmomente  sich 
andern.  Da  jedoch  die  Besultante  längs  des  durch  den  Funkt  0  gehenden 
StraloE  verschoben  nnd  das  Axenmoment  G  Überhaupt  parallel  mit  sich  im 
R&nme  beliebig  verlegt  werden  darf,  so  i'olgt,  daas  für  alle  Punkte  0  eines 
und  desselben  Strales  ft  des  Parallelbandels  ((«}  die  Reduction  {R,  G)  die- 
selbe ist.  Dieselbe  erleidet  daher  nur  beim  Uebergange  von  einem  Strale  i* 
zn  einem  andern  fi'  des  ParallelbUndels  eine,  Übrigens  leicht  angebbare 
Aenderung.  Um  diese  Aenderung  deutlich  zu  Übersehen  und  ^so  die  ftir 
den  Stral  ft  gefundene  Reduction  {R,  G)  auf  den  ParaUelsbul  n'  im  Ab- 
stände r  von  n  zu  abertrages,  genügt  es,  auf  fi'  die  Be- 
sultante R  in  doppeltem  Sinne  aufzutragen  und  mit  den  Be- 
"<rJ  ßy\  ductionaelementen  iJ,  ff  des  Strales  (*  zu  verbinden.  Wir  er- 
^?j#'  halten  dadurch,  indem  wir  das  Axenmoment  Rr  des  Paares 
(fi,  —  R)  dessen  Seitenstrecken  R  und  —  R  auf  fi  und  ft' 
r  liegen,  mit  dem  Axenmomente  G  zjim  neuen  Axenmomente 
[(?']  =  [G]  +  [Rr]  verbinden  (Pig.  21),  für  den  Stral  p,' 
Fi».  »I    '       die  gesuchte  Bednction  (R,  G'). 

§.  2.    Der  Winkel  iff ,  den  die  Bichtung  des  Axenmomentes  G  mit  der 
Richtung  der  Resultanten  R  bildet,  wechselt  im  Allgemeinen  mit  der  Lage 
H  desStrales  ft.  Eb  gibt  jedoch  einen  ausgezeichneten  Stral /i^, 

dessen  Axenmoment  G^  die  Bichtung  von  R  hat,  so  daes  das 
Beductionspaar  fOr  diesen  Stral  senkrecht  zur  Beductions- 
resoltanten  ist.  Dieser  Strahl  ^  beisst  die  Oentral- 
ftxe  des  Systems  £  (Poinsot).  um  ihre  Lage  zu  finden, 
gehen  wir  von  der  Bednction  {R,  G)  irgend  eines  Sti-ales 
iu  (Fig.  22)  aus  und  zerlegen  C  in  ein  Axenmoment 
Go  =  Gf  cos  ■^  parallel  fi  und  ein  anderes  Gj  =  G  ain  if; 
Fig.  si.  senkrecht  zu  fi .    Durch  i*  legen  wir  eine  Ebene  senkrecht 

zur  Ebene  des  Winkels  ifj ,  die  also  auch  senkrecht  zu  tf  i  ist  Der  Stral  i* 
zerlegt  sie  in  zwei  Felder.  Ziehen  wir  in  einem  derselben  einen  Stral  (i 
im  Abstände  r  parallel  zu  /(  und  tragen  auf  ihm  R  und  —  R  auf,  so  wird 
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du  Paar  (R,  —  R),  gebildet  aoB  der  B«Baltanten  R  des  Stralee  ft  und  dem 
—  B  des  Strales  fi,  ein  Äienmoment  Rr  beflitien,  gleichen  oder  entgeg^i* 
geaebten  Sinnes  mit  6, ,  je  nachdem  ft  in  das  eine  oder  das  andere  Feld 
hineinfUlt.  Für  einen  von  der  PfeibpitEe  von  G^  im  Sinne  von  R  sehenden 
Punkt  liegt  das  Feld  der  Azenmomente  Rr  gleichen  Sinnes  mit  £r,  zur 
ßecbten,  das  entgegengeaetcten  Sinnes -zur  Linken.  In  dam  letzteren  Felde 
kGimen  wir  dahev  in  einem  gewissen  Abstände  r^  von  n  einen  Stral  i*^  so 
finden,   dass   das  Axenmoment  Rr  jenes  Paares   das  Äienmoment  (?,  tilgt. 

HieRlr  muss  Rr^  ^  Gi  und  also  '~o'°°  ^   werden.    FUi  die  Reduction  des 

Strdfls  fig  argibt  sich  demnach  {R,  Gq)  wo  Gq^G  cos  ^  und  panllel  zu  fi  ist. 
Es  gibt  uor  eine  Cäiib:alaxe  ^(A,  Gq).  Denn  gKbe  es  noch  eine  zweite 
p\{R,  tir'g)  80  mOssten  die  Rednctionen  beider  aequivalent  sein.  Da  nun  nur 
räne  Strecke  ^ner  Strecke  und  ein  Paar  einem  Paare  aequivalent  sein  kann, 
so  mDsste  R  ISngs  ft^  aequivalent  R  lOngs  ft'g  und  Gg  aequivalent  G\  sein. 
Hieraus  folgt,  dass  Gq  <=>  G'o  sein  und  ^g  mit  n\  zusammenlallen  moss. 
Wir  erhaltea  daher  die  Sstze: 

Dia  Ebenen,  welche  dnrch  die  Stralen  ^  des  FarallelbUDdels 
(f()  seskreobt  sn  den  Ebenen  der  Winkel^  gelegt  werden  kOnnen, 
welche  die  den  Stralen  ft  entsprechenden  Äxenmomente  O  mit 
diesen  Stralen  bilden,  gehen  durch  die  Centralaze  des  Systems. 
Die  Projectionen  der  Axenmomenteff  der  Bednctionen,  welche 
den  Terscbiedenen  Btralen  |u  eutaprecben,  aaf  die  gemeinsame 
Bichtnng  derselben  sind  einander  gleich,  nSmliob  gleich  dem 
Aienmomente  GF^  der  Centralaie.  Es  ist  demnach  (tq -=  £^  cos  if( , 
wenn  G  und  ^  irgend  einer  Beductien  angehCren. 

§.  3.    Geben  wir  von  der  Kednction  {R,  G^  des  Systems  £  ftlr  die 
Centralaxe    pj    aas    (Fig.  23)    und    suchen    wir    die  Reduotion   (fi,  G)  fOr 
j  irgend   einen  Stral  ft  des  Par&Ilelbtlscbels  (^)  im  Abstände 
r  Ton  ftf,.    Es  ergibt  sich  G  als  die  Diagonale  eines  recht- 
winkligen Parallelogramms,   dessen  eine  Seite  6^g,  dessen 
andere  Seite  das  zur  Ebene  (f*^)  senkrechte  Azenmoment 
~~]^~-       Sr  des  Paares  (Ä,  — R)  ist,  welches  beim  Uebergang  von 
«    dem  Strale  ftg  zum  Strale  ft   zu  G^   binzntriit.    Demnach 
Flg.  M.  ergibt  sich  G  nnd  der  Winkel^,  welchen  6  mit  fi  bildet, 

darch  die  Formeln 

G«  =.  G»^  +  B»,-%     tgv  =  ^'r. 

Hieraas  ziehen  wir  folgende  SStze: 

Fflr   alle  Stralen  ft  des  Parallelstralenbaschels   (ft)   ist  die 
Bsduetionsresaltante  R  gleich  gross   und  von  demselben  Sinne. 
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Für  alle  Straleiifi  desselben  Äbatandes  r  von  derCentralaiefi^, 
welche  also  auf  einem  um  diese  Äxe  mit  dem  Radius  r  des  Quer- 
schnitts beschriebenen  Cylinder  liegen,  ist  das  Azenmoment  G 
desRednctionspaarea  von  derselben GrSsse  und  derselben  Neigung 
■^  gegen  den  Stral  f» .  Alle  diese  Azenmoment«  C  berühren  den  Cylinder 
und  bilden,  wenn  man  sie  in  den  Punkten  eines  Kreisschnitts  des  Cylinders 
construirt ,  ihre  Richtungen  ein  einfaches  Botationshyperboloid  um  die  Gentml- 
aze  ala  Kotationsaxe. 

Je  weiter  der  Stral  (i  von  der  Centralaze  fig  absteht,  um  so 
mehr  nächst  der  Neigungswinkel  t|>  der  Richtung  des  Azenmo- 
mentea  G^  gegen  fi  und  um  so  mehr  nShert  sich  dieser  Winkel  hei 
wachsendem  Abstände  r  der  Grdsse  ^n  als  Grenze. 

Die  Richtungen  der  Azenmomente,  welche  den  Stralen  ^  einer  dnrch 
die  Centralaze  ^  gehenden  Ebene  entsprechen,  bilden,  wenn  sie  in  den 
Punkten  einer  zu  ^  senkrechten  Geraden  dieser  Ebene  construirt  werden, 
ein  hyperbolisches  Paraboloid.  Denn  die  Endpunkte  der  Azenmoment«  Sr , 
welche  In  den  verschiedenen  Abständen  r  zu  (r^  hinzutreten,  um  die  6  zu 
bilden,  liegen,  da  die  Rr  mit  r  proportional  wachsen,  in  einer  Geraden  und 
folglich  die  Endpunkte  der  Azenmomente  G  gleichfalls  in  einer  mit  dieser 
parallelen  Geraden.  Die  Richtungen  der  Axenmomente  schneiden  mithin  zwei 
sich  kreuzende  Geraden  und  sind  einer  Ebene ,  nSmlioh  der  zu  der  Ebene 
dei'  Stralen  n  senkrechten  Ebene,  parallel. 

Das  Azenmoment  G^  der  Centralaze  ist  der  kleinste  Werth, 
den  das  Azenmoment  G  annehmen  kann.  Das  Azenmoment  G 
wSchst  mit   der  Entfernung  r   des  Strales  ft  von    der  Centralaze. 

§.  4.  Bildet  man  in  drei  Punkten  0,  0',  0  das  Axenmoment  G,  G',  G" 
der  Stralen  ft,  jt',  fi",  welche  durch  sie  hindurchgehen  mit  UlUfe  der  Poly- 
gone der  Azenmomente  Pp  (§.  l),  so  kann  man,  ohne  die  Reductionsresul- 
tante  R  zu  kennen,  die  Richtung  und  Lage  der  Centralaze  fi^  bestimmen. 
Denn  nach  §.  2  sind  die  Frojectionen  von  G,  G',  G"  auf  die  gemeinsame 
Richtung  der  Stralen  ^,  |ii,  ft',  fi"  gleich.  Zieht  man  daher  von  irgend  einem 
Funkte  Ä  des  Baumes  aus  drei  Strecken,  geometrisch  gleich  6,  (?',  G"  und 
legt  durch  ihre  Endpunkte  eine  Ebene,  so  ist  die  Normale  dieser  Ebene  die 
Richtung  von  ^,  weit  G,  G',  G"  fUr  sie  gleiche  Frojectionen  haben,  nttmlich 
gleich  dem  Perpendikel ,  welches  man  von  A  auf  jene  Ebene  Tillen  kann. 
Zieht  man  nun  durch  irgend  zwei  beliebige  der  drei  Punkte  O,  0',  0" ,  z.  B. 
durch  0  und  0',  Stralen  fx,  fi'  parallel  zu  der  gefundenen  Richtung,  so 
liefern  die  beiden  Ebenen,  welche  durch  fx,  (t'  senkrecht  zu  den  Ebenen 
((*.  0}i  (^1  G")  gelegt  werden  kennen,  durch  ihre  Schnittlinie  die  Centralaze 
fi^  ihrer  Lage  nach.  Zugloch  liefei-t  jenes  von  A  aus  gefüllte  Perpendikel 
durch  seine  Länge  das  Axenmoment  G„  der  Centralaze.  (Chasles.) 


DigiLizedbyCoOJ^Ic 


T.  Tb.,  Cap.  IV,  |§.  6. 6.        AeqoiT&leDz  d.  8;at.  mit  einer  Einzeletreckc.  47 

§.  5.  In  Bezug  auf  das  VerBchwinden  der  Blement«  B,  G  einer  RedocÜon 
des  Systems  £  fQr  irgend  einen  Stral  n  sind  folgende  vier  FSlle  möglich: 
1.  es  veracbwindet  li  allein,  2.  es  verschwindet  ff  allein,  3.  es  verBOhwindet 
BOwol  R ,  als  auch  G  und  4.  'es  verschwindet  weder  Ji  noch  G-.  Im  ersten 
Falle  ist  das  System  einem  Paare  aequivalent  nnd  kann  also  durch  ein 
Axenmoment  O  von  bestimmter  Grßsse,  lUchtung  und  bestimmtem  Sinn  in 
jeder  Lage  im  Räume  repräsentirt  werden.  Das  Polygon  der  Strecken  schliesat 
sich  für  alle  Redactionen  nnd  die  Lage  der  Centralaze  wird  anbestimmt; 
jede  Linie  von  der  Richtung  von  Q  kann  aU  dieselbe  angesehen  werden.  Im 
zweiten  Falle  scbliesst  sich  das  Polygon  der  Aienmomente  für  den  Strahl  fi, 
für  alle  Übrigen  aber  nicht;  ft  ist  die  Centralaxe;  das  System  ist  aequivalent 
der  Einzelstreeke  R  ISngs  dieser.  Im  dritten  Falle  ist  das  System  «equi- 
valeut  Nnll;  die  beiden  Polygone^  das  der  Strecken  und  das  der  Axenmomente 
scbliessen  sich  für  alle  Bednctionen.  Im  vierten  Falle,  welcher  der  allge- 
meinste ist,  kann  das  System  einer  Einzelstreeke  R  aequivalent  sein.  Um 
den  Stral  fi'  zu  finden,  für  welchen  dies  möglich  ist,  bedenken  wir,  daSB  für 
das  ihm  entsprechende  Axenmoment  (?'  die  Bedingung  ff'*  =  Gf,"  +  ü'r*  =  0 
erfüllt  sein  mnss.  Dieselbe  zeriSllt  in  die  beiden  Bedingungen  r  =  0,  ff^  =  0  . 
£s  mnss  daher  ft'  mit  der  Centralaxe  zasammen  fallen  und  da  Gf,  =  G  cos  ^ 
ist,  BO  mnsB  für  die  gegebene -Reduction  {R,  G)  des  Strales  ft  der  Winkel 
if>  a=  ^n  sein.  Dasselbe  findet  für  alle  Reductionen  Bifltt.  Eb  kann  sich 
daher  das  System  pur  dann  auf  eine  Einzelstrecke  R  redncirenj 
wenn  fttr  jede  beliebige  Reduction  die  Resultante  und  das  Axen- 
moment zu  einander  rechtwinklig  sind.  Die  dem  System  aequi- 
valente  Einzelstrecke  fällt  in  die  Centralaxe.  In  diesem  Falte  sind 
die  Axenmomente  G  proportional  dem  Abstände  r  ihrer  Stralen  ft  von  der 
Centralaxe.    Denn  da  6g  =  0  ist,  so  wird  ff  =  Hr. 

Aus  diesen  Erürterungen  ergibt  sich,  dass  ein  Streckensystem  entweder 
aequivalent  Nnll  oder  einer  Einzelstrecke,  oder  einem  Paare,  oder  einer  Einzel- 
strecke in  Verbindmig  mit  einem  Paare  aei^uivalent  ist  und  da  keine  wei- 
teren Fälle  mOgUch  sind,  so  folgen  als  nothwendige  und  hinreichende  Be- 
dingungen dafQr,  dass  1.  das  System  £  aequivalent  Null  sei,  dass  hei  jeder 
beliebiges  Bednction  R  ==  0  nnd  ff  —  0  gefanden  werde,  2.  dass  £  einem 
Paare  aequivalent  sei,  dass  R  verschwinde,  3.  dass  £  einer  Einzelkraft  aequi- 
valent werde,  dass  R  und  ff  rechtwinklig  zu  einander  seien  und  4.  wenn 
keiner  dieser  drei  FsUe  eintreten  soll,  R  und  ff  weder  beide  verschwinden 
noch  zn  ünander  rechtwinklig  sein  dOrfen. 

§.  6.  Die  Bedingung  der  Reehtwinkligkeit  von  R  und  ff  zu  einander 
ist  für  das  ebene  Streckensystem  erfflllt  nnd  daher  ist  ein  solches  System 
wenn  nicht  R  verschwindet,  stets  einer  Einzelstreeke  aeqnivalent  Die  Be- 
snltaute  R  geht  nBmlioh  ans  einem  in  die  Ebene  tallenden  Streckenpolygon 
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hervor  und  liegt  mithin  selbst  in  der  Ebene;  das  Azenmoment  G  aber  bildet 
sich  als  die  Summe  der  Axenmoment«  von  Paaren  dieaer  Ebene,  welche  also 
BSmmtlich  zu  ihr  aenkrecht  sind  und  ist  mithin  gleichfalls  senkrecht  zu  ihr 
und  also  auch  zu  B .  Ein  von  der  Pfeilspitze  an  G  nach  der  Pfeilspitze  von 
S  anf  die  Ebene  herabsehender  Punkt  findet  die  Centralase  zur  Linken  von 
B  in  der  Ebene  im  Abstände  r  ^  —  ■ 

Für  ein  System  von  Parallelstrecken  ist  diese  Bedingung  gleiahfalls 
erfüllt  and  wenn  B  nicht  verschwindet,  Ist  auch  ein  solches  System  aequi- 
valent  dner  Einzelstrecke.  Denn  fDr  irgend  eine  Bednction  ergibt  sich  B  ats 
die  algebraische  Summe  aller  Strecken  nnd  G  als  die  Schlusslinie  eines  ebenen 
Polygons,  dessen  Ebene  senkrecht  zur  Richtung  der  Parallelstrecken  ist. 
Die  Centralaxe  ergibt  sich,  indem  man  durch  das  R  irgend  einer  Bednction 
eine  Ebene  'senkrecht  zum  zugehörigen  G  legt  und  in  dem  Felde  derselben, 
welches  von  der  Pfeilspitze  des  G  von  einem  nach  der  Pfeilspitae  von  B  hin- 
sehenden Punkte  zur  Linken  von  B  erblickt  wird,  im  Abstände  »"  ^  -  einen 
Stral  parallel  zu  B  zieht 

Das  System  im  StralenbUndel,  dessen  Streckenrichtungen  durch  den- 
selben Punkt  gehen,  ist  aequivalent  einer  Einzelresultante,  und  aeqnlvaleut 
Null  mit  deren  Verschwinden. 

§.  7.  Wir  gehen  jetzt  zur  analytischen  Darstellung  der  fieducÜon  eines 
Streckeusystems  S  über.  Im  Ursprünge  O  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systems  der  X,  y,  z  bilden  wir  die  Bednction sresnltante  B  mit  Hflife  des 
Streckenpolygons,  dessen  Schlusslinie  sie  als  die  geometrische  Summe  aller 
Strecken  gibt.  Sind  daher  X,  Y,  Z  die  Projectionen  einer  der  Strecken  P 
auf  die  Coordiuatenaxen,  Ä,  B,  C  die  Projectionen  von  Ä  und  o,  b,  c  die 
Richtu^scosinusse  von  B  gegen  die  Azen,  so  folgt  aus  den  Projectionen  des 
Polygons  auf  die  Axen: 

A  =  £X,  Ji*=^»+ B^  +  C», 

B  =  £Y,  »_^        £         i 

C  =£Z,  Ä~  £""  C"^  B' 

wodurch  die  allen  Reductionen  gemeinsame  Resultante  B  nnd  mit  ihi*  die 
Richtung  der  Stralen  n  des  ParallelbUscbels  (n)  bestimmt  ist.  B  ist  in  diesen 
AusdrOcken  absolut  gedacht,  so  dass  das  Vorzeichen  der  Cosinusse  a,  b,  c 
von  dem  Vorzeichen  von  Ä,  B,  C  allein  abhsngt. 

Um  das  dem  Strale  fi  des  Coordinatenursprunge  zugehfiiige  Axenmomeut 
G  zn  finden,  zerlegen  wir  jede  Strecke  P  in  irgend  einem  Punkte  x,  jf,  x 
ihrer  Richtung  parallel  den  Coordinatenaxen  in  ihre  Componenten  X,  Y,  Z 
und  tragen  jede  von  ihnen  geometrisch  gleich  nnd  entgegengesetzt  auf  der 
ihr  parallelen  Axe  Oz,  Og,  Oz  anf.    Indem  wir  diess  fttr  alle  Strecken  P  des 


DigiLizedbyCoOj^Ic 


I.  Th.,  Cap.  IV.,  §.  7.  ÄDal^t.  Daratellniig  d.  Redactioo  d.  i«uml  StreokensystemB.    49 

Systema  ausfuhren,  erhalten  wir  neben  den  drei  Aggregaten  £X,  JET,  £Z 
auf  den  drei  Axen,  welche  ans  soeben  die  Resultante  R  lieferten,  noch  drei 
Aggregate  von  Paaren,  nämlich  das  Aggregat  aller  Paare  wie  (JS,  — 2), 
das  aller  PaEtre  (  F ,  —  T)  und  das  der  Paare  (Z,  —  Z) ,  deren  Axenmoment« 
parallel  den  Ebenen  der  ^2,  ex  nnd  x^  laafen.  Jedes  solches  Paar,  wie 
z.  B.  das  Paar  (X,  — X)  zerlegen  wir  in  zwei  andere,  dere»  Axen  parallel 
den  Axen  der  y  und  t  sind.  Iliezu  genttgt  es,  durch  die  Projection  des 
Punktes  (xt/z)  auf  die  xt/-  oder  auf  die  i^x-Ebene  eise  Gerade  parallel  zur 
x-Axe  zu  ziehen  und  auf  ihr  nochmals  X  und  —  X  an&utragen.  Die  Strecken 
X  und  — X,  deren  Richtungslinien  durch  den  Punkt  {xyt)  und  seine  Pro- 
jection auf  die  x^-Ebene  laufen,  bilden  ein  Paar,  dessen  Axenmoment  eX 
parallel  der  y-Ase;  die  beiden  Übrigen  Strecken  X  und  — X,  deren  Rich- 
tungen durch  den  ebengenannten  Fusspunkt  und  den  Coordinatenursprung 
gehen,  bilden  ein  anderes  Paar,  dessen  Axenmnment  — yX  parallel  zur 
2-Axe  lauft  Hiebe!  wird  ein  Axenmoment  als  posiÜT  oder  negativ  ange- 
sehen, je  nachdem  sein  Sinn  mit  dem  positiven  oder  negativen  Sinne  der 
Coordinatenaxe  fibereinatimmt,  zu  welcher  dasselbe  parallel  ist.  Auch 
sieht  man  leicht,  dass  ein  solches  Axenmoment,  wie  z.  B.  ssX,  das  Zeichen 
wechselt,  sowol  wenn  die  Coordinate  x,  als  auch  wenn  die  Strecke  X  den 
Sinn  ändert  und  das  Zeichen  behftlt,  wenn  beides  zugleich  eintritt.  Ftlr 
die  Aufstellung  der  Beductionsgläcbnngen  genUgt  es  daher,  den  Fall, 
dass  sowol  alle  drei  Coordinaten  x,  y,  e,  als  auch  alle  drei  Componenten 
■  X,  T,  Z  positiven  Sinn  haben,  als  Nonnalfall  festzuhalten..  Das  Paar 
•  (F,  —  Y)  zerfSllt  in  gleicher  Weise  in  zwei  Paare,  deren  Äxenmomente  x  T, 
— ssT,  den  Axen  des  t  und  des  x  parallel  sind;  ebenso  das  Paar(Z,  — Z) 
in  zwei  Paare  mit  den  Azenmomenten  ^Z,  —xZ  parallel  den  Axen  der  x 
und  y,.  Das  Bildungsgesetz  dieser  Paare  ist  leicht  zu  übersehen.  Man  denke 
sich  die  Coordinatenazen  immer  in  der  Ordnung  x,  y,  e  auf  einander  folgend, 
sodass,  wenn  man  die  x-Axe  als  die  erste  Axe  ansieht,  die  y-Axe  die  zweite 
und  die  £-Axe  die  dritte  Axe  ist,  wenn  die  y-Axe  die  erste,  alsdann  dies- 
und  avAxe  die  zweite  und  dritte  und  wenn  die /-Axe  die  erste,  die  x~  und 
^-Axe  die  zweite  und  dritte  Axe  ist.  Jede  Compenante,  parallel  einer  ersten 
Axe,  liefert  alsdann  zwei  Äxenmomente,  parallel  der  zweiten,  resp.  dritten 
Axe,  welche  die  Produkte  sind  aus  dieser  Componente  und  der  dritten,  resp. 
zweiten  Coordinate  des  Punktes  {xyi)  und  von  denen  das  der  zweiten  Axe 
parallele  das  Zeichen  (-|-) ,  das  andere  das  Zeichen  ( — )  hat.  Sammelt  man 
die  den  Axen  der  x,y,x  parallelen  Äxenmomente,  so  erhSlt  man 

yZ  ~  sY,  xX  —  xZ,  xT  —  yX, 
welche  Ausdrucke  die  drei  Determinanten  sind,  welche  sich  ans  den  Coor- 
dinaten X,  y,  g  und  den  Componenten  X,  Y,  Z  cyclisch  bilden  lassen.    Indem 
man  diese  Operation  iür  alle  Strecken  des  Systems  ausfuhrt  und  alle  Axen- 
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momente  vereinigt,  welche  parallel  derselben  Axe  sind,  erfaSlt  man  drei 
Summen  L,  M,  N  solcher  GrCssen,  ans  deaeu  mit  Hülfe  des  Parallelepipeds 
das  ÄxenmQment  G-  entapriiigt,  dessen  Projectionen  anf  die  Coordinatenaxen 
mithin  X,  M,  N  sind.  Uao  erhKit  daher  für  diese  Grössen  and  die  Bich- 
tungaoosinosse  l,  ft,  v  des  Axenmomentea  G  gegen  die  Goordinaten  das 
Fonuelsystem : 

L-M'  'I, 


e'  —  L'  +  jp  +  s', 


wozu  man  noch  fttr  die  l^eignng  ^  tod  Q  gegen  R  hinzufügen  kazm: 
na  cos  7^  •=AL-\-  BM  +  CN, 


(Äfffl 

«*)■ 

- 

B  C  ' 
MS 

^    SL  ^    ^ 

Ä  B 
L  M 

welchen 

Gleichungen 

die 

erste  s 

m  der  Formel 

CO! 

t-oJ 

+  6,  +  cv 

herrOTgeht. 

§.  8.  Anch  kann  man  auf  folgendem  Wege  su  den  analjtisphen  Aos- 
drUcken  fttr  das  Axenmoment  Q  und  seine  Componenten  L,  M,  N  gelangen. 
£s  sei  p  das  vom  Ursprünge  0  auf  die  Richtung  der  Strecke  P,  deren  An- 
fangspunkt (x^e)  ist,  gefBllte  Loth  und  also  Pp  das  Axenmoment  des  Paares 
(P,  — P),  welches  bei  der  Beduction  fllr  0  in  ff  eintritt.  Tragen  wir  das- 
selbe in  0  senkrecht  zur  Ebene  des  Paares  dessen  Sinn  ansprechend  auf 
und  seien  «t,  ß,  y  seine  RichtungscosinuBBe.  Da  dasselbe  auf  der  Richtung  von 
P,  deren  RicbtungscosinnsBe  X:  P,  Y:  P,  Z :  P  und  auf  dem  Kadinsreetor 
r,  vom  Ursprung  nach  dem  Punkte  (xyi)  gezogen,  dessen  Bichtungscoslnnsse 
X  ir,  y  :r,  »:  r  sind,, zugleich  senkrecht  ist,  so  bestehen  die  Gleiohungen: 

x«-{-yß  +  j^y^O, 

Xu~\-Tß  +  Zy  =  0, 


\xr\ 


\TZ\    ^  \ZX\    ^  \XY\ 
-  C:c*  +  y'  +  ^»)  (X*  +  r»  +  2'J  -  (:rX  +  3, r  +  .Z)» 
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folgt  Hierin  iflt  a:»  +  y»  +  «» —  r*,  X*  +  F»  +  Z»  —  P*  nnd  etellt 
(xX  -\-  yY  -\-  eZ):rP  den  Cobiuub  der  Neigung  von  r  gegen  P  dar. 
Bezeichnen  wir  dieselbe  mit  a ,  so  wird  fc*  '^  r*  P*  (l  —  cos*  ff) ,  also 
k  =  rP  sin  ff .  Es  ist  aber  r  Bina  =p  und  folglich  A  =  Pp .  Hiemit  er- 
halten wir  die  Componenten  Ppa,  Fpß,  Ppy  des  Äxenmomentee  Pp  parallel 
den  Coordinatenaxen,  nSmlioh 


pp--  ;j,   Ppß-  ^,yU   P^r- 


xr 


und  mitliin  durch  Summatioti  durch  das  ganze  System  bindorch  die  Com- 
ponenten X,  M,  N  des  Axenmomentes  G  der,  Bedaction,  nSmlich: 


X  =  £    **     ,     Jlf=,£l_^l,      N'=2 


\y  Z\'     ""       "l^^r     "        ~\^'^\' 
wie  oben. 

§.  9.  Um  die  Reduction  des  Systems  vom  Coordinatenurspmng  0  auf 
einen  anderen  Beductionspunkt  0,(a:,yi£,)  oder  vielmehr  von  dem  Strale  ft 
des  Punktes  0  &uf  den  Strahl  ^^  des  Punktes  0,  zu  ttbertragen,  haben  wir 
dem  System  ISugs  ftj  die  beiden  entgegengesetzten  Strecken  S,  — B  zuzu- 
fügen. Die  Sti-ecke  R  bildet  die  Rednctionareeultante  dortselbst  und  gelten 
biefUr  unmittelbar  die  Formeln,  wie  zn  Anfong  des  §.  7.  Die  Strecke  —Jt 
aber  bildet  mit  dem  B  des  Punktes  0  ein  Paar,  welches  mit  dem  Rednc- 
tionspaare  G  dortselbst  zu  dem  fieductionspaare  Q'  fUr  den  Pnnkt  0,  sich 
verbindet.  Um  die  Componenten  L',  M',  N"  des  Aienmomentes  dieses  Paares 
zn  bilden,  haben  wir  aus  den  Coordinaten  x^,y^,^^  des  Anfangspunktes  von 
—  B  und  seinen  Componenten  — A,  — B,  — C  die  Determinanten 

\     Vi  ^i      \        \      "i  ^i      I       I     ^1  »1      I 

|_s,  _-c|'    \—c,~Ay   \  —  a,—b\ 

zu  bilden  und  zu  den  Grössen  X,  M,  N  der  Beduction  des  Punktes  0  hia- 
zuzofUgen.  Dies  liefert  X',  M',  N',  G'  und  dessen  Bichtungecosinusse  1',  f>',  v 
durch  die  Formeln 


\BC\ 


ff'*  =.  Z'*  +  Jtf'»  -I-  AT'*, 


so  wie  für  die  Neigung  ^'  von  ff'  gegen  B: 
BG'  <MS^'  —  AL'  ->(■  BM"  +  Gl^'  =  AL  +  BM  ■{-  Cjy  =  BG  cos  if., 
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i  C]^      \CA\^      \AB 


+  C 


■^1  Pi 


«1  Si  H 
AB  C 


ist.  Dies  Resultat  sagt  nichts  weiter  ans,  als  dass  die  Projection  des  Axen- 
momentes  aller  Rednctionen  auf  die  Bichtung  der  ParallelBtralen  ft,  der  Re- 
sultante dieselbe  ist.  Weiter  unten  werden  wir  dasselbe  noch  anders  for- 
muliren. 

Zu  denselben  Resultaten  können  wir  hmcY  duieh  eine  Yerschiebnng 
des  Coordinatenursprungs  in  den  Punkt  0^  gelangen.  HiefQr  sind  x,  y,  z 
durch  X  —  x(,  y  —  y, ,  e  —  «^  zn  ersetzen.  Anf  die  Bildung  der  Resultanten 
B  hat  dies  keinen  Einflnss,  die  Grössen  X,  M,  N  des  §.  7  gehen  dadnrch 
in  L',  M',  y  über.    So  wird  z.  B.  aus  Z: 


:.  ffl^l 


-=i- 


§.  10.    £s   seien  L^,  M^,,  N^,   i^,  n^,  v^  die  der  Centralaze   {Ug   ent- 
sprechenden Kiemente  und  Oi(a;,y,e|)  ein  Funkt  derselben.    Dana  hat  man: 


'\BC\' 


ff^»  =  i,„»-f- ja;,*  +  Ä"o*, 


N,  =  N~\'^^'\,     ■^■'       ^°       ^''       ^^ 

nebst  den  Bedingungen 

l(,  =  a,     /»o  "=  ^-      *o  ■=  /i 
welche  nur  zwei  unabhängige  Gleichungen  tiefem  und  aussprechen,  dass  die 
Achtung  von  6^^  zu  der  Richtung  von  B  parallel  sein  müsse. 
Sie  geben,  A&  a  =  A  :  B,  ß -=^  B  ;  E,  y  =  C :  B  iei 

i(,  _  -^        ^        G^ 
~l~  S"  C~  R' 

wobei  Gq"^  B  zur  ttusscrsten  Rechten  als  selbstveratEndlich  wegbleiben 
kann.  Diese  Doppelproportion  ist  daher  gleichbedeutend  mit  zweien  der 
Gleichungen : 

\  B  C  \       "'     I  er  ^  I       ^'.     \  A  B  \       "■ 
Die  erste  derselben  geht   nach  Einführung   der  obigen  Ausdrücke  für  Jlfg, 
No,  B,  C  über  in: 
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I  B  0  I 

\m  sr 


(B'  +  C^., -^(By,  +  C,,)-j^^I, 
oder  mdem  man  Ä*Xj  addirt  und  enbtrabirt  ttnd  bemerkt,  daee 

und  die  analogen  Transformationen  mit  den  beiden  andern  Gleichungen  anaftlhrt: 
B',,-Ä(A,,  +  By,  +  C)  -  \^l\ 
I  { 

«■.,  -  C  (^.,  +  B,,  +  C,,)  -  I  ^  ^j  • 

Irgend  zwei  dieser  Gleichangen  atetlen  in  2^,  Vi,  '■  als  lanfenden  Coordinaten 
die  Gleichungen  der  Centralaxe  dar.  Um  aie  auf  die  übliche  Form  £u  bringen 
und  die  Bedeutung  der  rechten  Seiten,  sowie  der  BjmmeirigchBii  Function 
Axi  -\-  JBy^  4"  f^'^t  *°  ermitteln,  legen  wir  durch  den  Coordinateunrspnmg  0 
eine  Ebene  senkrecht  zu  den  Stralen  fi.    Ihre  Gleichung  ist: 

Ax  +  Bp -\- Ce  •- 0 
nod  wenn  |,  ij,  £  die  Coordinaten  ihres  Schnittpunktes  mit  der  Centralaxe 
(Ig  sind,  so  hat  man 

A^  +  Br,-{-Ct=0, 

woraae  man  für  die  Coordinaten  £, «;,  t  des  Schnittpunktes  erhKlt: 


i  Jf  ! 


if.f.l,  *,-i,':'*i    -.-M*i 


Substituirt  man  hieraus  die  Werthe  der  drei  Determinanten  zur  Rechten  in 
die  Torstehendeu  Gleichungen  der  Centralaxe,  so  erhält  man  diese  in  der 
Form: 

Ji  —  I       Ä_— 5       'i  —  t        « 
Ä      ^      ~B      "      C   '       S' 
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wenn  s  die  Strecke  der  Centralaxe  vom  Schnittpiinkte  (£i]?)  bis  zum 
Punkte  {x,  y,  e),  namlieb  s  =  (Axi  +  Bg^  +  Cü,)  :  Jt  bedentet.  Da  die 
Neigung  ^g  von  G^  gegen  Jt  Null  ist,  so  hat  man  endlich 

ffoÄ  =  ÄL^  +  BM^  +  CWo  =  Ai  +  £3f  +  CJf . 
§.  11.  Die  Bedingung,  dass  das  System  sich  auf  eine  Einzeletrecke  Ji 
ohne  Äxenmoment  ISngs  der  Centralaie  reducire ,  ist  (7^  =  0  oder  also 
AL  -\-  BM  -\-  CN  =  0 ;  sie  drückt  aus,  daes  füi-  jede  Rednction  das  Aien- 
moment  G  senkrecht  zu  R  sein  muas.  Im  Falle ,  dass  diese  Bedingung  erfüllt 
ist,  ist  wegen  Q^  =-  L^  +  M^  +  N^  »uch  X,,  =  0,  Jlfo  —  0,  J^^  =  0, 
nnd  werden  daher  die  Gleichungen  der  Centralaxe 

^-ric|-»'  ^-ic^i-»'  ^-|i'S|-»- 

Für  ein  System  von  ParaUebtrecken  P,  welche  anm  Tbeil  entgegen- 
gesetzten Sinn  und  entgegengesetztes  Zeichen  haben  kSnnen,  seien  <t,  ß,  y 
die  RichtnngsoosinuBse  ihrer  gemeinsamen  Richtung  gegen  die  Coordinaten- 
axen.    Man  bat  dann 

X-^B»,    T=Pß,  Z  =  Py]  Ä  =  aSP,  B==ßZP,  C  =■  ySP; 
E  =  £P,  a  =  «,  ö-=Ö,  c  =  y: 


y   « 


iPyPal 


-yZPy—ßSPz,     L^  =  M^^N^~^Ga^O, 
=  a£Pe—yZPx,     AL  -{-  BM+CN-^O. 


Ist  also  B  •=  £P  nicht  Null  (was  z,  B.  immer  der  Fall  ist,  wenn  die  Pa- 
lalleletrecken  P  alle  gleichen  Sinn  besitzen),  so  reduoirt  sich  das  System 
auf  eine  Einzelstrecke  B  ISngs  der  Centralaxe  ^.  Die  Gleichungen  der 
letzteren  lassen  sich  in  der  Form  darstellen: 

(y,£P  —  EP^)y  —  («,  SP  —  SP0)ß  —  0, 
(n^SP—  £Pe)a  —  (x^ZP—  £Px)y  =  0, 
{x^SP—  SPx}ß  —  (ffi^SP—  ZPfija  -=  0. 
Auf  der  Centralaxe  liegt,  wie  man  ans  diesen  Gleichungen  sieht,  ein  ge- 
wisser Funkt,  dessen  Coordinaten 

^1  "  2P  '    **'  "  £P  '     'J  "^  SP 

ihre  Gleichungen  nnabhSngig  von  der  Richtung  {«ßy)  der  Strecken  erfllUen. 
Dieser  Funkt,  welcher  in  vielen  DntCTSachongen  eine  wichtige  Rolle  spielti 
beisst  der  Mittelpunkt  des  Parallelstreckensystems.    Sind  insbesondere  die 
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Strecken  P  einer  und  derselben  Strecke  g  proportional,  so  dasa  man  P=^  vng  , 
aetxan  kann ,  ho  werden  diese  Coordinaten  anoh  von  g  mmbhKngig  und 


wo  £m  ^  3f  gesetzt  ist.  —  FOr  ü  ^^  0  reducirt  sich  das  System  auf  ein  Paar. 

Für  das  ebene  System,  fllr  welches  die  Bedingung  ^X+B3f +(7 jr»=0 
gleichfalls  erftült  ist,  fahrt  onsere  Betrachtung,  indem  man  alle  f-Coordinaten 
und  alle  Z-Componenten  der  Null  gleichsetzt,  auf  den  Inhalt  der  §§.  5.  6. 
in  Cap.  m  zurfick. 

§.  12.    Das  System  wird  aequivalent  Knll,  wena  sowol  .R  als  O  ver- 
schwinden.   Da  A^  und  G*  die  Quadratenmmeu  von  Ä,  S,C,  resp.  L,  M,N 
sind,  so  zerfallen  diese  beiden  Bedingungen  in  die  sechs  folgenden: 
J  — 0,      i  =  0, 
B  =  0,     M  =  0, 
C  =  0,     N=0. 

Sie  drucken  ans,  doss  das  Polygon  der  Strecken  und  das  der  Axen- 
momente  {Qi  jede  Beducüon  sich  schliessen  and  in  Folge  dessen  ihre  Pro- 
jectionen  auf  drei  geometrisch  von  einander  verschiedene  Äxen  verschwin- 
den mUssen.  Die  Wahl  rechtwinkliger  Azen  ist  hiebei  ohne  Bedeutung, 
da  ans  dem  Verschwinden  der  Projectionen  für  sie  das  Verschwinden  der- 
selben für  alle  Axen  des  Raumes  folgt. 

Damit  also  ein  Streckensystem  aeqnivalent  Null  sei,  ist 
erforderlich  und  hinreichend,  dass  die  Projectionen  der  beiden 
Polygone  jeder  beliebigen  Bednction,  das  der  Strecken,  wie  das 
der  Azenmomente  auf  irgend  drei  geometrisch  verschiedene 
Azen  verschwinden. 

Projiciren  wir  das  Streckensystem  auf  irgend  eine  Ebene,  z.  B.  auf 
die  Ebene  der  xt/,  so  sind  die  Bedingungen  dafUr,  dass  die  Projection  des 
Systems  aequivalent  Kuli  eeü  Ä  =  0,  B  •=  0,  N  —  0  (a.  Cap.  111  §.  5). 
Uan  kann  daher  auch  sagen: 

Ein  Streckensystem  ist  aequivalent  Null,  wenn  seine  Pro- 
jectionen auf  irgend  drei  geometrisch  verschied eae  Ebenen  aequi- 
valent Null  sind  und  umgekehrt. 

Projicirt  man  das  System  auf  eine  Axe,  z.  B.  anf  die  x-Axe,  so  ist 
die  Bedingung  dafür,  dass  die  Projection  aequivalent  Null  sei,  A  ^=  0. 
Man  kann  daher  behaupten: 

Zum  Verschwinden  des  Systems  ist  erforderlich  (aber  nicht 
hinreichend),  dass  seine  Projectionen  auf  irgend  drei  geometrisch 
verschiedene  Axeo  Null  seien. 

unter  dem  Moment«  einer  Strecke  in  Bezug  auf  eine  Aze  ver- 


DigiLizedbyCoOJ^Ic 


56  Moment  d.  StieokensyateinB  in  BcEug  auf  eine  Aie.    I.  Th.,  Cap.  IV.,  §.  13. 

steht  man   das  Product  ans  der  Projection  der  Strecke  auf  eine  zur  Axe 
Benkrechto  Ebeue  in  ihrem  kürzesten  Abstand  Ton  der  Axe.    Während  wir 
bisher  jede  Strecke  P  in   ihre  drei  Compo- 
nenten  X,  7,  Z  parallel  zu  den  Ooordinaten- 
asea  zerlegten,  wollen  wir  sie  jetzt  parallel 
der  e-Aie  tmd  senkrecht  zu  dieser  in  die 
Componenteu  Z  und  Q  spalten    (Fig.   24); 
Q  stellt  dann  die  Projection  von  P  auf  die 
—^  a^y-Ebene   dar  und  ist  die  Resultante  von 
L,  F.    Die  Zerlegung  von  P  erfolgt  in  einer 
ar  2-Aie  parallelen  Ebene,  deren  Abstand  ^ 
Flg.  11.  von  dieser  Axe  den  kürzesten  Abstand  von 

F  und  zugleich  den  von  Q  von  derselben  darstellt.  Demnach  ist  Qy  das 
Moment  der  Strecke  P  bezüglich  der  e-Aie.  In  der  Projection  auf  die 
a;^. Ebene   stellt  Qy  das   Moment  von   Q  in   Bezug  auf  den  Coordinaten- 

urspnmg  dar  und  ist  gleich     -^  -^r  >   venu  die  Coordinaten  des   Punktes, 

I  2i  I 

von  welchem  P  zerlegt  wurde,  x,  y,  z  sind.    Daher  ist  das  Azenmoment 

.N'k=  £  ■=  vQ-  nichts  anderes,   als   die  Summe  der  Momente  aller 

Strecken  P  in  Bezug  auf  die  e-Axe  oder,  wie  man  kürzer  sagt,  das  Moment 
des  Systems  fUr  die  e-k%a.  Ebenso  stellen  X,  M  die  Momente  des  Systems 
fUr  die  beiden  andern  Coordinatenaxen  dar. 

Man  kann  daher  auch  sagen: 

Znm  Verschwinden  eines  Streckensystems  ist  erforderlich 
und  hinreichend,  daes  die  Projectionen  und  Momente  desselbea 
fttr  drei  geometrisch  verschiedene  Axen  verschwinden.  Diese 
Ortissen  verschwinden  alsdann  auch  für  jede  andere  Axe  des  Eaumes, 

§.  13.  Den  bisherigen  Untersuchungen  aber  den  geometrischen  Werth 
eines  Streckensystems  liegt  die  Reduction  {ß,  G)  desselben  auf  Resultante 
und  Aienmoment  ftlr  irgend  einen  Punkt  0  oder  vielmehr  einen  Stral  fk  zu 
Grunde.  Ohne  die  Resultante  M  zu  benutzen,  kann  man  mit  Hülfe  des  Axen- 
momentes  Q  allein  ausreichen,  wenn  man  dasselbe  fUr  verschiedene  Beduc- 
tionen  zugleich  kennt.  So  fanden  wir  bereits  Cap.  III,  §.  10,  dass  es  mög- 
lich sei,  die  Richtung  und  Lage  der  Centralase  zu  bestimmen,  sobald 
man  das  Axenmoment  für  drei  Reductionen  kennt.  Die  Betrachtnngen, 
welche  wir  über  diesen  Gegenstand  durchfllhren  wollen,  liefern  das  Analogon 
zu  Cap.  in,  gg.  9.  10.  für  du  räumliche  System. 

Bei  der  Beduction  des  Systems  für  den  Punkt  0  lieferte  jede  Strecke 
ÄS  ^  P  ein  Paar  (P,  —  P),  dessen  Ebene  durch  0  und  P  geht,  und 
dessen  Arm  das  Perpendikel  p  ist,  welches  von  0  auf  die  Strecke  P  ge- 
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iSÜt  werden  kann.  Wir  trugen  dos  Äxenmoment  Pp  dieses  Paares  in  0 
senkrecht  zu  seiner  Ebene  seinem  Sinne  entsprechend  auf.  Sämmtlicbe 
Axenmomente  Pp  lieferten  mit  Hülfe  eines  Polygons  das  Äxenmoment  G 
der  Rednction  für  den  Paukt  0,  welches  seinerseits  einem  Paare  entspricht, 
dessen  Ehene  senkrecht  zu  G  durch  den  Ponkt  0  gelegt  werden  kann. 
Im  Falle  das  System  aeqnivalent  NuU  ist,  ist  das  Polygon  der  Axenmo- 
meute  geschlossen  und  verschwindet  seine  Frojection  auf  jede  beliebige 
Aze  des  Baumes;  im  Falle  das  System  einem  andern  Systeme  aeqnivalent 
.ist,  sind  die  Azenmomente  beider  und  deren  Projectionen  auf  jede  beliebige 
Axe  des  Baumes  geometrisch  gleich.  Ziehen  wir  dnrch  0  irgend  eine  Axe, 
mit  welcher  die  Axenmomente  Pp  die  Winkel  k  bilden,  so  ist  also  £Pp  cos  l 
die  Grösse,  welche  im  ersten  Falle  vet schwinden,  im  zweiten  Falle  einer 
fdr  denselben  Punkt  0  nnd  dieselbe  Axe  analog  gebildeten  Grösse  gleich  sein 
mnss,  welche  von  einem  zweiten  System  herrührt,  welches  dem  gegebenen 
aequi^alent  ist. 

Nehmen  wir  nun  auf  jener  Axe  die  Strecke  MO  nach  GrOsse  nnd 
Sinn  beliebig  an,  so  ist  anch  £M0 .  Pp  cos  l  im  ersten  Falle  Null,  im 
zweiten  gleich  der  analog  gebildeten  GrfiBse  des  zweiten  Systems. 

Das  Äxenmoment  Pp  ist  nun  gleich  dem  doppelten  Inhalt  des  Drei- 
ecks OÄB  und  da  es  senkrecht  zor  Ebene  OAB,  so  stellt  MO.fMzX 
das  Perpendikel  dar,  welches  vom  Anfangspunkte  M  der  Strecke  ISO  auf  die 
Ebene  des  Dreiecks  gefBllt  werden  kann.  Demnach  ist  MO .  Pp  cos  1  dss 
sechsfache  Volumen  der  Pyramide  oder  das  Volumen  des  Parallelepipeds, 
welches  MO  und  A3  •=  P  zo  Gegenkanten  hat.  Da  die  Axenmomente  Pp 
einen  bestimmten  Sinn  haben,  so  gind  auch  die  Pyramiden  in  bestimmtem, 
dem  Sinne  dieser  entsprechenden  Sinne  zn  nehmen  und  in  Folge  dessen 
mit  bestimmtem  Vorzeichen  versehen  mit  einander  zu  verbinden.  In  der 
Pyramide 'üfO^iB,  worin  AB  eine  Strecke  des  zu  reducirenden  Systems, 
MO  aber  eine  ganz  willkttrliche  Strecke  des  Baumes  bezeichnet,  denken 
wir  M  als  einen  sehenden  Punkt,  welcher  auf  die  Ebene  des  Dreiecks 
OAB  hinblickt.  Ein  von  0  ausgehender  Stral  überfahre  das  Dreieck  OAB, 
so  dass  sein  Schnittpunkt  mit  AB  die  Strecke  AB  in  dem  ihr  zukom- 
menden Sinne  beschreibt,  oder  eine  durch  MO  gehende  Ebene  drehe  sich 
um  GM,  so  dass  ihr  Schnittpunkt  mit  AB  dem  Sinne  dieser  Strecke 
folg!  Die  Pyramide  ist  alsdann  von  positivem  oder  negativem  Sinne  nnd 
Zeichen,  je  nachdem  für  den  anf  die  Basis  OAB  hinsehenden  Pnnkt  M 
die  Bewegung  dem  Sinne  nach  mit  der  Chrzeigerbewegung  harmonirt  oder 
nicht  harmonirt.  Mit  BUcksicht  auf  diese  Definition  kSnnen  wir  die  Sstze 
anssprecfaen: 

Wenn  ein  Streckenaystem  aeqnivalent  Null  ist,  so  ver- 
schwindet   die    Summe   der   Pyramiden,    welche    eine   beliebige 
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Strecke    des    Baumes    zui    gemeinschaftlichen    Kante    and    die 
Strecken  des  Systems  zu  deren  Gegenkanten  haben. 

Zwei  aeqnivalente  Systeme  haben  in  Bezog  auf  jede  belie- 
bige Strecke  des  Kaumes  gleiche  Pyrsmidenenrnmen,  gebildet 
aus  dieser  Strecke  als  gemeiuschaftlicher  Kante  und  den 
Strecken  des  einen,  wie  des  andern  Systems  als  Gegenkanten. 

Ist  das  System  nicht  aequivalent  Null,  so  ist  es  entweder  aeqnivalent 
einer  einzelnen  Strecke,  oder  einem  Paare,  oder  einer  Strecke  in  Verbin- 
dung mit  einem  Paare.  Da  für  diese  Gebilde  die  Pyramidensumme  nicht  * 
für  alle  Axen  verschwindet,  so  ist  ihr  Verschwinden  für  die  Aequivalenz 
des  Systems  mit  Null  charakteriBtisofa  und  kann  man  die  Torstehenden 
Sfitze  niokefaren,  nämlich: 

Ist  die  Pytamidenanmme,  welche  eine  beliebige  Strecke  des 
Baumes  mit  den  Strecken  eines  Systems  als  Gegenkanten  bildet, 
fDr  jede  Wahl  dieser  Strecke  gleich  Nall,  so  ist  das  System 
aeqniTalent  Null. 

Haben  zwei  Systeme  fdr  jede  beliebige  Strecke  des  Baumes 
gleiche  Pyramidensummen,  so  sind  sie  einander  aequivalent. 

Den  sechsfachen  Inhalt  der  Pyramide  MOAB  mit  Rücksicht  auf  den 
Sinn  derselben  oder  was  dasselbe  ist,  das  Volumen  des  Parallelepipednms, 
welches  MO  und  AB  zu  Gegenkanten  hat,  nennt  man  nach  MObins  das 
Uoment  der  Strecke  AB  in  Bezug  auf  die  Axe  MO  und  die  Summe  der 
Momente  aller  Strecken  des  Systems  das  Moment  des  Systems  in  Bezug 
auf  die  Äxe  MO,  Diese  Definition  stimmt  Uberein  mit  der  §.  12  gegebe- 
nen. Denn  legt  man  durch  MO  und  AB  die  gbenen  der  Parallelscbicht, 
welche  dnrch  die  Richtungen  derselben  bestimmt  wird,  so  fallen  zwei 
gegentLberstdhende  SeitenflSchen  des  Parallelepipeds  in  sie  hinein,  deren 
FlBchenranm  MO .  AB  sin  y  ist,  wenn  y  den  Neigungswinkel  von  JlfO 
und  AB  bedeutet.  Sieht  man  eine  von  ihnen  als  GmndflSche  des  Parallel- 
epipeds  an,  so  ist  der  kürzeste  Abstand  d  von  MO  und  AB  oder  die 
Dicke  der  Schicht  die  H9he  und  somit  MO  .  AB  .dam  y  das  Volumen 
desselben  oder  das  Moment  von  AB  in  Bezug  auf  MO,  AB  sin  y  stellt  aber 
die  Projection  der  Strecke  AB  auf  eine  zur  Aze  MO  senkrechte  Ebene  dar, 

%.  14.  Nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  ist  das  6fache 
Volumen  einer  Pyramide  A^  A^  A^  A^,  deren  Ecken  die  Coordinaten 
^iVif^iii  ''^li'ii^i  'HjSuH'i  ^4)^4)^4  haben,  die  Determinante 


a^ffi'i 

1 

^tSt't 

1 

3-»  ffa  ^3 

1 

«4  V*  '4 

1 
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daher  ist  das  Moment  ZMOAB  nnseres  ByatemB,  wenn  die  Coordinaten 
des  Fimldes  0  sind:  «j,  j/„  «j,  die  des  Punktes  M:  r,  +  «,  y^  -|-  ß,  «i  +  y, 
so  daes  also  «c,  ^,  j*  die  Projectionen  der  Strecke  OM  auf  die  Coordinaten- 
axen  darstellen  und  die  von  A  gleich  x,  y,  e  und  «  +  ^1^^+  T,k  +  Z 
die  TOn  B  sind,  indem  X,  X,  Z  wie  oben  die  Projectionen  von  P=AB 
darstellen,  gleich: 

i  +  «,  y,  +  P,  «1  +  >■,  1 ' 

^i        y,        'i     ij 


a^i  ffi  ^i  1 
I  ff  «  1 
xrz  0 


:  +  x   y+  r   «+2ll 

nach  o,  j!,  }<  ordnet  and  die  frühere  Bezeichnung 


£x-j,       I  ff«l      .     ^i'^ 

£T  —  B,  \Y  Z\  '  ,ZX_ 

2:Z  =  C, 
beibehKlt,  kann  man  daa  Moment  unter  der  Form: 


\bc 


}'+{''-\yi\}^+{''-\r^\}' 


dantellen.    Ebenso  leicht  gibt  man  ihm  die  Form: 


La -i-  Mß -{■  Ny  ■{■  A 


ß  y\ 


-B 


^«1 


+  0 


fhVi 


Aus  jeder  dieser  Formen  kami  man  iriedemm  die  ürttfaeren  Bedin- 
gmigen  fOr  das  Verschwinden  des  Systems,  ftlr  dessen  Reduction  auf  eine 
Einzeletrecke  eto.  ziehen.  Soll  z.  B.  das  System  Terscbwinden,  so  muse  das 
Moment  ftlr  alle  Azeu  des  Baumes,  mithin  tOi  alle  beliebigen  Werthe  der 
Grössen  Xiiyn^n  "ißi^  Biob  aof  Null  reduoiren;  daher  müssen  die  Coef- 
Goienten  dieser  OrCssen  und  ihrer  Verbindungen  Null,  d.  h, 

^  — 0,  Ä  — 0,  C  =  0,  i-=0,  lf  =  0,  W=0 
sein,  vie  oben  §.   11. 


V.   Capitel. 
AeqoiTalens  des  ^Tunjiohen  Systenua  mit  swei  iloh  kreniendea 


%.  1.  Beducirt  man  das  System  für  irgend  einen  Punkt  0  auf  Besul- 
tante  R  und  Axenmoment  G  und  constmirt  in  einer  dnrch  0  senkrecht 
zu  (?  gelegten  Ebene  das  Foar  (f,  —  f ),  dessen  Axenmoment  Q  ist,  so 
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kann  man  dies  Paar  in  seiner  £bene  bo  drehen  nnd  TerBchieben,  dass  der 
Anftingsponkt  einer  der  Seitenstreoken  F  mit  0  zusammenfallt.  Die  beiden 
in  0  beginnenden  Strecken  B,  F  Bind  aequiv&lent  einer  Strecke  Ä,  welche 
mit  Hülfe  des  ParallelogrammB  über  R  und  F  ala  Selten  gefanden  wer- 
den kann.  Diese  Strecke  S  und  die.  noch  übrige  Seitenstrecke  des  Paares 
sind  zusammen  dem  System  aeqnivalent  und  kreosen  sich  im  Baume.  Da 
diese  Operation  fllr  jede  RedactJon  (Ä,  G)  ausgeführt  werden  kann  und 
dabei  auch  die  Lage  des  Paares  (F,  —  J*)  in  seiner  Ebene,  sein  Arm  und 
seine  Seitenstrecken  ohne  Aenderung  seines  Werthea  Toriiren  kSnnen,  so 
sieht  man  dass  ein  Streckensy Btem,  dessen  Resultante  nicht  ver- 
schwindet, auf  unendlich  viele  Arten  zweien  sich  kreuzenden 
Strecken  aeqnivalent  ist.  Man  erkennt  leicht,  dass  ftir  alle  Paare 
von  sich  kreuzenden  Strecken,  welche  dem  Systeme  aeqnivaLent 
sind,  das  Yolnmen  der  Pyramide,  deren  Gegenkanten  diese 
Strecken  sind,  von  gleicher  ÖrÖBse  ist  (Chaales). 

Denn  steUt  (OF,  CfF^  (Fig.  26)  das  vorhin  erwähnte  Paar  (F,  —F) 

dar,  dessen  Moment  G  das  Doppelte  des  Dreiecks  O0F^  ist,   und  bildet 

/  g        die  Resultante  ü  ^  OB  mit  dem  Asenmomente  G  den 

■'^"'/^  Winkeil/»,  bo  ist  BcoBif;  das  Perpendikel,  welches  vom 

C ,  /     / 11  :\        Endpunkte  von  B  oder  vom  Eudpankte  von  S  auf  die 

1  /    JM''\       ^^«o*   ^"^^   Dreiecks   gefällt   werden   kann.    Demnach 

g  'Z^     J--''^^ fj-    würde   ff-R  cos  i/;  das  6fache  Volumen  der  Pyramide 

,'  ^^Jtr"""^  darstellen,  deren  Gegeukanten  OS  und  G  F*  sind.    Nun 

/  ist  aber  Ö  cos  ifi,  d.  h.  die  Projeotion  des  Aienmomentee 

Hg.  U'  G  auf  die  ßichtung  von  B.  (des  Sträles  ft)  gleich  dem 

Asenmomente    G^    der  Centralaxe.     Daher    wird    G'R  cos  ^  ^  G^'R,    also 

constant. 

Wir  fanden  oben  Cap.  IV.  §.  7.  dass  ff  Ä  cos  f™  ■^-'^  +  B3f  +  CN 
sei.    Daher  gibt  dieser  Ausdruck  das  6  fache  Volumen  nnserer  Pyramide. 

§.  2.  Wir  wollen  jetzt  verschiedene  Arten,  ein  Streckensystem  auf 
zwei  sich  kreuzende  Strecken  zu  rednciren,  kennen  lernen,  indem  wir  die 
letzteren  noch  einer  weiteren  Bedingung  unterwerfen.  Zunächst  suchen  wir 
zwei  dem  gegebenen  System  aeqnivalente  Strecken,  von  denen 
die  eine  zu  einer  gegebenen  Ebene  n  senkrecht  ist,  während  die 
andere  in  diese  Ebene  hineinfällt. 

Die  Ebene  -k  schneide  die  Centralaie  ftg  des  Systems  im  Punkte  0 
(Fig.  26)  und  sei  gegen  sie  unter  dem  Winkel  a  geneigt.  Die  Reductions- 
demente  B,  Q^  der  Centralaie  zerlegen  wir  beide  in  zwei  zu  einander 
rechtwinklige  Componenten,  die  Beanltante  B  in  r  und  9,  das  Axwmoment 
0g  in  g^  und  /„  nnd  seien  r,  g^  zur  Ebene  n  rechtwinklige,  ^,  jig  in  n 
hineinfallende  Componenten.    Zur  Ebene  des    Winkels  er,  in  welcher  diese 
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Zerlegung  erfolgt,  ziehen  wir  durch  0  deren  Normale  OP.  Die  beiden  zu  ein- 
ander rechtwinkligen  Elemente  r,  y^  sind  nach  Cap.  II,  §.  3  aeqnivalent 
der  Strecke  r  allein  im  Abstände  CP  von  der 
Centralaxe  zur  Linken  eines  im  E&dpunkt  von  y^ 
befindlichen,  nach  dem  Endpunkte  Ton  r  hin- 
blickenden Punktes,  wenn  r  .  OP  =^  y^;  die  beiden 
anderen,  gleichfalls  zo  einander  rechtwinkligen 
Elemente  q^g^  sind  ebenso  aequivalent  eiuer  Strecke 
d  allein  im  Abstände  OQ  von  der  Centralaxe  zur 
^■«-  !*■  Linken  vom   Endpunkte  von  g^  aus  betrachtet, 

wenn  OQ  so  gewShlt  wird,  dass  (f .  OQ  =  gg  wird.  Die  so  gewonnenen 
Strecken  r  in  i*  senkrecht  zur  Ebene  n  und  v^in  der  Ebene  n  senkrecht  zu 
PQ  sind  zusammen  aequlvalent  (B,  G^,  mituin  aequivalent  dem  System.  Die 
Punkte  P,  Q  fallen,  da  sie  zur  Linken  der  in  den  Enden  von  y^  und  g^  befind- 
lichen nach  den  Enden  yon  r  und  9  hinaehenden  Funkte  liegen  mttssen,  auf 
entgegengesetzte  Seiten  des  Punktes  0  und  PQ  ist  der  kdrzeste  Abstand 
beider  Strecken, 

Da  r  <—  £  sin  tf,     ^  ^  ü  cos  «,    g^=  ß^äii  a,     y^  ^  G^coa  u,    so 
folgt  ans  den  Gleichungen  r .  OP  ^  y^,  q  .OQ-^  g^ 

Hieraus  ergibt  sich  weiter,   dass  das  Produkt  der  Abstände  OP,  OQ 
der  beiden  Strecken  r,  p  eine  Constante  ist,  nKmlich 


Es  bilden  mithin  die  Punkte  P,  Q,  deren  Lage  vom  Winkel  a  ab- 
hSngt,  zwei  Punktreihen  in  Involution  gleicher  Lage  auf  der  Normalen  dea 
Winkels  a.  Denkt  man  sich  um  die  Gerade  PQ  als  Axe  die  Ebene  n  sich 
drehend,  so  beschreiben  P,  Q  diese  Punktreihen. 

Es  ist  femer 

OP+ÖQ^''^-^  4-^", 
r        f 

also 

r(/  .PQ==  fy„  +  rffn  —  ROg  cos*«  +  RGf,  ein*  u  =  RGq, 

d.  h.  die  Pyramide  über  r,  9  als  Gegenkanten  ist  unabhängig  von  a;  wie 

schon  aus  §.  1.  folgt. 

Uaa  hat  daher  für  den  Abstand  der  Sl^^ckan  r,  f. 
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Daher  ist  der  kleinato  Abstand,   welchen  dieselben  erreichen  kSnnen, 
2  ^ ,  wie  dies  auch  aas  der  Theorie  der  inroln torischen  Reihen  sich  ergabt. 

Das  Yerh&ltuiss  der  Abstände  ist 

~  =  cotg^„. 

Die  Punkte  P,  Q  sind  reciprok;  die  Grössen  r,  f  ebenhlls.    Sie  sind 
durch  die  Gleichung  rf  =  \^  sin  2a  mit  einander  verbunden. 

Die  Untersnchung  ist  von  den  beiden  Constanten  -^  und  «  abhfingig, 

von  denen  die  erste  das  Streckenaystem,  die  zweite  die  Lage  der  Ebene  « 
gegen  dessen  Centraloxe  charakterisirt.  Ea  bleibt  rings  nm  die  Centralaxe 
alles  dasselbe,  wenn  n  bei  demselben  Winkel  sich  um  sie  dreht  oder  anch 
längs  ihr  verschiebt. 

Reducirt  maji  das  Streckensystem  fUr  irgend  einen  Punkt  M  (Fig.  27) 
der  Ebene  n  als  Eeductionspunkt,  indem  man  die  Strecken  r,  q  von  P  und 
Q  parallel  mit  sich  nach  M  Überträgt,  wo- 
selbst sie  zur  Redactionsreanltanten  R  des  durch 
M  gehenden  Strales  ft  zusammentreten  und 
fQgt  die  beiden  Paare  zn,  deren  Axenmo- 
mente  r  .  3fP  und  p  .  NQ  sind,  wenn  N  die 
Projection  von  M  auf  PQ  bedeutet ,  so  bilden 
die  letzteren  daa  Azenmoment  G  der  Beduc- 
lf  JT      •"  w         tion   für  den  Punkt  M.    Da  r   zur  Ebene  w 

*^8-  *'■  senkrecht  ist,  so  ftlllt  daa  Aienmoment  r .  MP 

in  die  Ebene  n  hinein  und  da  ^  in  diese  Ebene  f&llt,  so  ist  das  Azen- 
moment Q ,  NQ  zn  ihr  senkrecht  Da  beide  Axenmomente  senkrecht  zur 
Geraden  MP  sind,  so  wird  auch  daa  ans  ihnen  entspringende  (?  senkrecht 
zu  MP,  ist  aber  im  Uebrigen  im  Allgemeinen  schief  geneigt  gegea  die 
Ebene  «.  Bios  ftlr  den  Punkt  Jf,  fdr  welchen  es  sich  auf  q  .  PQ  reducirt, 
steht  ee  senkrecht  aufn  und  bloa  fdr  die  Punkte  M  von  f  {&Ü.t  es  in  die 
Ebene  n  hinein.  In  einem  allgemeinen  Punkte  M  ist  die  Tangente  der  Nei- 
gung von  G  gegen  die  Ebene  n 

r.MP  MP  ^^''■ 
Es  gibt  also  in  der  Ebene  n  nur  einen  Pnnkt  P,  in  welohem 
das  Axenmoment  G  der  Beduction  senkrecht  zur  Ebene  ist.  Uan 
nennt  ihn  den  Pol  oder  Brennpunkt  (Foeus)  der  Ebene,  Ebenso  gibt 
es  in  der  Ebene  eine  Gerade,  fdr  deren  Punkte  das  Axenmoment  der 
Reduction  in  die  Ebene  hinein   fällt.    Sie  heisst  die  Charakteristik  der 
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Ebene.  Di«  Normale  der  Ebene  a  im  Fol  und  die  Charakteristik 
derselben  sind  die  Richtnngen  eines  rechtwinkligen  PaareB  von 
Strecken  r,  f,  welches  dem  Systeme  aequivalent  ist. 

um  Pol  and  Charakteristik  einer  Ebene  n  zu  finden,  ist  es  nicht 
nfithig,  TOD  der  Bednction  (B,  Gg)  für  die  Centralaxe  ft^  des  Systeme  aus- 
zugehen, wie  wir  eben  gethan  haben;  man  kann  sich  fast  mit  derselben 
Leichtigkeit  der  Reduction  (R,  G-)  (Fig.  26)  für  irgend  einen  beliebigen 
StraJ  fi  bedienen,  um  zn  demselben  Ziele  xa  gelangen.  In  dem  Scbnitt- 
pnnkte  M  des  Strales  ft  mit  der  Ebene  n  ap&lten  wir  wieder  die  Besnltante 
if  in  die  Componenten  r  und  p  senkrecht  und  p&rallel  zu  it.  Ebenso  Ecr- 
legen  wir  G  In  die  Componenten  g,  y,  gleichfalls  senkrecht  und  parallel 
tu  n.  Die  Strecken  r  und  g  bllen  in  der  Nor- 
malen der  Ebene  n  zusammen,  die  Strecken 
Q,  y  treten  in  n  im  Allgemeinen  nach  ver- 
schiedenen Achtungen  anseinander.  Zwei  Ebe- 
nen, welche  wir  durch  die  Normale  von  «  senk- 
recht zu  y  und  zn  (f  legen,  schneiden  n  in  zwei 
Geraden  a  und  b.  In  a  finden  wir  leicht  zur 
M«.  *»■  Linken  des  nach  r  blickenden  Endpunktes  tod 

y  einen  Punkt  P,  für  welchen  r .  MF  —  y  wird,  so  dasa  r,  nach  diesem 
Punkte  übertragen,  aequivalent  (r,  y)  wird.  Ebenso  finden  wir  links  in  Be- 
zug anf  den  nach  f  hinsehenden  Endpunkt  von  g  auf  der  Geraden  b  den 
Punkt  ^,  für  welchen  n  .  M<^  •—  g  und  damit  if,  durch  ihn  bindorchgelegt, 
aequivalent  (jf,  g)  wird.  Die  beiden  Strecken,  r  in  P  senkrecht  zur  Ebene 
n,  K  duTob  (^  gehend  in  der  Ebene  »,  sind  zusammen  aequivalent  (R,  G) 
und  P  ist  der  Fol,  die  Richtung  von  ^  die  Charakteristik  der  Ebene  n. 

Die  Ebene,  in  welcher  die  Zerlegung  von  G  in  g  nnd  y  erfolgt,  ist 
die  Ebene  des  Neigungswinkels  des  Äzenmomentes  G  gegen  die  Ebene  ic; 
senkrecht  zu  ihr  ist  die  Gerade  a,  welche  den  Pol  enthSlt.  Hierans  folgt: 
Alle  Geraden,  welche  in  einer  Ebene  n  durch  die  verschiedenen 
Punkte  M  derselben  senkrecht  zu  den  Ebenen  der  Neigungs- 
winkel der  den  Funkten  entsprechenden  Axenmomente  G  gegen 
die  Ebene  n  gezogen  werden  kOnnen,  sohneiden  sich  in  ein  nnd 
demselben  Punkte  der  Ebene  n,  nXmlich  dem  Pole  derselben. 

Ebenso  ist  die  Gerade  b  zur  Ebene  des  Neigungswinkels  der  Besul- 
tanten  R  gegen  k  senkrecht. 

§.  3.  Jede  Ebene  hat  einen  Pol  und  eine  Charakteristik.  Umgekehrt 
kann  jeder  Punkt  des  Banmes  als  Fol  einer  durch  ihn  hindurchgehenden 
Ebene  angesehen  werden,  nAmlich  von  deijenigen  Ebene,  welche  auf  der 
Richtung  des  Axenmomentes  &  der  Reduction  dieses  Punktes  senkrecht 
steht.    Nicht  so  kann  jede  Gerade  Charakteristik  einer  durch  sie  gehenden 
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Ebene  sein.  Da  die  Ebene  der  RedncüonBeleraeDte  R,  Cr  eines  Fnaktes  P 
einen  um  die  Centralaze  fi^  beacbriebenen  Cylinder  berührt,  so  ist  sie  senk- 
recht zu  dem  Perpendikel,  welches  Ton  P  auf  f^  geMli  werden  kann  oder 
zum  kürzesten  Abstände  von  G  und  fi^,.  Daher  geht  die  Ebene  «,  deren 
Pol  P  ist  durch  den  kürzesten  Abstand  von  G  und  ftg  hindurch.  Die 
Ebene  n,  deren  Pol  P  ist,  heisst  die  Polarebene  von  P.  Ka  entspricht 
hienacb  jedem  Punkte  des  Raumes  als  Pol  eine  bestimmte  durch  ihn  hin- 
durchgehende Ebene  als  Polarebene  und  jeder  Ebene  ein  in  ihr  liegender 
Punkt  als  Pol.  Durch  ein  Streckensystem  sind  also  zwei  reciproke  rBum- 
liche  Systeme  bestimmt  von  der  besondem  Art,  dass  die  einander  zugeord- 
neten Elemente,  Punkt  und  Ebene,  dieser  in  jener  liegt  und  jene  durch 
ihn  hindurchgeht.  Den  Inbegriff  beider  Systeme  in  der  eben  bezeichneten 
gegenseitigen  Lage  als  ein  System  (Folarsystem)  betrachtet,  hat  MGbius 
ein  Nullsystem  genannt.  Nach  Cap.  IV,  §.  12  ist  das  Moment  des  Strecken- 
Systems  füi  eine  durch  den  Punkt  F  gehende  Aie  die  Ptojection  des  Axen- 
momentes  G  auf  diese  Aza.  Da  Q  senkrecht  zur  Polarebene  n  von  P  ist,  so 
ist  mithin  das  Moment  für  alle  Axen  in  der  Ebene  n,  welche  durch  den  Pol 
P  gehen,  NulL  Jede  Ebene  des  NuUsystems  enthfilt  also  einen  StralenbUschel 
von  Axen,  deren  Momente  In  Bezug  auf  das  Streckensystem  Null  sind  und 
der  Pol  ist  der  Mittelpunkt  dieses  Büschels;  durch  jeden  Punkt  des 
NuUsystems  gehen  unzählige  Stralen  derselben  Eigenschaft,  welche  alle 
in  die  Polarebene  des  Punktes  fallen  und  in  ihr  ebenso  einen  StralenbUschel 
bilden. 

Statt  »Pol"  und  „Polarebene"  unseres  Systems  sagt  MSbius  „Null- 
punkt" und  „Nullebene".  Die  Beziehungen  zwischen  den  Polen  und 
Polarebenen  des  NuUsystems  kOnnen  in  folgende  SStze  zusammengefosst 
werden: 

1.  Die  Polarebenen  u,  ß,  y  ■  ■  •  der  Punkte  A,  B,  C, , . .  eiqer  Ebene 
n  geben  durch  den  Pol  P  dieser  Ebene.  Denn  das  Axenmoment  Cr  in  .A 
ist  senkrecht  zu  a  und  nach  §.  2.  zugleich  senkrecht  zur  Verbindungslinie 
AP  des  Punktes  A  mit  dem  Pole  P  der  Ebene  n.  Daher  OUt  AP  in  er 
und  geht  mithin  a  durch  P. 

2.  Die  Pole  A^  B,  C...  aller  Ebenen  a,  ß,  y . , .,  welche  durch 
ein  und  denselben  Punkt  P  gehen,  Uegen  in  der  Polarebene  m  des  Punktes 
P.  Denn  da  P  in  a  Uegt,  so  muss  die  Polarebene  n  von  P  durch  den 
Pol  A  von  u  gehen.  Ebenso  fUr  ß  und  B,  y  und  C, . . .  Es  geht  also  n 
durch  s&mmtlicfae  Pole  A,  B,  C... 

3.  Die  Pole  P,  Q  .  ,  .  aUer  Ebenen  jt,  tC,  .  .  ^  welche  dnroh  dieselbe 
Gerade  g  hindurchgehen,  liegen  in  einer  Geraden  g'.  Denn  man  nehme 
einen  Punkt  A  auf  g  und  bestimme  seine  Polarebene  a,  welche  dnroh  ihn 
hindurchgebt.    Da  die  Ebenen  it,  x  . . .  alle  durch  A  gehen,  so  Uegen  ihre 
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Pole  P,  Q  .^ .  B&mmUich  auf  u;  man  nehme  einen  zweiten  Punkt  £  auf 
g  an  und  sei  ß  seine  Polarebene,  so  liegen  die  Pole  aller  Ebenen  «,%... 
auB  demselben  Grunde  auch  auf  ß.  Daher  ist  die  Schnittlinie  /  der  Ebe- 
nen V,  ß  der  Ort  aller  Pole  P,  Q... 

i.  Die  Polarebenen  n,  « . . .  aller  Punkte  P,  Q. ..  einer  Geraden  g 
laufen  alle  durch  eine  Gerade  g'  hindurch.  Denn  man  lege  durch  g  eine 
Ebene  «  and  bestimme  ihren  Pol  Ä,  der  ia  a  liegt  Da  die  Punkte 
P,  Q, . . .  alle  in  a  liegen,  so  gehen  ilire  Polarebenen  durch  A]  man 
lege  eine  zweite  Ebene  ß  durch  g  nnd  eei  B  ihr  Pol,  so  gehen  ans  gleicheip 
Grunde  die  Polarebeuen  von  P,  Q  . . .  alle  durch  S.  Daher  ist  die  Terbin- 
dungalinie  sf  der  Punkte  Ä  und  B  die  gemeinsame  Schnittlinie  aller  Polar- 
ebenen n,  X  . . . 

5.  Die  Punktreihe  P,  Q  ...  der  Ebenen  «,  x  .  .  .  eines  Ebeneu- 
büschels  ist  projectivisoh  mit  dem  EbeueBbtlschel.  Denn  sie  liegt  perspec- 
tivisch  zu  ihm. 

6.  Der  EbenenbOschel  der  Polarebenen  n,  x  . . .  der  Punkte  wner  Ge- 
raden ist  projectivisoh  mit  der  Geraden. 

7.  Wenn  g'  der  Ort  der  Pole  aller  Ebenen  ist,  welche  durch  die 
Gerade  g  gehen,  so  ist  auch  g  der  Ort  der  Pole  aller  Ebenen  von  g'  und 
wenn  g  die  Schnittlinie  der  Polarebenen  aller  Punkte  ist,  die  auf  der  Ge- 
raden g'  liegen,  ao  ist  ^  auch  die  Schmtttinie  der  Polarebene  aller  Punkte 
von  g. 

Zwei  Gerade  g,  g\  von  denen  jede  der  Ort  der  Pole  aller  Polarebenen 
der  Punkte  der  andern  oder,  was  dasselbe  sagt,  jede  die  Schnittlinie  der 
Polarebenen  aller  Punkte  der  andern  ist,  heieeen  conjugirte  Geraden  oder 
auch  conjugirte  Polaren. 

8.  Li^  eine  Gerade  g  in  einer  Ebene  tt,  so  geht  dit  ihr  conjugirte 
Gerade  g'  durch  den  Pol  P  dieser  Ebene. 

9.  Geht  die  Gerade  g  durch  einen  Punkt  P,  so  fUit  die  ihr  coqju- 
girte  Gerade  ^  in  die  Polarebene  n  des  Punktes. 

Als  specieUe  FSUe  fuhren  wir  folgende  auf: 

1.  Die  Pole  eines  Sjrstems  ron  Parallelebenen  liegen  in  einer  zur 
Centralaxe  parallelen  Geraden  und  ihre  Charakteristiken  erftlUen  eine  zu 
ihr  parallele  Ebene.  Es  folgt  dies  unmittelbar  ans  der  obigen  Bestimmungs- 
weise  von  Pol  und  Charakteristik.  Die  Äxenmomente  in  den  Punkten  der 
Geraden,  welche  der  Ort  der  Pole  ist,  sind  parallel  und  gleich. 

2.  Ist  das  System  von  Parallelebenen  senkrecht  zur  Centralaxe,  so 
ist  der  Ort  der  Pole  die  Centralaxe  selbst  und  der  Ort  der  Charakteristi- 
ken die  unendlich  ferne  Ebene.  Denn  in  den  Schnittpunkten  der  Ebenen 
mit  der  Centralaxe  ist  das  Aienmoment  Gq  der  Centralaxe  parallel;  die 
Abstände   der  Charakteristik  und  des  Poles  von  der  Centralaxe  geben  ein 
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coDBtantes  Product,  daher  ist  ereterer  unendlich  gross,  wenn  leteterer 
NuU  ist 

8.  Für  ein  System  Ton  Ebenen  parallel  der  Centralaie  liegen  die 
Pole  im  Unendlichen  and  sind  die  Charakterifitiketi  die  Projectionen  der 
Centralaze  anf  die  Ebenen. 

Die  RiohtnngsUnien  der  zn  einander  rechtwinkligen  Strecken  r,  f, 
welche  zusammen  dem  gegebenen  Streckensystem  aeqnlvalent  sind,  Bind 
coDJngirte  (nEünlich  zn  einander  rechtwinklig  conjagirte)  Geraden.  Die  eine 
Ebene  dnroh  r  achneidet  die  Chai-akteristik  p  in  einem  Punkte,  IQr  welchen 
das  Azenmoment  in  die  Ebene  ftllt,  welche  die  Charakteristik  mit  dem 
Pole  verbindet.  Daher  ist  das  Azenmoment  senkrecht  zu  der  durch  r  ge- 
legten Ebene  und  jener  Schnittpunkt  ihr  Pol.  Es  ist  mithin  die  Charak- 
tei-iBtik  der  Ort  der  Pole  aller  Ebenen,  welche  durch  r  gehen. 

Der  Ort  der  Pole  eines  Systems  von  Farallelebenen  ist  eine  Gerade 
g  (parallel  der  Centralaze),  deren  conjagirte  (in  welcher  sich  die  Parallel- 
ebenen  schneiden  mflssen)  unendlich  fem  ist.  Sie  heisst  ein  DurchnLesser 
des  Nullsystems,  coi^ugirt  zum  System  der  Farallelebenen.  Im  Allgemeinen 
stehen  die  Durchmesser  schief  auf  den  ihnen  zugeordneten  Ebenen;  die 
Centralaze  ist  derjenige  Durchmesser,  welcher  senkrecht  zu  der  ihm  con- 
jagirten  Ebene  ist.  Das  Parallel atralenbündel  fi  der  Reduction  der  Strecken, 
welches  die  Beductionsrestdtanten  enthält,  ist  das  System  der  Dorohmesser 
des  durch  das  Streckensystem  enengten  Nnllsystems. 

§.  1.  Während  wir  im  vorigen  §.  einen  speciellen  Fall  conjngirter 
Geraden  im  Zusammenhang  mit  der  Streckenreduction  betrachtet  haben, 
nKmlich  den  Fall  der  rechtwinklig  coi^ugirten  Geraden,  wollen  wir  jetzt 
den  Zusammenhang  coi^ngirter  Geraden  tiberhanpt  mit  dieser  Kednction 
entwickeln.  Zu  dem  Ende  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  das  gegebene 
Streckensystem  anf  zwei  ihm  aeqnivalente  Strecken  r,  q  sn  re- 
dnciren,  von  denen  die  eine,  r,  der  Richtung  and  Lage  nach  ge- 
geben ist. 

E^  sei  das  StreckensyEltem  durch  die  Beduction  (^R,  G^  (Fig.  29)  Ar 

seine  Centralaze  reprSsenÜrt  nod   die  Lage  von  r  durch  ihren  kttrzesteu 

Abstand   OP  von   der  Centralale  und   seine 

Neigung  gegen  dieselbe  gegeben.    Man  reda- 

cire    das  System  für  P  auf  (B,  ff),  wo  das 

Azenmoment   ff   ans   dem  Azenmomente   ff^ 

and  dem  Azenmomente  R  .  OP  durch  reobt- 

winklige  Zusammensetzung  sich  bildet.    Es  ist 

i^e  »•  ff,   sowie   H   und  f  senkrecht  zu   OP  in  P. 

Der  Punkt  P  ist  der  Pol  der  Ebene,  welche  man  durch  OP  senkrecht  zu 

ff  legen  kann.    Diese  Ebene  wird  von  der  Ebene  der  drei  Geraden  ff,  JB,r 
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in  einer  äeraden  ^  geschnitten,  welche  gleichfalls  senkrecht  zu'OP  und  G 
ist  Han  kann  daher'^  nach  den  Bichtungan  von  r  und  ^  in  die  Strecken 
r,  9  zerlegen.  Nun  ist  aber  die  Combination  (f,  Q)  wegen  der  Becbtwink- 
ligkeii  Ton  ^  nnd  G  aequivalent  einer  parallelen  Strecke  {f  allein,  welche 
OJ?  in  einem  Funkte  Q  schneidet,  welcher  zur  Linken  des  Endpunktes  von 
G,  wenn  er  nach  der  Pfeilspitze  von  q  sieht,  gelegen  ist.  Daher  sind  die 
beiden  Strecken  r,  q  welche  durch  P  und  Q  gehen  trnd  von  denen  erstere 
durch  den  Pol  P  geht,  letztere  in  desaen  Polarebene  liegt,  dem  System 
der  Strecken  aequivalent 

Die  Bichtungslinien  dieser  Strecken  r,  n  sind  coi\jugirte  Gerade.  Denn 
man  lege  irgend  eine  Ebene  durch  r;  sie  schneide  p  in  einem  Pankte  M. 
Bedociren  wir  das  Streckens ^Btem  fUr  diesen  Punkt,  so  bildet  sich  die 
Resultante  R  aus  der  nach  ^  verlegten  Strecke  r  und  q;  das  Axenmoment 
G  aber  ist  das  des  Paares  (r,  —  r),  welches  aus  dieser  Verlegung  ent- 
springt. Dasselbe  ist  zu  der  durch  r  gelegten  Ebene  senkrecht.  Mithin 
ist  M  der  Pol  dieser  Ebene  und  also  die  Bichtungslinie  von  (f  der  Ort 
der  Pole  aller  Ebenen,  welche  durch  r  geben,  mithin  der  Bichtungsünie 
von  r  co^jogirt. 

Die  Bichtungslioien  zweier  einem  Streckensystem  aeqnivalenter  Strecken 
müssen  conjagirte  Gerade  sein;  doch  kann  dieser  Satz  nicht  unmittelbar 
umgekehrt  werden.  Im  Allgemeinen  sind  anch  zwei  conjngirte  Gerade 
RicbtungsUnien  fOr  zwei  dem  System  aequivalente  Strecken,  indessen  gibt 
es  einen  Ausnahmefall,  nämlich,  wenn  die  beiden  coi^jugirten  Geraden  zu- 
sammenfallen.   Davon  wollen  wir  nachher  besonders  reden. 

§.  5.  Es  ist  nicht  durchaus  notfawendig,  den  Fusspunkt  P  des  kür- 
zesten Abstände  der  Strecke  r  von  der  Centralaze  als  Beductionsponkt  zu 
benutzen;  man  ksjm  dazu  jeden  andern  Punkt  auf  der  Richtungslinie  von  . 
r  ebenso  gut  w&hlen.  Man  vrird  fllr  ihn  die  Reduction  {S,  G)  bilden; 
hierauf  dorcb  den  gewählten  Punkt  eise  Ebene  senkrecht  zu  G  legen, 
welche  die  Ebene  (Br)  'in  einer  Geraden  q  schneiden  wird.  Nun  spalte 
man  Jt  in  zwei  Componenten,  r  und  f  ISngs  der  gegebenen  nnd  der  eben 
gefondenen  Richtung  und  verlege  (f  mit  Hülfe  des  zo  ihm  senkreobten 
Azemuomentes  G.  Man  sieht  hieraus  deutlich,  dass  wenn  r  durch  den  Pol 
einer  Ebene  geht,  tf  m  die  Polarebene  fiallen  mnsa  nnd  dass  die  Polarebe- 
nen aller  Punkte  von  r  durch  die  zu  r  conjugirte  Gerade  gehen  müssen. 
Ebenso  umgekehrt,  dass  wenn  eine  Ebene  durch  ^  gebt,  r  durch  den  Pol 
derselben  gehen  muss.  Denn  indem  man  die  Reduction  der  Strecken  fUr 
den  Schnitt^punkt  einer  solchen  Ebene  mit  r  bildet,  findet  man,  dass  das 
Azenmoment  dortselbst  senkrecht  zur  Ebene  ist. 

§.  6.  Sind  r,  d  zwei  dem  Streckensystem  aequivaleate  Strecken  and  ist  PQ 
ihr  ktUseater  Abstand,  so  folgt  aus  der  bekannten  Gleichung  Ggi^Gcoa (Gli) 
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da  €r  auf  f  Senkrecht  steht,  (?q  =  (?  sin  (J?p)  und  also  O^R  =  GIlaiii(Itt/). 
Ea  ist  aber  li  sin  (Bq)  die  HQhe  des  FaraUelogramms,  welches  znr  Zer- 
legung Ton  li  iD  r,  ^  gedient  hat  nnd  daher  auch  gleich  r  sin  (r^).  Hie- 
mit  wird  also  (?(,B  =  Gr  ain  (r^).  Nun  ist  aber  PQ.^='G,  folglich 
ff(iB  =  rp  .  PQ  sin  (ry).  Es  ist  aber  dieser  Ansdruck  der  6faohe  Inhalt 
einer  Pyramide,  welche  r,  i/  zu  Oegenkanten  hat  und  wobei  PQ  der  kür- 
zeste Abstand  dieser  Gegenkanten  ond  (r^i)  der  von  ihnen  gebildete  Win- 
kel ist  Wie  man  also  auch  immer  ein  StreokensjEtem  in  zwei  ihm 
aeqnivalente  Strecken  transformiren  mag,  stets  ist  die  Pyra- 
mide, gebildet  aus  diesen  Strecken  als  Gegenkanten,  von  dem- 
selben Tolumen. 

Aus  der  oben  gegebenen  Conatruction  conjugirter  Geraden  folgt,  dasa 
der  kürzeste  Abstand  aller  Paare  conjugirter  Geraden  die  Cen- 
tralaxe  rechtwinklig  schneidet.  Ebenso  folgt,  dasa  P  und  Q  die 
Pole  der  Ebenen  sind,  welche  durch  p,  resp.  rund  den  kürzesten 
Abstand  hindurchgehen. 

§.  7.  Ka  kann  der  Fall  eintreten,  dass  zwei  conjugirte  Gerade  g,  g 
in  eine  Gerade  X  zusammenfallen.  Wir  nennen  eine'  solche  Gerade  eine 
Doppellinie  oder  eine  sich  selbst  conjugirte  Gerade.  Für  solche  Doppellinien 
gelten  folgende  Sätze: 

1.  Damit  eine  Gerade  l  eine  Doppellinie  igg)  sei,  genfigt  es,  dass 
der  Pol  einer  einzigen  durch  sie  hindurchgehenden  Ebene  auf  Ihr  liege, 
oder  dass  die  Polarebene  eines  einzigen  ihrer  Punkte  dnrdi  ue  hin- 
durchgehe. 

Denn  es  sei  a  eine  Ebene  von  l  und  liege  ihr  Pol  A  auf  l  und  sei 
ebenso  |9  irgend  eine  andere  Kbene  von  l.  Da  ß  durch  den  Pol  A  geht, 
so  liegt  ihr  Pol  B  auf  a  und  da  B  auch  auf  ß  liegen  muss,  so  liegt  B  in 
der  Schnittlinie  von  a  und  ^  d.  h.  auf  l.  Es  liegen  also  die  Pole  aller 
Ebenen  von  l  auf  I,  d.  h.  ea  fallen  in  l  zwei  conjugirte  Gerad»  g,  g'  zu- 
sammen. ' 

Andererseits  sei  A  ein  Punkt  von  I  und  gebe  seine  Polarebene  a 
durch  l  hindurch.  Es  sei  B  ein  beliebiger  anderer  Pimkt  von  ^  Da  J9 
auf  «  liegt,  so  geht  ß  durch  den  Pol  A  und  da  ß  durch  B  geht,  so  geht 
ß  also  durch  AB  oder  l.  Es  geht  mithin  die  Polarebene  jedes  Punktes 
von  I  durch  l  hindnrch,  d.  h.  es  fallen  in  I  zwei  conjugirte  Gerade  g,  g'  zu- 
sammen. 

2.  Durch  jeden  Punkt  P  des  Baumes  gehen  unendlich  viele 
Doppellinien;  sie  liegen  alle  in  der  Polarebene  «  des  Punktes 
P  und  bilden  also  in  ihr  einen  Stralenbttschel  (eine  EegelflKche 
1.  Grades).  Denn  die  Conjugirte  ^  einer  Geraden  g,  welche  durch  P  geht, 
fällt   in  ».    Eine   Gerade  g,   welche  durch  P  geht,  kann  daher  nur  dann 
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Doppellinie  sein,  nenn  sie  in  n  fSllt  Ist  dies  der  Fall,  HO  enthalt  sie  den 
Pol  P  einer  Ebene  it,  welche  durch  sie  hindurchgeht,  mitbin  enthält  sie 
nach  1.  die  Pole  aller  Ebenen,  welche  durch  sie  hindurchgehen,  fftllt  also 
mit  ihrer  Conjngirten  g'  zusammen.  Jede  Gerade  l  von  P  in  V  ist  daher 
eine  Doppellinie. 

In  jeder  Ebene  n  des  Raumes  liegen  anendlicb  viele  Doppel- 
linien;  sie  gehen  alle  durch  den  Pol  P  von  n  und  bilden  also 
einen  StralenbUschel  1.  Grades.  Denn  die  Coiyugirte  g'  einer  Gera- 
den g,  welche  in  n  liegt,  geht  durch  den  Pol  P.  Es  kann  daher  g  nur 
dann  Doppellinie  sein,  wenn  sie  durch  P  geht.  Ist  dies  aber  der  Fall,  so 
geht  die  Polarebeue  n  eines  ihrer  Punkte  P  durch  sie  hindurch  und  fUllt 
sie  also  dann  mit  ihrer  Conjngirten  g  zusammen.  Jede  Gerade  l  von  », 
.  welche  durch  P  geht,  ist  daher  eine  Doppellinie. 

3.  Eine  Gerade,  welche  anf  dem  Axenmomente  eines  ihrer 
Punkte  senkrecht  steht,  ist  eine  Doppellinie  und  steht  senk- 
recht auf  den  Azenmomenten  aller  ihrer  Punkte.  Denn  eine  Ge- 
rade, welche  auf  dem  Axenmomente  eines  ihrer  Punkte  senkrecht  steht, 
teilt  in  die  Polarebene  dieses  Punktes  und  da  sie  durch  den  Pol  dieser 
Ebene  geht,  so  ist  sie  nach  1.  eine  Doppellinie.  Als  Doppellinie  liegt  sie 
aber  in  den  Folarebenen  aller  ihrer  Punkte  und  da  diese  anf  den  Axenmomen- 
ten  der  Pole  senkrecht  stehen,  so  steht  sie  gleichfalls  auf  diesen  senkrecht. 

§.  8.  Eine  dreifache  Manniglaltigkeit  von  Geraden,  welche  den  Baum 
continuirlioh  erfUlleu,  nennt  man  einen  Complez  von  Geraden.  Jeder 
Punkt  des  Baumes  ist  Schnittpunkt  einer  Schaar  von  Compleistralen,  welche 
eine  gewisse  Eegelflüche  bilden.  Jede  Ebene  des  Baumes  enthält  eine  Schaar 
Sti-alen,  welche  eine  gewisse  Curve  berühren.  Man  kann  zeigen,  dass  die  Ord- 
nung der  Kegelflfiche  und  die  Classe  der  ebenen  Curve  durch  dieselbe  Zahl 
angegeben  wird.  Ist  n  diese  Zahl,  so  heisst  der  Complex  ein  Complex  nter 
Ordnung.  Die  Doppellinien  des  Nnllsystems  bilden  einen  Complex  I.  Ordnung, 
denn  alle  Linien,  welche  durch  einen  Punkt  gehen,  erfüllen  eine  Eegelfl Sehe 
1.  Ordnung,  nftmlich  eine  Ebene  und  alle,  welche  in  eine  Ebene  fallen, 
nmhOllen  eine  Linie  erster  Classe,  nSmlich  einen  Punkt.  Wir  fügen  über 
den  Complex  unserer  Doppellinien  noch  folgende  Satze  hinzu: 

1.  Eine  Gerade  l,  welche  zwei  conjugirte  Gerade  g,  g'  des 
NuUsystems  schneidet,  ist  ein  Stral  des  Complexes.  Denn  der 
Pol  der  Ebene  {lg)  liegt  anf  g';  er  ist  nämlich  ihr  Schnittpunkt  mit  g'. 
Dieser  Punkt  ist  aber  zugleich  der  Schnittpunkt  von  \  und  g .  Es  ist  mit- 
bin l  eine  Gerade,  welche  den  Pol  einer  ihrer  Ebenen  enthält;  sie  ist  mit- 
hin eine  Doppellinie  oder  ein  Stral  des  Complexes. 

2.  Schneidet  ein  Complexstral  l  die  eine,  g,  von  zwei  con> 
jugirten   Geraden  g^  g'   des   Nullsystems,   so   schneidet  er  auch 
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die  andere.  Denn  der  Fol  der  Ebene  (lg)  liegt  auf  g'.  Da  aber  l  eine 
Doppeltinie  ist,  ao  liegt  der  Pol  anch  auf  ihr,  mithin  moss  er  auf  g  und 
t  liegen  d.  h.  g'  und  l  mQasen  sioh  Bchneiden. 

3.  Alle  Stralen,  welche  die  Centralaxe  rechtwinklig  Bchnei- 
den,  sind  Stralen  des  Complexes.  Denn  de  sind  senkrecht  za  dem 
Axenmomente  G^  des  Schnittpunktes  nnd  deshalb  Doppellinien. 

4.  Zwei  Paar  oonjngirte  Geraden  g,  g';  h,  h'  liegen  gtets  auf 
einem  einfachen  Hyperboloid  und  sind  Erzeugungalinien  der- 
selben Art.  Denn  alle  Geraden  l,  welohe  drei  von  ihnen,  z.  B.  g,  g';  k 
schneiden,  sind  Complexstralen,  weil  sie  g,  g'  schneiden  und  mflssen,  weil 
sie  h  schneiden  als  solche  anch  h'  treffen.  Daher  gehOrt  h'  dem  Hyper- 
boloid an,  welches  durch  g,  g ,  h  erzeugt  wird  etc. 

Ans  den  Untersuchungen  des  §.  3.  über  die  co^jugirten  Geraden  des 
NnlUystems  erhellt,  daas  diese  und  mithin  auch  der  Complex  der  Doppel- 
linien vollkommen  bestimmt  ist,  sobald  die  Centralaxe  und  die  GrCsse  -^ 
gegeben  sind.  Jedes  Streckensystem  bestimmt  also  einen  Complex  erst«n 
Grades.  Die  Grösse  ^  heisst  der  Parameter  des  Complexes.  Die  Paral- 
lelen zur  Centralaxe,  die  Stralen  f*  von  der  Bichtnng  aller  Rednctionsresul- 
tanten,  heissen  Durchmesser  des  Complezes  und  die  Cenhalaxe  die 
Hauptlinie  desselben.  Zu  einer  leichten  üebersicht  über  die  Ordnung 
der  Stralen  des  Complexes  fahrt  der  folgende  Satz: 

5.  Das  Produkt  aus  dem  Abstände  r  eines  Compleistrales 
{  von  der  Hauptiinie  oder  Centralaxe  und  der  Tangente  seiner 
Neigung  a   gegen   die   Hanptlinie  ist   consiant  fDr  alle  Stralen, 

nHmlich  es  ist  rtga  gleich  dem  Parameter  -~-  des  Complexes. 

Denn  es  sei  f  (Fig.  30)  der  Fnsspunkt  des  kürzesten  Abstands  r  des 
Strales  l  von  der  Centralaxe  /*„,  so  ist  P  der  Pol  der  Ebene  (r,  l),  da 
auch  r  ein  Complexatral  ist,  weil  er  die  Central- 
axe rechtwinklig  schneidet  und  alle  Complezatra- 
ten  einer  Ebene  durch  deren  Pol  gehen.  Reducirt 
man  also  daa  Streckensystem  fdr  den  Punkt  P 
indem  man  die  Reduction  (M,  G^  der  Centralaxe 
dorthin  ttbertrSgt,  so  muss  das  Axenmoment  O 
ng.  so.  ftlr  den  Pnnkt  JP  senkrecht  zur  Ebene  (r,  l),  also 

anch  senkrecht  zn  I  sein.  Da  das  Axenmoment  Er,  welches  ans  dieser 
üsbertragung  entspringt,  senkrecht  zu  G^  und  r  ist,  so  fSllt  es  in  die  Ebene 
{IGqG).    Der  Winkel«,  unter  welchem  der  Stral  Z  gegen  die  Bichtung  der 
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Ceatralaxe  geneigt  ist,  ergSnzt  daher  den  Winkel  if,  welchen  G  mit  dieser 
lUchtong  bildet  zu  ^ic    Daher  ist 


Ans  den  früheren  Betrochtongen  Über  conjugirte  Gerade  erhellt,  dasH 
wenn  ein  Paar  conjugirte  Geraden  zuBammen  pamllel  der  Centr&taxe  ver- 
schoben oder  um  die  Centralaxe  umgedreht  wird,  sie  auch  in  der  neuea 
Lage  ein  Paar  coiyagirter  Geraden  darstellen.  Da  nun  jeder  sie  schneidende 
Stral  ein  Complezstral  ist  und  sich  zu  jedem  solchen  Strale  auch  stets 
conjngirte  Geraden  finden  lassen,  die  ihn  schneiden,  so  folgt: 

6.  Der  Complex  bleibt  mit  sich  selbst  in  Coincidenz,  d.  fa. 
jeder  Complexstral  bleibt  Complexstral,  wenn  der  Complez  pa- 
rallel znr  Centralaze  verschoben  oder  um  die  Centrataxe  umge- 
dreht wird  oder  wenn  beides  zugleich  geschieht. 

Aus  dem  Satze  5.  folgt,  daes  alle  Complexstral en,  welche  gleichen 
Abstand  von  der  Centralaxe  haben ,  gleich  geneigt  sind  gegen  dieselbe. 
Beschreibt  man  daher  im  Abstände  r  um  die  Centralaxe  einen  Cylinder 
und  constmirt  auf  diesem  eine  Schraubenlinie,  welche  unter  dem  Winkel 
or,  welcher  mit  r  zusammen  der  Relation  unter  5.  genügt,  gegen  dessen 
Erzeagnngslinien  geneigt  ist,  so  sind  die  Tangenten  dieser  Schraubenlinien 
Complexstral  en.  Es  gibt  unendlich  viele  solcher  Schraubenlinien.  Da  fer- 
ner zwei  Complexstralen  sich  im  Pole  der  Ebene  schneiden  müssen,  welche 
sie  bestimmen,  so  ist  jeder  Punkt  einer  solchen  Schraubenlinie  der  Pol 
seiner  Schmiegungeebene  (der  Ebene  zweier  unendlich  naher  Tangenten). 
Wfichst  r,  so  nimmt  u  ab;  die  Complexstralen  im  Unendlichen  sind  also 
der  Centralaxe  parallel.  Nimmt  r  ab,  so  wSchst  a  und  nBbert  sich  n,  wenn 
r  Noll  wird.  Man  erhftlt  dann  alle  Complexstralen,  welche  die  Centralaxe 
rechtwinklig  schneiden.    Man  kann  daher  sagen: 

Die  sämmtlichen  Stralen  des  Complezes  sind  im  Baum  so 
geordnet,  dass  alle  Stralen,  welche  denselben  Abstand  von  der 
Centralaxe  haben  (also  einen  Cylioder  berühren,  der  um  sie  mit 
dem  gemeinsamen  Abstände  der  Stralen  beschrieben  werden 
kann)  und  welche  gegen  die  Centralaze  eine  Neigung  haben, 
deren  Tangente  das  Terhältniss  des  Parameters  zu  dem  genann 
ten  Abstand  ist,  dem  Compleze  angehören.  Sie  sind  die  Tan 
genten  eines  Systems  congruenter  und  paralleler  Schrauben 
linien  des  Cylinders  von  derselben  Neigung  gegen  die  Erzeu 
genden  des  Cylinders,    Mit  wachsendem  Abstände  von  der  Cen' 
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tralaxe  nimmt  die  Neigung  der  Straleu  gegen  diese  Ase  ab,  bo 
daas  dieStralen  der  unendlichfemen  Ebene  der  Centr alaxe  parallel 
werden,  während  die  Stralen  für  veTschwindenden  Abstand  das 
System  aller  Geraden  bilden,  welche  die  Centralase  recht- 
winklig schneiden. 

Weitere  Entwickelungen  Ober  die  Combination  zweier  Compleie,  über 
die  Bedeutung  der  Congrueuzen  fUr  Streck enajateme  eto.  werden  bei  den 
einzelnen  Lebren  der  Mechanik,  für  welche  sie  von  Wichtigkeit  sind,  gegeben 
werden. 

Einige  IiiteratoT  über  Streokeasysteine. 

Der  Begriff  der  geometriscben  Summe  und  Differens  wurde  in  aller  Schärfe 
von  MO'biQB  dargestellt  in  seinen  „Elementen  der  Mechanik  des  Himmels".  Leip- 
zig 1813.  Der  grOBsto  Theil  seiner  Abhandlongen  über  die  T«rscbiedeDBten 
Fragen  der  Geometrie  behandelt  die  geomefcriBchen  Grossen  gleichzeitig  nachWerth 
nnd  Richtuog. 

S;Bt«matiache  Entwickelung  der  Streckentheorie  enthalten: 

Orassmann,  H.,  Die  lineale  Anadehnnngslebre.  Leipzig  1S43  und  1863. 

Hamilton,  Lectures  on  Quaternioss,  Dublin  1853,  and  Elements  of  Qoator- 
niona,  Dublin  1B66. 

Tait,  An  elementary  treatise  on  Quaternions.   S**.  edit.  London  1874. 

Kelland  and  Tait,  Inteodnction  to  Qoatetnions.    London  18T3. 

Unverzagt,  Theorie  der  geometriBchen  nnd  longimetriBchen  QuaternionEOi. 
Wiesbaden  1876. 

Auf  Strecken  ond  Ponkttysteme  mit'  besonderer  RQcksicht  auf  ihre  Verwen- 
dung in  der  Mechanik  beziehen  sich  die  Schriften; 

Chelini,  Sulla  composizione  geometrica  de  siBtemi  di  rett«,  di  aree  e  di 
pnnti.  Memorie  deU'AccadBmia  dclle  ScienEo  del  Istituto  di  Bologna.  Serie  !*■, 
T.  X,  p.  343.    (1870). 

Chelini,  NuoTa  geometria  de'  complessi.  Mem.  deirAccademia  di  Bologna. 
Ser.  3"»,  T.  1,  p.  126.   (1871). 

Sturm,  R.,  Snlle  forze  in  equilibrio.  Annali  di  matematica  diretti  da 
BrioBchi  e  Cremona.  8er.  2'i»,  T.  VII,  p.  217  (1876—76). 

Die  specielleren  Schriften  werden  wir  an  den  Stellen  des  BncLes,  ffir  die  sie 
TOD  Bedentnog  sind,  erwähnen. 


VI.  Capjtel. 

Geometrie  der  Ifasaen.    MosBemnittelpunkt  nnd  Uomente 

ersten  GradeB. 
§.  1.    Die  Mechanik  bat  das  BedürtiiiBB,   Punkten,  welche  zu  einem 
System  zuBammentreten,  Tereohiedeaen  Werth  beizulegen.    Sie  ertheilt  ihnen 
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XU  diesem  Zwecke  Coef&cienten,  welche  im  AUgememen  aller  möglichen 
Zahlwerthe  tshig  Bein  können.  Wit  nennen  einen  solchen ,  einem  Funkte  3f 
beigelegten  Coefficienten  m  die  Masse  des  Punktes.'  Dabei  nehmen  wir  dies 
Wort  in  einem  aJlgemeineren  Sinne,  als  gewShnlich  geschieht.  In  den  An- 
wendungen hat  dieser  CoefScient  mannigfache  Bedeutung;  er  kann  ein  Quantum 
Haterie  bedeuten,  oder  ein  Quantum  elektrischen  Ägrats  oder  Magnetismns 
u.  s.  w.;  er  kann  positiv  oder  negativ  sein  und  der  Werth  Null  ist  für  ihn 
nicht  ausgeechlossen.  Diese  Coefäcieaten  dienen  u.  a.  auch  dazu,  ein  System 
seinem  räumlichen  Üm&nge  nach  zu  begrenzen  und  zu  beschranken.  Ein 
Punkt,  dessen  Coefficieut  Null  ist,  fiült  aus  dem  System  heraus;  man  kann 
diese  CoefGdenten  in  gewissem  Sinne  mit  dem  Discontinuittttsfactor  bestimmter 
Integrale  vergleichen,  der  auch  dazu  dient,  mit  Hülfe  seines  NuUwerthes 
die  Elem^te  eines  Über  den  unendlichen  Raum  aasgedehnten  Integrals  ans- 
znscheiden,  welche  ausserhalb  eines  gegebenen  Bereiches  liegen.  Unter  der 
Masse  eines  Punktsystems  M,  ]K„  M^,  ...Mi,  ...  ,  dessen  Punkte  die 
Massen  m,  m, ,  nt,, . . .  nti, .  . .  besitzen,  verstehen  wir  die  Summe 

m  +  m,  +  »ij  +  •  ■  ■  -|-  t»;  +  ■  ■  ■  ^  £mi 
der  Massen  aller  seiner  Punkte. 

§.2.  Ee  sei  gegeben  ein  System  von  Punkten  Jlf,  mit  den  Massen  »tj . 
Von  einem  beliebigen  Punkte  0  ans  ziehen  wir  Stralen  OMf  durch  die 
Punkte  nnd  nehmen  auf  ihnen  Strecken  mi .  OMi  oder  m,- .  MiO  an  je 
nach  dem  Vorzeichen  der  Massen,  wobei  die  Stellung  der  Buchstaben  den 
Sinn  der  Strecken  bezeichnen  soll.  Wir  bilden  von  0  aas  die  geometrische 
Snmme  [OJi]  dieser  Strecken  and  nehmen  auf  ihr  den  Funkt  S  so  an,  dass 
Ztth  .  [OS]  =  [OJt]  wird.  Die  Lage  des  Punktes  S  ist  alsdann  unabh&ngig 
von  der  Wahl  des  Punktes  0  und  hSngt  bloe  von  der  Lage  der  Funkte  Mi 
gegen  einander  und  von  ihren  Coeffidenten  mt  ab.  Den  Pnnkt  S  nennen 
wir  den  Massenmittelpunkt  des  Systems.  Für  den  Fall,  dass  die  Massen 
aller  Punkte  g'leiches  Zeichen  haben,  nennt  man  ihn  auch  den  Schwer- 
punkt des  Systems, 

Wir  wollen  diese  Behauptung  auf  zwei  Arten  beweisen.  Wir  projiciren 
das  Polygon,  dessen  Scblusslinie  [OS]  ist,  auf  eine  beliebige  Axe,  die  wir 
als  Aze  der  x  bezeichnen  wollen.  Von  irgend  einem  Anfangspunkt  gerechnet 
seien  xi  die  Abscieeen  der  Punkte  Mi,  x^  und  a:,'  die  der  Punkte  0  und  S; 
dann  sind  Wifa^i  —  Xg)  die  Projectionen  der  Strecken  [mi.OMi],  wSbrend 
w^n  [OR]  =  £mi .  [OS]  die  Projection  von  [OE]  gleich  Zmi.(x,  —  x^)  ist 
Mui  bat  daher,  weil  die  Projection  der  Resultanten  [OE]  gleich  der  Summe 
der  Projectionen  der  Componenten  mi{OMi]  sein  muss: 


£mi .  {x^  —  ir„)  =•  £mi{xi  —  a;  J 
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oder 

Snti .  Xi  -^  ÜmiXi , 
welche  GLrächu&g  fQr  jede  Äxe  gilt  und   UDabb&Dgig  von  der  AbsoisBe  x^ 
des  Pnnktes  0  ist.    Ziehen   wir   durch   den  Anfongapankt  der  x  noch  zwei 
andere  unter  eich  and  zn  der  Aie  der  x  rechtwinklige  Äxen  der  jrond«, 
80  iet  ebenso 

^mi  ■  ffi  =  SmiPi , 

Diese  drei  Gleichungen  bestimmen  durch  die  Coordioaten  Xi,yj,  B^  die  Lage 
des  Punktee  S.  Da  sie  die  Coordinaten  x^,  j/^,  Sg  des  Punktes  0  nicht 
enthalten,  so  ist  S  ein  fester  Punkt,  welche  Lage  0  auch  immer  an- 
nehmen  mSge. 

Ohne  sich  der  Prtüectionen  zu  bedienen,  kann  man  den  Satz  mit  HfUfe 
der  geometrischen  Summen  erweisen.  Es  ist,  wenn  £  die  geometrische 
Sammation  bedeutet,  nach  Grösae,  Richtung  and  Sinn  ftlr  den  Radinsveckir 
[OS],  welcher  auf  der  Resultanten  [OB]  der  Strecken  liegt,  welche  sich  in  0 
schneiden, 

Smi .  [OS]  =  £[mi .  OMt]. 
Ebenso  hat  man  fOr  einen  zweiten  Punkt  0',   durch  welchen  man  Stralen 
nach  den  Punkten  Mi  zieht  und  auf  ihnen  die  Strecken  mi[0'Mi]  auftragt, 
deren   Resultante   [OJB']   und   auf  ihr   den  Punkt  S'  so   bestimmt,   dasE 
Zmi .  [O'S"]  =  [O'It']  wird: 

Zmi .  iO'S"\  =  Slm, .  O'Äv] . 
Nun  ist 

{0'Mi\  «=  [O'O]  +  [OM,] 
und  hiemit  wird  die  vorhergehende  Gleichung 

Srm  .  [O'S']  =  SmtiXO'O]  +  [0M,\)  —  £mi\0'0]  +  £{mi .  OMi] 
==.  {0'O\  Zvn  +  Z\mi .  0  Mi] . 
Durch  Subtraction  der  Gleichung  £mi .  [OS*]  >=  £[m,' .  OMi]  erhält  man,  wenn 
man  den  gemeinscbaftlichen  Factor  Zmi  tilgt 

[O'S'J  — [05]  =  [0'OJ     oder     [O-S"]  =  [O'O]  +  [OÄJ  '      ■ 
d.  h.  [O'S']  ist  die  geometrische  Summe  von  O'O  und  OS  oder  der  End- 
punkt S'  von  \0'S"\  Wlt  mit  S  zusammen.    Demnach  ist  S  von  der  Lage 
des  Punktes  0  unabhängig. 

§.  3.  Die  Strecke  [in(  .  OMi]  nennt  man  das  polare  Moment  !■ 
Grades  der  Masse  m  in  Bezug  auf  den  Punkt  O  und  X[*»i  .  OM,] 
das  polare  Moment  1,  Grades  des  Punktsystems  {Mi)  in  Bemg  auf 
denselben  Punkt.  Legt  man  dem  Uassenmittelpunkte  S  den  Coefficienten  £m,- 
bei,  so  kennen  wir  die  vorstehenden  Entwickefungen  in  dem  Satze  aus- 
sprechen : 
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In  jedem  Systeme  von  M&Bsenpnnkten  gibt  es  einen  be- 
stimmten nur  von  der  gegenseitigen  Lage  dieser  Punkte  nnd  ihren 
Uassen  seiner  Lage  nach  abhSngigen  Punkte,  den  Uassenmlttel- 
ptinkt  des  Systems,  so  dass  das  polare  Moment  ersten  Oradea  des 
Systems  in  Bezog  auf  jeden  Punkt  0  des  Raumes  gleich  ist  dem 
polaren  Momente  des  Fanktea  £'  in  Bezug  anf  denselben  Punkt  0, 
wenn  dem  Punkte  S  die  Masse  des  Systems  als  Coefficient  zu- 
ertheilt  wird. 

Die  Grösse  miXi,  nämlich  das  Product  der  Masse  eines  Punktes  und 
seines  Abstandes  von  einer  Ebene  (der  yz-£bene)  heiast  des  Moment  1. 
Grades  der  Masse  m,-  in  Bezug  anf  diese  Ebene,  £m,'Xj  nennen  wir 
das  Moment  1.  Grades  des  Systems  (Jtfj)  in  Bezug  auf  dieselbe 
Ebene.  Hiemit  kennen  wir  den  folgenden  Satz  hinzufügen,  da  die  Axe  ' 
der  X  eine  ganz  beliebige  war: 

Das  Moment  ersten  Grades  eines  Systems  vonMassenpunkten 
in  Bezug  auf  eine  beliebige  Ebene  des  Raumes  ist  gleich  dem 
Momente  ersten  Grades  des  Uassenmittelpunktes  in  Bezug  auf  die- 
selbe Ebene,  wenn  diesem  Punkt  die  Masse  des  Systems  als  Coeffi- 
cient zuertheilt  wird. 

Als  CoroUarien  fOgen  wir  hinzu: 

1.  Das  polare  Moment  1.  Grades  ist  fUr  alle  Punkte  0  einer  nm  den 
Massenmittelpunkt  S  beschriebenen  EugelflKcbe  constant  und  verschwindet 
nur  dann,  wenn  0  mit  S  zugammenfUlt.  Dae  Moment  1.  Grades  boEÜglich 
einer  Ebene  ist  fdr  die  BerOhnmgsebenen  einer  um  S  beschriebenen  Kugel- 
flilche  constant  nnd  verschwindet  hlos  ftlr  die  Ebenen  des  Punktes  S.  — 
FDr  ebene  Systeme  tritt  an  die  Stelle  der  Kugel  ein  Kreis  und  an  die  Stelle 
der  Ebene  eine  Gerade. 

2.  Der  Massenmittelpunkt  eines  ebenen  Punktsystems  Mit  in  die  Ebene 
desselben,  der  eines  geradlinigen  in  die  Gerade. 

3.  Haben  die  Massenpunkte  paarweise  gleiche  Massen  und  liegen  je 
zwei  solche  Punkt«  gleicher  Masse  symmetrisch  gegen  eine  Ebene,  ao  ent- 
halt diese  Symmetrieebene  den  Massenmittelpunkt;  gibt  es  zwei  solche  Sym- 
metrieebenen, 30  liegt  er  in  der  Schuittlinie  derselben;  sind  drei  solche  vor- 
banden, so  ist  er  ihr  gemeinsamer  Punkt. 

i.  Gleiches  gilt  von  Diametral  ebenen,  d.  h.  von  Ebenen,  welche  ein 
System  von  Parallelstrecken  balbiren,  welche  die  Punkte  gleicher  Masse  paar- 
weise verbinden. 

5.  Hat  das  System  eine  Symmetrieaxe  d.  h.  eine  Gerade,  welche  die 
Verbindungslinien  paarweise  gleicher  Massen  halbiii,  so  liegt  der  Massen- 
mittelpunkt in  ihr. 

6.  Hat  das  System  einen  Mittelpunkt,  d.  h.  sind  die  Massen  paarweis« 
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gleich  und  Bchneiden  sich  die  Verbind  uDgelimen  aller  solcher  Paare,  gleich  er 
Maesen  in  einem  Punkte,  so  ist  er  der  MasBenmittelpunkt, 

7.  Projicirt  man  ein  System  Yon  llassenpunkten  auf  eine  Gerade  oder 
eine  Ebene  (rechtwinklig  o'der  schief)  und  ertbeilt  man  der  ProjecÜon  jedes 
Punktes  die  Moase  des  Hauptpunktes,  so  ist  die  Projection  des  Musen- 
mittelpunktes der  Massenmittelpunkt  des  Projectionssystems. 

§.  4.  Der  Massenmittelpunkt  S  von  Hassen  gleichen  Zeichens  ist  ein 
Punkt  mittleren  Abstandes  in  Bezug  auf  jede  Ebene.  Denn  setzt  man  in 
dem  Momente  ZtUiXi  des  Systems  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Ebene  an 
die  Stelle  der  AbstBnde  x,  der  einzelnen  Punkte  des  Systems  das  Madmum  ß 
und  das  Minimum  a  dieser  AbstSnde,  so  vrird 

ttSmi  <  2miXi  <  (IZmi , 
daher  wird  die  GrSsse  |,  wenn  sie  continnirlich  von  a  hiB  ß  geht,  einen 
mittleren  Werth  x,  erreichen,  für  welchen  x,£mi=£mi3;i  wird.  Fflr  den  Fall, 
daas  die  Massen  m,*  alle  einander  gleich  sind,  wird,  wenn  n  ihre  Anzahl, 
x^  =  ~  £x,,  also  x,  das  arithmetische  Mittel  aller  AbstSnde.  Ebenso  kann 
man  8  als  einen  Punkt  mittleren  Abstandes  und  mittlerer  Abstandsrichtung 
in  Bezug  auf  jeden  Punkt  0  des  Baumes  ansehen. 

§.  5.    Zerlegt  man  das  System  der  Massenpunkte  in  mehrere  Partial- 
systeme,  fllr  welche  in  Bezug  auf  die  Coordinatenebenen 
Simx,£fmx,  S^mx, ...;  Simy,  S^mg,  £^tn^, ...;  S^me,  Z^me,  S^mz,  ... 
die  Momente  sind,  wKhrend  ümx ,  2!mif ,  £me  die  Momente  des  Gesammt- 
systems  bedeuten  sollen,  so  hat  man 

£mx  =  Z^^mx  -\-  S^mx  +  Z^mx  -\ =  ^^Z^m  +  |^2',Mi+  ls.2it«H 

^tny  =  Zimy  +  Zjtwy -f  Z^my  -\ =■tl^Z^m  +13^^^»»+  ti^Z^m-^-  — 

Zmg  =  Zimg  +  Z^mz  +  S^ms  H =  f,.E,m  +  i^Z^m  +  ti-^»i-\--- 

wenn  li,i}i,£it  lii^a>£il  £31  ))s>  £31  ■  ■  ■  ^^^  Coordinaten  der  Massenmittel- 
punkte der  Partialsysteme  sind.  Damit  werden  aber  die  Coordinaten  Xi,j/i,b, 
des  Gesammtmassenmittelpunktes  aus  den  Gleichungen  gefunden: 

y^Zm  =  tj,Z,n.  +  %iim+  ti^Z^m  -\ 

itZm  =  ti^im  +  ta^m  +  tt^B^  ~\ 

d.  h.  der  Massenmittelpunkt  des  Gesammtsystems  ist  der  Mittel- 
punkt der  Massen  der  Partialsysteme,  wenn  diese  Massen  den 
Partialmassenmittelpunkten  als  Coefficienten  zuertheilt  werden. 
Man  sieht  sofort,  dass  Auch  das  polare  Moment  des  Gesammt- 
systems fDr  jeden  Punkt  gleich  der  geometrischen  Summe  der 
polaren  Momente  der  Partialmassenmittelpunkte  ist,  wenn  diesen 
die  Massen  der  Partialsysteme  zugetheilt  weiden. 
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Bb  ist  gleichgültig,  anf  welche  Weise  man  das  Oesammtejstem  in  Par- 
tiaUysteme  zerleg!  Zerlegen  wir  daeselbe  z.  B.^in  zwei  Parüalaysteme  mit 
den  Massenmittelpimkten  8,  und  i^  und  den  MaBBen  fi,,  fi^,  so  mnaa  die 
Gerade  SiS^  für  alle  solche  Zerlegungen  dorch  den  Massenmittelpiukt  5  des 
Gesammtaystems  hindurchgehen.  Indem  man  die  polaren  Momente  ftlr  iS^,  ;^ 
nimmt  nnd  sie  jedesmal  dem  polaren  Momente  des  Gesammtsystems  gleich- 
setzt, erhUt  man  Sm.S^S—'  ft^.SiS,,  Sm.SS^  =  (i^  .SiSf,  mithin 

fit    ^  l^t    ^  £m 
Beschreibt  der  Uassemnittelpunkt  S^   des  einen  PartiaUjstems   eine  Gurre 
während  S^  fest  bleibt,  so  beschreibt  der  Massenmittelpunkt  des  Oesammt- 
Bjstems  eine  dieser  fthnliche  Cnrve. 

§.  6.  £s  seien  S  der  Massenmittelpunkt  der  Pankte  Jf , ,  Jlf, , . . ,  2f j ,  ... 
mit  den  Massen  mi,mg,  ...nv,...  und  ^, ,  ^ ,  . . .  ^i ,  . . .  die  Ent- 
fernungen SMi ,  SM^ ,  ■  •  •  SMi ,  , . .  desselben  von  den  System  punkten.  Es 
seien  femer  0  ein  beliebiger  Punkt  des  Raumes  im  Abstände  SO='JR  von  'S' 
and  r,,  r^,  . . .  r,-,  '. . .  seine  Abstände  03f^,  OJf^,  . . .  OMi,  . . .  ron  den- 
selben Punkten.    Die  Dreiecke  wie  SOMt  geben 

r,' =  7i*  +  p("  —  2  Jfpi  cos  (pi  fi)  , 

und  wenn  man  diese  Qleichnng  mit  m«  multiplicirt  und  nach  dem  Index  t 
durch  das  ganze  System  sununirt,  so  erhält  man 

£miri*  =  Zmi .  fl*  +  2miQ(*  —  2R£mi^i  cos  {p,-7()  , 
welche  Qleichong  sich  aber  anf 

im,*-,*  =  £mt .  S*  +  £mn}i' 
redadrt,  da  pj  cos  ((<£)  die  Projection  von  SMi  auf  SO  d.  h.  den  Abstand 
der  Masse  m,-  von  der  zn  SO  senkrechten  Ebene  des  Massenmittelpunktes 
bedeotet  und  also  £mi(fi  coa  (fiS)  aJs  Moment  des  Systems  in  Bezug  auf 
diese  Ebene  Terschwindet.  Das  Product  mir*  ans  der  Masse  eines  Punktes 
and  dem  Quadrate  seines  Abstandee  von  einem  Pole  0  nennt  man  das  polare 
quadratische  Moment  der  Masse  nij  in  Bezug  auf  den  Pol  0  und  die 
Summe  Smir*  der  quadratischen  Momente  aller  Massen  des  Systems  das 
polare  quadratische  Moment  des  Systeme  in  Bezug  auf  denselben  PoL 

Demnach  kann  man  den  Inhalt  der  vorstehenden  Gleichung  so  aus- 
Hprechffii: 

Das  polare  quadratische  Moment  eines  Massenpnnktsjstems 
in  Baiug  auf  irgend  einen  Punkt  0  des  Baumes  als  Pol  ist  die 
Samtae  ans  dem  polaren  t|nadratischen  Momente  desselben  in 
Bezug  auf  den  Mittelpunkt  S  und  dem  polaren  quadratischen  Mo- 
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mente  des  MasaenmittelpuiLktes  S  in  Bezug  auf  0,  wenn  dem 
Punkte  S  die  Masse  des  Systems  beigelegt  wird. 

Da  £tHifi*  unabhXngig  von  der  Lage  des  Punktes  0  ist,  so  varürt 
£m,ri'bIoBniit  £;  daher  ist  das  polare  quadratische  Moment  eines 
Systems  fUr  alle  Pole  einer  um  den  Massenmittelpunkt  S  des 
Systems  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Engelfl&ohe  von  dem- 
selben Werthe;  es  wird  ein  Minimum  fDr  den  Massenmittelpunkt 
selbst  als  Pol  und  wBoh^t  mit  der  Entfernung  des  Poles  von  S. 

Man  kann  einen  Mittelwertb  k  der  GrOssen  n  so  bestimmen,  daes 
£fni  .h*  ^  Smiri'  wird.  Wir  nennen  k  den  Radius  des  polaren  qua- 
dratischen Momentes  bezüglich  des  Punktes  0.  Ebenso  ist  dann  k^  der 
Itadius  des  polaren  quadratischen  Momentes  fQr  den  Massenmittelpunkt  S, 
wenn  £m,-.  %g' =  X»k^'.  Indem  man  diese  OrOssen  in  die  zuletzt  ent- 
wickelte Gleichung  einiUhrt,  nimmt  sie  die  Form  an 

DerBadiufi  k  des  polaren  quadratischeuMomentes  einesPnnkt- 
systems  fQr  irgend  einen  Punkt  0  ist  daher  die  Hypotenuse  eines 
rechtwinkligen  Dreiecke,  dessen  Katheten  der  Radius  \  des  po- 
laren quadratischen  Momentes  fOr  den  Massenmittelpunkt  S  und 
der  Abstand  S  des  Punktes  0  von  8  sind,  k^  ist  der  Minimalwerth 
von  *. 

Sind  k',  B'  die  einem  zweiten  Pnukte  0'  entsprechenden  Grössen,  so 
erhftlt  man  ebenso  ft'*  =  Ä'*  +  k^*,  also 

k^  —  if*  =  n' —  sr* . 

Hieraus  folgt  leicht,  daes  der  Massenmittelpunkt  in  der  Ebene  des  Kreises 
liegt,  in  welchem  sich  zwei  um  0,  0'  mit  k,  U  als  Radien  beschriebece 
Kugeln  schneiden,  d.  h.  er  liegt  in  der  Potenzebene  der  beiden  Kugeln. 

Dies  führt  zu  dem  Satze: 

Beschreibt  man  um  vier  Punkte  0,  Of,  0",  0"  mit  den  Radien 
k,  k' ,  k",  k'"  der  polaren  quadratischen  Momente  eines  Massen- 
Punktsystems  in  Bezug  auf  diese  Punkte  vier  KugelflUchen,  so 
ist  der  Massenmittelpunkt  des  Systems  der  Punkt  gleicher  Po- 
tenzen in  Bezug  auf  dieselben.  Denkt  man  sich  um  alle  Punkte  des 
Baumes  solche  Kugeln  beschrieben,  jede  mit  dem,  dem  Punkte  entsprechenden 
Radius  A^,  so  haben  je  vier  solcher  Kugeln  dasselbe  Potenzcentriim. 

Man  kann  das  polare  quadratische  Moment  fUr  den  Massenmittel- 
punkt S  so  darstellen,  dass  in  dem  Aasdrucke  desselben  die  Quadrate  der 
Abstfindeder  Systempunkte  von  einander  statt  der  Abstände  der  System- 
punkte von  5  vorkommen.  Aus  dem  Dreiecke  iSilffdfjt,  welches  iS  mit  irgend 
zwei  Systempunkten  Hi,  Mt  bildet,  folgt  uSmlich 
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ft*  +  ?**  —  3f,p»  cos  (ftQjt)  -=  ci , 

wenn  cn  =•  M^M^  ist.  Moltipliciren  wir  dieae  Qleichimg  mit  dem  Producte 
m,-tni  der  Massen  der  Punkte  Mi,  Mj,  und  sanuniren  sie  znnKchst  nach  t  dnrch 
das  Syst«m,  so  ergibt  sich 

Hierin  iat  ^^fN,-^,-  cos  (^j^t)  »<  0 ,  weil  diese  GrOsse  daa  Moment  1.  Orades 
des  Systems  in  Bezng  auf  die  zu  fk  senkrechte  Ebene  des  Punktes  S  be- 
deutet.   Es  bleibt  also  die  Oleichnng 

welche  wir  nach  k  durch  das  System  hindurch  aummiren  wolleii.  Dies 
liefert  links 

ZmiSwi^  +  ZmiEmm^    oder     IXmiZmifi? 
und  zeohta 

ZSmimitC^, 

in  welcher  -Doppelsumme  jedes  Qlied  m^micä  doppelt  vorkommt.  Dividiren 
wir  also  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  2  und  schreibeu  für  die  Summe  rechts 
£mimt<^,  welche  Summe  so  zu  verstehen  ist,  dass  nur  je  zwei  rerBohiedene 
m,-  und  fflt  mit  cJL  zusammentreten  und  jede  solche  Verbindung  nur  einmal 
zu  nehmen  ist,  so  bleibt 

durch  welche  Formel  das    polare   quadratische  Moment  Zmif*  in   der  ge- 
wfliuchtea  Weise  du;gestellt  werden  kann. 
Man  erhalt  hieraus 

Die  Badien  k  der  ;orBtehenden  Betrachtung  kttnnen  reell  oder  jmaginAr  sein, 
je  nachdem  SmiQ*  und  £mi  gleiche  oder  entgegengesetzte  Zeichen  haben, 
§.  7.  Die  Systeme  bestehen  ans  getrennten  Massenponkten  oder  ihre 
Punkte  bilden  ein  Coatiuum.  Ein  continuirliches  System  heisst  homogen, 
wenn  alle  seine  Ponkte  gleiche  Masse  besitzen,  heterogen  im  anderen  Falle. 
Je  nachdem  das  System  eine,  zwei  oder  drei  Dimensionen  besitzt,  ist  jeder 
Uassenpunkt  als  ein  mit  Masse  behaftetes  Linien-,  Flficben-  oder  Volumen- 
element  auütafasBen.  Bei  homogenen  continuirlichen  Systemen  versteht  man 
unter  specifischer  Masse  die  Summe  aller  Massen  der  Raumeinheit  (Linien*, 
Flächen-  od«  Volumeneinheit),  Das  Wort  „spedfisch"  braucht  man  dabei 
in  dem  Sinne,  dass  es  daa  bezeichnet,  was  der  Raumeinheit  je  Dach  der 
Speciea  des  Systems  zukommt  Ist  daher  M  die  Maaae  dea  Baumes  V  vom 
System,  so  ist  die  specifische  Masse  des  Systeme 


DigiLizedbyCoOJ^Ic 


I.Th.,  Cap.  VL,  1,7. 


und  also  anch  3f  =  p  F  ond  F  =  — 

e 

Besteht  das  System  aus  eiueni  Aggregate  homogener  Masgeii  M\  M", 
M!" , ,  .  .  welche  die  Eftume  Y\  F",  F"',  . . .  einnehmen  und  die  specifiachen 
Masaen  p',  (f^  ^'"  . , .  besitzen,  so  versteht  mctn  unter  der  mittleren  speci- 
fischen  Masse  des  Systems  die  specifische  Masse,  welche  die  Gesanuntmasse 
nach  Ausgleichung  der  Massenvertheüung  erhält,  ohne  dass  eine  Aendernng 
des  Gesammtvolumens  eintritt  Ist  p  die  mittlere  specifische  Masse,  so  muss 
demzufolge 

(f{7'-\-  7"+  V"  -)  =  Üf'  +  Jf  +  JK'"  +  ■■■  =  e'F'  +  ?"F"+p"'F'"— 
sein,  woraas  q  folgt 

Bei  einem  betrogenen  continuirlichen  System  kann  von  apecifiacher  Masse 
<f  nicht  im  Allgemeinen,  sondern  nur  von  specifischer  Masse  in  jedem  ein- 
zelnen Funkte  M  die  Rede  sein.  Man  versteht  darunter  die  Ma^se,  welche 
der  Raumeinheit  zukommen  vrtlrde,  wenn  alle  ihre  Punkte  Masse  von  der 
Beschaffenheit  der  Hasse  des  traglicben  Punktes  hKtten.  Dm  dieselbe  zn 
bestimmen,  sei  Jv  ein  Raumelemeat  des  Systems,  welches  jenen  Punkt  Jlf 
enthalt  und  Jm   die  Summe    aller   Massen    desselben;    nach   Auggldchnng 

dieser  Massen  würde  — r—  die  mittlere  specifische  Masse  sein,  d.  h.  die  Masse, 

welche ,  die  Raomeinbeit  besitzen  wttrde,  wenn  sie  Masse  von  der  &nsge- 
glichenen  Beschaffenheit  enthielte.  LSsstman  nun  Je  ohne  Ende  abnehmen, 
wodurch  Jm  sich  mehr  und  mehr  der  Masse  des  Punktes  TU  nShert,  so 
nähert  sich  der  Qnoljent  beider  der  Masse  der  Raumeinbeit  von  der  Beschaffen- 
heit der  Masse  dieses  Punktes  oder  der  specifischen  Masse  q  in  diesem  Funkte, 
Nach  Vollendung  des  GreuzeuUberganges  erhält  man  also  fOr  die  specifische 

Masse  in  3f  die  Pormel  o  =  ——•    Sie  wird  also  durch  den  Quotienten  des 
av 

Mosseuelementes  durch  das  Baumelement  dargestellt.  Dem  Obigen  äfinlich 
bat  man  dm  =  $dv,  dv  =  dm  :  p.  Diese  erweiterte  Definition  der  speci- 
fischen Masse  des  heterogenen  Systems  enthält  die  fOr  das  homogene  System 
gegebene  in  sich;  die  Vergleichung  der  Formeln  für  beide  zeigt,  dass  man 
berechtigt  ist,  jedes  betrogene  System  in  seinen  Elementen  als  homogen 
anzusehen. 

dm 
"di 

steilem  die  Dichtigkeit  genannt,  ?..  B.  von  Gauss.  In  technischen  Schriften 
ist  die  Bezeichnungsweise  „specifische  Masse"  üblich  geworden  und  braucht 
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man  den  Amdmek  „Dichtigkeit  d"  für  das  VerhSltnise  der  Bpeoifischeii Uasse  p 
zar  specifisdieu  Masse  p^  irgend  eines,  Übrigens  beliebig  wählbaren  homogenen 
Systems,  so  dass  S  =  i/:ff^  and  ^='9^0  ^^^-  ^  ^^n  Anwendungen  be- 
trachtet man  Wasser  als  ein  homogenes  contänuirliches  System  nnd  nimmt 
fttr  fa  die  specifische  Masse  des  Wassers. 

§.  6.  Fttr  homogene  Systeme  erlangt  der  Mittelpunkt  der  Massen  eine 
rein  geometrische  Bedentang;  in  diesem  Falle  wird  die  Masse  dem  Raum- 
inhalte proportional  und  Terschwindet  als  solche  aus  der  TJntersucbang. 

Archimedes  hat  bereits  Massenmittelpunkte  homogener  Systeme  be- 
stimmt (Archimedes  de  aeqaipoaderBntibas).  Er  gründete  seine  Unter- 
suchungen auf  den  Satz:  Aehnliohe  homogene  Systeme  haben  ähnlich 
liegende  Uassenmittelpnnkte.  Wird  n&nlich  fUr  irgend  eine  homogene 
Figur  der  Mittelpunkt  der  Masse  durch  eine  Linieuconstmction  gefunden,  so 
erfordert  die  Aoffindung  desselben  &\r  eine  ähnliche  Figor  blos  eine  Ver- 
grQssemng  oder  Verklcöneraiig  nach  dem  AehnlichkeitsrerhSltnissB  beider  und 
fUhrt  damit  za  desselben  relativen  Lage  jenes  Punktes  in  der  zweiten  Figur, 
wie  in  der  ersten.  Liegen  beide  Ähnliche  Figuren  parallel  und  sind  AB,  A'B" 
EWU  homologe  Strecken  derselben,  sowie  a,  b;  a,  b'  die  AbstK&de  ihrer  End- 
punkte von  irgend  einer  beliebigen  Ebene  (oder  anch  für  ebene  in  derselben 
Ebene  liegmde  Fignren  ihre  Abstände  von  einer  Geraden  dieser  Ebene),  so 
liefert  die  Aebnlichkeit  der  Figuren  (a  —  b):(a'  —  b')  =  AB  :  A'B' . 

Im  folgenden  Capitel  geben  wir  Methoden  zur  Bestimmung  der  Masse 
und  des  Massenmittelpunktes  verschiedener  Systeme,  nSmlich  1.  von  Systemen 
disereter  Massenponkte,  2.  von  Linien  und  Verbindongen  von  Linien,  3.  von 
FlBohm  nnd  4.  von  kCrperliehen  Gebilden. 


Vn.  CapiteL 

Hethoden  und  Beispiele  mr  BeBttanmimg  von  Masten  und 
Ifsssenmlttelptmkten. 

§.  1.    Uaesenmittelpankt  von  Systemen  disereter  Paukte. 

1.  Der  Hittelpunkt  ä*  iweier  Massen  m,m',  welche  den  Punkten 
M,  M'  angehören,  liegt  in  der  VeibindnngHlinie  MM'  der  beiden 
Punkte  nnd  theilt  den  Abstand  MM'  im  umgekehrten  Terhältniss  der 
Massen.  Sind  die  Massen  von  gleichem  Zeichen,  so  liegt  S  ewiscben  M,  Jlf,  sind 
sie  von  versohiedenem  Zeichen,  so  liegt  er  ansierbalb  MM'  anf  der  Seite  der 
giOweren  Masse.    Nach  Cap,  TI,  §.  &  ist: 

(ni  +  m')JtfS  — m'  .  MM',    (m  +  m")  .  3f'S  —  m  .  JK'Jtf , 

M3       SM' 
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Sind  tn,  m'  gleich  nad  gleichsD  Zeioheiu,  so  liegt  S  in  der  Hitte  von  MM';  nnd 
sie  eatgegengesetet  gleich,  bo  wird  MS  ^  co .  Ueberhaupt  ist  MS  -~  oo  in  allen 
Fällen,  in  welchen  m  -|-  m'  =  0  wird. 

2.    Uassenmittelpunkt  iS'  dreier  Hai 
Ä,B,C  einea   Drei 
MaAfleomittelpnnkt  Ä'  ■ 
c,  a  aof  CA,  der  (7  »on 
SA'  -.ÄC  —  c: 


laen  a,  b,  c,  welche  den  Eckei 
iecks   angehören  (Fig.  91).    De 
b,  e  Uegt  anf  SC,  der  S  toi 
,  b  aof  AB,  so  das« 
,    CS'  -.STA^aic, 
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AC  :  CS  =  ft:o. 
^  Die  Geraden  AA',  SS,  CG'  enthalten  jede  den  Punkt  S. 
Es  ist  SA'  .  CS' .  AC  =  SA  .  CS  .  A'C. 
Sind  a,  b,  c  von  gleichem  Zeichen  und  alle  einander  gleich,  so  sind  A',  S,  C 
die  Seitenmitten  des  Dreiecks.  £  ist  der  Schnit^onkt  der  Medianen  ^.J',  SS,  CC . 
Sind  a,  h,  c  den  Seiten  SC,  CA,  AB  proportional,  d.  h.  ist 

o:  &:  c  —  SC:  CA  :  AB, 
so   ist  BÄ'  :  A'C^  AS  :  AC,  mithin  halbirt  AA'  den  Winkel  A,  et«.     Der 
Hassenmittelpuokt  S  ist  dann  der  Mittelpnnkt  des  dem  Dreieck  eingeichriebeDeD 
Ereisea.    Die  Bedeatnng  der  drei  andern  BerQhnmgskreise  des  Dreiecks  ergibt  sich 
hienacb  leicht. 

8.  Massenmittelpunkt  1?  von  vier  Massen  a,b,c,d  gleichen  Zei- 
chens, welche  in  den  Ecken  eines  Tetraeders 
ASCD  enthalten  sind  (Fig.  SS).  Sind  E,  F,  G,B, 
J,  K  die  IGttelpnDkte  der  Massen  a,  b;  a,  c;  a,  d\  b,  c; 
b,  d;  c,  d,  so  schneiden  sich  die  Verbindongslinien  EK , 
FJ,  GS  in  S.  FOr  gleiche  Massen  sind  diese  drei  Ge- 
raden die  VerbindnngBlimen  der  Mitten  der  drei  Paar  Gegen- 
seiten. 

Bind  die  Massen  den  gegenOberliegenden  Seitenflächen 
^'*'  "■  des  Tetraeders  proportional,  d.  h.  ist 

a  :  SCD  —  6  :  CDA  =-  e  rDAS  =  d  ;  ABC 
so  ist  der  Masgenmittelpnnkt  der, Mittelpunkt  der  eingeschriebenen  Engel.  Denn 
der  Pnnkt  E  der  Kante  AB  ist  Massenmittelpnnkt  von  a  nnd  b  nnd  daher 
ist  AE  :  ES  —  CDA  :  BCD.  Die  Ebene  CDE,  y/el&to  E  mit  der  Gegenkante 
CD  TOrbindet,  habe  ron  A  nnd  B  die  Abstände  u,  ß  nnd  die  Kante  CD  von  den- 
selben Punkten  die  Abstände  «',  ^.    Dann  ist 

a:ßiAE:EB     und     a   :  ß'  =  CDA  :  BCDi 

«  :  P  =-  o'  !  IJ*  oder  a -.  a  '^  ß  :  f . 
Es  sind  aber  u  t  a  und  ß  :  ^  die  Sinnsse  der  Fl&chenwinkel,  welche  die  Ebene  CDE 
mit  den  durch  die  Kante  CD  gehenden  SeitonflB,chen  CDA  nnd  BCD  bildet;  da- 
her sind  diese  Winkel  gleich  oder  es  halbirt  CD  E  den  Winkel  der  durch  CD  gehen- 
den SeitenffiLchen.  Diese  Ebene  enthält  aber  die  Funkte  E,  E,  also  auch  den 
Mittelpnnkt  aller  vier  Massen  ete.  Bedentnng  der  vier  flbrigen  Berfihmngskngeln. 

g.  8.    Massenmittelpunkt  TOnljinien. 

1.  Far  die  homogene  Strecke  AB  (Fig.  38)  ist  ihr  Mittelpunkt  der 
Massenmittelpunkt.  VerUngert  man  i^mlich  AS  um  SC  •— AB  und  sind 
F,  Q,  S  die  Massenmittelpankto  tdu  AS,  SC,  AC,  sowie  p,  q,  r  deren  Abstände 
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von  eiuer  beliebigen  Ebene  and  a,  h  die  der  Endpunkte  J,  'S  tod  derselben  Ebene, 

Bo  iit  wegen   der  ÄehDlichkeit  der  drei  Strecken  j>  —  0  =  4  —  ^»-^(r  —  o). 

D»  aber  das  Moment  von  AC  gleich  der  Summe  der  Momente  von  AB  und  BG 

sein  mnas,  ao  folgt  2r  =  j)  -|-  9  ■   Eliminirt  man  $,  r,  so  wird 

p    y  =  i  (a  +  6).  w.  <-  b.  w. 

2.  Der  Masgenmittelpankt  des  homogenen  Drei- 
ecksumfanges  ist  der  Mittelpunkt  des  Kreises, 
weichet  dem  Dreieck  der  drei  Seitenmitten  einge- 
schrieben werden  kann.  Denn  die  Haaaenmittelpunkte 
der  Seiten  AB,  BC,  CA  (Fig.  81)  sind  deren  Mitton  C\ 
A',  B'  und  der  gebuchte  MaBtenmittelpunkt  ist  der  Hassen- 
mittetpnnkt  von  C,  A\  B',  wenn  diesen  Punkten  die  Massen 
""'  '"■  der  Seiten  AB,  BC,  CA  znerUieilt  werden.    Nun  ist 

AB  =  2.  A'B\    BG  —  Z.B'C,    CA  —  2.CA' . 
Daher  ist  der  M&saenmittetpnnkt  von  ABC  der  Massenmittelpunkt  der  drei  Ecken 
des  Dreiecks  A'B'C ,   deren  Maasen  den  ihnen  gegeniUwtliegenden  Seiten  B'(T, 
CA,  A'S  proportional  sind.    Nach  §.  1,  Nr.  2  ist  er  der  Mittelpunkt  des  dem 
Dreiecke  ÄSC  «ingeschriebenen  Kreises. 

8.  Der  homogene  Kreisbogen  (Fig.S4}.  In  Bezog  auf  den  Kodias,  welcher 
nach  der  Mitte  des  Bogens  geht,  ist  die  Momeotensamme  aller 
Massenelemente  Null,  daher  liegt  der  Massenmittelpunkt  auf  ihm ; 
es  genügt  also,  die  Momentensumme  in  Bemg  anf  die  der  Sehne 
des  Bogena  parallele,  zur  Ebene  der  Fignr  senkrechte  Ebene  sn 
finden.  Hiezu  suchen  wir  die  Momentensumme  eines  dem  Bogen 
eingetchrwbenen  Polygone  gleicher  Seiten.  Wird  die  Masse  einer 
Seite  MM'  in  deren  Mitte  f,  vereinigt  und  ist  g  der  Abstand 
dieser  Mitte  von  jener  Ebene,  so  ist  S{]lf.M' .  m)  die  Momenten- 
summe der  Seiten.  Um  das  Prodnot  MM' .  fig  in  ein  Holohes  m 
verwandeln,  welches  statt  des  verfUiderliohen  Factors  iiq  einen 
constanton  Factor  hat,  gibt  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  MM'N 
und  (»Cg  die  Proportion  MM'  i  MN  =  Cy. :  ^2  und  hiemit 

Ei^MM' .  p9)  =  E{MN .  C(*)  —  Cfi .  S[,M}f) 

d.  h.  gleich  Cfi,  mnltiplioirt  mit  der  Sehne  des  Bogens.     LiAst 

man  das  Poljgon  in  den  Kreisbogen  flbergehea ,  so  wird  C^  som 

den  Abstand  des  Massenmittelpunktes  S  des  Bogens,  s  die 

c  die  Sehne  und  r  den  Badius  beiseichnen:  »  .  x,  c—  c  .  r  d.  h.   das 

X,  des  Bogens  ist  gleich  dem  Rechtecke  c  .  r  ans  der  Sehne 


Für  den  Halbkreis  ist  1 


-  xr ,  also  1 


4.    Massenmittelpunkt  ebener  Curven  (Fig.  85). 
Ist  (  die  speciflsche  Masse  im  Punkte  M,  so  ist 

p  .  MM'  -^  ifdg 
die  Masse  des  Bogenelementes' und  sind  fxds,  ggds  die 
Momente  der  Masse  desselben  in  Bezug  aof  die  Coordinaten- 
4f  jrp«  j£  Bien  der  y,  X.    Diese  drei  Grössen  sind  daher  die  Aender- 

Flg.  SS.  nngen   der   Masse    und  der  Momente  des    Bogens    AM, 

wenn  derselbe  um  MM'  =  da  znnimmt.    Die  Summen  aller  dieser  Aenderungen 
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oder  die  Integrale  derBelben,  aasgedelmt  Qber  den  ganzen  Bogen  AB  eind  daher 
dessen  Masee  und  Momente  in  Bezog  anf  die  CooidinatenazeD.  Daher  hat  man 
wenn  m,Xi,j/i  die  Hasse  nnd  die  Cooidinaten  dea  Massenmittelpnnktea  dea  ganzen 
Bogena  AB  sind: 

m^Jqds,     tnx,=Jqxd8,      my^^j^ydi 
ausgedehnt  Qhet  diesen  ganzen  Bogens.    Ist  p  constaot,  so  wird 
m«=ps,    sx^  =•  J  xdg,     sy,  =m  Jydg . 
Als  Qrundvariabele,  durch  welche  alle  hier  vorkommenden  GrOseen  aoszudrücken 
sind,  kann  man  den  Bogen  AJf^«  oder  eine  derCoordinateax,  y  seines  Endpnnktea 
M  oder  irgend  eine  andere  Variabele  t  wählen.    Im  lateten  Falle  sind  x  ^r  ^i{l), 
y  =.  ^(i)  die  Gleichungen  der  dureundistils  —  (a;''  +  y'*)^dt,  wenn  x'  =  y'CO, 

&.    Uaisenmittelpunkt  des  homogenen  elliptischen  Bogena  BM 
(Fig.  n6).    Beschreiben  wir  um  die  Ellipse 

n  Hittelpunkt  C  ans  mit  der  grossen  Halbaze  a  einen  Kreis 
und  suehen  nach  dem  Schnittpunkte  .?r  der  Ordinate  PJf  eines 
Punktes  M  nach  diesem  den  Radios  CN,  so  wird  der  Winkel 
NCA ,  den  er  mit  der  grossen  Axe  bildet,  die  excentrisohe 
^  Anomalie  des  Punktes  Jtf  genannt  (der  Ausdruck  rflhrt  ans 

der  Astronomie  her,  wo  der  Brennpunkt  der  elliptischen  Planetenbahnen  das  Cen- 
tmm  der  Anziehungen  ist  und  deshalb  ein  Winkel,  deaeen  Scheitel  nicht  in  diesem 
Punkte  liegt,  ein  ezcentrischer  Winkel  oder  eine  ezcenteische  Anomalie  heiset). 
Das  Complement  B  CN  ■—  9>  lAhlen  wir  als  Grundvariabeln.  Dann  werden  die 
Coordinateu  Ton  M  sein:  X'^aw<p,t/=^b  cos  ip  nnd  erhält  man  fQr  die  lAnge 
e  und  die  Massenmittelpnnktacoordinaten  dea  Bogens  BM,  welcher  im  Scheitel  B 
der  kleineQ  Aze  beginnt,  leicht  die  Formeln 


yi  —  k*  sin'fi  .  dtp  , 


...f. 

^  =  o'    /  sin  9  yi  —  *•  sinV  -  dtp,   sy,  =-  a'    /  coi 


wo  i  ~  —  Ya'  —  &»  die  numerische  EzcentricitU  bedeutet   Nach  Legendre  wird 

das  vorstehende  Integral,  welches  mit  a  multiplicirt  s  liefert,  elliptisches  Integral 

zweiter  Gattung  genannt  und  mit  E{<p,  k)  bezeichnet;  k  heisst  der  Uodnlns  dessel- 
ben und  ist  kleiner  als  1 ;  die  obere  Grenze  <p  des  Integrals  ist  die  Amplitude  desselben. 
Die  Anwendung  der  partiellen  Integration  gibt  einerseits 

f      s 
n  ,pd<p  yi-A'sinV- 1  -  cos  y  Vi  -  Ä«  ainV  -  k*  J ^^^^ 


./. 


und  indem  man  in  J  unter  dem  lutegralxeichen  mit  der  WarzeIgWtsse  multiplicirt 
nnd  dividirt  erhUt  man  andererseits 
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j  _    r     Bin  ipdqi /*    am'ipd<p 

J  y\  —  t'gm'qB  ^  Vi  —  A'bidV 

Dahec  wird 

S J  -  1  -  cos g.  l/l  —  *•  Bin'?.  +  (1  -  Ä")    f--'-^-^ —  . 
.  ^  yi—fc' sin'?. 

Weiter  hftt  man 

yain  ydy    •  1  /  Bin  qi({q> 


V'+(.T4^-'y 


'.       Vi  —  k'BÜl'^  +  fcCMq) 


1  —  t*  - 1  +  ft^ 


S/«  1  —  cos  »Vi  —  t'iin'o.  +  -    ,        .      

*  Vl-k*  sin'g.  +  i  c 

jr  endlich: 

:.  =  ia»  Fl  —  MB  g)  yi  —  t*  sin V  +  ^—   I  - 
L  *  V 


yi  ~  t»  ain'v  +  k  cos  qjj 
In  UmUcher  Weise  findet  man: 

sy,  —  ^ab     Bin  ip  Vi  —  Jt'  ain'y  +  -j-  Are  sin  (t  sin  91)    ■ 

FOr  den  elliptischen  Qoadnuiten  üt  qi  —  -- ,  mitbin 

8  -  «ECi«,i),    «*,  -  ia*  [1  +  ^^'  l  |/^+-*J  , 
sy,  -  lofc  [yn^^  +  i-  Are  ein  tj  ! 
fQr  die  halbe  Ellipee,  deien  Sehne  die  grosse  Axe  ist,  wird 

«-aaE(4«,*),    ic-O,    y,  _  ^^_  Tyr^rp  +  i- Are  Bin  tl - 
Fftr  die  halbe  EUipse,  deren  Sehne  die  kleine  Axe  ist,  wird 

.  - ,.«».,  *,,  ^  -  j5^  [. + L^- !  y^ ,,.-.. 

6.  Fdr  die  Cyoloide,  deren  Oleichnngen  fflr  eine  Spitse  all  Ureprung  und 
die  Basis  aLs  o^Aie  x  »  0(0  —  sin  m),  y  ^  a(l  —  cos  n)  sind,  hat  man,  wenn  der 
W&UnngBwiDkel  oi  als  Qrundvariabele'aagenommen  wird: 
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S  —  So   /  Bin  ^aidat  =•  Sa ,    x,  =7ta,     ey,  =  4o'   /  si; 

also  y,  =-  i  o. 

T.  Masaenmittielpunkt  von  Carven  doppelter  Kifimmung.  Nach 
deiuelben  Schlilasen  wie  in  i.  biA  man  für  da»  HafiBenelemeot  and  die  Differen- 
tialien  der  UomeDte  des  Bogens  in  Bezug  auf  drei  rechtwinklige  Coordinaten- 
axen  dei  x,  y,  i: 

dm  c^  fds,    xdm  =•  fxda,    ydm  =  f>yds,    xdm  =-\tds 
und  mitbin  für  die  Masse  un<l  die  Homente  eines  Bogens  selbet,  wenn  x, ,  y, ,  «, 
die  Coordinaten  des  Haaaeamittelpouktes  bedenlen: 

iH'=jfdg,      mx,'^Jfxds,      my, —Jfyd«,      me,=Jf»da. 

Ist  die  Cucve  hom<^n,  also  f  oonstant,  so  wird 

H.  =  e.8,     ix,=Jxdg,     8y,=Jyds,      gz,=Jid8. 

Die  Integrale  sind  über  den  ganzen  Bogen  lu  entrecken,  deesen  Hasse  und 
Massenmittelpunkt  gesucht  wird. 

6.  Der  Bogen  einer  ebenen  Cur?e  erzeugt  durch  Rotation  um  eine  Aie 
seiner  Ebene  eine  RotaüonsflElche  A  -'S»  /  yd»,  wenn  y  die  Ordinate  der 
Curve  fOr  die  Botationsaie  ale  Absoissenaxe  und  ds  das  Bogenelement  ist;  das 
Integral  aber  über  die  ganie  Bogenlänge  eratieokt  wird.  Hnn  ist  für  die  Ordi- 
nate y,  des  Massenmtttelpunktee  s  .  y,  >^  Jv^^  ^'"^  folglich,  wenn  man  ans  bei- 
den Gleichungen  das  Integral  eliminirt:  Si  ^  ^ny,s  d.  h.,  da  2«y,  der  umfang 
des  Kreises  ist,  den  .der  Massenmittelpunkt  des  Curvenbogens  .bei  der  ErzengoDg 
der  Fläche  beschreibt: 

Die  Oberfläche  eines  Rotationskörpers  wird  erhalten,  wenn  man 
die  L&nge  des  Heridianbogens  mit  der  L&nge  des  Weges  maltipli- 
cirt,  welchen  der  Massenmittelpunkt  desseben  bei  detErEengnngdes 
Rotationskörpers  beechreibt. 

Man  kann  den  Säte  zuidchst  auch  fUr  ein  rotirendes  Polygon,  erweisen  und 
dann  das  Polygon  in  die  Oor?e  Obergehen  lassen.  Denn  ist  MM'  eine  Seite,  fi  ihre 
Mitte  und  fiji  deren  Abstand  von  der  Aze,  y,  der  Abstand  des  Hasseiunittelpnnk- 
tea  des  Um&ngs  von  ihr,  so  ist 

y,  Si^MM"}  =  Z{^M')  .  pp. 

Jede  Seite  MM'  erzeugt  aber  die  OberSäche  Sx  .  MM'  .  fip  eine«  ab- 
geatnmpften  Kegels,  das  Polygon  selbst  also  die  Oberfläche 

a  =  2x2(MM') .  (ifi  =  2«y,  .  S{MM'), 
welcher  Ausdruck  in  der  Grenze  den  obigen  Satx  liefert. 

FOr   einen  Aasschnitt  S£  der  Fläche  A,  entsprechend  dem  von  den  beiden 

Grenzmeridianebenen  gebildeten  Winkel  ft,  besteht  die  Proportitm  iZ' :  {^  —  2  :  2x 

und  ergibt,  da  A  =  Sny,  8  ist:  A'  -■  #yi  .  s.    Es  ist  aber  auch  hier  fry,  ixa  Weg 

des  Massenmittelpunktes  des  erzeugenden  Bogens  und  besteht  abo  der  vorstehende 

.  Satz  auch  in  der  altgemeineren  Fassung  fort. 

Dieser  Satz,  sowie  ein  ihm  analoger,  den  wir  bei  der  Bestimmung  des  Maa- 
eenmittelpuoktes  ebener  Flächenränme  anfahren  werden,  rahrt  von  Pappns  her 
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(Collectioiies  mathematicu,  lib.  VII.),  wird  aber  gewöhnlich  Qnldin  (geb.  1G77, 
t  1663)  mgeachrieben,  welcher  ihn  ia  seinen  Werken  ,^e  centro  gravitatia"  1636 
und  „Ceotrobarjca"  1648  reprodncirte. 

Der  Satz  iit  einer  Erveiterang  iUhig.  Wenn  n&mlich  die  Ebene  der  roUren- 
den  Carre  nicht  fortwährend  um  dieselbe  Axe,  eondem  mn  eine  Folge  verachie- 
dener  Aien  ihrer  Kbene  rotirt,  welche  continDirlich  anf  einander  folgen  oder  end- 
liche Winkel  mit  einander  bilden,  bo  beiteht  der  Sati  fori  Bei  continnirlicher 
Azenfolge  nmhflllt  die  Ebene  eine  abwickelbare  Fläche ,  die  sie  während  der  Be- 
wegnng  berührt  Die  Cnrve  etzongt  eine  Canalfl&che.  Es  iit  jedoch  im  Falle, 
doas  die  Carve  die  Aien  schneidet,  einige  Vorncht  bei  der  Beetimmong  det  er- 
zeugten Fl&cheninhaltes  nOthig.  -^  Welche  Loge  man  dem  rotirenden  Bogen  anch 
geben  mag,  bei  nuverftndertem  Abstand  aeinea  Ma«Mnmitt«lpimktea  von  der  Aie 
bleibt  der  ersengte  FlächenraDm  TOn  denelben  QrOige. 

9.  Einige  Aufgaben  Aber  die  Begtimmnng  des  Maiaentnittelpnnkte«  homo- 
gener Conen: 

a}  Bogen  der  Sinnsotde  y  ^  a  sin  —  von  x  ^  0  bie  x  ^  xa;  b)  Vieitelnm- 
faug  der  Lemniicate  r'  ^  Sa  coi  Sfr,  Tom  Doppelpunkt  bia  cnm  Scheitel; 
c)  Hälfte  des  Um&nges  des  OvaU  r  —  2a  cos'  »\  d}  Schnittlinie  dea  Elipsoide 

— 5  +  11  +  -i"  ~  1  "Bit  der  concentriichen  Engel  x*  -\-  y*  -\- 1*  ~  r*;  e)  KrOm- 
mnngBlinien  dn  EUipsoida. 

§.  3.    Maseenmittelpnnkt  TOn  Fl&chenränmen. 

1.    Das  homogene  Parallelogramm.    (Fig.  87).    Man  er^nze  dasParal- 
lelogramm  AB  CD  dnrch  VerläDgening  der  Seiten  so  dem  Farallelogramm  AG 
j-        w         a    ^'^^^  vierfachen  Inhalt,  beitehend  aus  vier  gleichen  Paral- 
/       V       ~7       lelogrammen.    Sind  P,  Q,  JS,  S,  T  die  Hauenmittelpunkto 
^^~::^p — yT        der  Farallelogcomme  AC,  BF,  CG,  DM  und  AG   und 
_ijf — g  Pi  Si  *■»  «.  *  ili^e  Abstände  von  irgend  einer  Ebene   oder 

ancb  einer  Axe  in  der  Ebene  der  Figur,  so  hat  man,  da 
die  Somme  der  Momente  der  vier  ersten  gleich  dem  Mo- 
mente des  letsten  ist,  p-\-q-\-r-\-s  —  it  tmd  TermOge  der  Aebnlichkeit 
aller  ßlnf  Figuren,  wenn  a,  b,  c,  d  die  Abstände  der  Ecken  A,  B,  C,  D  von 
jener  Ebene  sind  ip^o^g  —  h  '^  f  —  c  —  s  —  d  =  ^((  —  o).  Eliminirt  man 
hiermit  ans  der  Gleichung  der  Momente  q,  r,  s,  t,  so  bleibt 

d.  L  der  Abstand  des  Hassenmittelpnnktes  der  Fl&che  eines  homo- 
genen Parallelogramms  von  irgend  einer  Ebene  oder  einer  Oeradeo 
seiner  Ebene  ist  das  arithmetische  Mittel  aus  den  vier  Abat&nden 
seiner  Ecken  von  jener  Ebene  oder  Geraden.  LfiMt  man  die  Qerade  mit 
der  Diagonalen  AC  EUiammenfaUen ,  so  wird  a~*c='0,  6<—  —  d,  also  p  =>  0; 
dasselbe  findet  statt,  wenn  sie  mit  der  andern  Diagonale  EUsammeofälH.  Der 
Maasenmittelponkt  ist  daher  der  Durchschnitt  der  Diagonalen.  Es  ist  derselbe, 
wie  fOr  vier  gleiche  Massen,  in  den  Ecken  befindlieh. 

8.  Die  homogene  Dreiecksflache.  (Fig.  88).  Zwei  Verbindongslioien 
DE,  EF  der  drei  Seitenmitten  zerlegen  das  Dreieck  ABO  \n  zwei  ihm  Khn- 
licbe  und  in  ein  Ponülelogranmi  vom  doppelten  Inhalte  eines  dieser  beiden.  Sind 
daher  Q,  B,  S,  P  die  Massenmittelpnnkte  der  beiden  Tbeildreiecke,  des  Hanpt- 
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dreiecke  nn^  des  ParaUelogrammB  nnd  q,  r,  8,  p  ibre  Äbet&nde  von  irgend  einer 
Geraden  in  der  Ebene  der  Fignr,  ho  hat  man  die  Gleichung  der  Momente: 
2i>  +  3  +  r  =  *«■ 
Die  Aebnliobkeit  dea  Theildreiecka   mit  dem  Gnu- 
Q  nbt 

«-a  =  r-e  =  i(«-a) 

■^~~  P  J  und  für  daa  Parallelogramm  ist  jp  =  4  (6  +  e).    Eli- 

^^*  ^'  minirt  man  mit  Hülfe  dieaer  Relationen  ana  der  Glei- 

chung der  Momente  j>,  q,  r  und  bedenkt,  daas  2e  -•  a  +  c  iet,  so  folgt 

s  =  i  («  +  6  +  c) 
d.  h.  der  Abstand  dea  Maaaenmittelpnnktea  der  homogenen  Dreiecka- 
fläohe  von  einer  beliebigen  Geraden  ihrer  Ebene  ist  daa  arithme- 
tische Mittel  ana  den  Abst&nden  der  drei  Ecken  Ton  dieser  Ge- 
raden. Indem  mau  die  Gerade  mit  anagezeichneten  Linien  der  Figur  zuaam- 
meufallen  läast,  erh&lt  man  Speciala&tze  übet  die  Lage  des  MMsenmittelpunktes. 
Fällt  sie  mit  einer  Seite  AB  znsanunen,  so  wird  a  —  6  •—  0  und  s  =  {  c  welches 
zeigt,  dass  der  Massenmittelpunkt  nm  den  dritten  Theil  der  Hflhe  von  einer  Seite 
absteht  Fällt  sie  mit  der  Mediane  CF  zusammen,  so  wird  b  ^^  —  a,  c  ^  0  und 
s  ^  0,  der  Massenmittelpunkt  ist  daher  der  Schnittpunkt  der  drei  Medianen  und 
theilt  dem  eben  auBgeaprochenen  Satze  znfolge  jede  derselben  im  Terhältniss  1  :  2. 
Er  ist  zugleich  der  Punkt,  Ton  welchem  ana  daa  Dreieck  dnrch, Linien,  welche 
nach  den  Ecken  biulaafen,  in  drei  flilchengl  eiche  Dreiecke  zerfUlt  werden  kann. 
Er  ist  identisch  mit  dem  Mittelpunkte  dreier  gleicher,  in  den  Ecken  befindlicher 
Massen. 

3.  Das  homogene  Trapez.  (Fig.  89.)  Zerlegt  man  dasselbe  durch  eine  Dia- 
gonale AD  iD  zwei  Dreiecke,  so  liegt  der  Maaaenmittelpnnkt  in  der  Verbindnnga- 
linie  der  MasBenmittelpunkte  i?, ,  S,  dieser  Dreiecke.  Führt  man  dasselbe  durch 
die  andere  Diagonale  ans,  so  liegt  er  ebenso  in  der  Terbindnngslinie  der  Maesen- 
mittelpunkte  der  durch  sie  gebildeten  Dreiecke.  Beide  Verbindungslinien  echnei- 
den  sich  daher  im  Uaasenmittelpnnkte  des  Trapezes.  Auch  geht  die  Verbin- 
^  dnngalioie  EF  der  Mitten  der  bei- 
~~'-\^  den  parallelen  Seiten  der  Fignr  dnrch 
_,-'-"'     /  diesen  Punkt,  weil  in  Bezug  auf  sie 

''  die  Summe  der  Momente  aller  Fläclien- 

elemente  Kuli  ist.  iJm  das  VerUUt- 
niss  der  Atwt&nde  x,  x  dei  Uawenmii- 
telponktea  S  dea  Trapezes  Ton  den 
beiden  parallelen  Seiten  AM,  CD  zu  finden,  bUden  wir  die  Gleichungen  d«r 
Momente   des   Ganzen  und  der  beiden  Dreiecke  ÄBD  und  ACD  in  Beeng  mnl 


i(AB  +  CD)h.x  =  iAB  .h.ih  +  \OD.Jt.}h 
■1  (AB  +CDi}i.x-—\AB.h.ih  +  ^CD.h.\h 
n  Abstand  der  parallelen  Seiten  bedeutet     Sie  gebäi  das  gesochte 

x_       jAB  +  OD       HE 
x'°AB  +  ^OD'^  FJ' 
:hnng  leicht  construirbar  iat. 
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4.  Der  homogene  KreiBaeotoi  and  daa  homogene  Ereilte gment. 
Zerl^  mui  den  Sector  doich  nnendllch  nahe  Radien  in  Elementanectoren  nnd 
irendet  auf  «ie  den  Satz  Ober  den  Manen mittelpniibt  der  Breieoktfl&ohe  an,  bo 
ergibt  nch,  dau  die  Haaeenmittelpmikte  allei  dieter  ElemeDtnnectoien  einen 
Ereitbogeu  vom  B&dioa  jr,  dei  Sehne  |c  and  der  L^ge  ^s  bilden,  wenn 
r,  e,  s  Kadins,  Sehne  nnd  BogenUnge  des  Seotori  sind.  Denkt  man  nich  in  den 
Punkten  diesei  EreiabogeuB  die  Uaaae  der  Etementanectoien  Tereinigt,  nud  sacht 
den  Uaaaenmittelpnnkt  deHselben,  lo  iet  dieaer  sogleich  dei  Maseenmittelpnnkt  des 

Kreieaecton.  Sein  Abstand  z,  rom  Mittelpunkte  ist  daher  nach  g.  8,  Nr.  8.  iE,  —  }  — 
Für  den  Halbkreis  iat  a;^  •=>  ^  —  ,  approzimatiT  gleich  ^  r 

Ffir  doa  Ereistegment  aetze  man  die  Summen  aeinea  Momentes  und  dee  Momen- 
tes des  Dreiecka,  welches  Am  Segment  zum  Sector  ergänzt,  gleich  dem  Momente 
des  Sectors ,  die  Momente  genommen  auf  den  zur  Mittellinie  dei  Figni  aenkcech- 
teu  Dnichmesier  des  Kreises.  Ist  a  die  HShe.dei  DreieckB,  so  sind  die  Fl&chen 
der  drei  Figuren  ^  rg,  ^  ac,  -^  (rs  —  ac)  und  die  AbatAnde  ihrer  Massenmittel- 

pankte   vom  Mittelpunkte  des  Ereisea  i  —,  i  a,^  Qud  folglich  iat  die  Gleichung 
der  Momente 


ir*c-ia 


■  i  C*"«  —  <»c)  ^  worans  a^  »  ^  c  - 


■*; 


&.  Hassenmittelpankt  eine«  beliebig  begrenzten  krammen  oder 
ebenen  Fl&chenraumea.  Ist  dm  ein  Flach enelemmt,  welches  den  Fnukt 
(x,  y,  t)  enthält,  ao  ist  unter  VorauBBetznog  rechtwinkliger  Coordinaten  und  der 
speoiflachen  Masse  f  als  gegebener  Function  zweier  derselben,  das  Massenelement 
der  Eläche  dm  •»  (da  und  sind  seine  Momente  xdm  — >  ifxdm,  t/dm  »  tyda, 
zdtn  =•  fgd<o  in  Besag  anf  die  Ebenen  der  yt,  xx,  xy.  Hiermit  eihUt  man  für 
die  Maate  m  hnd  die  Momente  mx,,  my^,  mz^  des  ganzen  Flftchenstückea: 


m-'Jfdio,     mxi=-Jfxda,      my,—Jfydia,     mz^ -^  Jued», 
0  die  Integrals  eichen  DoppeUntegmle  bedenten  nnd  im,  x,  y,  e,  n  durch  die  nach 
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ZweckmäarngkeitarackucliteD  zu  waiilendea  GmndTariabeleD  aussndrücken  lini 
Die  latogratioiiea  sind  über  den  ganzen  FlUchenraum  auBEradehnen, 

Ist  U  '—0  die  Gleichimg  der  FlAche  in  rechtwinkligen   Coordinaten  x,  y,  t 

und  irt  0  {x,  y)  =  0  die  Qleichnng  der  Piojection  des  Bandes  de«  Fl^enetOckea, 

dessen  Massenmittelpnnkt  xa  anchen  ist,  auf  die  aty-Kbene,  so  hat  man  (Fig.  10), 

wenn  a,  ^,  y  die  RichtnngBwimke!  der  Normalen  der  Fläche  im  Pnnkte  (x,  y,  ;)  lisd: 

,  Ax  dy    cos  «t       cos  ß       cos  y  1 

^x  9y  32  [(^aa:j         U?  J         V'/J 

und  also 

*.  ih  i^   ». 

.«=     r /'vSdxdy  r  r^Rtcdxdy 

//    ^^  '    '  /^     ^^     ' 

JJ  ^'  '  '  JJ  "^   •  ■ 

'« ''^  [(ll)"+(lf)'+©T. '°''™''- "» ''=«  ■••"-■ 

ren  ist,  und  die  Orensen  y,,  ;,,  aus  der  Gleichung  $  =  0  fai  beliebiges  x  nad 
die  Grenzen  r^,  z,  mit  Hülfe  der  äussersten  Tangenten  sich  ergeben,  welche  man 
parallel  zur  y-Axe  an  die  Cnive  <P  =  0  legen  kami.  Je  nach  der  Gestalt  des 
Randes  4  ^^  0  hat  man  die  Integrale  za  spalten. 

Stellt  man   die  Gleichung  der  Fläche  nnter  der  Form  dar:    e  —  /(x,  y),  'o 
wird  U  ^  z  ^  f{x,  y)  ^  0;  man  hat 

dx   '^        d3>^       Sx'  Jy™      dy'  Jz 
und  wenn  man  abkflrzend 

di  dl 

•etat 

Damit  crhlUt  man 
m^   j   j    pdxdy  y  1  +  p'  +  3'.     mx^  =   j  j    QXdxdy  Yl  -f^*l^', 

*""'  "JJ  "y^^^y y^  + ''' +  ^*'  "*^'^JJ  o^'i'^'iy Vi'+~P~+¥> 

«1    Sx  *i    Kl 

Für  ebene   Fl&chenr&ame  wlhle  man  die  Ebene  deraelben  snr  aiy-Ebene, 
dann  sind  2,  «,  Null,  cos  y  ^a  1,  dm  •—  dx  dy  nnd  erhUt  mui: 
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M=-    j  I  edxds,      ma:,  =    1    /  Qxdxdy,    «y,  —    /   /  tydxdy. 

FSr  homogene  ebene  FlOchen  wird  m  ^  p  A,  wenn  A  die  GrCaae des FUchen- 
lumes  irt;  daher  fällt  f  bos  der  Betrachtnng  her&ua  nnd  bleibt: 

a  =     j  j  dxdy,    Ä*,  =    f  f  xdxdy,      Äy,  —    f   (  y^ardy, 

wobei  man  die  lotegntion  nach  y  sofoit  anaf&hren  kum,  bo  duB  man  erb&lt: 

a  =-    Tu  -  K,)  d«,    «*,  -    A(h  ->,)  i»,     ay.  =•  1    Tch  -  ,.)  dx. 

6.  Für  die  homogene  FlBche  der  Parabel  y*  <—  2px,  begrenst  Toa  der 
ii«,  einer  Ordinate  y  nnd  dem  Bogen  vom  Scheitel  an  gerechnet  wird 

jr,  =  0,    Ä  =-  J  xy,    ÜXi  —  J  xUf,    Äy,  —  {  xy,    aito    «,  —  J  a:,,    y,  =•  i  j/- 

7.  Zu  finden:  a)  den  Haaunmittelponkt  eines  elliptischen  Segmentes  (mit 
Ilfllfe  Bchiefer  Coordiuaten,  deren  Richtangen  parallel  nnd  conjugirt  tnr  Sehne 
iJDd);  b)  den  Mawenmitteltinnkt  der  halben  nnd  ganien  Cjcloldenfla^hei  c)  den 
Haatenniittelpnnkt  der  ganzen  nnd  halben  FUche  dee  Oval«  r  =  ^a  coa*». 

8.  FOr  Polarcoordinaten  in  der  Ebene,  Radinsractor  r  nnd  PoUrwinkol  <p 
bat  man  mr  Bestimmnng  des  Hauenmittelpiuiktea  ebener  homogener  Flächen- 
rSame,  da  rdrdip  das  FlAchenelemeut  da,  x  ^  r  eoa  ip,  y  —  r  win  ip  iat: 

H  ^JJ  rdrdcp,     flx,  =•  /  /  f*  cos  <p  drdip,     Äy^  ^^  JJ  *"'  ""  ''  drd^, 
vo  die  Integrationen  Aber  die  ganxe  Fl&che  ü  anstndehnon  sind. 

Iit  A  ein  Sector,  begrenzt  von  iwei  den  Winkeln  9^,  #  entsprechenden  Radien- 
Tectoren  und  dem  iwisohenliegenden  Bogen  der  Corre  r  ^  f(<p)t  "<>  wird 


Ir'dy,      ÜXi  r— \   jr'coeipdip,      üy,  =  {    j  r*  Mnipd^. 


B.  Fflr  ein  homogenes  StOck  Sl  einer  BotationsfUche,  begrenzt  von  iwei 
EreiiKhnittebogen  senkrecht  im  Botaüonsaxe  und  swei  Meridianbogen,  nehmen 
wir  diese  Aza  mr  i-Äxe  und  in  einer  Ebene  senkrecht  en  ihr  die  Polarcoordi- 
naten  r,  ^  mit  dem  Pol  aof  der  Äze  und  sei  t  •—  f  (r)  die  Gleichung  der  Fläche 
in  den  gemischten  Coordlnaten  r,  9,  e.  Das  FlAohenelement  dta  ist  ein  unendlich 
kleines  Rechteck,  gebildet  vom  Bogonelement  rdtf  des  Parallelkreises  und  dem 
Bogenelemente  (dr* +  (!(*)*  des  Heridians  nnd  also 

d»  =-  r  (dr*  +  da"}"*  dip  —  ip  (r)  rdrdip,    wenn  ■*  (r)  =-  [1  +  F'ir)*]^ 
getebet  wird.    Man  hat  daher,  wenn  g^  •=•  0,  ip  ^  tp  den  begrenzenden  ]tleridia- 
i>^  Tg  r,  den  begrenzenden  Parallelkreiaen  entsprechen: 

U^ip  j    f(r)rcir,     Si  ■  x,  '^  j    j  *(r)r'  eo»  ipdrd^  —  sin  71    1  i(({r)r'(ir, 
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A  .  y,  E—    /    I   V(*")f"'  eiii  ipdrdip  ■—  (1  —  cob  v)    i  y(r)  r*(ir 

a,f,«ip    j   F(r)^i,lr)rdT. 
Fflrden  Rotfttionskegel  '  =  -n''  ^'ü^ 

Ffir  die  Eugalmfltze  «>  -|-  r*  —  a'  erhalt  man  «,  —  a  —  ^  &,  wenn  ft  die 
HQhe  denelben  ist ,  d.  h.  ihr  Masieumittelpunkt  liegt  in  der  Mitte  iliret  Höhe. 

10.  BoÜrt  ein  ebener  Fläohenranm  A  um  eise  Axe  seiner  Ebene,  die  wir  als 
fC-Aze  ansehen  wollen,  so  eiMugt  er  beim  Tollen  Dmachwnnge  daa  Volnmen 
F  —  xj  {Y*  —  y")  dx,  wo  Y,  y  die  beiden  Ordinaten  der  roliienden  Corve 
aind,  y  ist  Nnll,  wenn  die  rotirende^  Fläche  Ton  der  Aie  begrenzt  wird.  FOr 
die  Ordinate  y,  des  Hassennuttelpanktee  S  ist  ß  .  y,  ■■  ^  J  (i"  —  y")  d* 
(s.  N.  5)  nnd  daher  F  •:-  S«y,  .  ß  d.  h.  daa  Volnmen  einee  Botationskar- 
pers  wird  erhalten,  wenn  man  die  rotirende  Fl&ohe  mit  dem  Wege 
ihres  Massenmittelpunktes  multiplieict.  Der  Sati  gilt  aach  für  Tbeilro- 
tationen.  Im  Falla  die  Axe  den  FlKchenratun  schneidet,  ist  Vorsicht  nOthig,  nm 
das  gewünschte  Voltunen  richtig  sn  erhalten.  Der  Satz  wird  gleichfalls  Qnldin 
zugeschrieben  wie  der  irOhere,  er  gebohrt  aber  Pappns.  Er  ist  denelben  Er- 
'weitemng  ^hig,  wie  jener.  Da  in  ihm  drei  QrOssen  F,  Sl,  y,  vorkommen,  so 
kann  jede  von  ihaeit  gefanden  weiden,  wenn  die  beiden  anderen  g^eben  sind. 
Welche  Lage  man  onch  der  Fläche  St  Tor  der  Botation  geben  mag,  bei  unvei- 
andertem  Abstände  ihres  Msssenniittelpmiktes  von  der  Aie  bleibt  das  erx&ogte 
Volnmen  dasselbe. 

§.  4.    Hasaenmittelpnukt  von  EOrpeir&nmen. 

1.  Das  homogene  Paralletepiped.  Betrach- 
tungen derselben  Art,  wie  §.  8  Nr.  1  fOhren  zn  dem 
Satse,  dass  der  Massenmittelpunkt  mit  dem  geometn- 
Bchen  Mittelpunkte  snsammeufEÜlt  und  zugleich  dei 
Massenmittelpunkt  der  acht  Ecken  bt,  wenn  diese  TOn 
gleicher  Masse  angenonmen  werden. 


2.    Das  homoge 


iti 


ABOÄ'S'C".  (Fig.  41.)  Der  Mittelquerschnitt 
ÄSG'  und  zwei  ParoUelebenen  cn  den  SeitenWohenj 
welche  diese  halhiien,  verlegen  das  Prisma  in  4  ihm 
ähnliche  nnter'eicb  congmente  dreiseitige  Prismen  and 
ein  Parollelepiped.  Sind  j),  g,  r,  q,  r,  i  die  Abstände 
der  Moseenmittelpnnkte  des  Paiallelepipeds,  der  Vier 
kleineren   PciBmeo    und  des   Oesammtprismos  a,  b,  c,  a,  b',  e,  a",  b",  c",  .  .  . 


DigiLizedbyCoOJ^Ic 


I.  Th.,  Cap.  VII,  S.  4.     HaaBeumittelpimkt  i 


]  KOrpenftoineii. 


die  der  Eibrigen  Fankte   der  FigTir  von  einer  betiebigen    Ebene ,   so   hat  man, 
wenn  die  Marne  eine«  der  i  Prismen  aU  Einheit  gilt,  die  Qleichnng  der  Momente 

ip  +  q  +  q+r  +  f'  -8» 
und  *ennOge  der  Aetmlicbkeit  der  PriBmen  nnd  nach  Nr.  1  dieses  S- 

g  — o  — f  —  e  — 5'  —  a  —  r'  —  «'  =  1(8  — o),i)  =  i(B'  +  e'). 
Eliminiii  man  biemit  a,  i,  c,  e,  p,  q,  q',  r',  to  bleibt,  da  i p  —  2 6'  -f-  S  « 
=  S  6'  +  o'  +  c',  3  +  S  +  r  +  r-  -  a«  -  2  a  +  (a  +  e')  +  (a-  4-  e)  =  S«  -  2  a 
+  i  (a  +  O  =-  2«  +  8«'  =  8»  +  »'  f  C  ist,  e  —  |(a'  +  6'  +  c'),  d.  h.  der 
Hftssenmittelpnnkt  des  Prismai  ist  der  Massenmittelpnnkt  leines 
MittelqueiBohnittB.  Da  a'  —  ^  (a  +  o"),  6'  —  ^  (6  +  6"),  c"  =  ^  (c  +  c") 
iit,  so  kann  man  anob  se^n  t  '^  Ha  -i-  b  -{-  c  -{-  a"  -i-  b"  -\-  c"). 

i.  Das  homogene  Tetraeder.  (Fig.  42.)  Drei  dnrch  die  Mitten  der  sechs 
Kanten  gefBhrU  Ebenen  EFG,  EGBK,  ERJ  zerAllan  dasselbe  in  zwei  ihm 
ähnliche,  nnter  sich  cougraente,  Tetraeder  and  zwei  gleiche  dreiseitige  Prismen. 
Jedes  der  letoteren    ist    dreimal    so    gross  als   eines 
jener  Tetraeder  und  jedes  von  diesen  ist  ^  des  Nuan- 
cen.   Sind  P,  g,  ü,  S,  T  die  Massenmittelponkte  der 
beiden  kleineren  Tetraeder,  der  beiden  Prismen  mid 
des  Qesammttetraedera,  so  hat  man,  wenn  die  kleinen 
Bnchstaben   wieder  die   Abstände   der  gleichnamigen 
Ponkte  von  irgend  einer  Ebene  bedenten: 
%t=-p  +  g  +  8r  +  3« 
p  —  a  —  q~e  —  \(f  —  a) 

g  _  i  (c  +  e  +  y  +  A  +  i  +  *). 
Hieraus  erhUt  man 

Br  +  6s  =b  +  c 
oder  da 

tt-a  +  d,i0  =  c  +  d,2h  —  b  +  c,2]i  —  a  +  b,f+i^Ha  +  b  +  c  +  S) 
Hp  +  g}  +  9(.r  +  »)~9(a  +  b  +  e  +  d)  +  Ha  +  b  +  c-\-d) 


Tig.  U. 


e  +  2e  +  f+ig  +  2h  +  2k  +  i 


1«*  —  8t  +  i  (d  +  6  +'c  +  i) 

t-i(fl  +  b  +  c  +  dl. 
L&Bst  man  die  Ebene  mit  einer  Seitenfläche  des  Tetraeder«  zusammenfallen,  so 
folgt,  dass  der  Hassenmittdpnnkt  in  f  der  logehsrigen  Habe  von  dieser  Seiten- 
fläche absteht.  Legt  man  sie  doroh  eine  Kante  und  die  Mitte  der  Gegenkante, 
so  wird  I  ^c  0,  also  der  Massenmittelpunkt  der  Scbnittpnnkt  aller  solcher  Ebenen. 
Bieisni  folgt,  dam  er  in  der  Verbindungslinie  der  Mitten  ja  zweier  Qegenkanten 
li^t.  Daher  ist  er  der  Mittelpunkt  des  Farallelogiamro«  EGB.K.  Die  drei 
EboKii,  welche  durch  die  drei  in  einer  Ecke  znnunmenstoeaenden  Kanten  nnd  die 
Utten  ihrer  Gegsnkanten  gehen,  schneiden  eicb  in  einer  Geraden,  welche  jene 
Ecke  mit  dem  Maasenmittelpunkte  der  ihr  gegenObeiliegenden  Fläche  verbindet' 
In  dieser  Qecaden  liegt  der  Maasenmittelpunkt  des  Tetraeders  nnd  da  er  nin  } 
Aa  HBhe  von  der  Fläche  absteht ,  so  theilt  er  jene  Verbindangstinie  im  Verh&lt- 
ma  1 1  8  mtd  ist  mithin  der  Ponkt,   von  welchem  aas  das  Tetraeder  in  viw 
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gleich  grosse  Tetraeder  durch  Ebenen  zerlegt  werden  kann,  welche  dnreh  die 
Kanten  gehen. 

Die  hier  erläuterte  Methode  der  HaBBenmittelpnaktsbeatimmnng  des  Frisma's 
und  des  Tetraeders,  sowie  früher  des  PaTaUelogramms  und  Dreiecks  ist  von 
Poineot  in  seinen  Elimem  de  tkUique,  sowie  von  MObius  in  seinem  Lehrbnah 
der  Statik  gelehrt  worden.  Sie  hat  den  Vorzug  grosser  Allgemeinheit  nnd  fOhrt 
EQ  einer  Hange  von  Speciabätzen ,  sobald  man  die  Ebene,  in  Being  auf  welche 
die  Momente  genommen  werden,  mit  dieser  oder  jener  ansgeMichoeten  Ebene  der 
Fignr  snsauunenfallen  lässt.  Für  die  hier  behandelten  Formen  war  der  Abstand 
des  Hittelponktes  des  mit  homogener  Masse  erfOUt  gedachten  EStpers  das  arith- 
metische Mittet  ans  den  Abst&nden  der  Ecken,  d  h.  der  Massenmittelpunkt  des 
Körpers  war  zogleioh  der  Massenmittelpunkt  seiner  gleichmaBsig  gedachten  Ecken. 
Diese  Eigenschaft  besitzen  verhältnissmllssig  wenige  ebeoflftchig  begrenzte  Formen. 

Der  Satz  vom  Maaseumittelpankte  des  dreiseitigen  Prismas,  dass  er  der 
Masaenmittelpunkt  des  Mittelqnerscbnittes  igt,  gilt  offenbar  auch  ffir  jedes  viel- 
seitige Prisma  und  für  jeden  Cjlinder  als  Grenze  eines  solchen.  Ebenso  gilt 
der  8ats  über  den  Massenmittelpunkt  des  Tetraeders,  dass  er  die  Verbindni^s- 
linie  des  MaBsenmittelpunktes  der  GmndMche  mit  der  gegenüberliegenden  Spitze 
im  VerUltniss  1  :  3  theilt,  fSr  jede  vielseitige  Pyramide  nnd  den  Kegel, 

4.  Die  Anf&ndnng  des  Haasenmittelpnnktes  homogener  Figuren  wird  oft  sehr 
erleichtert  dorch  die  Anwendung  der  folgenden,  bereits  §.  3.  angedeuteten  ^tze, 
welche  wir  hier  für  continairliche  Systeme  ausfShrlicher  besprechen  müssen: 

a)  Besitzt  die  Oberfläche  eines  homogenen  Kflrpers  eine  Symme- 
trieebene,  so  liegt  der  Massanmittelpnnkt  in  ihr.  Eine  solche  Ebene  be- 
sitzt D&mlidi  die  Eigenschaft,  dass  eine  Senkrechte  in  irgend  einem  Ponkte  auf 
ihr  errichtet,  diesseits  nnd  jenseits  vom  Fusaponkte  bis  zum  Schnittpunkt«  mit 
der  Fläche  gleiche  Länge  hat.  Legt  man  daher  ein  System-  von  ParallelebenNi, 
welche  in  unendlich  kleinen  Abständen  aufeinanderfolgen,  senkrecht  znr  Symme- 
trieebene  nnd  schneidet  dies  System  dnrch  ein  anderes  von  derselben  Beschaffen- 
heit, so  zerfUllt  der  ganze  Raum  und  folglich  auch  die  Partie  desselben,  welche 
den  fraglichen  EOrper  bildet,  in  onendlich  schmale  prismatische  Säulchen,  senk- 
recht zur  Symmetrieebene  nnd  diesseits  und  jenseits  derselben  gleich  long.  Zer- 
schneidet man  dieselben  dnrch  ein  drittes  System  Ebenen  parallel  der  Symmetrie- 
ebene  geführt,  in  unendlich  kleine  rechtwinklige  Farallelepipede ,  so  haben  dieae 
paarweise  gleiche  nnd  entgegengesetzt«  Abstände  von  der  Symmetrieebene  nnd 
da  sie  von  gleicher  Masse  sind,  auch  gleiche  und  entgegengesetzte  Momente  in 
Sezng  auf  sie.  Daher  ist  die  Summe  der  Momente  der  Massen  des  ganzen  KSr- 
pers  besQglich  der  Symmetrieebene  gleich  Null  und  geht  sie  folglich  durch  den 
Massenmittelpunkt. 

b)  Besitzt  die  Oberfläche  eines  homogenen  ECrpers  eine  Dia- 
metralebene, so  enthält  diese  den  Massenmittelpunkt  desselben.  Eine 
Diamekalebene  halbirt  ein  Sehnensystem  von  bestimmter  Richtung  (die  Symme- 
trieebene ist  eine  Diametralebene ,  welche  das  ihr  zugeordnete  Sehneuq'Btem 
rechtwinklig  halbirt).  Der  Beweis  des  Satzes  wird  wie  der  des  vorigen  geführt, 
die  beiden  ersten  Ebenensysteme  laufen  der  Behnenrichtung  parallel  nnd  besteht 
der  ganze  Unterschied  vom  vorigen  Falle  darin,  dass  sie  schräg  auf  der  Diame- 
tralehene  stehen. 

c}  Besitzt  die  Oberfläche  des  Körpers  eine  Symmetrieaxe,  so  ent- 
hält diese  den  Massenmittelpunkt.    Eine  Symmetrieaxe  ist  eine  Qerad«  von 
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der  Eigenschaft,  dtus  jede  xa  ihr  senkrachte  Qerade  die  FlBche  in  iwei  Piulcteii 
trist,  welche  diesseita  und  jenseitt  vom  Foupnnkte  gleichweit  abstehea.  Legt 
man  durch  eine  aolcha  Aze  eine  Schur  Ebenen,  welche  nneodlich  Ifleine  Winkel 
anfeinapderfolgend  nüteinaadec  bilden  and  «chneidet  dieselbe  mit  einer  zweiten 
Sohaar  Ebenen,  welche  snr  Axe  senkrecht  sind,  so  leifällt  der  EOrper  in  nnend- 
lich  Bohmale,  paaiweise  gleiche  keilförmige  ScheitelrOnme.  Ein  SjBtem  tou  Ereia- 
cylindem,  deren  gemeinsame  Axe  mit  der  STinmetrieaxe  EOMminenßHt,  zerlegt 
diese  Eeile  in  unendlich  kleine,  paarweise  von  der  Axe  gleichentfemte  Elemente. 
Die  Uaeaenmittalp unkte  aller  Paare  Holcher  Element«  liegen  in  der  Axe,  mitbin 
andi  der  Hauenraittelpnnkt  des  Qanien. 

d)  Besitst  die  Oberfl&che  des  KSrpers  einen  Mittelpunkt,  ho  ist 
er  mgleioh  der  Maasenmittelpunkt.  Ein  Hittelpunkt  halbirt  alle  dnrch 
ihn  hindurchgehende  Sehnen  der  Fl&che.  Zieht  man  durch  denselben  eine  belie- 
bige Oerade  nnd  legt  am  sie  eine  Schaar  gerader  K^elflUchen  concentriacb  mit 
der  Fläche,  so  zerlegen  sie  den  Eßrper  in  unendlich  dflnne  gleiche  coniache 
Scheitelrftume;  ein  durch  die  Oerade  geffihrtea  EbenenBjstem  spaltet  äiese  in 
gleiche  pytamidale  Scheitelrftume  und  ein  System  KugoIMchen,  concentrisch  mit 
der  Oberfläche  des  EOrpers,  zerlegt  wiederum  diese  in  paarweise  gleiche  nnd  vom 
Hittelpnnkte  gleich  weit  abstehende  Volnmenelemente.  Da  dieselben  paarweise 
gleiche  Masse  besitzen,  so  fallen  die  Massenmittelpunkte  aller  Paare  in  den  Hittel- 
punkt nnd  dieser  ist  mithin  anch  Massenmittelpunkt  des  Oanzen. 

6.  E£b  den  Eugeliector  ist  die  Linie  vom  Eugelmittelpunkte  nach  dem 
Mittelpunkte  der  Eugelmütse  Bjmmetrieaxe  nnd  enthUt  folglich  den  Massenmit- 
telpunkt. Zerlegt  man  den  Sector  in  Elementarpyramiden  mit  gemeinschaftlicher 
Spitee  im  Uittelpunkte ,  so  liegen  die  Massenmittelpunkte  aller  dieser  auf  eiuer 
Kugelmfltee  vom  Badios  jr,  wenn  r  den  Badius  der  Engel  bedeutet  nnd  ist  der 
Massenmittelpunkt  dieser  Eugelmtltie  sugleicb  der  des  Engelsectors.  Daher  ist 
nach  §.  8.  Nr.  9  Zi  —  j  r  —  I  h,  wenn  h  die  BOhe  der  Kngelrofltze  ist,  oder  auch 
''^i  =•  J  (S""  —  *1  "id  da  8r  —  h  —  r  +  rcoso  —  2r  cos'  ^  k  ist,  wenn  «  die 
halbe  Oeffhnng  des  Sectors  bedeutet,  so  wird  schliesslich  le,  ~  ^  r  cos'  ^  a.  Fflr 
die  Halbkugel  ist  a  — ^k,  mithin  der  Abstand  ihres  Massenmittelpunktes  vom 
Kogelmittelponkte  x,  «•  |  r. 

Fflr  dat  Eugelsegment  nehme  man  die  Momente  des  Sectors,  des  Eegels 
und  des  Segmentes  in  Besug  auf  die  znr  Symmetrieaie  senkrechte,  durch  jden 
Mittelpunkt  gehende  Ebene  und  setze  die  Summe  der  beiden  letzteren  Momente 
gleich  dem  ersteren.  Nun  sind  die  Volumina  des  Sectors,  Eegels  nad  S^mentes 
j  xr'  h  (Product  aus  dem  Inhalte  der  EngelmStse  Sx  rA  nsd  \  r\ 

i  «fc  (r  —  Ä)  {2r  —  Ä) 
[die  Qnmdfl&che  ist  «  (Sr  —  h)  A),  i  «A*  (3r  —  K)  (Differenz  zwischen  Sector  nnd 
Eegel)  und  die  Abstände  ihrer  Uoesenmittelpnnkte  vom   Engelmittelpunkt«  sind 
|.r  —  ^h,  \(r  —  ft),  X,  und  hiermit  wird  die  Gleichung  der  Homeute: 

J.r'».J(!!r-*)-i«»(r-A)(!r_»).l(r-i)+4,»'(ar-J).,r„ 
woraus  folgt: 

^       *    8r  — A 
6.  Um  dieOoordinatena^,y„e  des  Hassenmittelpnnktes  eines  beliebigen EOrpers 
zu  finden,  aeidxdy  de  das  am  Punkt«  (xyz)  iminnem  desEOrpere  liegende  Volu- 
menelement,  mithin  (dxdyd«  seine  Hasse  nnd  ^xdxdydi,^ydxdydz,  gtdxdydi 
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amne  Homente  in  Beiug  aof  die  CoordinatenebeDen.  lotegrirt  num  dieie  vier 
Differenti&lieD  dritter  Ordnon^  nach  '  ziriBchfln  zwei  Grenzen  e,  t",  welche  aich 
ani  der  Gleichung  der  OberflUcbe  des  KOrpers  ergeben,  >o  erbUt  man  die  Hasse 
nnd  die  Momeote  einer  nnendlicb  achmaleD  S&nle  des  KOrpers  vom  Querschnitte 
dx  dy  nud  der  HtJbe  «"  —  t.  Integrirt  man  hierauf  die  so  gewonneDen  Beani- 
tate,  welche  Differeutialien  Eweiter  Ordnung  sind,  nach  y  iwiBcbeu  den  Grenzen 
y\  y",  welche  die  Gleichung  der  Frojection  der  Oberfläche  des  Körpere  anf  die 
xy-Ebene  gibt,  so  findet  man  die  Masse  und  die  Uomente  einer  dflmieii  Lamelle 
TOD  der  Dicke  dir,  parallel  der  ye-Ebeoe.  Dnrch  eine  abermalige  Integration 
nach  X  zwischen  den  Grenzen  z',  x",  welche  durch  die  änssersten  Berahrnngsebe- 
nen  der  OberfiSobe  aof  der  x-Axe  be&timmt  werden,  welche  man  paiftllel  ixa 
ye-Ebene  leget!  kann,  erhält  man  endlich  die  Masse  M  des  ganzen  Kfirpers  and 
die  Homente  Jlfx,,  My^,  Mb,  bezüglich  der  drei  Coordinatenebenen.  Daher  be- 
stehen fQr  die  Cooidinaten  dea  Massenmittelpunktes  die  Gleichungen: 


'///" 


Tdydg,    Jtf.2,  —    /   j   j  f/edxdydx. 


Ist  der  KOrper  homogen,    also  (/  constant,   so  wird  M  =  qV,  wenn  V  das 
Volamen  desaelben  bedeutet  nnd  mithin  sind  die  Formeln:  * 


■"  «"  1" 


«■'  •■■  /■ 


dxdy  dg, 


wobei  man  die  Integration  nach  e  sofort  ansfahren  kann. 

Ist  der  homogene  Efirpei  ein  BotationskCfper  nnd  die  Rotationsaze  z.  B.  die 
x-Aie,  80  vereinfochen  sich   diese  Qleiohnngen  sehr  bedeutend.    In  diesem  Falle 

ist  nKmlich  «"=-  —  «"  nnd  folglich  J  de  =•  2e",  J  tdt  —  ^  (*"'  —  (—  *")•)  =  0, 

J  Jydyde  ^  J  y  ■  Sc"  dy  ^^  0,    da  jedem  Piodacte  2e"i/  mit  positiTtim  y  ein 

entgegengesetct  gleiches  mit  negativem  y  zugehSrt  und  sich  folglich  die  Elemente 

des  Integrales  paarweise  tilgen.     Endlich  ist  /    /  dydz^  ij  t"  dy  der  Inhalt 

eines  Ereisringes  von  den  Radien  y  ,  y"  und  daher  gleich  it  (y"*  ~-  y"*).    Darch 
diese  speciellen  Werthe  ergibt  sich  aber  jefatt: 


-  y'*)"*"!! 


V  ~  ■K   f  (y"' ~  y")  dx,     7  .  X,  =  n  J X  [3,"'' 

Der  Inhalt  dieser  Formeln  leuchtet  anch  anmittelbar  ein;  y,  nnd  e,  sind  JHal], 
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weil  die  x-  Aie  die  Symmetiieaie  d«r  Fignr  ist    Fflr  y  =  0  wird  der  Rotatlons- 
IfOrper  eio  VollkCrper. 

Von  den  obigen  allgemeinen  Farmeln  fOr  homogene  Körper  läaat  uoh  die  etrte 
nnd   zweite   fQr  mancbe    Zwecke   bequemer  Bcbreiben.     Da  nümlich    der   Quer- 

Bchnitt  Q  des  KCrpen  senkrecht  zur  a-Aie  den  Inhalt  hid:  Q  =•  J  J  djfde,  lo 
wird  hiermit  v'    • 


'-/<>•"'■  ^''-ß 


QxAx. 


7.  Wir  wollen  diese  letzte  Bemerktmg  beoutien  fOr  die  Beitimmnng  dea 
MasBenmittelpnnktes  eines  parallel  abgeschnitteneo  Ereiikegali.  Da  jede 
durch  die  Verbindongslinie  der  Mittelpunkt«  der  Qmndflächen  gelegte  Ebene  eine 
Diatoetnlebene  ist,  so  liegt  der  Maasenmittelpunkt  auf  diewr  Verbind ongBlinie. 
Nehmen  wir  also  die  Kegehpitze  als  CooidinatennrBpmng  und  das  Perpendikel 
anf  die  <)mndfi&chen  zur  Bichtung  der  x-Aie,  w>  hat  man,  wenn  h,  U  die  Abit&nde 
der  Onindfläcben  Ton   der  Spitze,  B  der  Qaenchnitt  ffir  h,    Q  der  Quencboitt, 

enteprechend  einer  beliebigen  AbKiiie  x,  ist:  ^—  ,-  (wegen  der  Aebnlich- 
keit  der  KieisBchnitte),  mithin  Q  •—  —^  x'  und  daher: 

folglich  h*  —  K* 

Hieraus  ist  leicht  der  Abstand  des  Husenmittelponktei  von  den  OnindflSchen  and 
da«  VerhIlltDiBa  ta  entwiokeln,  nach  welchem  er  die  Hohe  theilt. 

8.  Uassenmittelpankt  einer  homogenen,  Ton  zwei  parallelen 
Ebenen  begrenzten  elliptischen  Platte.  Wir  beziehen  das  Ellipsoid,  aas 
welchem  die  Platte  geschnitten  ist,  anf  die  den  Grenzebenen  parallele  Diametral- 
ebene  als  ^-Ebene,  indem  wir  zu  Äsen  dei  y  nnd  x  die  BicbtuDgeii  irgend  zweier 
conjagirter  Semidiameter  a,  h,  welche  den  Winkel  ra  bilden,  rar  x-Axe  aber  die 
Richtung  des  dritten,  za  a,  b  conjugirten  Semidiameters  c  nehmen,  dessen  Neigung 
gegen  die  yt-Ehene  X  sei  Der  HaMenmittelpnnlct  der  Platte  liegt  auf  der  x-Axe, 
da  jede  durch  sie  hindurchgehende  £bene  eine  Diametralebene  istj  demnach  bleibt 
blos  X,  zn  suchen.    Nun  ist  die  Qleichnng  des  Ellipsoids  in  Bezug  anf  unser  Coor- 

dinatens^stem  -j  +  fj  H — i  ""  ^  ^""^  ^'^  Gleichung  des  elliptischen  Querschnit- 
tes 0  im  Abstände  x  wird 4 -  - ^  —  1.   Der  Inhalt 

dieses  Querschnittes  wird  erhalten,  wenn  man  das  Bechteck  der  Halbaien  dessel- 
^n  mit  s  multiplicirt;  dies  Rechteck  wird  aber  durch  &c  1 1  —  -^  I  sin  <n  ans- 
gedrSckt,  da  das  Parallelogramm  über  conjugirten  Semidiametom  constant  ist. 
Demnach  ist  Q  ~  nbc  (1  — -ilsins».    Die  HOhe  der  an  $  anstossenden  nnend- 

7 
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.  lieh  dfianeD  Lamelle  ist  dx  sin  l  und  folglich  ihr  Inhalt  «6c  sinmnnlll  —  -A  dx 
tind  da  X  Bin  1  ihr  Ähetand  von  dec  ys-Ebene  iet,  lo  wiid  ihr  Moment  in  Bemg 

anf  diese  Ebene  nbc  sin  id  sin'  1  1 1 j  1  xdx.    Daher  hat  man  mit  Rücksicht 

darauf,  dass  F .  a;,  sin  1  das  Moment  der  gauEen  Platte  wird: 

?  ? 

F  =  «6csia<»ainl  /  (^  — ^  <**.     ^  ■  =«i  •=  "tc  sin  <o  Aal  i  (l —%\xdx, 

anter  u  and  ß  die  Stücke  veratandea,  welche  die  Grenzebenen  der  Platte  von  der 
x-Axe  abschneiden.    Hiermit  erh&lt  man: 

^.  _  -!,„  .;„  „  =;„  ,  (P  -  «)  (»«'  -  «'  -  -P  -in 


nnd  folglich 

'  So'  —  «'  —  «p  —  P" 

Diese  Formel  iat  unabhäegig  von  l  und  bleibt  fOr  dieselben  a,  ß  für  alle  Rich- 
tungen gfiltig,  nach  welchen  der  Semidiameter  a  denselben  Werth  hat,  d.  h.  für 
die  Eczengongslinien  eines  Kegels,  der  mit  dem  Ellipsoid  concentritch  ist  nnd 
durch  die  Schnittcorve  der  FlUche  des  Ellipsoids  mit  einer  Kugel  vom  Radio«  a 
hindurchgeht. 

Pflr  a  ^  0  und  ß  ^  a  wird  die  Platte  zum  halben  Ellipsoid,  denn  es  wird 
F  —  }  xahe  sin  di  (in  1  und  ist  abe  ein  m  sin  1  der  constante  Inhalt  des  Ober  den 
drei  conjugirten  Semidiametem  o,  6,  c  hetcbriebenen  Parallelepipede  nnd  folglich 
gleidi  dem  Producte  der  drei  halben  Eauptaxen  Ä,  ß,  C;  j  xABC  stellt  also 
das  Volumen  des  halben  Ellipsoids  dar.  FQr  x,  hat  man  in  dioeem  Falle 
Xj  =  ia.  L&Bst  man  tüao  eine  Diametralebene  des  Ellipsoids  sich  nm  den  Mit- 
telponkt  destelben  drehen,  so  schneidet  sie  vom  Ellipsoid  in  allen  Lagen  die 
Hälfte  ab  nnd  die  Massenmittelpnnkte  aller  dieser  H&lfteu  liegen  auf  den  znr 
Schnittebene  eonjagirten  Semidiametern  nm  |  ihrer  L&nge  vom  Mittelpunkte  ab. 
Sie  bilden  daher  ein  dem  gegebenen  Ellipsoide  im  VerhBitnias  ^  ähnliches  Ellip- 
soid, Bei  einem  schwimmenden  Ellipsoid  sind  sie  die  Schwerpunkte  der  verdräng- 
ten FlfissigkeiL 

9.    Bei  Anwendung  von  Polarcoordinaten,  n&rolicb  des  RodiaBveclors  r,  des 
Winkels  9   zwischen   ihm  und  der  Polaraxe  nnd  des  Winkels  ip   Ewischen   der 
.  Ebene  von  &  nnd  der  Fundamentalebeue  erhält  man  fQr  das  Volnmenelement 

jr—  r*  län  »  dr  d»  drp 

und  da  X  ^  r  cos  fr,  y  =  i'  «in  0  coa  ip,  e  -^  r  dn  9  sin  ip,  so  gulien  die  Formeln 
ftlr  die  Bestimmung  des  Maisenmittelpunktes  Ober  in: 

M  =  1  f  I  f^  ain9  drd»dip,  M  .  r,  =  f  f  f  0^'  na  9  coa  »  dr  d&  dip, 
3f.y,  =  l   j   I  fr'aii'»eoaipdTä9d(f,  M  .i,=~  j   f    I  fr'sin'fr  sinvdrdfr  d^ 
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und  bei  vonstaDter  specifigohei  Masse,  welche  im  Allgemeinen  eine  Fonction 
von  r,  fr,  9  sein  wird,  in: 

V"^   I  I  I  r^  iän  »  dr  d»  d-p,    F .  a:,  =.   /   /  j  r'  ain  »  ooa  »  dr  d9  d^, 

^■!'i="   /    /    /'■'Bin'frcoa^idrrfedg),     V.i,=  j   j   j  r^ma^^tiaipdr  d»dtp. 

In  Bezug  auf  die  Qrenzen  dieser  Integrale  sind  aber  zwei  PKlIe  xa  sondeni: 
1.  die  Uosse  des  EOrpera  enthält  den  Pol,  dann  ist  nach  '&  von  0  bis  x  and  nach 
71  von  0  bis  Sx  oder  omgekehrt  nach  fr  von  0  bis  2»  und  nach  (p  von  0  bis  n 
zu  integriren  und  2.  die  Hasse  enthält  den  Pol  nicht;  in  diesem  Falle  sind  die 
Qrenzen  fOr  fr  nnd  ip  nicht  constant,  sondern  bilngen  Ton  der  Beschaffenheit  des 
Tongentenkegela  ah,  den  man  TOra  Pole  an  die  OberSäche  des  KSrpen  legen 
kann.  Die  örenzen  Mr  r  ergeben  sich  aus  der  FolorgleichTiiig  der  FlOche.  Hat 
die  Masse  leere  Hohlränme,  so  ist  eine  besondere  Untersnchung  hinsichtlich  der 
Grenzen  fOr  r  nSthig. 

10.     Conischet    Ausschnitt   einer  Kngelschicbt   (Doiohdringnngsraom    - 
eines  Ereiskegels  lon  der  holhen  Oeffnung  a  and  der  zwischen  zwei  mit  ihm  con- 
centrischen  Kugeln  von  den  Radien  B„,  B  enthaltenen  Schicht.) 

Man  hat  hierfOr,  wenn  die  Sjmmetrieaxe  Polaraie  ist: 


i" 


'h 


□nd  mithin 

11.  Einige  Antigaben  Aber  die  BeBtimmtmg  des  Hassen mittelpnnktes  körper- 
licher B&ume. 

a)  Ein  Bogen  der  Parabel  y*  =  "ipx  vom  Scheitel  an  gerechnet  bis  zw  Ab- 
scisse  a  rotirt  um  die  Tangente  des  Scheitels;  das  Volumen  und  die  Lage  des 
Massenmittelpunktes  des  Rotationskörpers  za  finden. 

b)  Den  Massenmittelpunkt  einer  parabolischen  Platte  zu  finden,  welche  aus 
einem  Rotationsparaboloid  senkrecht  zur  Rotationsaie  geschnitten  ist  und  Basis- 
kieise  von  den  Radien  a  nnd  b  besitzt. 

c)  Den  Massenmittelpunkt  des  hyperbolischen  Rotationskörpers  zu  bestimmen, 

welcher  dnrcb  einen  Bogen  der  Hyperbel  1/'  — >     -^(x*  -^  t  ax\  vom  Scheitel  bis 

inr  Absciase  c  gerechnet,  nm  die  reelle  Ase  erzengt  wird, 

d)  Den  Hasaenraittelpnnkt  des  EOrpers  so  finden,  welcher  durch  Rotation  der 
Ton  den  beiden  Parabeln  y'  >=  2j)x  und  j/'  =  !p'  (a  —  x)  eingeschlosseDen  Fl&cbe 
um  die  gemeinschaftliche  Hanptaxe  entsteht. 

e)  Den  Massenmittelpunkt  des  Octanten  einer  Kngel  vom  Radius  a  zn  finden. 
f}  Ton  den  Axen  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  x,  y,  z  sind 

die  Stocke  a,  b,  c,  vom  Ursprung  0  an  gerechnet,  abgeschnitten  und  ihre  Bnd- 
punkte seien  resp.  A,  B,  C.    In  der  y^-Ebene  zieht  man  die  Qerade  BG,  in  der 
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xz-EbBJie  die  Qerade  AC  vod  in  der  ^-Ebene  durcb  B  die  Qerade  BD  parallel 
der  a;-Äie.  Eine  weitete  Qerade  QS  bewegt  sich  non  m,  daes  aie  eteta  der 
ye-Bbene  parallel  bleibt  nod  die  Cleradeu  ÄC,  BD  Bcfaneidet;  man  soll  den  Mas- 
Henmittelponkt  des  ECrpera  bestimmen,  welchen  die  erzeugte  FUche  mit  dem 
Octanten  der  Halbaien  bestimmt,  auf  welchen  a,  b,  c  abgeacbnitten  worden. 


Vin.   Capitel. 
QnadratlMlie  Ifomente.     TräghflltBmomeiite. 

§.  1.  Das  Ptodoot  mp*  aas  der  Uasse  m  eines  Punktes  und  dessen 
Abstand  p  von  einem  Punkte  0  heisBt  das  polare  quadratisofae  Moment 
oder  aucli  das  polare  Trägheitsmoment  von  m  in  Bezug  anf  0  und  die 
Summe  Smp^  der  polaren  quadratischen  Momente  aller  Punkte  eines  Systems 
in  Bezug  auf  0  das  polare  quadratische  Moment  oder  das  polare 
Trägheitsmoment  des  Systems  in  Bezug  auf  diesen  Punkt.  Bereits 
Cap.  TI,  §.  6  haben  wir  gezeigt,  dass  man  eine  Länge  a  finden  kaim,  den 
Badins  des  polaren  Momentes,  so  dass  £m .  a*  ^  Zmp*  wird.  In  Ähn- 
licher Weise  nennt  man  das  Frodnct  m^  aus  der  Masse  m  eines  Punktes  and 
dessen  Abstand  <;  von  einer  Ebene  £  das  quadratische  Moment  von  m  in  Bezug 
anf  diese  Ebene  nnd  £mq*  das  quadraÜsohe  Moment  des  Systems  in  Bezug 
auf  H,  sowie  eine  Lfinge  t,  woftlr<£m  .  i^  =  £m^  wird,  den  Arm  dieses 
Momentes.  Endlich  das  Produkt  mr*  aus  der  Masse  m  eines  Punktes  und 
dessen  Abstand  r  von  einer  Geraden  (Aj[e)  A  wird  das  quadratische  Moment 
oder  auch  nach  Enler's  Vorgange  das  Trägheitsmoment  Tonm  in  Bezng 
auf  die  Axe  h  genannt.  Die  Summe  Smr*  der  TrKgheitsmomente  aller 
Punkte  eines  Systems*  in  Bezug  auf  dieselbe  Axe  h  heisst  das  Trägheits- 
moment des  Systems  fllr  diese  Axe  und  eine  Länge  k,  welche  der  Be- 
dingung genügt  2:m,**  =  £mr'  der  TrSgheits  radius  des  Systems  für 
diese  Axe. 

Die  genannten  drei  Momente  sind  fttr  positive  Massen,  welche  wir  hier 
durchweg  voraussetzen  wollen,  positive  Orttssen  und  hSngen  von  der  geo- 
metrischen Beschaffenheit  des  Punktsystems  (dasselbe  kann  aus  discreten 
Punkten  bestehen  oder  ein  continnirliches  Gebilde,  eine  Linie,  Fläche  oder 
ein  Körperraum  sein),  von  der  Uassenvertheilung  in  demselben  und  von  seiner 
Lage  gegen  den  Punkt  0 ,  die  Ebene  E  oder  die  Axe  h  ab.  Sie  sind  anter 
sich  verknüpft,  wenn  der  Punkt,  die  Ebene  und  die  Axe  iii  einer  gewissen 
Abhängigkeit  stehen.  Die  Radien  ff,  i,  x  sind  gewisse  MittelgrSssoi;  so  z.  B. 
ist  X  ein  Mittelwerth  unter  allen  Abständen  r  der  verschiedenen  System- 
punkte von  der  Axe.  Denn  sind  r^  und  r^'  der  kleinste  und  der  grGsste 
unter  den  Abständen  r  von  der  Axe,  so  ist,  wenn  man  in  £!mr'  das  einemal 
alle  verschiedene  r  durch  r^,  das  anderemal  durch  r^'  ersetzt: 
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und  indem  man  in  dem  Anedrocbe  Em  .  X*  der  Vari&belti  x  alle  Werthe 
Ton  rg  bis  r^  beilegt,  so  folgt,  dass  ea  einen  solchen  Werth  3>-^  x  zwischen 
fg  und  Tg'  geben  mnas,  wofQr  £m  .  x'  =  £mr*  wird,  d.  h.  doss  der  Radius 
X  ein  Mittelwerth  der  Abstände  r  ist.  Äehnliches  gilt  von  0  und  t.  Die 
Linie  x  gibt  den  Abstand  eines  Punktes  von  der  Axe  an,  dessen  Trägheits- 
moment gleich  dem  Trägheitsmomente  des  ganzen  Systems  wird,  wenn  man 
demselben  eine  Hasse  gleich  der  Gesammtmasse  Sm  des  Systems  Euertheilt. 
Anoh  ist  X  der  Abstajid  einer  Cylinderfläche  von  der  Axe,  auf  welcher  die 
Gesammtmasse  irgendwie  vertheilt,  in  Bezug  auf  die  Axe  ein  Trägheitsmoment 
darbieten  wtirde  gleich  dem  Trägheitsmomente  des  ganzen  Systems.  Ebenso 
ist  <r  der  Abstand  eines  Ponktes  von  0.  oder  der  Radius  einer  Engelfläche 
um  0  als  Mittelpunkt,  so  dass  die  Gesammtmasse  diesem  Funkte  zuertheilt 
oder  auf  der  Kugelfläche  irgendwie  vertbeilt  in  Bezug  auf  0  dasselbe  polai'e 
Trägheitemoment  liefern  warde,  wie  das  System.  Äehnliches  gilt  von  1  in 
Bezug  auf  einen  Funkt  oder  eine  zu  E  parallele  Ebene,  wenn  der  Punkt 
oder  die  Ebene  die  Masse  Zm  enthält 

§.  2.    Das  Trägheitsmoment  Smi^  eines   Systems  in  Bezug  auf  eine 
Axe  h  Iftast  sich  bilden  mit  Hälfe  des  polaren  quadratischen  Momentes  Stnp* 

in  Bezug  auf  irgend  einen  beliebigen  Funkt  0  dieser  Axe 
/'*   imd  des  Trägheitsmomentes  Zm^  in  Bezug  auf  die  durch 

0  gehende,  zu  h  senkrechte  Ebene.    Denn   die  Abstände 
T^    r,p,  q  (Pig-  43)  des  Punktes  von  der  Masse  m  von  der  Axe, 

dem  Funkte  0  und  der  Ebene  E  bilden  ein  ret^t winkliges 

Dreieck,  in  welchem  p^  =™  2*  +  r*;  daher  ist 
Smp*  =  Sm^  +  Zrm* 

und 

"e-  »■  Smr*  —  Smp*  —  Smq* . 

Das  polare  quadratische  Moment  is  Bezug  anf  einen  Punkt  0  ist 
gleich  der  Summe  des  Trägheitsmomentes  in  Bezug  auf  eine  durch 
0  gehende  Axe  und  des  Trägheitsmomentes  bezOglich  der  zu 
dieser  Axe  senkrechten  Ebene  des  Pnnktes  0;  das  Trägheits- 
moment bezüglich  einer  Axe  ist  die  Differenz  zwischen  dem 
polaren  quadratischen  Momente  bezüglich  eines  Punktes  dieser 
Axe  und  dem  Trägheitsmomente  bezüglich  der  zu  dieser  Axe  senk- 
rechten Ebene  dieses  Punktes. 

Drückt  man  die  drei  Moment«  durch  die  Radien  a,  x  und  den  Arm  t 
ans,  wofOr  also 

so  erlebt  sich 


Digiiizedby  Google 


102  TiKgheitBmomeDt  f.  d.  Aiaa  einea  FarallclbOndela.    l  Th.,  Cap.  VIII,  g.  3. 

Eb  kSnnen  also  die  drei  Linien  <f,  x,  t  ein  rechtwinkliges  Dreieck  bilden, 
dessen  Hypotenuse  <r  ist  Daher  ist  das  polare  Trägheitsmoment  grösBer, 
sowohl  als  das  TrSgheitsmoment  fUr  eine  jede  Axe,  als  auch  grdssei*  als  das 
Trägheitsmoment  für  eine  jede  Ebene  des  Poles  0 . 

§.  3.  Die  Fundamen talanfgabe  der  Theorie  der  Trägheitsmoment« 
ist  die,  das  Trägheitsmoment  eines  gegebenen  Systems  fUr  alle  Axen  des 
Baumes  zu  find^L  Wir  werden  sie  durch  Reduction  lösen,  indem  wir  zu- 
nächst zeigen,  wie  man  das  Trägheitsmoment  für  alle  Stralen  eines  Parallel- 
BkalenbUndels  tod  Aien  bestimmt  und  wie  man  dasselbe  für  alle  Straleu 
eine«  Stralenbttndels  bei  beliebiger  Lttge  seines  Mittelpunktes  findet 

Es  seien  h,  li  (Fig.  44)  zwei. parallele  Axen,  r,r'  die  Abstände  eines 
Punktes  von  der  Masse  m  von  diesen  Ajten,  i 
der  Abstand  der  Axen.    Dann  ist 

mr'^  =  mr*  —  2mär  cos  (rd)  -f-  d*  .  w, 
mithin 
Smr'"  =  inir*  —  2d2mrcoa{rd)  +  ö*£m. 
Legt  man  durch  die  Axe  h  eine  Ebene  senkrecht 
zu  d,   so   ist  i'cos(rd)  =  a;   der  Abstand   der 
Masse  m  von  dieser  Ebene  und 

£mr  008  (rd)  =  £mx  =  x^Sm 
das  Moment  ersten  Grades  des  Systems  in  Bezog 
Drstehende  Formel  nimmt  hiemit  die  Gestalt  an: 
=  Smr^  —  'iSx^Zm  +  6*2m. 
FUr  den  Fall,  dase  die  Axe  h  durch  den  Massenmittelpunkte  des  Systems 
hindurchgeht,  ist  x^^^O  imd  d^Sm  das  Trägheitsmoment  des  Massenmittel- 
punktes, wenn  man  ihm  die  Gesammtmasse  £n(  zuertheilt,  in  Bezug  anf  die 
Axe  ä'  oder  also: 

i'mr*  =  2mr*  +  S'Em . 
Man  sieht  hieraas: 

1.  Kennt  man  das  Trägheitsmoment  Emt^  eines  Systems  in 
Bezug  auf  eine  Axe  h  des  Massenmittelpunktes  8,  so  findet  man 
das  Trägheitsmoment  für  irgend  einen  Stral  A'  des  Parallel- 
btkndels  von  der  Richtung  h  im  Abstände  d  ron  h,  indem  man 
zu  2mr*  das  Trägheitsmoment  6*£m  des  Massenmittelpunktes  in 
Bezug  auf  U  addirt,  wenn  man  demselben  die  Gesammtmasse  des 
Systems  zuertheilt 

2.  Alle   Straten   des    ParallelhUndels,    welche   gleichen   Ab- 


Zmr*  ■■ 
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atand  Ton  demStraleA  des  MaBsenmittelpunktas  haben,  besitzen 
gleiches  TrSgbeitsmoment, 

3.  Das  Trftgheitsntoineiit  ist  fttr  die  Aie  A  des  Massenmittel- 
pnnktes  ein  Minimum. 

Es  musB  bemerkt  Werden,  dass  die  Gleichung 

£tHr'*  -=  Zmr*  +  d'Sm 

auch  dann  noch  besteht,  nenn  die  Axe  h  mar  nicht  den  Masaenmittelpankt 

enthält,  wohl  aber  die  Ebene,   welche  durch  h  senkrecht  zur  Ebene  {hh') 

beider  Axen  gelegt  werden  kann,  durch  den  Mass eninittelp unkt  hindurchgeht. 

Aehnliche  Betrachtungen  können  auch  hinsichtlich  des  Trägheitsmomentes 
Smq*  in  Bezng  anf  eine  Ebene  darchgeftthrt  werden.  Sind  E,  E'  zwei 
Parallelebenen,  q,  g  die  Abstände  von  m  von  ihnen  und  d  ihr  Abstand  von 
einander,  so  ist  q  =  q  —  i,  wo  rf  nach  der  einen  Seite  von  E  hin  positiv, 
nach  der  andern  hin  negativ  gerechnet  wird.    Daher  wird 

Smq'^  =  £nt(^  —  2S£mq  +  S'Sm, 
Smq  ist  das  Moment  ersten  Grades  des  Systems  in  Bezug  anf  die  Ebene  E 
und  gleich  x,  Sm ,  wenn  Xj  den  Abstand  des  Massenmittelpunktes  des  Systems 
von  E  bedeutet.    Geht  die  Ebene  E  durch  den  Maesemoittelpunkt  hindurch, 
so  vrird-^r,  ^  0  and  mithin 

Smip  -=  Zmq^  -j-  S*Sm. 
Hieraus  folgt: 

Unter  den  Trägheitsmomenten  eines  Systems  in  Bezug  auf 
die  Ebenen  eines  Parallelebenenbflnd eis  ist  dasjenige  das  kleinste, 
welches  der  Ebene  des  Massenmittelpunktes  entspricht.  In  Bezug 
auf  zwei  Ebenen  E'  in  gleichem  Abstände  diesseits  und  jenseits 
von  dieser  Ebene  sind  die  Trägheitsmomente  gleich  und  werden 
aas  dem  Trägheitsmomente  für  die  Ebene  des  Massenmittel- 
punktes erhalten,  indem  man  diesem  Trägheitsmomente  das  Träg- 
heitsmoment des  Massenmittelpunktes,  welchem  man  die  Ge- 
sammtmasse  znertheilt,  in  Bezug  auf  die  Ebene  E'  inftlgt. 

§.  4.  Da  wir  nach  dem  vorigen  Paragraphen  das  Trägheitsmoment  fttr  jede 
Axe  des  Baumes  za  bestimmen  vermögen,  sobald  wir  dasselbe  für  die  ihr  paral- 
tele  Axe  des  Massenmittelpunktes  kennen,  so  bedOrfen  wir  nur  noch  einer 
Methode  für  die  Aui^ndnng  der  Trigheitsmomeute  ftkr  die  Axen  des  Mas- 
senmittelpunktes. Wir  suchen  im  Folgenden  das  Trägheitsmoment  ftlr  die 
Axen  irgend  eines  Punktes  0  anf,  gleichviel  ob  dies  der  Massenmittelpunkt 
ist  oder  nicht. 

Ist  0  (Fig.  4&)  der  Ursprung  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der 
X,  g,  t,  sind  tt,  ß,  y  die  Bichtungscosinnsse  einer  Axe  h  des  Punktes  0,  $  der 
Abstand  eines  Systempunktes  von  der  Masse  m  von  0,  x,  y,  t  dessen  Coor- 
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dinatea  und  </  aein  Abstand  von  der  z 
0,  Bo  iet 


A  BeakrecbteD  Ebene  des  PnalcteB 


Fig.  iS. 


J>*  =  a^  +  y*  +  2*,      2  =  aa:  +  (Jjf  +  ye 
and  mithiD  das  polare  TrKgheitsmoment  für  den 
Punkt  0: 

£mp'  —  £mx'  +  Zm^  +  Zmi^ 
und   doa   TrBgbeitgmoment  für  die  eu   h  seak- 
lechte  Ebene: 

2m(^  =  u^Zmx^  +  ß*£my*  +  /.Em«* 
+  2ßy£mye  +  2j'«2:m«a:  +  ^aßZmxff. 
Aqb  beiden  bildet  sich  das  Trägheitemoment  fllr  die  Axe  k  nach  der 
Formel: 

£mr*  =  ^mjj'  —  £me^ , 
ä.  h.  ee  wird 

£mr'  =  (1  -  «»)  ^ma»  +  (1  —  j3»)  imy*  +  (1  —  y*)  ^«2* 

—  2ßy£myz  —  2ytxZmex  —  ^aßSmxi) 
oder  negen  «'  +  p'  +  y*  =  1  und  mithin 

1   _  «»  =  ß»  +  y»     1  _  ^  =  y»  +  ««,    1  _  y«  =  «»  +  ^, 

wenn  man  nach  a,  ß,  y  ordnet: 

Zmr"  =  u*Em(n*  +  ^»)  +  ß*Sm{i*  +  :c*)  +  y*Z«(a;'  +  y") 

—  'ißySmj/e  —  2ya£mzx —  lußZmxy, 
WOB  vrir  Bchreiben  wollen: 

Smt^  =  Äa'  +  P(3«  +  Cy*  —  2Dßy  —  2Eya  —  2Faß. 
Da  >/'  +  z*,  «*  -}-  a;*,  «*  -|-  y^  die  Quadrate  der  Abstände  von  m  von 
den  Axen  der  x,  y,  e  sind,  so  stellen  von  den  sechs  Coef&cienten 

A  =  £m{y*  +  «*) ,     J?  =  £myz, 

B  —  j;)»(ä*  +  a:*),     £  =  imex, 

C  =  £M(a^  +  y'),  F  =  Zmxy, 
die  drei  erBten,  A,  S,  C,  die  TrKgheitsmomente  des  Systems  fttr  die  Coor- 
dinatenazen  dar  and  sind  fdr  positive  Massen,  welche  vrir  hier  voraus- 
setzen, positive  GrSssen;  die  drei  letzten  J>,  E,  F  wollen  vrir- nach  Ban- 
kine Peyiationemomente  nennen.  Sie  können  .anoh  bei  Voraussetiung 
durobaue  positiver  Massen  positive  oder  negative  Grössen  sein. 

Das  Trägheitsmoment  eines  Systems  in  Bezug  auf  einen 
Stral  h  eines  StralenbUndels  0  als  Axe  ist  eine  homogene  Func- 
tion zweiten  Grades  der  RicbtungscoBinusBe  a,  ß,  y  des  Strales 
in  Bezug  auf  irgend  drei  zu  einander  senkrechte  Stralen  des- 
selben Punktes  als  Coordin&tenaxen;  die  Coefßoienten  der  Quadrat«  von 
R,  ß,  y  sind  die  TrBgbeitemoiaente  des  Systems  fUr  die  Coordinateuasen. 
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Setzen  wir  die  Tr&gheitsmomeate  in  Bezug  auf  die  Coordinatenebenen, 
näinlich 

£m:^  ■=  Ä',     Sm^  •=:  B',     £m^  =  C' , 
BO  wird  der  Ausdruck  &ii    das  TrBgheitsmoment   in  Bezug    auf  die  Ebene, 
deren  fformale  U  die  BichtuugBcosinusse  «,  ß,  y,  besitzet: 

Ernq"  =  Äe?  +  B8^  +  C'y*  +  2D(J).  +  2Eya  +  2f«/J, 
ein   Aosdmck,  welcher   sich   von   dem   fUr   ^mr*   durch  die  Wei-the  der 
Coefficienteu  der  Quadrate  und  die  Vorzeichen  der  Glieder  mit  den  Pro- 
ducten  der  GrOesen  a,  ß,  y  unt«r3cheidet. 

Da  die  Coordinatenaxen  und  somit  auch  die  Coordinatenebenen  belie- 
big sind,  so  folgt  aus  Toretehenden  Formeln: 

X  +  B'  +  C  «  £mx*  +  £my'  +  Sme*  =  Emp*, 
A-\-  B  +  C  —>  i[2:m%^  +  Emy^  +  JJm«*]  =  2  Emp*: 
Die  Summe  der  Trägbeitemomente  in  Bezug  auf  drei  zu  ein- 
ander rechtwinklige  Ebenen,  sowie  aucb  die  in  Bezug  auf  drei 
zu  einander  rechtwinklige  Axen  eines  Punktes  0  bleibt  con- 
stant  fUr  alle  Bolche  Tripel  von  Ebenen  oder  Axen  dieses  Punk- 
tes. Die  constante  Summe  der  letzteren  drei  TrSgbeitsmomente 
ist  doppelt  so  gross,  als  die  der  drei  ersteren,  n&mlich  doppelt 
so  grosB  als  das  polare*  TrBgheitsinoment  fttr  den  Punkt  0. 

Femer  ist  B"  +  (T  —  .d,  C  -f  J'  —  5,  ^'  +  B"  =  (7  d.  h.  die 
Summe  det  Trftgbeitsmomente  bezdglicb  zweier  zu  einander 
senkrechter  Ebenen  ist  das  Trfigheitsmoment  in  Bezug  auf  deren 
Durchsohnittslinie  als  Axe. 

§.  6.  In  dem  Ausdrucke  für  dag  Trftgheitsnioment  Xmr^  ftlr  eine 
Ase  und  das  Zm^  für  eine  Ebene  sind  die  drei  ersten  CoefBcienten 
A,  B,  C  resp.  A',  B",  C,  welche  selbst  TtOgheitsmomente  bedeuten,  für 
positive  Uassen,  wie  sie  hier  immer  yorausgesetzt  werden,  positive  Grössen, 
w&hrend  die  drei  letzten  Coefhdentea,  welche  aus  Deviationsmoinenten 
D,  E,  F  gebildet  sind,  positiv  oder  negativ  aus&lleD  kOoneii,  je  nach 
der  Lage  der  Coordinatenaxen.  Dens  diese  Momente,  wie  z.  B.  Smxy 
enthalten  positive  und  negative  Elemente  mxy.  Es  entsteht  daher  die 
Frage,  ob  man  nicht  etwa  die  Ooordinatenaxen  so  wfthlen  könne,  daas  die 
Momente  alle  drei  zugleich  verschwinden,  wodurch  die  Ausdrücke  fUr 

Zmt^  und  Sm(^ 
eine  wesentliche  Vereinfachung  erleiden  wOrden.    Um  diese  Frage  möglichst 
einfach  und  anschaulich  zu  beantworten,  wollen  wir  uns  einer  geometri- 
schen Interpretation  bedienen,  welche  Süx  die  Trägheitsmomente  für  Axen 
zuerst  von  Poinsot  angegeben  wurde. 

Auf  jeder  Axe  A,  deren  Lage  durch  die  lUchtungscosinuSBe  a,  ß,  y 
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besÜDunt  ist,  tragen  wir  vom  Ursprünge  0  aus  na«li  beiden  S^ten  eine 
Länge  OM  ^  ^  umgekehrt  proportional  der  Quadratwurzel  aus  dem  TrSg- 
heitsmomente  des  Systems  für  die  Aze  h  auf,  so  dass  also 

l/cönät.       ,  ,„     , 

f  =  y  y  - -j     oder     f'£mr'  ■-■  const. 

wird,  wo  wir  die  Constante  noch  willkQhrlich  w&hlen  kCnnen.  W&hlen  wir 
sie  so,  dass  mit  HUlfe  von  Xmr*  -^  £m  .  x*. 

e»  =  e\ 
alao  das  Product  aas  der  Strecke  ^  und   Trägheit-sradius  x  von  h  fflr  alle 

Axen  dieselbe  Gr&sse  c'  ist,  d.  h.  setzen  wir  ■  ■'  ^^^  £*,  wo  c  noch  will- 
kOhrlich  wählbar  bleibt,  so  wird 

Smr^  =  Sm  .  »*  =  ^m  ■  -, 
=  Aa'  +  Bß^-^Cy^  —  2Dßy—2Eya  —  2Fttß. 

Mulüpliciren  wir  diese  Gleichung  mit  (/*  und  bedenken,  dass  alsdann 
"9^  ßQj  yv  <^>^  Coordinaten  x,  y,  e  des  Endpunktes  M  von  g  bedeuten,  so 
ergibt  sich  für  die  FlKche,  welche  sfimmtliche  Punkte  M  enthält,  die  Glei- 
chung 2.  Grades 

Ax^  +  ßif^  +  Ca*  —  21}pz  ~  '2Ezx  —  "iFxy  =  Zm  .  t*'. 

Diese  FlSche  zweiter  Ordnung,  welche  0  zum  Mittelpunkte  hat,  be- 
sitzt drei  Hauptaxen;  wenn  wir  diese  von  vornherein  lu  Üoordinateoaxen 
gewBhIt  hatten,  so  würden  in  der  Gleichung  die  Coeffidenten  von  yz,  ex, 
xy  nicht  vorkommen,  dieselbe  vielmehr  die  Form 

Ax*  +  By*  -f  Ce*  =  im .  t* 
angenommen  haben,  worin  A,  B,  C  die  TrHgheiteraomente  bezüglich  der 
Hauptaxen  der  FlSche  bedeuten.  Da  diese  Grfissen  ihrer  Bedeutung  nach 
positiv  sind,  so  folgt,  dass  die  FlUche  ein  Ellipsoid  ist.  Die  Hauptaxen 
dieses  EUipsoids,  welches  von  Cauchy*)  gefunden  wurde,  dessen  Bedeu- 
tung fUr  die  Theorie  der'Rotation  Poirtsot  zuerst  erkannte,  und  das  wir 
das  Canohy-Foinsot'sche  TrSgheitsellipsoid  des  Punktes  0  nennen  «er- 
den, haben  also  die  Eigenschaft,  dass  in  Bezug  auf  sie  als  Axen  der  x,  y, 
SS  die  drei  Deviationsmomente 

T>  =  Smyz  ,  E  =  Zmex,  F  —  Zmxy 
des  Systems   verschwinden.    Wir  nennen   sie   Haupttr&gheitsaxen   und 
die  Tülgheitamomente  A,  B,  C,  welche  ihnen  entsprechen,  die  HaupttrSg- 
heitemomente  des  Punktes  0.    Ist  0  der  Massenmittelpunkt  S  des  Systems, 

*)  Exercises  de,  Hathämatiqnes  T.  II,  p.  93  (18S4). 
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30  nennen  wir  das  TrSgheiteeltipaoid  Centralellipiioid   und  seine  Azen 
Uanptcentr&laxen.   Hit  HUlfe  der  HaapttrSgheitBradiea  o,  6,  c,  wofOr 

eiud,  nimmt  die  Gleichung  der  FlSche  die  Form  an 

und  wenn  mau  x  =^  a^,  y  ^  ß^,  z  =  ytf,  t*  ^  px  restituirt,  ^rhUt   man 
fDi  den  Trägheitaradins  x: 

und  fOr  d&8  Trlgheitsmomsnt: 

Smr*  =  2:»» .  »»  =-  A»  ««  +  B*  ß*  +  C»  /. 

Legt  man  der  willkührlich  wBhlbaren  Constante  e  alle  Werthe  bei,  so 
erbllt  man  eine  ganze  Schaar  fihiüicher  nnd  Ähnlich  liegender  EUipBoide,  von 
denen  jedes  der  Bestimmang  der  TrSgbeitsmomente  zu  Gmnde  gelegt  wer- 
den kann. 

Ana  der  Gleichnng  q»  •=  s*  folgt,  dsas  mit  wachseudem  Badiusvector 
Q  des  Ellipsoids  der  Trfigheitsradins  x  und  mit  ihm  das  Tiflgheit^moment 
Sm.x'  fUr  die  Axe  h,  in  welche  (f  bineinfKllt,  abniifiimt  und  umgekehrt. 
Wird  das  EllipBoid  ein  Botationsellipsoid,  so  sind  die  RadienToctoren  p  senk- 
recht zur  Rotationsaxe  alle  einander  gleich ;  alle  Axen  senkrecht  zur  Rotatious- 
ue  haben  daher  gleiche  Trlgheitsmomente  und  sind  die  beiden  Hanptaxea 
eenkreebt  zur  Jtotationaaxe  der  Lage  nach  unbestimmt.  Wird  das  Ellipsoid 
eine  Kngel,  ao  haben  alle  Äsen  des  Mittelpunktes  gleiches  TrSgheitsmo- 
ment;  alle  Axen  dieses  Punktes  sind  Hauptaxen  dessetben. 

§.  6.  TTm  die  Hauptaxen  des  Cancby-Foinsot'achen  TrBgheitsellipsoidB 
r7=  Ax*  +  By*  +  Ce*  —  2Dyss  —  2Ezx  —  2Fxy  —  im  .  e*  -=  0 
zn  finden,  kann  man  ausdrucken,  dass  die  Tangentenebene  in  dem  Rnd- 
ptmkte  des  Uadiusvectors  p  {«ßy)  vom  Mittelpunkte  der  Flache  nach  dem 
Ponkte  (xyü)  &uf  dem  Eadiusrector  senkrecht  stehen  muss,  wenn  er  die 
Kchtong  einer  Hauptaxe  haben  solL  Non  sind  die  BichtungscOBinusse  der 
Normalen  des  Punktes  {xye)  der  FlSche  U  proportional  den  GrSssen 

i  ''F.  =       Ax  —  Fy  —  Ee=^^  {Au  —  Fß  —  Ey) 


und  wenn  ihre  Richtung  mit  der  des  RadiuBvectora  («  ß  y)  zuBammenfal- 
len  soll,  so  mOssen  folgende  Gleichungen  bestehen,  in  denen  A  einen  noch 
unbesümmten  ProportionalitStafactor  bezeichnet: 
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Äa—  Fß  —  Ey  =  ka, 

—  Fa  -{-Bß  -  Dy='  Xß,- 

—  Ett  —  Dß+Cy-'ly. 

Die  Bedeatnng  von  X  erhellt  sofort  Mnltiplicirt  nun  DKmlich  diese  Glu- 
ohnngeu  mit  a,  ß,  y  und  addirt  sie,  so  kommt 

^«»  +  £|3'  +  <7/  —  2D(Jy  —  'i'Eyu  —  2Faß  =  i  =  Smt'  =  ff, 

es  ist  also  A  der  Werth  des  dem  Badinsvector  -9  als  Aze  entsprechenden 
Trägheitsmomentes,  nBmlich  i  <>—  £mt'  ■=  B,  wo  H  abkürzend  .das  TrSg- 
heitsmoment  bezeichnet.    Schreiben  wir  daher  die  Oleichnngen  ho: 

{H  —  Ä)  a -\-  Fß -\-  Ey  =  0  , 

Ftt  +  (n—B)ß+Dy    =0, 
Ea  +  Vß  +  {U  —  C)y    =0 

und  eliminiren  a,  ß,  y,  so  ergibt  sich  zur  Bestimmung  der  drei  den  Hsapt- 
&ien  entsprechenden  Werthe  des  TrSgheitsmomente  sif  die cnbisohe  Gltöchang: 
H  —  AF  E 

F      H—B       D 


nnd  sobald  die  drei  Wurzeln  H',  H",  U'"  derselben  gefunden  sind,  liefern 
die  obigen  drei  Gleichungen  die  drei  zngehSrigen  Sichtungen  («'  ß  y'\ 
{a"  ^' y"),  iu"  ^"  y")  der  Hauptaxeu.  Die  Wurzeln  der  cubischen  Glei- 
chung sind  alle  drei  reell.  Man  sieht  dies  leicht,  indem  man  dieser  Glei- 
chung eine  etwas  Übersichtlichere  Gestalt  gibt.  Man  kann  sie  zunächst  bo 
schreiben: 

{U—A)I)       DF  DE 

EF     (U  —  B)E      DE 
EF  DF        {U~C)F 

oder,  indem  man  von  der  ersten  Reihe  die  zweite  und  von  der  zweiten  die 

dritte  subtrahirt 

{H  -  Ä)D  —  EF,  DF  -(1I—B)E  0 

0  {H—  B)E~  DF,        DE  ~  {H  —  C)  F 

EF  DF  {H-C)F—DE-i-  DE 

Divldirt  man  nun  die  erste  Colonne  mit  2>,   die  zweite   mit  E  und 

die  dritte  mit  F  und  setzt 

j  J.  ^'*'       1 
A^—  =  L, 

so  nimmt  sie  die  Form  an 
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HanpUxen. 

H-  L 

U—U 

0 

0 

H  —  U 

N—H 

EF 
I> 

DF 
E 

^-^+v 

oder  enlwiokolt 

EF 

FD 

DE 

D 

L             « 

_L         *■ 

L  —  H   ^   31—  H  ^    N—  H 

Diese  Form  der  Gleichung  liaat  erkennea,  aase  wenn  die  Folge  der 
OrOsBen  L,  M,  N  auch  die  relative  Oröese  derselben  bezeichnet,  so  dass 
L  <,M <,N  ist,  die  drei  Wurzeln  zwischen 

—  oo,  i,  M,  N    oder     L,  M,N,+  oo 
fallen,  je  nachdem  das  Product  LMN  positiv  oder  negativ  ist,  nnd  mit- 
hin alle  drei  reell  aiud. 

lat  a*  K*  -|-  6*  y*  -|-  c*  e*  =  f*  die  Gleichung  des  TrSgheitaellipBoids, 
bezogen  auf  die  Hauptaxen ,  so  dass  also  Sm  .  a*  ^^  A,  Zm  .h*  ^  B, 
£m .  <^  =  C  die  KaupttrSgheitsmomente  nnd  a,  b,  c  die  ihnen*  entapre- 
chenden  Trilgheitsradien  sind,  so  aind  die  Halbaxen  dieser  FlSche 


so  dass  also  die  grtisste  Halbaze  dem  kleinsten  Haapttrftgheit^radina  und 
also  attoh  dem  kleinsten  HaupttSgheitsmomente ,  die  kleinste  Halbaie  dem 
grCssten  und  die  mittlere  Halbaxe  dem  mittleren  Haupttrftgheitsradius  und 
HanpttrKgheitamomente  entspricht.  Uan  kann  daher  zu  den  hier  entwickel- 
ten Resultaten  auch  dadurch  gelangen,  dass  man  den  allgemeinen  Ausdruck 

mit  Bttcksicht  auf  t^  -\-  ß*  -^  y*  =  \  in  Bezug  auf  a,  ß,  y  zu  einem  M&ii- 
mnm  oder  Minimum  werden  Ifiast.  Für  die  Ausfllhrnng  dieses  Oedankens 
wird  man  behnfa  Elimination  einer  der  GrOssen  a,  j9,  y  den  unbestimmten 
Factor  k  benutzen,  die  GrUsse 

//  - 1  (»■  +  ^  +  ,•)  -  (4  - 1) »'  +  ■  ■  ■ 

G  TT       a  JT      fitj 

nach  tt.  ß,  y  differentiiran  und  — ,  -t-;.,  -r—  gleich  Null  setzen.    Dies  fUhrt 

da      oß     cy 

zu  denselben  Resultaten,  wie  vorher. 

§.  7.  Durch  die  Eisfiihning  das  Cauchy-Poinsofsohe  Ellipsoids  erlangt 
die  Theorie  des  TrAgheitsmomentes  einen  hoben  Grad  geometischer  Durch- 
sichtigkeit. Fast  jeder  Satz  Über  die  Diameter  des  Ellipsoids  liefert  die  Inter- 
pretation eines  ihm  entsprechenden  Satzes  Ober  Tragheitemomente. 

Sind  ft,  ((",  if"  drei  zu  einander  senkrechte  Semidiameter  des  Ellipsoids 
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so  ist  nach  einem  bekannten  Satze  -  ,4  4 — ;;£  4*  -t-t*  conatant  ftlr  alle  Lasen 
dieses  Tripels  zu  emandei  rechtwinkliger  Linien.    Da  nun 

ff'*  •=  '*  >  ?"*"  =  «* .  e'""'"  =  ** . 
wenn  «',  x",  x™  die  TrAgheitaradien  ftlr  $',  p",  p"'  als  Axen  eind,  so  folgt, 
dasB  x''  -|-  *"*  -|-  »"^  und  mithin  ancb  II'  +  H"  +  H'"  coastast  ist, 
wann  II',  H",  H'"  die  entsprechenden  Trägheitsmomente  sind.  Kes  gibt  den 
schon  §.  4  bewiesenen  Sats:  Die  Summe  der  Trägheitsmomente  fOr 
drei  lu  einander  senkrechte  Axen  eines  Punktes  ist  conatant, 
nämlich  gleich  der  Summe  der  HaupttrKgheitsmomeBte  dieses 
Punktes. 

Nach  einem  andern  Satze  ist  die  Qnadrataumme  dreier  conjugirter  Semi- 
diameter  des  Ellipsoids  oonstant.  Sind  also  h',  h",  tC"  drei  solche  coi\juglrte 
Axen,  x,  %",%"_,  H',  H",  IT"  ihre  Trftgbeitsi-adiea  und  TrSgbeitamomente, 
9%  ?")  9"  <^e  entsprechenden  Semidiameter  des  Poinsot'scben  Gllipeoids ,  so 
iat  (•'*  +  ?"*  +  9'"*  constant,  alao 

•        ;T,  +  ;r,  +  ^,md  »ithm  ^.  +  jp  +  ^. 

coustant;  d.  b.  die  Summe  der  reciproken  Werthe  der  Trägheits- 
momente fUr  drei  zu  einander  in  Bezug  auf  das  TrSgheitaellipaoid 
conjngirte  Axen  eines  Punktes  ist  coostant,  nKmlich  gleich  der 
Summe  der  reciproken  Wertbe  der  drei  Haupttrfigbeitsmomente 
dieaea  Punktes. 

Der  geometriache  Ort  der  BichtungsUnien  aller  Diameter  gleicher  LBnge  2  r 
eines  Ellipsoids  iat  ein  Kegel  zweiten  Grades,  welcher  mit  dem  EUipsoid  den 
Mittelpunkt  imd  die  Uauptaxeo  gemein  bat  und  dasselbe  in  einem  sphärischen 
Kegelschnitt  durchdringt  Dies  liefert  den  Satz:  Der  Ort  aller  Axen 
eines  Punktes  von  gleichem  TrKgbeitsmomente  ist  -ein  Kegel 
zweiten  Gradea,  welcher  mit  dem  Canchy-Poinsofschen  EUipsoid 
dieses  Punktes  gemeinsame  Hauptaxen  besitzt 

Die  Gleichung  des  Ellipsoids  ist  a'x*  +  &*y*  +  c*«*  —  e*  =  0 ,  die  der 
mit  ihm  concentrischen  Kugel  Tom  Radius  r  ist  a^  -f-  y*  +  £^'  —  r*  =  0 , 
mithin  iat 

die  Gleichung  des  Kegels,  dessen  Erzeugungslinien  gleiches  Trägheitsmoment 


Ist  a  <  Z)  <  c,  d.  h.  sind  a,  b,  c  die  Trägheitsradien  der  grössten,  mitt- 
lere und  kleinsten  Axe  des  Ellipsoids,  und  ist  r  kleiner  als  die  mittlere  Halbaxe 
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r-,  aber  grösser  als  die  kleinste  Aze  -,  so  umgibt  der  Kegel  die  kleinste 
Aze  des  EUipsoida;  liegt  r  zwischen  —  und  — ,  so  umgibt  er  die  grUsste 
Axe;  ist  aber  r  •-<>—,  so  zeri&lU  derselbe  in  die  beiden  Ebenen 

0 

(a*  -  6»)a^  -  (b'  —  c»)«*  =  0 
der  Kreisschnitte  des  Ellipeoids,  welcbe  dnrcb  die  mittlere  Axe  hindurcb- 
gehen.  Lässt  man  den  Radius  r  der  Kugel  von  der  Länge  der  kleinsten 
Halbaxe  an  bis  zar  Länge  der  grössten  wachsen,  so  erhält  man  die  ganze 
Schaar  sphärischer  Kegelschnitte  auf  dem  EUipsoid,  durch  welche  die  Kegel 
hindurchgehen,  iür  deren  Erzeogangslinien  die  Trägheitsmomente  vom  grSssten 
Wertbe  bis  zum  kleinsten  Werthe  herab  abnehmen. 

Um  Über  die  Vertheilung  der  Axen  gleichen  Trägheitsmomentes  im 
ganzen  Baume  ina  Klare  zu  kommen,  bedenk^  wir,  dssa  in  dar  Gleichung 
7/"  =  H"  +  Sm  .  d*,  welche  das  Trägheitemoment  H'  für  irgend  eioe  Axe  h' 
des  Baumes  mit  Hülfe  des  Trägheitsmomentes  H  der  ihr  parallelen  Axe  h 
des  Massenmittelpunktes  bestimmt,  zwei  Grössen  H  und  d  vorkommen,  welche 
varüren  können,  ohne  daas  II'  aufzuhören  braucht,  denselben  Werth  zu  be- 
halten. Ziehen  wir  durch  den  jUagsenmittelpnnkt  eine  Aie  h,  welche  dem 
Kegel  ftlr  das  Trägheitsmoment  ^angehört,  so  liegen  alle  Axeu  des  Baumes, 
welche  ihr  parallel  sind  und   das  Trägheitsmoment  B"  besitzen,  auf  einem 

Cjlinder,  um  A  mit  demBadius  i  ->■  [^  — = beschrieben.    Wechselt  h  seine 

Lage  auf  dem  Kegel,  so  verschiebt  sich  der  Cylinder  im  Baume  ohne  seinen 
Radius  d  zu  ändern.  Wählt  man  einen  andern  Kegel ,  welchem  ein  anderer 
Werth  von  //  zugehört,  so  ergibt  sich  eine  andere  Schaar  Cylinder.  In- 
dessen sind  die  Axen  !i',  welche  ein  gegebenes  Trägheitsmoment  besitzen 
sollen,  an  gewisse  Grenzen  hinsichtlich  ihrei'  Entfernung  d  vom  Massen- 
mittelpunkte gebunden.  Denn  ist.^  der  kleinste,  £7  der  giösste  Werth,  den 
das  Trägheitsmoment  H  fQr  die  Axen  des  Maesenmittelpnnktes  znlässt,  so  sind 
/H'~  Ä        ,       -t/H'—C 


der  gröBste  und  kleinste  Werth ,  den  der  Abstand  d  bei  constantem  S'  an- 
nehmen kuin.  Beschreibt  man  daher  mit  diesen  beiden  Längen  als  Badien 
um  den  Massenmittelpunkt  zwei  Kugelflächen,  so  sind  die  Tangenten  dieser 
Flächen  binsicbtlicu  ihres  Abstandee  die  äussersten  Axen,  welche  das  Träg- 
heitsmoment B'  besitzen.  Zwischen  diesen  Grenzen  kann  man  der  Grösse  d 
jeden  Werth  ä  beilegen,  nm  sofort  eine  Schaar  Cjlinder  zu  finden,  deren  Er- 
zengungslinien  das  Trägheitsmoment  3'  besitzen  und  deren  Axen  eine  Kegel- 
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flKche  mit  dem  MaBsenmittelptmkte  als  Mittelpunkt  bilden,  deren  EmeugungB- 
linien  der  geineinBame  Werth  H  ••='  W  —  £m  .  ä*  des  Trfigheitsmomeiites 
zukommt. 

§,  8.    Für  das  TrSgbeitsmoment  Smq*  bezUgUcb  einer  Ebene,  deren 
Normale  7t  die  BichtnugBcosinuese  u,ß,y  beaitzt,  fanden  wir  §.  6 

£mg*  =  Sm.i'  =  A'a*  +  B'ß*  +  Cy  +  2Dßy  -^  2Ertt  -i-  2Faß, 
wo  A'  =  £tR3?,  ^  =  Smy*,  C  =  2me*  ist,  D,  £,  J'aber  dieselbe  Be- 
dentong  baben,  wie  beim  Cauoby-Poinsot' sehen  Kllipsold.  TrBgt  man  nun  vom 
Ursprünge  0  auf  der  Normalen  h  nacb  beiden  Seiten  die  L&nge  q  so  aaf, 

-    — j,  d.  h.  ff  umgekehrt  proportional  der  Quadratwurzel  aus 

£•» 
dem  Ti^beitsmomente  in  Bezug  auf  die  Ebene  wird  und  setzt  -•  ^  t*, 

30  dasB  f f  —  E*  wird,  so  erhSlt  man  als  Ort  der  Endpunkte  von  f  eine 
Flache  zweiten  Grades,  deren  .Gleichung  mit  Hülfe  tou  p«  =  a:,  fß-^y, 
ffy  ==  X  dargestellt  werden  kann  als: 

.dV  +  B'y^  +  CV  +  2Dy«  +  HExx  +  iFxy  =  Sm  .  t* 
und  wenn  man  diese  Gleichung  auf  die  Hauptaxen  des  Canchy-Poinsot' sehen 
EUipsoids  bezieht,  wofür  D  =  E  ^  F  =  0  werden,  als: 

Sie  drückt  ein  Ellipsoid  aus,  da  A!,  S,  C'  positive  Grössen  sind;  dasselbe 
hat  mit  dem  Cauchy-Poinsot'scben  EUipsoids  den  Mittelpunkt  und  die  Haupte 
axen  gemein.    Setzt  man 

A'  —  £mx'  ■=  Sm.a'^ ,  B"  =  £m  .  &'* ,  C  ■=  ^m  .  c* , 
wo  also  a,  b',  c   die  Tr&gbeitearme  yon '.J',  B',  C  bedeuten,  so  nimmt  die 
Gleichung  die  Gestalt  an 

Sie  drückt  eine  Schaar  Ähnlicher  und  Shnlieh  liegender  Ellipsoide  aus,  von 
denen  jedes  ebenso  gut,  wie  das  Cauchj-Poinsot'sche  zur  Bestimmung  der 
Hauptaxen  benutzt  werden  kann.  Um  diese  Bechnung  durchEnfOhren,  hstte 
man  ähnlich  wie  §.  6  die  Gteicbnng 

U'  =A'a?  +  ^y^  4-  C'e'  +  2Dyz  +  2Ezx  +  2Fxy  —  £ni.t*-=0 
zu  difierentiiren  und  das  Gleichungssystem 

A'^-^Fß^  Ey  =  Xa, 

Fa-\-  B'ß  +  Dy^Xß, 

Ea-\-Dß-^C'y  =  Xy 

zu  behandeln.    Man  findet  durch  MultipticaÜon  mit  o,  ß,  y  und  Addition 

.äV  +  S')3»  +  Cy  +  2Z)|Sy  +  2%«  +  2*"«^  —  l 
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Go  dass  also  i  den  Wertfa  des  der  Ebene,  deren  Normale  k  ist,  entsprecfaen- 
den  TrägheitamomenteB  £mq*  bedentet. 

Zur  Aafßudnng  von  l  dient  die  cnbiacbe  Gleichung 
Ä'~l       F  E 

F      B'—i       D        —0, 
E  J)       C'~l 

welche  leicht  auf  die  cabische  Gleichung  in  H  des  §.  6  mrttckgefBhrt  werden 
kann.    Denn  der  Werth  von  B  (das  dortige  X)  ist 

H=^tt*  +  B|3»+C/  — SiJiSj'  —  2Eytt~2Faß 
vnA  daher 

JT  +  1  -  (A  +  J>' +  (£  +  J)-)(I>  +  (C  +  C-)/. 
Da  aber 

A  +  A''^  Smiy^  +  «*)  +  -2ma;*  =  2mp^  =  B  +  £'  =  C  +  C 
ist,  so  wird 

E  +  X  =  A  +  A'  —  B-\-B'=-C'i'C', 
also 

A'  —  k-^H—A,    £'  ~  1  =  H~  B,     C'  —  X  =  H—C, 
wodurch  die  vorstehende  Determinante  in  die  Determinante  des  §.  6  Über- 
geht.   Die  TrSgbeitsmomente  fUr  Ebenen  worden  Ton  Biaet*)  eingeführt. 
Daher  nennen  wir  das  Ellipsoid  o'*i*  +  h'^y'  +  c'*«*  »=  e*  das  Binefsohe 
TrSgheiteellipsoid. 

§.  9.  Ist  t  der  Radius  einer  Kugel  um  einen  Punkt  0  und  bestimmt 
man  za  allen  Fnukten  M  einer  Figur  ibre  Folarebenen  ft  In  Bezug  auf  die 
Eugel,  Bo  umhüllen  diese  Folarebenen  eine  Figur,  welche  die  reciproke  zu 
jener  genannt  wird.  Ist  die  gegebene  Figur  eine  Fl&che,  so  entspricht  ihr 
wieder  .eine  FtSohe.  Schneidet  die  Folarabene  fi  den  Radiusrector  OM  =^  a 
des  Punktes  M  in  M',  so  dass  also  OM"  =  x  den  Abstand  der  Polarebene 
Tom  Mittelpunkt  der  Eugel  angibt,  so  ist  das  Prodnct  ^%  constant  n&mlicb 
^x  ■=■  c*  und  mitbin  sind  p  und  x  einander  reciprok  proportional.  Uan 
nennt  daher  die  Bildung  der  einen  Figur  aus  der  andern  die  Transformation 
der  Figuren  nach  der  Methode  der  reciproken  Radienvectoren, 
Die  redproke  FlKohe  zu  dem  Cauchj-Poinsot' sehen  Kllipaoid 
<^s?  +  6V  +  c»«*  =  j* 

ist  das  Ellipsoid  -5  +  n^  +  j  ■"  1-  Denn  legen  wir  an  die  letztere  Flttche 
in  irgend  einem  Punkte  {wyg)  die  Tangentenebene,  so  ist  deren  Gleichung 


*}  Hämoire  bot  la  thdorie  des  axea  coqjugu^  et  des  moments  d'inectie  des 
corpe  (1811).    Jonm.  de  l'Ecole  polyteohn.    Cah.  SVI. 
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-5|-f--^jj+  -^f  —  l'=0,    wenn   |,  ij,  t  laufende  Coordinaten   dieser 

Ebene  l>edeateii.  Demnach  sind  die  Bichtungscoeinusse  «,  ß,  y  and  die  LSnge 
OM'  ^  X  der  vom  ürspmng  0  auf  die  Tangentenebene  geßülten  Normalen 
besUmmt  durch  die  Gleichungen 


e+i:+r    e+^+r 


oder 

«»^oV  +  ft^jS^  +  c"/. 
Verlängert  man  nun  OM'  =  x  bis  zu  Punkte  M,  so  dass  OAt .  OM  -=  (* 

«*     - 
oder  also,  wenn  OM  =—  ^  gesetzt  wird,  «ß  =  t    und  le  =  —  wird,   so  er- 
halt man 

^  =  aV  +  h'ß'  +  c*/ 
oder  weil  die  Coordinaten  x,  y,  z  des  Punktes  M  sind:  pcr<=7,  ^ß^-^p,  Pf^" 

Der  Punkt  Jlf  liegt  deamoch  auf  dem  Cauchy-Poiusot'schen  EUipsoid 

Wogen  »p  ==  t*  iflt  das  EUipaoid'  -^  "f"  i*  "^  ^  '^  ■*  "^'ß^ß™  ^^'^  «ciprot. 

Nach  §.  5  ist  k'  =  a*a'  +  ö*(3'  +  c*/  der  TrRgheitsradius  fftr  die 
Axe  des  Punktes  0,  welche  die  Bichtungscosinusse  a,  ß,  y  heBitst.  Die 
beiden  EUipaoide  haben  daher  die  Beziehung  zu  einander,  dass  für  jede  Aze  h  des 
gemeinsamen  Mittelpunktes  der  Radiusrector  OM^fj  des  Cauchy-Poinsofschen 
umgekehrt  proportional  dem  Trägheitaradias  fllr  die  Axe  A  ist  und  die  zu 
/(  senkrechte  Taugentenebene  des  diesem  redproken  Ellipsoids  auf  der  Aze  h 
die  Strecke  OM'  abschneidet,  welche  der  Tr&gheltsradius  x  selbst  ist.  Wir 
sprechen  diese  wichtigen  Resultate  in  dem  Satze  aus: 

In  Bezug  anf  ein  gegebenes  System  von  Massenpunkten  gibt 
es  in  jedem  Punkte  0  eine  Scbaar  ähnlicher  und  Shulicb  liegender 
Cauchy-Poinaot'scher  ElUpsoide,  deren  gemeinsame  Axen  die  Hanpt- 
trSgheitsazen  sind,  n&mlich  dieAxen,  fUr  welche  die  Deviations- 
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momeute  Zmye ,  Zmzx,  Emxy  TerBchwiuden  und  ein  diesen  reci- 
prokes  Ellipsoid  von  denselben  Axenricbtungen.  Die  Ualbaxen 
eines  Cancby-Poinsot'scben  Ellipsoids  sind  den  Hauptträgheits- 

£'     f*      S* 

radien  a,  fr,  c  umgekehrt    proportional,   nSmlicb  gleivh  — ,  — ,  — , 

WD  t  von  Ellipsoid  zu  Ellipsoid  varilrt;  die  Halbaien  des  reci- 
proken  Ellipsoids  sind  diese  Trägbeitsradien  a,  }>,  c  selbst.  FUr 
irgend  eine  Axe  h  des  gemeinsamen  Mittelpunktes  0,  welche'  ein 
demWerthe  e  entsprechendes  Cauchy-Poinaot'sches  Ellipsoid  in  M 
schneidet  und  in  ihm  den  Semidiameter  OM  =  ^  bestimmt,  ist  der 

TrBgheitsr adi US  x—»— und  das  Trägheitsmoment -5^ .£m;fflr dieselbe 

Ale  ist  die  Strecke  OM' ,  welche  die  zn  A  senkrechte  Tangenten- 
ebenä  des  reciproken  Ellipaoids  auf  A  abschneidet,  der  TrKgbeits- 
mdiDE  X  selbst. 

Die  Scbaar  Canchj-Poinsot' scher  Ellipsoide  liegt  gegen  das  ihnen  reci- 
pioke  EUipsoid  so,  dasa  ihre  kürzesten  und  längsten  Axen  reep.  mit  den 
längsten  und  kürzesten  Axen  dieses  zusammenfallen. 

§.  10.     Auch  zu   dem  EUipsoid  o"a*  +  Ii'*y^  +  c'*ä*=  f*  kann  das 

l  -\ — Tj  =  1    gefunden   werden.    Sind   ^  und  x 

in  Bezug  aaf  eine  Axe  h  der  Semidiameter  des  ersten  und  die  Strecke,  welche 
die  Tangentenebene  des  zweiten ,  welche  zu  h  senkrecht  ist,  auf  dieser  Axe 
bestimmt,  ao  ist  (fit  ==  t*  und  x  stellt  den  TrSgheitaarm  fttr  die  zu  A  senk- 
Tcchte  Ebene  des  Punktes  0  dar.  Beide  Ellipsoide  haben  dieselben  Haupt- 
aien,  nSmlich  die  Eauptaxen  des  Canchj-Poinsofschen  Elhpsoids.  Man  hat 
daher  den  weiteren,  dem  vorigen  uialogen  Satz: 

In. Bezug  anf  ein  gegebenes  System  von  Massenpunkten  gibt 
es  fQr  jeden  Punkt  0  eine  Schaar  Bhnlicher  und  fihnlich  liegender 
Binel'scfaer  Ellipsoide,  deren  Hauptaxen  mit  den  HaupttrKgheits- 
aien  lusammenfallen  und  ein  diesen  reciprokes  Ellipsoid  von 
denselben  Axenrichtnogen.  Die  Ualbaxen  eines  Ellipsoids  der 
Schaar  sind  denHaupttrSgbeitsarmen  a,  Ii',  c'  umgekehrt  propor- 
tional, nämlich  gleich  — , ,T7)~IWO£einevonEllipsoidzuEllip- 
'  a     b      c  '  "^ 

seid  variireade  Constante  ist;  die  Halbaxen  des  reciproken  Ellip- 
soids sind  die  Trfigheitsarme  a',  b',  c  selbst.  Pfir  irgend  eine  Ebene, 
deren  in  0  errichtete  Normale  das  erste  Ellipsoid  In  JU  schneidet 
und  in  ihm  den  Semidiameter  OM  =  f   bestimmt,   ist  der  Tr&g. 

arm  %'  ^  —  nnd  das  Trägheitsmoment  -sZwi;  in  Bezug  auf  die- 

8« 
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selbe  Ebene  ist  die  Strecke  OM',  welche  die  zur  Normalen  h  senk- 
rechte Tangentenebene  des  reciproken  EllipBoide  aaf  A  bestimmt, 
der  Trfigheitsarm  x'  selbst. 

Auch  hier  fallen  die  l&ngsten  und  kOrzesten  Axen  der  Ellipsoide  der 
Schaar  in  die  Richtungen  der  kürzesten  und  längsten  Axen  des  reciproken 
Ellipsoids.    Addirt  man  die  Gleichungen 

n*ai»  +  fcV  +  c*«»  =  I*     und     «"rr»  +  6"y»  +  c'*e»  =  e* 
eines  Cauchy-Poinsot' sehen  und  eines  TrSgheitaellipsoids  für  Ebenen,  so  erhftlt 
man,  da 

«■  +  a"  -  6'  +  »■'  -  c"  +  e"  -  ^^  -  .f 

das  Quadrat  des  polaren  Momentes  fOr  0  darstellen,  die  Gleichung 

d.  h.  je  zwei  dieser  FlOchen,  entsprechend  demselben  Werthe  c,  schneiden  sich 
in  einer  sphärischen  Gurve. 

§.11.  In  jedem  Punkte  des  Baumes  gibt  es  drei  Hauptaxen;  die  Rich- 
tung derselben  und  die  Grösse  ihrer  TrBgheitsradlen  variiren  im  Allge- 
meinen yon  Punkt  zu  Funkt.  Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  wie  diese  Aen- 
derungen  erfolgen,  indem  wir  von  den  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes 
und  deren  Trllglieitsradien  ausgehen.  Diese  Untersuchung  hängt  eng  mit  der 
Theorie  der  confocalen  Flächen  zweiter  Ordnung  zusammen. 

Es  seien  zwei  Punkte  F,  F"  gegeben.  Es  gibt  eine  Schaar  ElEpsen, 
welche  sie  zu  Brennpunkten  haben;  man  nennt  sie  confocale  Ellipsen.  Die 
Scheitel  Ä  ihrer  grossen  Axen  erfüllen  die  beiden  Stralen,  welche  auf  der 
Geraden  FF"  von  J^  und  F"  aus  in  entgegengesetztem  Sinn  nach  dem  Un- 
endlichen verlaufen.  Die  Scheitel  B  ihrer  kleinen  Axen  erfüllen  die  im 
Hittelpunkte  0  von  FF"  zu  dieser  Linie  senkrechte  Gerade.  Sind  OÄ  ^  a, 
OB  ■=  b  die  Halbaxen  einer,  OA'  •=  a',  OB"  >=  b'  die  einer  andern  dieser 
Ellipsen,  so  ist  a'  —  6'*  -^  a*  —  b*,  nämlich  gleich  dem  Quadrate  der  Exoen- 
tricität  OF.  Hieraofl  folgt  «'*  —  a^  —  &''  —  &»  d.  b.  fUr  jedes  Paar  con- 
fooater  Ellipsen  ist  die  Quadratdifferenz  der  grossen  Halbaxen  gleich  der 
Quadratdifferenz  der  kleinen  Halbaxen.  Setzt  man  den  gemeinsamen  Wertb 
dieser  Differenzen  gleich  1 ,  so  erhält  man  a'  ■=  a^  -^  X,  b"^  =  b'  ■}-  l; 
indem  man  l  variiren  lässt,  erhält  man  hiemit  ans  den  Halbaxen  a,  6  einer 
beliebig  wählbaren  Grundeilipse  die  Halbaxen  aller  übrigen  ihr  confocalen 
Ellipsen.  Die  Ellipsenschaar  beginnt  mit  der  Verbindungsstrecke  der  Punkte 
F,F;  sie  stellt  die  Ellipse  dar,  deren  kleine  Axe  Null  ist,  entsprechend 
dem  Werthe  l  =  —  b*.  Mit  wachsendem  l  dehnt  sich  die  Ellipse  aas,  fOr 
i  =  0  erhält  man  die  eben  als  Grundellipse  bezeichnete  und  wenn  iL  ins  ün- 
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endliche  wächst,  so  Bchliesst  die  Schaar  mit  dem  unendlich  groBseu  Kreise, 
der  gleichfalls  als  eine  Ellipse  der  Schaar  aDzusehen  ist.    Ist 


die  Gleichung  der  Grnndellipse,  hezogen  auf  die  Hauptaxen,  so  stellt 

-^-+^ 1-0 

a'+J  +  f+l 

die  Gleichung  der  ganzen  Schaar  dar;  sie  gibt  alle  einzelnen  Ellipsen  der 
Schaar,  wenn  1  von  —  ii'  his  +  oo  variirt. 

Die  Punkte  F,  F"  sind  zugleich  die  gemeinsamen  Brennpunkte  einer 
Schaar  confocaler  Hyperbeln.  Die  Scheitel  A  ihrei*  reellen  Axen  erfUUen 
die  Strecke  FF".  Beschreibt  man  um  0  mit  OF  als  Radius  einen  Kreis, 
80  liefert  fllr  jeden  Scheitel  A  das  in  A  auf  FF  errichtete,  sich  bis  zum 
Kreise  erstreckende  Perpendikel  Ä  B  die  imagii^e  Halbaxe  sowie  die 
Asymptote  OB.  Die  Hyperbelschaar  beginnt  mit  den  beiden  von  f  und  i^ 
nach  dem  Unendlichen  verlaufenden  Aussenstralen;  sie  stellen  eine  Hjperbel 
dar,  deren  Asymptotenwinkel  %  beträgt.  Von  da  an  erheben  sich  die 
Asymptoten  mehr  und  mehr  ans  der  Richtung  von  FF"  heraus  und  rücken 
die  Scheitel  nSher  an  den  Mittelpunkt.  Die  Schaar  schliesst  mit  der  Ge- 
raden, welche  in  0  die  Gerade  FF"  rechtwinklig  schneidet;  sie  stellt  eine 
Hyperbel  mit  dem  Asymptotenwinkel  0  dar.    Die  Gleichung 

stellt,  wenn  i  von  —  6*  bis  —  a*  lÄuft,  die  Schaar  Hyperbeln  dar.  Mul- 
tiplicirt  man  sie  mitlt^-]-!  und  setzt  dann  A^  —  {<*,  so  ergibt  sieb  ^^0  für 
die  Punkte  der  degenerirten  Hyperbel,  entsprechend  dem  Asymptoten w in kel  n, 
wie  auch  zugleich  für  die  Punkte  der  Strecke  FF  als  degenerirter  Ellipse; 
fUr  X"^  —  0*  erhfilt  man  ebenso  :£  =  0  für  alle  Punkte  der  Grenzgeraden 
der  Schaar.  Für  il<C — i*  stellt  die  Gleichung  keine  reelle  Cur ve  mehr  dar. 
Die  beiden  Bchaaren  confocaler  Kegelschnitte  erfüllen  jede  die  ganze 
Ebene  so,  dass  durch  jeden  Punkt  derselben  sowohl  eine  Linie  der  einen, 
als  auch  eine  Linie  der  anderen  Schaar  hindurchgeht.  Da  sowohl  bei  der 
Ellipse,  als  auch  bei  der  Hyperbel  die  Tangente  und  Kormale  in  jedem 
Punkte  die  Winkel  der  Radienvectoren  halbiren,  so  folgt,  dass  in  jedem 
Punkte  der  Ebene  die  beiden  durch  ihn  hindurchgehenden  confocalen  Kegel- 
schnitte sich  rechtwinklig  schneiden.  Nennen  wir  die  Coordinaten  eines  Punktes 
der  Ebene  x,  y,  so  finden  wir  die  beiden  Werthe  des  Parameters  il,  ent- 
sprechend der  Ellipse  und  der  Hyperbel,  welche  durch  den  Punkt  hindurch- 
gehen, als  die  Wurzeln  der  Glüohang 
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-1  =  0. 

Diese  beiden  Werthe  von  A.  sind  stets  reell  und  liegt  der  eine  zwischen 
—  a*  und  —  ii*,  der  andere  zwiachen  —W  und  +  '^-  Denn  ISsat  man 
X  alle  i-eellen  Werthe  von  —  oo  bis  +  c»  durchlaufen,  so  wird  diese 
Gleichung  fUr  —  oo  <  1  <  —  a*  nicht  erfüllt,  indem  die  linke  Seite  negativ 
ausfallt  Erst  wenn  1  den  Werth  —  a'  überschritten  hat  wird  dies  müglich. 
Liegt  k  zwischen  —  a*  und  —  6*,  aber  sehr  nahe  an  —  a",  so  ist  das 

erste  Glied  -^     -  -  positiv  und  sehr  groBS,  also  die  linke  Seite  der  Gleichung 

positiv;  kommt  aber  X  dem  —  b'  sehr  nahe,  ohne  es  jedoch  flberschritt«n 


also  die  linke  Seit«  der  Gleichung  negativ.  Uierans  ersieht  man,  dass  zwi- 
schen —  o*  und  —  6*  ein  Werth  i."  von  i  liegen  mass,  welcher  der  Gleichung 

genügt.    Hat  1  den  Werth  —  6*  Überschritten,  so  ist  -,—. —  und  -i— , — 

o'  -f-  1  h"  -{-  A 

positiv  und  ist  ersteres  sehr  gross,  also  die  linke  Seite  ixisitiv;  farl  =  -|-oo 
verschwinden  aber  beide  Glieder  und  wird  die  linke  Seite  negativ.  Daher 
liegt  zwischen  —  b'  und  -f-  oo  ein  zweiter  Werth  l',  welcher  der  Gleichung 
genügt.  Die  beiden  Wurzeln  X',  l"  sind  daher  reelL  X\  welches  zwischen  —  fc* 
und  +  oo  liegt,  liefert  einen  elliptischen  Kegelschnitt,  X"  aber,  zwischen  —  b* 
und  —  a'  gelegen,  einen  hyperbolischen.  Die  beiden  Schaaren  confocaler 
Kegelschnitte  kOnnen  als  Coordinateusysttm  dienen;  man  nennt  es  das  ellip- 
tische Coordinatenä^stem;  die  Grossen  A',  A"  heissen  die  elliptischen  Coordinaten 
des  Punktes,  durch  welchen  die  beiden  confocalen  Kegelschnitte  geben,  wofür 
sie  die  Werthe  des  Parameters  X  der  Schaaren  sind.  Die  Coordinaten linieu 
schneiden  sich  rechtwinklig  und  zerlegen  ähnlich,  wie  das  rechtwinklige  Pa- 
lallelcoordinatensystem  die  Kbene  in  rechtwinklige  Elemente.  Indem  man 
die  beiden  Werthe  X',  X"  in  die  Gleichung  einsetzt  und  das  Gleichungssyetem 

=  1, 

nach  X,  y  auflöst,  erhalt  man  die  rechtwinkligen  Coordinaten  ausgedrückt 
durch  die  elliptischen.    Man  findet 


.1/5 


Zu  einem  EUipsoide  mit  den  Halbaxen  a,h,  c,  wo  a  >  ö  >  c  sei,  gibt 
es  eine  Schaar  confocaler  Ellipsoide,  d.h.  solcher,  welche  mit  ihm  dieselben 
Brennpunkte  der  Hauptschnitte  haben.  In  dem  Hanptschnitte  (aft)  liegen 
auf  der  grösseren  Axe  2  a  zwei  Brennpunkte  F,  F"  im  Abstände 
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OF  =  yä^"^^' 

vom  Mittelpunkt«  0;  im  Hauptsobuitte  {bc)  finden  sieb  auf  der  mittleren  Axe 
2ö  die  Brennpunkte  G,  G'  im  Abstände  OG  ==  Yb*  —  c'  und  im  Haupt- 
Bchnitte  {ca)  liegen  auf  der  grösaten  Ase  2«  zwei  Brennpunkte  //,  H'  im 
Abstände  OH  — =  Ya*  —  e*  vom  Mittelpunkte.  Die  langst«  Aie  2a  des 
Ellipaoids  enthslt  also  4  Brennpunkte^  die  mittlere  enthalt  deren  2,  die 
kleinste  Axe  keine.  Die  Brennpunkte  I\  F"  liegen  dem  Mittelpunkte  nSber, 
als  die  Brennpunkte  II,  JV .  Ein  Ellipsoid  von  den  Ualbaxen  a,  h' ,  c, 
welches  mit  dem  Ellipeoide  (<i,  [>,  c)  confocat  sein  soll,  muss  daher  hin- 
sichtlich seiner  Halbaxen  den  Bedingungen  genllgen: 

a'*  —  6'»  _=  a»  _  (,^     ft'*  —  c''  =  t=  —  t»,     a*  -  c'  =-  a»  —  cf , 
worana   folgt:   a'  —  a'  =  b'^  —  ö*  •=  t'  —  c'  d.  h.   hei   zwei   confocalen 
Ellipsoiden  haben  die  drei  Quadratdifferenzeu  der  Halbaxen  gleicher  Richtung 
denselben Werth.  Selzen  wir  den  gemeinschaftlichen  Wertb  derselben  gleicht, 
so  folgt  a'*  =  a*  +  i  ,?»''  =  (»*  -f- 1 ,  c''  *=  c'*  -|-  i ;  daher  ist  das  Ellipsoid 


Die  Schaar  der  confocalen  Ellipsoide  beginnt  mit,  der  Ellipse  im  Haupt- 
Bchnitte  (ab),  welche  durch  die  Brennpunkte  II,  W-,  G,G'  geht  und  sie 
zu  Scheiteln  bat;  diese  Ellipse,  Focalellipse  genannt,  ist  als  ein  Ellipsoid 
anzusehen,  dessen  dritte  Aie  Null  ist.  3ie  entspricht  dem  Werthe  il  »  —  c' , 
wofUr  a'  ^  a*  —  c* ,  6'*  =«  ö*  —  c* ,  c'*  •=  0  wird  und  ihre  Brennpunkte 
sind  Fl  y .  Wachst  i  von  —  c*  nach  +  00  hin,  so  dehnt  sich  das  Ellip- 
soid und  indem  l  alle  Werthe  zwischen  —  c'  und  -f*  '^  durchläuft,  erhalten 
wir  die  ganze  Schaai*  confocaler  Ellipsoide;  sie  schliesat  fUr  A  —  -^  00  mit 
der  uneDdUcb  grossen  Kugelfläche.  Es  gibt  aber  auch  eine  Schaar  einfacher 
Hyperboloide,  welche  unter  sich  und  mit  dem  Ellipsoid  (a,  b,  c)  confocal 
sind.  Dieselbe  beginnt  mit  dem  Aussenraume  der  Focalellipse,  welcher  als 
ein  einfaches  Hyperboloid  anzusehen  ist,  dessen  Asymptotenkegel  in  eine 
Doppelebene  (ab)  degenerirt  ist.  Dies  Hyperboloid  entspricht  l  ^  —  i^. 
Nimmt  il  von  —  c'  bis  —  b^  ab,  so  nehmen  die  Halbaxen  des  einfachen 
Hyperboloids  von 

Ya'  —  c".  Vi.*  —  c",  0    ah  bis   Ya'  —  b'',  0,  Y<^  ~  ^ 
und  schliesst  die  Schaar  der  einfachen  Hyperboloide  mit  der  Hyperbel  in 
dem  Hauptecbnitte  (nc),  welche  F,  F'  zu  Scheiteln  und  H,  H'  zu  Brenn- 
punkten hat    Sie  heisst  die  Focalhyperbel  und  ist  als  ein  zu  einer  Ebene 
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abgeplattetes  Hyperboloid  aDzusehen.  Nimmt  ferner  1  von  —  b*  bia  —  o* 
ab,  so  gebt  diese  GrenzflScbe  in  ein  Doppelhyperboloid  aber,  indem  zwei  Halb- 
axen  imaginBr  werden.  Die  Scbaar  der  Doppelbyperboloide  Bcbliesst  mit  der 
Ebene  des  Hauptschnittes  (6c)  und  mit  ibr  acbliesat  die  ganze  Scbaar  con- 
focaler  FlBcben  zwmter  Ordnung  ab,  welcbe  dieselben  6  Brennpunkte  T,  f^; 
e,  G'i  U,  ff  besitzen. 

Die  drei  Scbaaren  Eliipsoide,  einfacher  Hyperboloide  und  Doppelbyper- 
boloide erfüllen  den  Bamn  so,  dasB  durch  jeden  Punkt  desselben  je  eine 
FlSche  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Schaar  hindurchgeht.  Denn  sind 
X,  1/,  s  die  Coordinaten  eines  Punktes,  so  zeigt  eine  Shnlicbe  Betrachtung, 
wie  oben,  dass  die  Gleiobung  des  dritten  Grades  in  X 

drei  reelle  Werthe  bat,  deren  Werthe  i',  i",  t"  reap,  zwischen  —  c*  und  -f-  oo, 
—  6*  nnd  —  c* ,  —  a*  und  —  Ö*  liegen.  Indem  wir  diese  Werthe  einsetzen, 
erhalten  wir  die  Gleichungen  der  drei  Fl&cben 

a^  +  1'  -t-  (,*  +  i-  ^  c«  +  i'        ^  '     a*  +  i"  +  ft*"  +  i"  +  c»  +  r       ^'' 
^         I t^  ^*  1 

«» +  i"  "*"(.'  +  r  ■*■  c*  + 1" "  ^ ' 

von  denen  vermSge  der  Bereiche,  in  welchen  die  Werthe  l',  i",  i'"  &llen,  die  erste 
ein  Ellipsoid ,  die  zweite  ein  einfaches  Hyperboloid  und  die  dritte  ein  Doppel- 
byperboloid  darstellt.  Löst  man  diese  drei  Gleichungen  nach  x,  y,  e  auf, 
so  erbSlt  man  diese  Coordinaten  durch  1',  1",  X"  ausgedrückt,  nämlich 


.=!/' 


'(g-  +  i)  (J  +  r)  (g-  +  r  i 

_  V(i'  +  i-)(i,-  +  r)  (!,■'+ n 
"  ~  '        {i'-if)  g>'  —  o") 
.-i/F+7)  (•!•  +  ryr^T'n 
'       (='  -  .■)  (»•  - 1") 

Die  drei  Scbaaren  FlSchen  bilden  das  elliptische  Coordinatensystem  imBaome; 
il',  Jl",  1'"  heieaen  die  elliptischen  Coordinaten  des  Fnnktea  x,  y,  z. 

Es  seien  nun  a,  h,  c  die  TrBgheitaradien  fOr  die  Haaptazen  des  Massen- 
mittelpunktes  S  und  a>h>  c.  Wir  conatruiren  über  ihnen  als  Halbaxen 
das  Grundellipsoid  -^  -\-  -^  -\-  -^  =  \  ^  welches  reoiprok  ist  zu  der  Schaar 
CBuchy-PoinBot'BcherEllipsoide,söwie  die  drei  Scbaaren  confocalerFl»chen,deren 

JT*  «*  z^ 

Gleichung  -j-X"^  +  ^ü^T-j  +  ^Tj,-^"  =  1  Eliipsoide,  einfache  und  Dop- 

DigiLizedbyCoOJ^Ic 


I.  Th.,  Cap.  VIII.,  §.  11.  BJchtnng  der  Baoptaien.  121 

pelhyperboloide  darstolU,  je  nachdem  der  Parameter  ;i  in  den  Bereich  zwischen 
—  (?  und  +  CO ,  —  h*  und  —  c'  oder  —  a'  und  —  6'  fallt  An  das  Grund- 
ellipBoid  und  an  irgend  eine  der  ihm  confocalen  Flachen  (i)  legen  wir  zwei 
parallele  Tangemteoebenen  nnd  flUlen  aof  sie  von  8  ans  die  Normale,  welche 
dieselben  in  Q^  und  Qi  teeffen  wird.    Dann  ist 

SQl  =  {a*  +  i)«'  +  (6*  +  1)^'  +  (c*  +  X)/, 
wenn  a,  p,y  die  Richtungacosinnsse  der  Normalen  sind.    Die  Subtraction- 
beider  Gleichungen  liefert: 

«eJ  — SfiÖ  —  1- 

Bewegen  sich  also  zwei  parallele  Ebenen  so,  dass  sie  fort- 
während dae  Grandellipsoid  und  eine  ihm  confocale  FlKche  (l) 
berühren,  so  bleibt  die  Quadratdifferesz  ihrer  Abat&nde  SQg,  .S^i 
Tom  gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  ;9  constant,  nSmlich  gleich 
dem  Parameter  l  der  FUche  (i). 

Die  Strecke  SQ^  ist  der  TrSgheitsradiuB  für  die  Axe  des  Massenmittel- 
punktes S,  auf  welcher  eie  liegt  Geht  die  Tangentenebene  der  Flftohe  (i) 
fortwährend  durch  den  Punkt  P  des  Baumes,  dessen  Abstand  TOn  S  durch 
8P  =  r  bezeichnet  werden  mßge,  so  ist  das  Quadrat  des  TrfigheitsradiuB 
ftfr  die  durch  P  gebende,  zu  SQ^  parallele  Axe  SQI  -{-  PQi  oder  da 
S^—SQ\—X  ist,  gleich  Ä^i  -\-FQ\—l,oiat  da 

gleich  r*  —  1 ,  d.  h.: 

Legt  man  durch  einen  Punkt  F  an  eine  der  Flfichen  (1)  die 
Tangentenebene  und  zieht  durch  P  eine  zu  ihr  senkrechte  Axe, 
so  ist  das  Quadrat  des  TrBgheitaradios  für  diese  Axe  gleich  der 
Differenz  zwischen  dem  Quadrate  des  Abstände»  r  des  Punktes? 
vom   Maseenmittelpunkte  S  und  dem  Parameter   der  Fl&cbe  Q). 

Diese  Grösse  r^  —  X  bleibt  dieselbe  für  alle  Axen,  welche  man  durch  P 
zu  den  rerschiedenen  Tangentsnebenen  senkrecht  ziehen  kann,  die  von  P 
aus  an  die  FlScbe  (il)  gelegt  werden  kfinnen.  Alle  diese  Tangenten  ebenen 
nmhüUen  den  Tangentenkegel  der  FlSche  (2),  dessen  Mittelpunkt  P  ist,  und 
alle  Axen  senkrecht  zu  ihnen  sind  die  Erzeug  ongsUnien  des  zu  ihm  polaren 
oder  supplementären  Kegels.    Daher: 

Legt  man  von  einem  Punkte  P  aus  an  eine  der  confocalen 
Fischen  (l)  den  Tangentenkegel  und  construirt  in  Pdessen  Snpple- 
mentarkegel,  so  ist  derletztere  der  Ort  aller  Axen  gleichen  TrSg- 
heitsradius  (r'  —  Jl)^  des  Punktes  P. 
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Indem  man  i  varüreD  Uaat,  erli&lt  man  die  Schaar  aUer  Kegel  von 
Äxen  constanten  TrSgheitsradius  für  deu  Paukt  P. 

Nach  §.  7  haben  die  Regel  der  Azen  conatanten  Trägheitsradins  eines 
Punktes  mit  dem  Cauchy-Poinsot'schen  Ellipsoide  dieaes  Punktes  oder  aueh  dem 
diesem  reciproken  Ellipsoide  die  Hauptaxen  gemein.  Da  nun  zugleich  Kegel 
und  Supplementarkegei  ebenfalls  gemeinschaftliche  Hauptaxen  besitzen,  so 
folgt: 

Die  Schaar  der  Tangentenkegel,  welche  mau  von  einem  Punkte 
P  an  die  Schaar  confocaler  Flilchen  (3i)  legen  kann,  hat  gemein- 
schaftliche Hauptaxen  und  diese  sind  die  HaupttrSgheitsaxen  dos 
Punktes  P. 

W&blen  wir  zur  FlOche  (l) ,  an  welche  wir  den  Tangentenkegel  von 
P  aas  legen,  eine  der  drei  confocalen  Flächen,  welche  durch  diesen 
Punkt  hindurchgehen,  so  geht  der  Tangentenkegel  in  die  Tangenten  ebene 
dieser  Fläche  in  P  und  eine  seiner  Hauptaxen  in  die  Normale  derselben  über 
und  fallen  die  beiden  andern  Hauptaxen  in  die  Tangeutenebenen  hinein.  Da 
dasselbe  von  allen  drei  Flächen  (X)  des  Punktes  P  gilt,  so  folgt: 

Die  drei  Hauptaxen  eines  Punktes  P  sind  die  Normalen  der 
drei  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  P  coufocal  mit  dem 
Grandellipsoid  des  Massenmittelpunktes  gelegt  werden  kennen, 
das  zu  der  Cauchy-Poiusot'schen  Ellipaoidenschaar  reciprok  ist. 

Da  die  drei  Hauptträgbeitsazen  eines  Punktes  immer  ein  System  rechtr 
winkliger  Geraden  bilden,  so  ergibt  sich  nebenbei  noch  der  Satz,  daes  die 
Normalen  und  Tangentenebenen  der  drei  Flächen,  welche  durch  einen  Punkt 
des  Raumes  confocal  zu  einem  Ellipsoid  gelegt  werden  können,  zu  einander 
rechtwinklig  sind,  oder  also,  dass  diese  drei  FlSchen  siph  rechtwinklig  in 
dem  Punkte  schneiden. 

Sind  l',  i",  X'"  die  Parameter  der  drei  durch  Pgehenden,  zum 
Grundellipaoide  confocalen  Flächen  zweiter  Ordnung,  so  sind  die 
drei  HaupttrftgheitsradieQ  dieses  Punktes 

«' -(.•'-  'f ,  »■' - {»"  -  o*,  »"■  -  ('■  -  n*. 

Bezieht  sich  l'  auf  das  Ellipsoid,  l"  auf  das  einfache  Hyperboloid,  X'" 
auf  das  Doppelhyperboloid  des  Punktes  P,  so  ist  Ä'  >  X"  >  X'"  und  mithin 
(r»  —  i')*  <  (r»  —  r)^  <  (rS  — r')*.  Daher  gehört  der  kleinste  der 
drei  Hauptträgheitsradien  eines  Punktes  P  der  Richtung  der  Nor- 
malen des  Ellipsoids,  der  mittlere  der  Normalen  des  einfachen, 
der  grösste  der  Normalen  des  Doppelhyperboloides  an,  welche  sich 
in  P  schneiden. 

Es  genügt  übrigens  eine  der  drei  Flächen  (J.),  welche  durch  den  Punkt 
P  gehen,  z,  B.  das  Ellipsoid,    um  die  Hauptaxen  von  P  zu    finden.    Be- 
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trtuhteii  wir  zu  diesem  Zwecke  die  Fl&che  (1)  als  vetSnderlicb  uud  eben  im 
Begriff  stehend  in  die  durch  den  Punkt  P  hindurcbgelegte  überzugehen.  Der 
von  P  an  sie  gelegte  Tangentenkegel  berührt  sie  ISngs  einer  ebenen  Curve,  nSm- 
licb  dem  Kegelecbnitt,  in  welchem  sie  von  der  Folarebene  des  Punktes  P  ge- 
schnitten wird.  Sobald  (1)  durch  P  hindurchgeht,  wird  diese  Curve  die  Indicatriz 
der  Fläche  im  PunktePund  degenerirt  der  Tangentenkegel  in  die  Tangen tenebeue 
als  Folarebene  vonP.  Legt  man  doroh  den  Mittelpunkt  ä' einen  Schnitt  parallel 
znr  Tangentenebene  in  P,  so  sind  dessen  Uanptaxeu  parallel  zu  den  Hauptaxen 
der  Indicatrix.  Jeder  Kegel  zweiten  Grades  wird  nun  von  einer  Ebene,  welche 
senkrecht  zu  einer  seiner  Hauptasen  ist,  in  einem  Kegelschnitte  getroffen, 
dessen  Hauptaxen  den  beiden  andereu  Uauptaxen  desselben  parallel  laufen. 
Sobald  nun  beim  Durchgange  der  Flfiche  (il)  durch  P  der  Tangentenkegel 
in  die  Tangentenebene  Übergebt,  wird  die  Normale  in  P  eine  seiner  Haupt- 
axen und  da  die  Tangentenebene  ihn  senkrecht  zur  Normalen  in  der  Indi- 
catrix schneidet,  so  sind  die  Hauptaxenrichtungen  der  Indicati-ix  die  Rich- 
tungen jler  beiden  andern  Hauptaxen  des  in  die  Ebene  degenerirenden  Kegels 
und  also  zusammen  mit  der  Normalen  die  Hanptträgheitsaien  des  Punktes  P, 
Daher  also  der  Satz: 

Von  den  drei  Haupttragheitaaxen  eines  Punktes  P  fallt  die 
eine  mit  der  Normalen  einer  der  drei  Flächen  (A),  welche  durch 
P  hindurchgehen,  zusammen,  wahrend  die  beiden  andern  in  der 
Taugentenebene  von  P  in  die  Eichtungen  der  Hauptaxen  der  In- 
dicatriz dieses  Punktes  oder,  was  dasselbe  ist,  in  die  Bichtungen 
der  Taugenten  an  die  beiden  KrQmmungslinien  der  Flache  (;i) 
fallen,  welche  sich  in  P  schneiden. 

Man  kann  die  Trägheitsradien  fUr  die  Hauptaxen  des  Punktes  P,  welche 
m  die  Tangentenebene  des  durch  P  gehenden  Ellipsoids  (1)  fallen,  leicht 
durch  die  Halbaxen  des  Centralscfanittes  dieser  FIfiche  darstellen,  welcher 
parallel  zn  dieser  Tangentenebene  geführt 
werden  kann.  Denn  es  sei  PR  (Pig.  46) 
die  Richtung  einer  Hauptaxe  der  Indicatiix 
des  Pnnktes  P  und  SQ  die  ihr  parallele 
.^  Halbaxe  des  Centralschnittes.  Man  lege 
eine  Ebene  senkrecht  zu  FR  und  Ä'^, 
welche  das  Ellipsoid  in  einem  Punkte  T 
berührt  und  fVhre  durch  T  einen  Schnitt 
des  Ellipsoids  parallel  zu  dem  Centralschnitt. 
Der  Mittelpunkt  s  dieses  Schnittes  liegt  auf 
I  durch  s  eine  Gerade  st  parallel  SQ,  so  steht 
dieselbe  senkrecht  auf  der  in  T  berllhrenden  Ebene  und  fSIIt  in  die  Ebene 
des  Parallelachnittes.    Sie  ist  daher  auch   senkrecht  zu  der  Tangente  des 


1  Diameter  PS,    Zieht  i 
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Parallelschnitteg  im  Punkte  T.  Da  aber  st  parallel  lu  der  Uaiiptaze  SQ 
des  CentralBchnittes  ist,  so  ist  st  selbst  Hauptaie  des  Parallelachnittes  und 
steht  alti  solche  auf  der  Tangente  im  Berühr nngspunkte  T  senkrecht,  oder, 
was  dasselbe  ist,  es  ßllt  (  mit  T  zusammen.  Die  Geradon  PB,  SQ,  sT 
und  PS  lallen  daher  mit  TB  in  eine  Ebene,  nUmlicb  die  Ebene  des  Centrol- 
scbnittea  PQT.  In  diesem  Schnitte  liegen  zwei  zn  einander  senkrechte  Tan- 
genten PR ,  TB  und  zwei  conjugirte  Semidiameter  SP,  SQ ;  die  Quadrat- 
summe der  letzteren  ist  gleich  der  Quadratsumme  der  Halbaxen  des  Schnittes 
PQ  T.  Ebenso  gross  ist  aber  snch  nach  einem  bekannten  Satze  die  Quadrat- 
summe der  Perpendikel,  welche  man  vom  Mittelpunkte  iS  auf  die  zu  einander 
senkrechten  Tangenten  PB,  TB  f%llen  kann  und  da  die  Quadratsumme  dies« 
Perpendikel  gleich  SB*  ist,  so  folgt  S~B*  =  SP*  +  S^  .  Nun  ist  das 
Quadrat  des  TrBgheitsradiuB  fUr  die  Axe  PR,  weil  sie  senkrecht  zu  der 
durch  B  gebenden  Tangenteneben b  der  Flache  (i)  ist,  gleich  SB  —  X  oder 
also  S^  +  SQ  — i  oder  wenn  man  SP  wieder  mit  r  und  den  zn  PB  paral- 
lelen Semidiameter  SQ  mit  rf,  bezeichnet,  gleich  r*  +  Ä, —  X,'.  Dieselben 
Schlüsse  gelten  anch  fUr  die  Rieb tnng  der  zweiten  Äxe  der  Indicatrii  inP, 
so  dass,  wenn  d^  der  dieser  Richtung  parallele  Semidiameter  des  Centrol- 
schnittes  ist,  das  Quadrat  des  dieser  Hauptaxenrichtung  entsprechenden  TrSg- 
beitsradins  r*  +  d*,—  1  ist 

Da  endlich  r*  —  l  das  Quadrat  des  Trfigheitsradius  fttr  die  Normale 
des  Ellipsoids  im  Punkte  P  ist,  so  folgt  der  Satz: 

Legt  man  durch  einen  Punkt  P  im  Abstände  r  vom  Mittel- 
punkte S  das  EUipsoid  (ji)  confocal  zu  dem  OrundetHpsoid  und 
sind  Si,  8^  die  Halbaxeu  des  zur  Tangentenebene  von  (1)  im 
Punkte  P  parallelen  Centralschnittes  dieser  Fläche,  so  sind 

r»  -  1,  r»  +  *!»  —  i,  r*  +  <J/  -  l 
die  Qaadrate  der  drei  Haupttragheitsradien  im  Punkte  P  und 
zwar  entspricht  die  erste  dieser  Grössen  der  Normalen  des  Sl- 
lipsoids  (il)  und  entsprechen  die  beiden  andern  den  Richtungen 
der  Hauptaxen  der  Indicatrix  von  (i)  im  Funkte  P,  welche  zn 
dl  und  dg  resp.  parallel  sind,  als  Haupttragheitsaxen. 

§,  12.  Aus  den  S&tzen  des  vorigen  Paragraphen  ziehen  wir  nachstehende 
Folgerungen: 

1.    Für   alle  Punkte  P  einer   um  den  Massenmittelpunkt   S 
beschriebenen   Kugel   bleibt   die    Qu^idratsumme   «''  -f"  ""*  ~^  *"'* 
der  drei  Haupttrlgheitsradiea  constant.    Denn  es  ist 
x'»  =  r»  -  X',  *">  -=  f^  —  i",  *•"*  =  T*  ~  X'" 
und  daher 

»'■  +  »">  +  »'"'  —  3  r»  —  {>'  +  r  +  !"■). 
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Die  drei  Parameter  l',  i",  1*"  Bind   aber  die  Wniaeln  der  cubischen  Glei- 

jj»  «»  «« 

Ehnug   ■   ,    .  +  ..   ,    ,  -1-     ,   ,    ,  ■=  1,  worin  «,  y,  t  die  Coordinaten 
a-f-1         o-|-i         <r  -\-  X 

TOD  P  in  Bezug  auf  die  Hanptaxen  von  S  bedeuten,  bo  daas  sc*  +  y*  +  e*  -=  r* 
iaL    Kon  ist  —  i^-'  -{■  ^'  -\-  ^")  der  CoefGcient  von  )?  in  dieser  Gleichung  und 

,■  +  r  +  r-  -.•  +  !,■  +  «•-(.■  +  6'  +  =■) 

und  hiemit  wird 

»t  +  »"»  +  »'"t  _  2f*  +  o»  +  fc»  +  (J , 
ftlso  mit  r  coDfltanL 

2.  FOr  alle  Pnnkte  J*,  fOr  welche  die  Uaupttrfigbeitsradien  «'  und  %', 
welche  den  Nonnalen  des  Ellipsoide  and  ein&chen  Hyperboloids  des  Pnnk- 
tM  P  entsprechen,  gleich  werden  sollen,  mtlssen  k'  und  i."  gleich  werden. 
Da  die  Bereiche  für  i'  und  l"  von  —  c*  bis  +  "^  i^nd  ^on  —  ^  l>ia  —  c* 
sich  eretrecken,  so  kann  diese  Bedingung  nur  fllr  1'  —  i"  =  —  c'  erfüllt 
werden.  Hiefltr  redncirt  sich  das  EUipsoid  auf  die  elliptisohe  Scheibe  mit 
den  Halbaxen  (a*  —  i?)^,  (6*  —  c*)',  0  und  das  einfache  Hyperboloid  anf 
die  Aussenflache  dieser  Scheibe.  Die  fraglichen  Pnnkte  P  sind  gemein- 
schaftliche Punkt«  beider  nnd  liegen  daher  auf  der  Focalellipae  in  der  Ebene 
(ab),  welche  darch  die  Brennpunkte  G,  G',  H,  H'  hindurchgeht.  FUr  diese 
Punkte  wird  das  TrSgheitsellipaoid,  welches  den  Canchy-Poinsot' sehen  reci- 
prok  iBt,  ein  BotationBellipsoid  nm  die  längere  Axe,  Die  beiden  gleichen 
HaapttrSgheitsradien  sind  «'>=»"  =  ir*  -\-  <F)*  und  der  dritte  ist 

."  _  (r>  +  ^  +  V)* 
WD  9^  der  lu  r  conjugirt^  Semidiameter  das  FocalelUpse  ist.    Da 

,'  +  V-(»'-<^  +  (»'-«"), 

90  wird  %"  =  (a'  +  fr*  —  c*)»  und  die  zugehörige  Hauptaxe  ist  Tangente 
an  die  Focalellipse. 

FOr  die  Punkte  P,  für  •welche  der  mittlere  und  gröaate  TrKgheits- 
radina,  nKmlich  *"  und  »"'  gleich  werden  aollen,  muss  i"  =  ).'"  und  da 
—  b*  der  gemeinschaftliche  Werth  der  Gebiete  für  l"  nnd  l'"  iat, 

werden.  Hiefllr  rednciren  sich  das  einfache  und  daa  Doppelhyperboloid  auf 
die  beiden  RSume  in  der  Hauptebene  (ac),  welche  die  Focalhyperbel  ge- 
neiii.  h&ben.  Der  Ort  der  Punkte  P  ist  diese  Curve,  daa  TrBgheitsellip- 
Boid  derselben  wird  ein  Rotationsellipsoid  um  die  kleinere  Axe.  Die  TrSg- 
hMtsradien  werdm  «"  «  %'"  —  (»^  —  6*)*,  x'  —.  (a»  +  c*  —  &»)*  nnd 
die  Axe  dra  letzteren  bertthrt  die  FocaJhyperbel. 
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Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  für  welche  zwei  Hanpt- 
trägheitsr adieu  einander  gleich  w erden,  wird  daher  von  den  beiden 
PocalkegelBchnitten  des  Systems  confocaler  Flächen  gebildet. 

3.  Sollen  alle  drei  HanpttrSgheitaradien  eines  Punktes  P  einander 
glMch  werden,  so  mnss  ein  solcher  Punkt  nach  2.  sowohl  auf  der  Focal- 
ellipse  als  auf  der  Focalhyperbel  liegen.  Diese  Curven,  deren  Ebenen  m 
einander  senkrecht  sind,  sich  in  der  grSssten  Äxe  des  Orundellipsoids 
schneiden  und  welche  so  liegen,  dass  die  Scheitel  der  einen  die  Brenn- 
punkte der  andern  sind,  haben  im  Allgemeinen  keine  gemeinschaftlichen 
Pfenkte.  Es  ist  dies  nur  möglich,  wenn  die  Punkte  F,  F"  mit  P,  G'  bu- 
sammenfollen,  d.  h.  wenn  a*  —  6^  ^  o*  —  C*,  also  l  ■=»  c  ist.  Ist  dieee  Be- 
dingung erftUlt,  so  sind  die  Schnittpunkte  einer  Kugel  von»  Badius  yc?  —  c* 
und  S  mit  der  längsten  Axe  des  Gnindellipsoids  die  gesuchten  Punkte,    Daher: . 

Punkte,  für  welche  die  drei  Hauptträgheitsradien  einander 
gleich  sind  und  also  das  Tr£gheitsellipsoid  in  eine  Kugel  über- 
geht, esistiren  nur  dann,  wenn  das  Orundellipsoid  ein  Rotations- 
ellipsoid um  die  grössere  Axe  ist;  es  sind  ihrer  alsdann  zwA, 
auf  der  Rotationsaie  dieses  Kllipsoids  im  Alhstande  +  V'** — ^ 
diesseits  und  jenseits  vom  Massenmittelpunkte  gelegen. 

4.  Nicht  jede  Gerade  des  Banmes  ist  Hauptaxe  fUr  irgend  einen 
ihrer  Punkte.  Damit  sie  dies  sei,  mnss  sie  eine  Normale  einer  FlSche  ans 
der  Schaar  der  confocalen  Flächen  sein,  von  denen  die  vorliegende  Betrach- 
tung handelt.  Sie  ist  dann  Hanptaxe  fUr  ihren  Fusspunkt  auf  dieser  FlScbe. 
Ist  sie  eine  Hauptaxe  in  einem  ihrer  Punkte,  so  ist  sie  dies  im  Allgemd- 
nen  nur  fttr  diesen  Punkt  allein.  Ist  sie  aber  H^uptaxe  für  zwei  ihrer 
Punkte,  so  hat  sie  diese  Eigenschaft  für  alle  ihse  Punkte,  geht  durch  den 
Massenmittelpunkt  und  ist  mithin  eine  Hauptcentralaxe.  Denn  soll  sie 
Hauptaxe  fUr  zwei  ihrer  Punkte  sein,  so  mnss  sie  gemeinschaftliche  Nor- 
male zweier  der  confocalen  Flächen  sein,  von  denen  die  eine  durch  den 
einen,  die  andere  durch  den  anderen  dieser  Punkte  geht.  Zwei  solcbe 
Flilchen  haben  aber  nur  die  Hauptaxen  als  Normalen  gemein  und  diese 
sind  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes. 

5.  Weitergehende  Untersuchungen  zeigen,  dass  die  sämmtlichen  Haupt- 
axen, welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  f  gehen,  eine  Eegel&llGhe  zwm- 
ten  Grades  bilden  und  dass  der  Ort  der  Punkte,  fQr  welche  sie  Hauptaxen 
sind,  eine  Curve  5.  Ordnung  wird,  von  welcher  P  ein  dreifacher  Punkt  ist. 
0er  Kegel  zweiten  Grades  ist  nSmlich  der  Ort  aller  Normalen,  welch«  sich 
an  die  Schaar  der  confocalen  FlSchen  legen  lassen.  Die  sämmtlicben  Kor- 
malen dieser  Schaar  bilden  einen  Complex. zweiten  Grades. 

Die  Untersuchungen  der  §§.  11.  12.  kOnnen  auch  in  ^mlicher  W^se 
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mit  Hülfe  des  leciprokeu  Binet'sohen  Ellipsoida  gefUbrt  werden.  S.  Bej'e, 
Beitrag  zu  der  Lehre  yon  den  TrSgfaeitBmbtuenten,  Schlömilch,  Zeitachr. 
f.  Mathem.  n.  Physik  Bd.  10,  S.  433  etc.  (1865). 

§.  13.  Um  die  Fragen  der  §§.  10.  und  11.  analytisch  zu  behandeln, 
bemerken  wir,  dass  dos  Quadrat  des  TrSgbeitsradius  fQr  eine  Axe  h  (aßy) 
des  Massenmittelpunktea  o'a*  +  ''*(3'  +  c*/*  ist  und  wenn  p  der  Abstand 
einer  ihr  parallelen  Axe  vom  lifassenmittelpunkte  ist,  das  Quadrat  ihres 
Tragheitsradiua  x  den  Werth 

.>-»v  +  i,y +  «','  +  ,>■ 

hat.    Ist  nun  0  ixyx)  ein  Punkt  dieser  parallelen  Axe,  bezogen  auf  das 

Coordinatensystem  .der  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes,  so  wird 

p'  =  :r»  +  /  +  ^»  -  (ax  +  ^3/ .+  y^)* 
und  wenn  3?  ■\-  y*  -\-  ^  =' i^  gesetzt  wird 
.•_(„>  + H)  .^  +  (f  +  r>)  ^  +  (c>  +  O  ,■-(«  + fe  +  ,«)■, 
Soll  nun  die  fragliche  Aze  eine  Hanptaxe  des  Panktes  0  werden,  ao 
hat  man  x  in  Bezug  aof  a,  ß,  y  mit  Rflokelcht  auf 

x'  +  ^  +  r'-i-o  . 

ZU  einem  Masimum  oder  Minimum  zu  machen.  MnltipUcirt  man  daher  diese 
letztere  Gleichung  mit  dem  noch  unbestimmten  Factor  —  ;t  und  addirt  sie 
zu  der  vorigen,  so  gibt  die  Differentation  nach  er,  ^,  }>  als  Bedingungen 
des  Maximums  oder  Uinimnnis: 

(ai  +  H  _  1)  .  _  ,(„,  +  O,  +  li) 
((.■  +  r"  -  1)  ?  -  ■,(.!  +  to  +  ,£) 
(t'  +  ^-l),-«(..i  +  ^J  +  r.). 
Indem  man  diese  Gleichungen  mit  er,  ^,  y  mnltiplicirt  und  addirt,  er- 
gibt sich  Jl  ^  X*,  d.  h.  gleich  dem  gesnohten  Maximal-  oder  Minimalnerthe 
von  x^;  mnltiplioirt  man  sie  dagegen  mit  x,  y,  z  und  addirt  sie  nach  der 
Division   mit   a*  +  r'  —  x*,  6*  +  r*  —  »*,   c*  +  r*  —  x',   eo  erhält  mau 
zur  Bestimmung  dieser  Maximal-  und  Hinimalwerthe  von  x'  die  cubiscbe 
Gleichung 

a«  +  r^  -  »^  ^  6*  +  r»  —  X»  ^  c»  +  r'  —  H»         ' 
Zugleich  findet  sich  für  die  Richtung  {«(iy)  der  Hauptacen  des  Punk- 
tes 0  (xyz): 


Die  Wurzeln  der   cubischen  Gleichung  in  x^  liegen  zwischen  a^  -|-  r^  und 
j,3  _j_  jj^  zwischen  (i*  +  r*  und  c*  +  '^  ^*^^  zwischen  c*  +  r*  und  +  00 . 
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Die 

drei   Werthe   Ton   /  —  jt* 

ind 

die  Par 

uttet« 

FlUhan 

2.  Ordnung 

,■  +  » 

+ 

i'  +  j 

+ 

<?  +  >■ 

-1. 

a'  +  i 

+ 

s'  +  j- 

+ 

C-  +  1- 

=  1. 

«■  +  r 

+ 

i'  +  r 

+ 

c>  +  1" 

-1 

welche  mit  dem  EUjpBoide 

5 

+  ^ 

-1 

confocal  sind  nnd  durch  den  Funkt  0{xi/z)  bindurcfagehen.  Diese  FlficJieii 
sind  ein  £UipBoid^  ein  einfaches  HTperboloid  und  ein  Doppelhyperboloid. 
Die  Proportion  fUr  a,  ß,  y  zeigt,  dasB  die  Bicbtnngen  der  Haupt&xen  in  O 
die  Normalen  dieser  drei  Flächen  in  0  sind. 

Da  die  Wertbe  von  r*  —  **  die  drei  Parameter  l',  l",  A*"  sind,  d.  h.  da 
H  _  »»  =  i',  r*  —  %'*  =  i",  f^  -  h"»  —  r 
ist,  BO  fo^t 

**  =  f^  -  i',  x'»  =  f^  -  r,  x"'  —  H  -  1'", 
wie  §.  11. 

§.  14.    Die  Punkte,   ftlr  welche  ein  Hauptti^h^tsradiuB  r  constant 
gleich  K  ist,  liegen  anf  der  Flficbe  vierten  Grades: 

»■  I  ?' 

a'-«'  +  i'  +  j'  +  «""^i.'-»'  +  rt>  +  ^  +  *' 

+  ?^-«'  +  ^  +  s'  +  ''~'' 
wie  Ana 

ff* 


folgt,  indem  man  r*  =  a;*  +  i/*  +  5*  setzt.  Indem  man  x  yorüren  ISaet, 
erhält  man  die  ganze  Schaar  derartiger  Fl&chen,  welche  in  gewissem  Sinne 
confocal  genannt  werden  kSnnen.  Sie  MrßUlt  in  drei  Parüalschaaren;  für 
die  eine  ist  x*  zwischen  c*  nod  b*,  fflr  die  andere  zwischen  b*  und  a', 
fOr  die  dritte  zwischen  a*  und  oo  enthalten.  Zu  der  letzteren  Gattung 
gehört  die  Fresnel'sche  WellenflUche  der  doppelbrechenden  Medien. 

g.  16.  Die  Theorie  der  Deviationsmomente  Smxy,  Zmyz,  £mjssc 
ist  in  neuerer  Zeit  Gegenstand  einer  interessanten  Schrift  geworden  von 
H&ton  de  la  Qoupillidre:  Memoire  sur  une  fh4one  nouveUe  de  ü  g^ 
märte  des  masscs  (Joum.  de  l'Ecole  polyt.  37"""  cab.  p.  35).     Atif  einer 
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neuen  Onudlage  mit  Hülfe  des  ,4iii»ginSren  Bildea  des  Systems"  be- 
handelt die  Theorie  der  Haaptazen  Hesse  in  Beinen  „ Yorlesangen  flbei: 
analytische  Geometrie  des  Baumes,  insbesondere  Ober  Oberfl&chen  zweiter 
Ordnung"  {25.  nnd  26.  Vorlesung). 


IX.    Capitel. 

Kathoden  und  Beispiele  f&r  die  Beeammnng  tou  TAghelts- 

momenteo. 

%.  1.  Die  Bestimmong  des  Tr&gheitemomentei  eines  Systems  für  alle  Axen 
des  Baumes  erfordert  vor  allem  die  KenntiiiBi  der  Hanptazeii  des  Hassenmittel- 
pnnktes.  Ohne  jedoch  auf  das  Centialellipsoid,  sei  es  ein  Caachy-FoinBot'HcheB  oder  das 
ihm  recipioke  Qrnndelliptoid  [>der  ein  solches  iür  Trfigheitsniomente  hinsichtlich 
der  Ebene  oder  das  ihm  redpioke  reconiren  zu  mSaBSii,  kann  man  die  Hanpt- 
centralaxen  in  fielen  lallen  von  voniheTeiu  flnden.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  die 
Muienelemente  gegen  eine  Ebene  «  lyminetrisch  liegen,  d.  h.  veon  sie  paarweise 
gleiche  Hasse  besitsen  und  jedes  Paar  auf  einem  Perpendikel  snr  Ebene  diesseits 
und  jenseits  in  gleichem  Abstände  liegt.  Dann  ist  jedes  solche  Perpendikel  eine 
Hanptaze  fOr  seinen  Fnsspnnkt.,  Denn  iAhlt  man  diesen  inm  Urapning  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  x,  y,  t  und  das  Perpendikel  snr  s-Axe, 
■0  entspricht  jedem  Massenmittelpunkte  m  (z,  y,  x)  ein  anderer  m  (x,  y,  —g)  und 
tilgen  sich  daher  die  Elemente  der  DeriaÜensmomeute  Sviyi  und  Smzx  d.  h.  es 
ist  Xmyz  — 0,  £in;a:  •— 0.  Qibt  es  noch  eine  iveite,  snr  ersten  senkrechte 
Ebene  t',  welche  die  Hasse  symmetrisch  theilt,  so  sind  die  in  einem  beliebigen 
Punkte  ihrer  Dnrchschnittslime  auf  die  Ebenen  s,  t  errichteten  Perpendikel  iwei 
Hanptaxen  and  ist  die  Sohnittliuie  selbst  die  dritte  Hanptaxe;  drei  zu  einander 
senkreobte  Symmetrieebenen  schneiden  sich  also  in  drei  Haaptaken  nnd  da  ihr 
Schnittpunkt  nach  Cap.  Yl,  §.8  der  Massenmittelpunkt  ist,  so  sind  sie  die  Hanpt- 
centralaxen. 

Es  seien  für  ein  homogenes,  continnirliches  tänmliches  System  die  drei  Haupt- 
axen  gefunden  und  zu  den  Axen  der  x,  y,  t  gewählt    Man  hat  dann  nur 

Ä'  =.  Zx^dm,    S  —  J:yVm,    C  —  Sz'dm 
SU  bilden,  wo 

iJiR  »  ifdv  »  fdx  dy  de 
das  Masienelement,  dv  das  ihm  entsprechende  Yolumenelement  und  p  die  speci- 
.  fische  Masse   bedeutet,   um   die    drei   HanpttrSgheitsmomente   des  Maseenmittel- 
pnnktes 

A  r~  Ein*  +  «•)  dm  —  B'  4-  0',  B  —  E{ß*  +  ar«)  dm  —  C  +  A! , 
C  =  Zdm  (««  +  yr)-.A'  +  B' 
nnd  damit  das  Trägheitsmoment  fl"—  Aa*  +  Bß*  +  Cy'  für  eine  beliebige  Aie 
h  Ton  den  Bichtongscosinnssen  a,  ß,  y  und  damit  weiter  das  TrSgheitsmoment  Kr 
jede  ihr  parallele  Aie  im  Abstände  4  Ton  ihr  zu  finden.  Legt  man  durch  einen 
Pnnkt  (xye)  drei  Ebenen  senkrecht  zu  den  Coordinatenaien  nnd  bezeichnet  mit 
Q  ,  Q  ,  Q,  die   drei  Querschnitte,   welche   sie   im  System  senkrecht  zu   diesen 

Bq«XLL,  Haohulk.    L  9        ^ 
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Aien  bBBtdmmeii ,  so  haben  alle  anf  einem  Bolchen  Qaerechnitt  liegenden  Hassen- 
elemente  reip.  gleiche  x,  y,  t  und  erhalt  man 

A-  —  Jiix'>qtdx,    B'  =Jity*Qydy,    C  ^J^x'Q.dt. 
Wenden  wir  die  vorBtehende  Formel  auf  einige  Beispiele  an. 
1.   Das  homogene  lechtwinkliche  Faratlelepiped.    Der  Mittelpunkt 
der  Figur  ist  der  Massen mittelpnnkt  nud  die  Oeraden,  durch  ihn  senkrecht  in  den 
'drei  Paar  parallelen  Seitenflächen   sind   die  Hanptcentralaxen.    Sind  a,  b,  e  die 
KanteuUngen,  so  wird  Qx  ^  bc,  Q^  =—  Ca,  Qt  •"  ab;  die  Hasse  m  ='  gäbe, 

y  V 

A'  =  96c   I   x*da;  ^  T^Mo',     B    -=  qco   I  y*dy  -=  ^ij  m6', 


C  —  ^ab  I  e*dz  - 


A  ^  i^m(b^  +  c*),    S-^m{c*  +  a^,    C  - -^«.(a' +  6«). 
DahA  ist  das  Tr&gheitsmoment  II  fOr  eine  Centralaxe  h  (tfßr)  und  daa  Qnadtat 

ihres  TrSgheitBradios  » 

Jf  _  A™  [<b-  +  O  «■  +  If'  +  "■)  f  +  (•■  +  »■)  r'], 
•■  -  A  [»■  +  «■)«■  +  ("•  +  «■)»'  +  («■  +  i')  r"] 

nod  die  OleicbuDg  der  Scboai  Canchf-FomBDt'acher  CentialellipBoide  und  dM  ihneo 
redproken  GrandellipBOidB: 

(i-  +  O  s'  +  ('•  +  "•)  S'  +  (»'  +  S">»'  -  121', 

Das  TT&gheil«moment  H'  fOr  eine  Aze  A'C«^]')  im  Ab«tande  d  TOm  Hasaeii- 
mittelpnnkt  ist ;  if'  e=-  H  -|-  md*  und  daa  Qnadrat  ihres  Trilgheiteradins  %'*  =•%*■{-  d\ 
Die  TAgbeitsmomente  fOr  die  Kanten  sind 

im^f  +  c-),    i>»(c'  +  »'),    J.Ko'  +  S'). 

Eben  so  einfach  entwickelt  man  das  Trägheitsmoment  des  Parallelepipeds  in 
Bezug  anf  Ebene»,  die  Gleichungen  der  zugehörigen  Centialellipioide  ek. 

Welches  ist  das  Trägheitsraoment  eines  WSrfel»  fflr  eine  Centralaxe,  für  die 
Kante  etc.  etc.  7 

2.  Das  homogene  Ellipaoid  Ton  den  Halbaxen  a,  b,  e.  Ana  der 
Oleichnng  — i  +  'li  H j  =  1    folgt  die   Gleichung   des  Schnittes    fl«,   nämlich 


Daher  erhalt  man  für  die  Fläche  Qx  und  analog  für  Q^,  Q,: 

e,_,jo(,_fg,  e,_„„(i^|;),  e._.ai.(i-D 

und  hiermit  die  Momente  für  die  Hauptebenen: 
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^■-'""fh 


JS'=-Jm6',    C'  =  i^mc',    da    m  =  ixabe, 
EOwie  ilie  Hauptaiennomente  dei  MasBenmittelpnnktea: 

^  =  i«.C6»  +  c'),    ^  =  ^m(c•  +  a^    C  -  i».(a' +  6*), 
und  diu  Moment  S  für  eine  Centrolaze  h  (a,  ß,  y) 

S  -  im[(6'  +  <;•)«*  +  (c*  +  «')  ß'  +  («'  +  6")  r*], 
sowie  die  Oleichnng  der  CaDchj-Poinaot'icheD   Centralelliptoide  nnd  dw  ihnen 
reciprokeu  QmndellipBoida ; 

(6»  +  c«)  x^  +  (c'  +  a")  y'  +  (a»  +  6')  f»  -  6.» , 

fei  -1-  c«  ^^  c>  +  «•  ^  «'  +  6"        6 
PQr  dai  Botation«ellipsoid  ^^-''-  +  -^  —  t  irt 

^=S_im(a'  +  c*),     C-Jma*,     ff  »  ^m[„' +  c' +  (»•  -  c")  y»] . 
Für  die  Engel  «»  +  y»  +  «'  —  aMat  j1  =-  B  —  C  —  Jf  —  im«',  k"  —  Ja«. 
Die  Caachy-PoinBot'ichen  GlllpBoide  sind  Engeln :  x*  -)-  y*  4-  '*  "^  3  —§  i  das  Gmnd- 

ellipsoid  die  Kugel:  a'  +  y'  +  «'  •■  J  o* .  um  daa  Trigheitimoinent  H  der  homo- 
genen Engel  fdr  irgend  eine  Centialaxe  direct  in  bettimnieD,  w&hle  man  dieie 
znr  Ol-  Axe,  bo  dasa  H  —  £(V*  +  e')(Im  ~  ^y'tim  +  St'dm.  Nun  ist  w^;en 
der  Symmetrie  der  Fignr 

Sx^äm  —  Sy*dm  =  ^Er'dm  —  |.E(a;»  +  y'  +  z*)«!»»  —  iZr*im, 
venn  r  den  Radinsvector  rom  Mittelpunkte  nach  dem  Punkte  (x,  y,  z)  bedenteL 
D»  d«n  I—  4«9r*dr,  so  wird 


"/"'"- 


i2^r*d»i  =i«?   1  r'iir  —  ^  «jo'und  H  —  iV  «(«'  —  i  •"»"',  da  m  ■=  1  «(a*. 

Nach  einer  Bemerkung  fon  Hearn  (Cambridge  and  Dublin  matbem.  Journal, 
Vol.  Till,  p.  37  (1853))  kann  man  die  Aufeuchung  des  Ti^beitimomeuteB  des 
EllipBoids  oof  die  dee  TrftgheitonomenteB  der  Engel  rednciren.    Die  Qleichung  dei 

Ellipaoid«  — ^  4"   j^  H — 1  ™*  ^  K^'  i^mlich  doroh  die  Substitution 

X  ="  oa^,  y  =1  fty',  «  =  et' 
aber  in  »'*  +  y'  +  «'*=—!  und  wird 

dm  •^  Q dx  dy  dt  =•  if  abc  dx'  dy  dif  =•  abc  dm\ 
mithin 

Xx^dm  —  abc  ■  a'Zx'dm, 

Ey*dm  —  ahc.  6'2;y''dm', 

Ze'dm  =  a6c  .  c*Z/*dm'. 

Die  Gleichung  a'*  +  y'' +  «'' —  1  ■•»'1*  *hflr    eine  Engelfläche  vom  Badios  1 

dar  and  die  Summen  Zx'*dm',  Sy'*dm',  Zis''äm'  beziehentlich  auf  diese,  deren 

MasBenelement  dm  ist.    FOr  sie  ist  aber  nach  dem  Obigen; 

Xx'^dm'  —  Sy'^dirt  —  2;e'*dm'  —  -^sp 
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und  daher  werden 

^2x*dm  =  p  Sy*  dm  ^  \  Ze^  dm  ^  -^  Xf  abe  =  i  M, 
taithin 

^  =  X(y»  +  e*)  dm  =  i  Jtf  (6'  +  O,  B~iM  {C  +  «•),  C  =  ^  3f  (a*  +  b*). 
Man  kann  leicht  ein  homogenes  Ellipaoid  finden,  nrelchea  in  Beeng  anf  alle 
sich  im  Mittelpunkt  schneidenden  Axen  dieselben  Trägheitsmomente  beHitit,  wie - 
ein  gegebenes  System  welches  mit  diesem  dieselbe  Maase  m  nnd  denselben  Haeaen- 
mittelpimkt  hat.  Sind  A,  B,  C  die  EaapttiKgheitemoment«  des  STstems  fOi  jenen 
Pnnkt,  so  findet  man,  weil  die  Centialellipsoide  fflr  das  System  nnd  du  Ellip- 
soid  dieselben  sein  mtlasen,  die  Halbazen  a,  i,  c  des  Ellipstüds  ans  den  Qlei- 
chnagen: 

Hieraaa  folgt 

„.  +  J.  +  e-  _  ±  (^  +  a  +  C)  _  i  £(«■  +  y-  +  .-)  im 
nnd  folglich  dnich  Snbtraction  der  vorigen  Oleichougen  einseln: 
a'~^Zx'dm-^A;f-~Zi,'dm-  ^S\    c- _  -|  £.'<(i»  _  ^  C". 
Das  gesnohte  EUipaoid  hat  demnach  die  Qleidiung: 

ir^  K  +  c'    «•' 

ee  ist  ähnlich  dem  CentralelUpsoid  der  Trägheitamomente  fQi  Ebenen. 

Zwei  Systeme,  welche  fOr  alle  Azen  gleiche  Tt&gheiUmomente  haben,  heiaaen 
aeqnivaleute  Systeme.  Reye  hat  geeeigt,  dass  man  anf  anendlich  viele  Arten 
ein  System  von  vier  Punkten  finden  kann,  welches  einem  gegebenen  System  aeqni- 
valent  ist.    (S.  Schldmilch'B  Zeitschr.  f.  Hathem.  und  Physik  B.  X,  S.  433). 

%.  %.  Der  homogene  Rotationskörper.  Jede  Ebene  durch  die  Rota- 
tionsaxe  ist  eine  Symmetrieebene  nnd  mithin  die  Botationsaxe  eine  Hanptaxe 
und  da  sie  den  Massenmittelpunkt  enth&lt,  eine  Hauptcentralaxe.  Die  Trägheits- 
momente für  alle  Aien,  welchu  die  Rotationsaze  rechtwinklig  schneiden,  sind 
einander  gleich,  daher  sind  sie  alle  Hauptaxen  und  ist  das  Trägheiteellipsoid  für 
alle  Pnnkte  der  Rotationsaie  ein  Rotationeellipsoid  nm  sie. 

Wählen  wir  den  Ursprung  in  irgend  einem  Pnnkte  0  der  Rotationsaie,  diese 
seibat  inr  Aie  der  x  und  zwei  beliebige  zn  ihr  nnd  zu  einsinder  senkrechte  Azeu 
la  Aien  der  y  nnd  e.    Es  ist  dann 

A'  =-  Ex*dm,  S  —  iy'im  —  C  —  Se*dm  —  \  ^{3/"  +  g*)  dm  ~  ^  A, 
B  —  C  +  -4'— £(«'  +  x'')dm~-C=A'  +  B  ~  S{x^  -\-  y*)  dw  =-  A!  -\-  ^  A  , 
sodass  also  nur  A  und  A!  znr  Bestimmung  aller  Tr&gheitamomento  erforderlich 
sind.  Man  erhält  da«  Volnmenelement,  indem  man  den  KOrper  schneidet,  1.  mit 
zwei  Meridianebenen,  welche  durch  die  «-Aie  gehend  mit  der  «y-Ebene  die 
Winkel  ip  nnd  aip  bilden,  3.  mit  zwei  Cylinderflächen  nm  die  x-Aze  im  Abstände 
r  und  r  -\-  dr  gelegt,  nnd  3.  zwei  Ebenen  senkrecht  zur  x-Aze  im  Abstände  x 
and  X  -^  dx  vom  Ursprünge  geführt.  Das  biedurch  bestimmte  Volnmenetenent 
ist  rdrdipdx  und  miÜiiu  das  Massenelement  dm  —  tTdrdipdx,  wenn  (  die  ape- 
cifieche  Masse  ist.    Da  (-'  1—  y>  -|-  e*   ho  wird 
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t.  in  r  t  »«  r 

A^QJdxjdq'l  r'dr,    Ä'  •=  q  j  x'dx    j  äip  j  rdr, 

„-,Ji.Jä.,Jrär. 

Die  Grenzen  der  Integration  aind  für  r  die  Wertlio  r  —  0  und  r  —  f{x),  wenn 
r  =  Vy'  4-  ''  =  A*)  lä'ß  Oleichnng  der  Rotation sfiache  iat,  für  9  dia  Werthe  0 
und  Sn  and  fitr  x  die  Abstände  a,  b  der  zur  x-Aie  senkrechten  Qrenzebenen. 
Man  erh&lt  daher: 

A-i^ilf[ax)ydx,    A-~it9fx^\f{x)Ydx,    m  =  ^tf\fi^)y<ix. 

Diese  Wertbe  sind  in  die  Formel 

H^Ä<.'  +  Bß"  +  Oy*  =  4«'  +  (4-  +  i  J)  (ß*  +  y-) 
=  ^«'  +  (J-  +  i  ^)  (1  _  a«)  _  (^  J  +  A-)  +  (i  J  -  ^')  «' 
einzuführen. 

Für  einen  Rotationscylinder  hat  maa,  wenn  r  den  Basisradiaa  nnd  H  die 
Höhö  bezeichnet  0  =  —  iA,  b  =  i  h,  f(x)  —  r,  «  =  «jr'A  und  folglich 
^  ^  inpr'A  — iuir«,    .d' —  T^«?r*ft'  =  TVmA»,    B  —  (7  —  i  m(r' +  i  A"). 

FOr  eine  cyliadrische  BOhre  von  der  Wukddicke  d  and  dem  inneren 
BadiuB  T  wird  A  =  ^  nfh  [(r  +  d)*  —  r*].  wo  «?A  [{r  +  d)'  —  r'J  —  m  geseUt 
werden  kann. 

Für  einen  Rotationskegel  von  der  Höhe  A  nnd  dem  Buiaradins  r  iat,  wenn 
die  Spitze  znm  Coordinatennraprung  gewilhlt  wird  f{x)  =•  ---  x,  ««-0,  &^A 

A=.-^mr\     A'^imh'.    JS  =  (7  =  J  «  (J  r' +  A"). 
Das  Trftgheitemoment  fQr  die  Hsaptcentralaie  Beokrecht  zur  Eegelaie  ist; 
Am(4r'  +  A'). 
Weitere  Beispiele: 

FüT  den  homogenen  OvalkOrper,  welcher  dnrch  Botation  der  OvAllinie 
r  =—2a  cob'  9  um  die  Polaraie  entsteht,  die  Haaptti%heitBmomente  und  Trftg- 
heitaradien  dies  Massenmittelpunktes  tn  fiaden. 

Daa  TifisheiUmoment  einer  Biconveilinse  fQr  einen  Durchmesser  der  ge- 
meioechafUichen  Kreisbasis  als  Aie  zu  finden,  an  welcher  die  beiden  PlancouTex- 
linsen  zuetunmenstoBsen ,  welche  die  Biconvexlinse  bilden. 

%.  3.  Fdr  Tr&gheitemoDienlie  von  homogenen  Rotationskörpem  kann  man 
einen  den  Gnldio'scben  S&tzen  Aber  den  HsMenmit- 
telpnnkt  nicht  nn&hnlicben  Satz  aufstellen.  Bedtit 
n&mlich  eine  ebene  Figur  (Fig.  47)  eine  S;mmetrieaie 
a,  BO  ist,  wenn  i^  ein  Flächenelement  derselben  und  - 
X  seinen  Abstand  Ton  dieser  Axe  bedent«t, 

Fig.  *7.  Zxdtt  —  0  und  2:x'da  =•  0, 

weil  rermOge  der  Symmetrie  der  Figur  die  Flächenelemente,  welche  paarweise  in 
entoegengmetzt  gleichem  Abstände  x  diesseits  nnd  jenseits  der  Axe  liegen,  sich 
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a,  wo  a  den  Fltlchenraam  der  Fi^r  und 
a  darstellt ,  so  wird  das  Tr&gheitfimomeDt 
it  bei  der  Drehung  nm  eine  mit  a  im  Ab- 


tilgea.  Setit  man  weiter  Sx'da  =-  ■' 
X  deren  TiftgbeitaraditiH  för  die  Axe 
des  BotatdonskOipera ,  den  die  Fläche 
stände  d  parallele  Ase  h  erieugt; 

B—2k9S{z-\-  S)'dtt, 
indem  2x  (x  -|-  d)  dd  .  ^  einen  Flementarring  der  Ma«e   daretcllt.     Dieser  Am- 
druck  Dimmt  aber  vermOge  der  vorstehenden  Bemerkungen  die  Form  an: 

H  =  2x9  {d'Sda  +  Sd* Sxda  +  Sd2:x'da  +  Sx'da  =>  2iitad  {d^  -{■  3»'l. 
Da  nach  dem  Galdin'sohen  Satze  das  Volumen  des  Rotationskörpers  inad  ntid- 
also  ixfad  seine  Masse  M  ist,  so  hat  man 

H—  Mid'  +  3»"). 
Es  darf  hierbei  aber  die  Botationsase  h  die  Flache  a  nicht  schneiden.    Der  frag- 
liche Satz  lautet  demnach; 

Besitzt  ein  geschlossener  ebener  Flächenraum  eine  Sjmmetris- 
axe  nnd  ist  h  sein  Trägheitsradius  in  Bezug  anf  aie,  so  ist  der  Tr&g- 
heitsradias  des  homogenen  Rotationskörpers,  welchen  die  Figor 
dnioh  Rotation  nm  eine  im  Abstände  d  mit  der  Sjmmetrieaxe  paral- 
lele Axe  erzeugt,  in  Beeng  auf  diese  Aze  gleich  d'  +  3  %K 

Der  Satz  ist  von  Townsend  [On  tbe  moment  of  inertia  of  a  ring 
with  respect  to  itg  axes  [ot  revolution.  Cambridge  and  Dublin  Quartcrlj 
Journal  of  pure  and  appl.  Hathem.    T.  X,  p.  203,  (1869)]. 

g.  4.  Methode  der  ähnlichen  Fignren.  Mit  besonderem  Erfolge  kaiiD 
man  sich  in  Tielen  Fällen  der  geometrischen  Verwandtschaften  zur  BeBtimmong 
von  Trägheitsmomenten  bedienea;  so  insbesondere  der  der  Äehnlichkeit.  Denkt 
man  sich  nämlich  zwei  homogene  ähnliche  Sjsteme  in  gleichviel  ähnliche  Has- 
senelemente  zerlegt,  so  stehen  die  Hassen  jo  cwei  homologer  solcher  Elemente 
in  dem  constanten  VerUltnisse  ihrer  Ranmdimensionen,  welches  VerhUtnisa  für 
lineare  Systeme  t,  fflr  Sächenartige  Systeme  t*  nnd  fflr  räumliche  Systeme  t'  sei; 
die  Abstände  dieser  Elemente  von  zwei  homolog  liegenden  Axen  stehen  im  Ver- 
hältnisR  (  der  Linien  und  ihre  Quadrate  also  im  Verhältnisa  e*.  Demnach  stehen 
die  Trägheitsmomente  der  Elemente  im  Verhältniss  «',  f*,  e'  nnd  in  demselben 
Verhältnisse  anch  die  Trägheitsmomente  der  ähnlichen  Systeme  besfiglicfa  jener 
Axen.    Daher  der  Satz; 

Ist  e  das  Aehnlichkeitsverhältniss  zweier  ähnlicher  homogener 
Systeme,   so   ist  das   Verhältniss   ihrer   Trägheitsmomente    H,  H'  in 
~~  sing  auf  zwei  ähnlich  liegende  Aien  A,  K  gleich  i", 
>n^3,  4,  5,  je   nachdem  die  Systeme  eine,    zwei 
1er  drei  Dimensionen  besitzen,  d.  h.: 


R-  1 


■  Jt, 


-  3,  1,  &. 


Einige  Beispiele  sollen  die  Anwendung  dieses  Satcee  erlftntera. 
1.  Trägheitsmoment  H  einer  homogenen  Strecke 
AB  (Fig.  i$)  far  eine  Axe  h  des  Massenmittelponktea,  welche 
mit  der  Strecke  den  Winkel  «  bildet.  Es  ist  die  Svunme  der 
Trägheitsmomente  der  beiden  Hälften  ÄS  nod  SB  der  Strecke 
^.B  fOr  dieselbe  Axe  und  diese  haben  gleiche«  Trägheitsmo- 
ment ^f  in  Bezug  anf  sie.  Ebenso  gross  ist  das  Trägheit« 
moment  der  halben  Strecke  AS  ia  Bezug  auf  eins  durch  S 
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gehende  mit  A  parallelQ  Aza  Vi  denn  AS  oud  SB  sind  Umlicbe  Sjsteme  fQr 
du  Aehntichkeitdverh&ltuia«  i^^l  in  Being  aof  homologe  Aien.  Da  dieL&nge  der 
ganieu  Strecke  AB  gleich  2  .  Aä',  so  iat  ihr  Tnigheitamoment  B.'  für  die  Äxe  H 

Nun  ist  ftber  nach  dem  Satze  fQr  die  TTftgheitamomeiite  der  Panülelazen 

wenn  l  und  m  die  Länge  nnd  HasBe  von  AB  bedentet.  Indem  man  beide  Ans- 
drficke  einander  gleiobwtzt,  erhält  man 

H  — -^  ml*  am.*  a. 
Das  Tr&gbeitemoDieDt  ist  coDstant  fQr  alle  gegen  h  gleichgeneigtea  Strecken 
AB;  für  a  ^  \  Tt  tritt  das  Mazimiun,  fQr  b  ^  0  das  Uinimam  ein.    Du  Central- 
eUipsoid  ist  ein  Ereiscyliader  am  I  als  Axa. 

2.   TrKgheitsmomeat  H  der   Fläche  eines  homogenen  Parallelo- 
gramms AB  CD  (Fig.  49)  fOr  eine  Hassenmittelpnnktaxe  h.   Das  Ti^beitsmoment 
if  ist  die  Samme   der  Ti&gheitsmomente   der  Tier   Parallelogramme  SA,  SB, 
SC,  SD,  welche  onter  sieb  congnient  and  dem  Oaniea 
tm  VerUltniss  t  >—  -V  ähnlich  sind.    Die  Parallelogimmme 
SA,  SC  einerseits  and  SB,  SD  andererseits  haben  gleichet 
Trftgheitamoment  für  die  Aie  K    Sind  also  Hsa,   Hbb 
ihre  WerÜie,  so  wird 
»"«-*»■  H-imaA  +  HaB). 

Das  Paiallelogramm  SA  liefert  aber  für  die  Aze  h  und  eine  durch  A  gebende, 
ihr  puallele  Axe  h'  denselben  Wertb  Hsa  —  B'sa,  da  SC  und  AS  congrueat 
□nd  gleicher  Lage  gegen  h  nnd  K  sind.  Ebenso  ist  Haa  —  B"sb,  wenn  h" 
eine  durch  B  gehende,  sn  A  parallele  Aie  bedeatet.    Daher  ist  auch 

H-2(H'sA  +  H-aB). 
Nennen  wir  jetzt  H'  and  E"  die  Tr&gheitsmomente  des  Ganzen  fQr  h'  und  V, 
so  liefert  die  Aehnlichkeit  der  Figuren  AS  nnd  AO,  sowie  BS,  BD  die  Relatio- 
Den  H'  =-  2*  .  H'ba,  H"  —  2* .  S"s8  and  sagleicb  ist 

Ä'  =  H  +  Mp*,  H"  —  H+  Mq^ 
wenn  j>  nnd  g  die  AbsUnde  des  Uassenmittelpnnktes  des  Ganzen  von  den  Azen- 
h',  h"  ist,  welche  durch  zwei  nicht  gegenüber  liegende  Ecken  der  Fignr  geben. 
Hienvs  folgt 

B'  +  H"  —  2H  +  3f(p'  +  a') 
und  weiter  also: 

tUB'BA  +  B"bb)  —  SB—2B+M(p*  +  5«), 
d.  h.: 

Jff  -  t  3f  (p«  +  O- 
Die  GrOssen  p  and  {  sind  die  AbsUnde  zweier  nicht  gegt-nfiberliegender  Bcken 
des  Parallelogramms  tou  der  Massenmittelpnnktsaze  h.  Sie  kQnnen  nicht  grosser 
werden,  als  die  halben  Diameter  AS  nnd  BS  des  Parallelogramms,  deren  Projectio- 
nes  auf  eine  znr  Aze  h  senkrechte  Ebene  sie  sind.  Daher  wird  H  ein  Hazimnm 
für  die  Axe  h,  welche  auf  der  Ebene  des  Paialletogramms  senkrecht  steht.  Ffir 
die  mit  der  Seite  BC  parallele  Maseenmittelpnnktsaxe  wird 
y-a-iZB.Mn«, 
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wenn  a  den  Winhel  des  Parallelogramme  bezeichnet,  mithin 

H  =m  ^M  .  AB'eia*  a. 
Man  erhält  dies  Reeultat  auch  aua  Nr,  1,  wenn  man  das  PoralleloKramm  in  unend- 
lich achmale  Streifen  parallel  AB  zerlegt.    Den  Maximalwertb 

S  ~'  ^M  fÄC'  +  BW) 
kann  man  mit  Hülfe  der  Seiten  darstellen,  indem 

ZC"'  — XB"  +  BC*  +  2ZB  .  BC.  00t  a, 
BD''  —  XB'  +  BC''  -  2ÄB  .  BC  .com, 


also 
wird. 

nämlich: 

XC  +  BD*  —  2  {AB*  +  BC*) 
H^-hM(ÄW~i-BC^. 

3.   Trägheitamomentde 
für  eine  MasaeDmittelpunktaase 

r  homogenen  Dreieckafläch 
h.    Er^Uizt  man  das  Dreieck  zd 

ABC  (Fig.  50) 

gramm,  ao  erhält  man  für  das  Ti^heitamoment  B'  um  eine  dnrch  die  Mitte  P 
der  Seite  AB  gehende,  zu  h  parallele  Aie  h'  daa  halbe  Trägheitsmoment  dea 
Parallelogramma  (a.  Nr.  2),  nämlich,  wenn  m  die  Haaae  der  Dreieckafl&che  nnd 
also  2m  die  dea  Parallelogramms  ist: 

wo  ^y  und  3p  die  Perpendikel  bedeuten,  welche  tod  B  oder  Ä  und  C  auf  die 
Aie  h'  gefällt  werden  kOnnen.  y  ist  die  Projeotion  der  Seite  AB  ™  c  nnd  8p 
die  Projection  der  Mediane  CP,  also  p  die  des.Haasenmittetpnnktsabatandes  SP 
auf  eine  zu  den  Äsen  A,  h'  aenkrechte  Ebene.  TJm  ana  H'  das  Trägheitamoment 
U  für  die  Masaenmittelpunktsaxe  h  zu  erhalten,  hat  man  m  .  j>*  abzugehen;  da- 
durch kommt: 

Bezeichnet  man  nun  mit  a,  ß,  Sq,  3r  die  Projectdonen  der  Seiten  a,  b  und  der 
Medianen  AQ,  BB  auf  jene  Ebene,  ao  erhält  man  in  gleicher  Weise 

nnd  indem  man  die  Summe  der  drei  Aosdrttcke  für  H  durch  3  dividirt; 

H-^m  («■  +  p•  +  ■,'|  +  ^„  {,•  +  ,•  +  ,.). 
In  der  Projection  A^B„  C^  dea  Dreiecke  ABC  auf  die  zu  k  aenkrechte  Ebene  sind 
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3p,  3;,  3r  die  drei  MedifweD  m  den  Seiten  y,  ß,  a  und  iat  6p  die  Diagonale 

des  ParallelogrammB  C„  C„',  zu  welchem  J,£gCg  eig^nzt  werden  Ifum.    Hon  hat 

(6j»)»  —  «'  +  p"  +  Stf^  CO!  (7, 

y'  —  «*  +  P'  —  2o^  CO«  Co 

ist, 

{6p)'  =  2  („>  +  p«)  -  y>. 
In  UuUcher  Weise  ist 

(69)»  -  2  (p'  +  y')  _  B«,     {6r}'  =  2  (y'  +  «>)  -  p'. 
Daher  erliait  mao  durch  Addition  dieser  Ansdrilcke 

12  (p'  +  a'  +  »■•)  -  «'"+  P'  +  r". 

lud  mdem  nutn  hiermit  p*  '{-  i*  -\-  >**  an«  der  Qleichong  für  H  eliminirt: 

i'=A«(«'  +  C'  +  r'). 

St«bt  die  Ase  h  senkrecht  aat  der  Ebene  des  Dreieck« ,  so  werden  a,  p,  y  gleich 
den  Seiten  des  Dreiecks  eelbst  Ist  daher  H^  dos  Tr&ghettsmoinent  des  Dreiecks 
ig^,(7,,  nnd  M,  seine  Masse,  so  wird 

und  wenn  die   epecifische  Hasse  für  beide  dieuilbe  irt,   «o  ist  das  Verh&lbiis« 
H ;  M,  gleich  dem  der  Flächeuänme,   also  gleich  dem  Cosinus   des  Winkel«  1, 
veleben  das  Dreieck  ABC  mit  der  Aze  h  bildet    Daher  H^='  Riin  l. 
Elimiuirt  man^nicht  p'  +  3*  +  **>  sondern  a'  -j~  ß*  +  v'i  ■**  ergibt  sich 
■ff -i^d-'  +  g' +  >■•); 
M  änd    aber  J »«  ■  p',  i  w  ,  g*,  J  tn  .  r'  die  Trägheitsmomente  der  drei  Seiten- 
mittea  P,  Q,  £,  wenn  in  jeder  derselben  die  Haue  \m  concentrirt  gedacht  wird, 
d.  fa.: 

Das  Trägheitsmoment  einer  Dreiecksfl&che  in  Bezug  anf  eine 
Haaeenmittelpunktsaxe  ist  gleich  dem  Trägheitsmoment  der  drei  Sei- 
tenmitten,  wenn  jede  von  diesen  den  dritten  Theil  der  Dreieoksmaaee 
enthält 

Fallt  die  Axe  h  in  die  Ebene  des  Dreiecks,  so  &llen  die  Projectionen  a,  ß,  y 
der  Seiten  anf  eine  lu  h  senkrechte  Ebene  in  eine  Gerade  nnd  i«i 

t  +  ß  +  yo 
liio  du  Quadrat  jeder   von   ihnen  gleich  dem  Qnadrat  der  Summe  der  beiden 
uderen.    Daher  wird  hierfOi  H  =>  y^m  (u*  +  ß*)  =  ^m  (a*  +  aß  +  ß'). 

Die  Gleichung  H  —  im  {p*  +  J*  +  r")  wollen 
c  noch  benntien,  um  das  Trftgbeitsmoment  ffir 
le  in  der  Ebene  des  Dreiecks  liegende,  durch 
die  E!cke  0  gehende  Axe  h'  in  bestimmen ,  indem 
^''^'^  Pi  3i  >*  <^s  Perpendikel  von  den  Seiten- 
mitten  P,  Q,  Ü  anf  eine  mit  h'  durch  den  Massen- 
mittelpunkt parallel  gelegte  Aze  h  bedeuten  (Fig.  51). 
Ist  a  der  Abstand  des  Haseenmittelpunktei  von  h' ,  so 
wird 

£■  _  i«  (p-  -^  g"  -f  r')  +  m  .  s". 
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BeMicbnen  wir  jetst  mit  o,  b  die  Abetflnde  der  Ecken  A,  B  tod  U  ,  so  wird 

oder  weil  «  —  J(o  +  6)  (s.  S.  88): 

folglich: 

p'  +  g'  +  r'  =  i(tt*  +  ft'-a6), 

if' =  im  (a'  + oft +  (.»). 
1.    DftB  Tr&gheitBmaineat  der  homogenen  Fläche  eines  regaUren 
Vielecks  in  ßezng  aaf  die  mr  Figur  senkrechte  Hassenmittelpnnktsaie 
ZQ  finden. 

6.  Die  Trägheitsmomente  ffir  ein  rechtwinkliges  Parallelepiped 
and  ein  dreiseitiges  gerades  Prisma  in  finden. 

5.  6.  Die  Methode  der  conjngirten  Diameter.  Die  Änfsaofaong  der 
Hanptaxen  ist  fQr  complicirtere  Falle  mit  HQlfe  eines  der  TrftgheitBeltipwide  nach 
den  gewöhnlichen  Methoden  der  analytiBchen  Geometrie  mflhsan).  Binet  hat  im 
Erleichterang  dieser  Operation  folgenden  Sata  bewiesen: 

Irgend  drei  Äien  eines  Punktes,  ffir  welche  als  Coordinaten- 
axen  die  Qleiohungen  bestehen 

Xmxy  '  Smyt  »  Smxx  -■  0 
sind  conjngirte  Diameter  des  reciptoken  Binet'achen  Trägheitsellip- 
soids  für  Ebenen  dieses  Punktes.  Ist  n&mlioh  P  irgend  eine  Ebene  dea 
Schnittpunkt««  dieser  Axea  nnd  2  der  Abstand  des  Punktes  mlfC,  y,  e)  Ton  ihr  nod 
sind  tt,  ß,  f  die  Richtnogscosinnsse  der  Normalen  dieser  Ebene  gegen  die  Aien, 
so  wird  2^  ax  -i-  ßy  -\-  jB  und  miUiin 

Zmq''  —  Sm  .  t'  —  Zm{ax  +  ßy  +  y«)'  —  a'Smx'  +  ß'Smy*  +  y*Zm*\ 
Setat  man 

Smx*  ^  Sm  .  o»,  Xmy*  —  Sm  .  6',  Zm«'  —  Zm  .  c*, 
BO  geht  diese  Oleichong  aber  in  die  folgende,  welche  den  TAgheibarm  1  für  P 
bestiinint: 

.'  -  o««'  +  6'p'  +  c'y». 
Die  Ebene  senkrecht  an  t  in  dessen  Endpankt  umhOUt,  wenn  die  ihr  parallele 
Ebene    F  varürt,   das  reciproke  Binet'eche   Ellipioid  nnd   wenn  x^,  y^,  e^  die 
Sbeckea  sind,  welche  sie  auf  den  Coordinatenaxen  der  x,  y,  t  bestimmt,  bo  ist 

ax,  =  py,  —  i-e»  —  i. 
Damit  geht  die  vorstehende  Qleichnng  tiber  in: 

welche  die  Bedingung  ist,  welche  awischen  x,,,  y^,  t^  bestehen  muss,  damit  die 
Ebene  Tangentenebene  an  die*  Ellipsoid  sei.  Han  kann  leicht  x^,  y,,  g^  in  die- 
ser Oleichnng  dnrch  die  Coordinaten  des  Berflbnmgsponktes  aosdrfloken-     Ist  non 

irgend  ein  Ellipsoid  — f+iH — j-*— lin  Beang  auf  schiefe  Cooordinnten  ge- 
geben, wofür  wegen  de*  Maogels  der  Prodncte  xy,  ys,  ex  in  der  Oleiclinng  tp, 
89,  ir    conjngirte   Diameter  sind   nnd  soll  man  die  Bedingung  angelten,  unter 
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velcher  die  Ebene \-  —  -\ ■"  l  •ü«»  Ellipsoid  berührt,  eo  bilde  man  nach 

bekannten  Sätzen  die  Gleicbang  der  Tangeatenebene  -i-HtH — i  ~  ^    """^ 

vergleiGhe  die  CoefGcienten  beider.    Diea  gibt  — =  —  — ,  -^w ~,  — -  =  ~  oder 

P'       a:»    9'       Vi     »■•        2. 
XX,  —  p\  yy^  tm  g*,  gi^  _  r>  fQr  die  Coordinaten  x,  y,  e  des  BeriUmmgipDokteB, 
nnd  indem  man  de  in  die  Qleichnng  des  EIlipuiidB  einsetst, 


+  ; 


ab  Bedingang  dafSr,  dsM  die  Ebene,  welche  von  den  Äzen  die  Strecken  fe,,  ^o,  e, 
abschneidet,  das  Ellipsoid  Ober  den  conjngirten  Diametem  2p,  2q,  ir  im  Pnohte 


berOhrt.    Die  Vergleichnng  dieser  Bedingung  mit  obiger  Oleichnng 

zeigt,  das«  dieselbe  die  Bedingnng  ansdrSckt,  doss  die  Ebene  («„  y„  z«)  das  EtUp- 

soid  -T  +  ^H r*"^  i"'  Panhte  {xyt)  berahrt  und  dass  2a,  26,  2c  conjn- 

giite  Diameter  sind.    Dies  Ellipaoid  ist  also  daa  obenbeEeicbnete  Tiflgheitsellipsoid 
bezogen  anf  conjagirte  Diameier. 

Sind  also  Ztnxy,  Zmyz,  Zmzx  für  drei  gegebene  Aien  der  x,  y,  z  Nnll, 
so  wird  mau  auf  ihnen  diesseits  and  jenEoiU  ihres  gemeinsamen  8chnitt{)anktea 
die  QrOsaeu  a,  h,  c  auftragen,  für  welche 

a^Xm  —  Zmx*,  b*£m  =»  Smy\  c*£m  — •  Smi*; 
das  EUipsoid  Aber  ihnen  als  conjngirten  Diametem  constmirt,  ist  das  TAgheits- 
eUipsoid  und  seine  Aien  sind  die  Haapttrllgbeiteaien.    Da  Hhnliche  nnd  ähnlich- 
liegende  EUipsoide   das   Sjetem  der   conjngirten  Diameter,   and   mitbin   anch   die 
Hauptasen  gemein  haben,  so  kann  man  das  Ellipaoid 

1^  +  1^  +  ^-' 

aach  dnrch  ein  anderes 

ereetzen. 

Somoff  hat  dem Binet'schen  Satze  noch  den  folgenden  hinzugefügt,  ans  wel- 
chem er  letzteren  ableiteti  Errichtet  man  anf  drei  oonjngirten  Diame- 
tralebonen  (y*),  (sx),  (xy)  eines  Binet'schen  reoiproken  Tragheitael-, 
lipsoida  drei  Diameter  £,  ij,  {  senkrecht,  so  sind  sie  conjngirte  Dia- 
meter  der  Sohaar  directer  Binet'icher  Ellipsoide. 

Wir  fanden  oben  fflr  den  -Trfigheitsarm  der  Ebene  P: 
,»  .  a»a'  +  6»|J»  +  c'y',  o'im  —  Smx',  ft'Jm  .  £my',  c'Z«  =  £m»'. 
Tr^en  wir  anf  deren  Normalen  g  so  anf,  dass  ^t  —  e*,  wo  s  eine  beliebige  Con- 
gtante  ist,  so  wird  dnrch  Hnitiplication  mit  q* 
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Sind  quq'E,  i;,  £  die  Coordinaten  des  Ebdpunktea  von  f,  ao  ergibt  «ich  leiiät 

Denn  da  die  Axen  der  £,  t),  £  auf  den  Ebenen  der  j/z,  cie,  xy  senktecht  uteheo, 
so  stehen  amgekehrt  anch  die  Aien  der  a^,  y,  z  anf  der  Ebene  der  ijf,  ££,  £11 
seokiecht;  daher  reducirt  nch 

pa  =  £  cos  Ja:  +  1  w<  fl«  +  £  «b  £* 
auf  (([  ^  £  coB  £x  und  ähnlich  die  anderen  Projeotionen  Ton  9  auf  die  y-  und 
:;-Aj(e  anf  ^ß  ■»  1]  coa  i]y  und  py  ^  £  coa  £(.    Hiermit   erhfilt  man  abo  (Qr  die 
FlElche  der  Endpunkte  aller  (  oder  fOi  ein  TrägheitseUipsoid  ans  der  Schaar  der 
direoten  Binet'achen  .EllipBoide  fOr  Ebenen  die  Gleichung 

e'  =  a»£'  COB»  £1  +  6'»;'  cob'  ijy  +  c*£»  cos*  £« 
nnd  da  dieselbe  keine  Froductglieder  enthält,  so  aind  die  Axen  der  £,  1],  £  ein 
Tripel  conjogirter  Dnrchmeaaer  dieaer  Fläche.    Man  bemerkt  hiebei,  daaa  in 

Sm  .  a'  coa'  ^x  =•  coa'  £a:  Smx'  ="  Ein{x  coa  Jx)» 
die   OrOsBe  x  coa  £x  den  Abstand  dea  Ponktes  {xyi)  oder  (£?;£)  von  der  Ebene 
iys)  und  alao  £m(x  coa  ^x)*  das  TAgheitsmoment  and  alao  a  cos  £3;  den  Ttftg- 
heitsarm  für  dleae  Ebene  bedeotet.    Aehnliches  gilt  fOr  b  cos  j^y,  c  cos  £2. 

Ebenso  kann  man  Eeigen,  dasa  auch  die  Aren  der  x,  y,  z  conjngirte  Diame- 
t«r  fOr  daaaelbe  Ellipsoid  aind. 

S-  6.    Beatimmnng  der  Haaptoentralaien  einiger  homogener  Fign- 
ren  mit  Hülfe  dea  Binet'achen  Satzea. 

t.    Das  homogene  schiefe  Parallelepiped.    Sind  p,  7,  r  die  Kanten,  S 
der  Mittelpunkt  und  die  Axen  Sx,  Sy,  Sz  parallel  den  Kanten ,  so  aind  offenbar 


J yzdm  =1  0,  J  zxdm  =  0,  J  xydm  = 
■  =fx^dm^^mp\  m  .b'=.  -^mq*,  m. 


Daher  aind  die  Axen  von  S  parallel  den  Kanten  conjngirte  Darchmesser  des  Ellip- 

aoida  — y  +  ^  H — r  "  A  ^^^  die  Hanptaien  aind  die  Aien  dieses  Ellipsoida 

oder  jedes  ihm  ähnlichen  and  mit  ihm  ähnlich  liegenden 
p«  -r  3.  -r  ^, 

Man  kann  a  ao  bestiinmen,  dasa  das  Ellipsoid  durch  die  8  Ecken  des  Parallelepiped« 
geht,  d.  h.  a;  =  \p,  y  —  \q,  t  =  \r  der  Gleichung 
des  Ellipaoids  genügt.  Man  findet  durch  Eihsetmng 
dieser  Werfhe  o'  — f. 

2.  Das  homogene  Tetraeder.  Es  seien  (Fig.  &» 
S  der  Haaaenmittelpunkt  dea  Tetraeders,  EF,  GH, 
JK  die  Verbindungslinien  der  Mitten  der  Qegenkan- 
ten  und  Sx,  Sy,  Sz  drei  Aren  in  der  ßdchtnng  dieser 
Verbindungslinien.  Jede  Ebene  parallel  zor  yz-Ebene 
liefert  einen  Schnitt  LMNP,  welcher  ein  Parallelo- 


grammist für  welches  JJ  ydyde^OandJJ  tdydz'^f) 
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lind,  ITDKIU   folgt 

ffjxydxdyde  -mjxdxjjydyde  =  0 

fJJxzdxdydz=fxdxSS'dydz  =  0. 
Si)ema  igt  jjjyidxdydi  ^0.     Indem  mui  diese  ÄnsdrAcke  mit  der  epecifi- 
Bcheii  Haue  ^  und  der  WinkelfoDction  multiplicirt ,  welche  dxdydt  in  das  Vo- 
lamenelement  abeifOhrt,  erhUt  man 

J  xydm^j  yÄdn»  —  j  sxdm^'O. 
Daher  riitd  die  Äsen  Sx,  Sy,  Sz  coqjogirte  Diameter  dei  Trfigheitaellipaoidfi 

m  .  a*  —  J  x^dm,    m  .  6*  —  J  y'dm,    m  .  c'  =J  z*dm . 
Smd  p,p';  3,  g'i  r,  r  die  diei  Paar  Qegenkanton  AB,  BC;  BD,  AC;  CD,  AB 
naäa,p,y  die  Strecken  EF,  GH,  JK,  ao  findet  sich 
.  ■  4o*  =  j'  +  4''  +  r»  +  r'»  — p'— j)''      a»  —  Vir«' 

tJ^  _  r.  +  r-.  +  p«  +  p''  -  g'  -  s'       6'  -  A  C 

*r'— j"'+p''  +  4'  +  9''  —  »■'  —  ♦■''    ^  =  ^1-. 

und  hienait  das  hagltobe  Ellipaoid: 

Sdne  Axen  aiiid  die  Hanptazen.    Von  den  beiden  ihm  ähnlichen  EUipioiden 

geht  djM  entere  dnnh  die  EanteDmitten ,  d«a  letitere  dnrcb  die  Ecken  dea 
Tetneden. 

S.  Homogene  Fl&cbe  einea  achiefen  ParallelogTamma.  Ffli  eine 
ebene  Figur  sind  £wy2  —  0,  Zmsx  ■>  0,  £m;*  —0,  wenn  die:e-Axcnicbt  in  die 
Ebene  Olli,  lat  alao  fllr  die  beiden  in  die  Ebene  dei  Fignr  fallenden  Axen  Sx, 
Sy  die  Bedingung  Hmxy  •=•  0  erfUllt,  ao  aiud  dieae  Aien  conjngirte  Diameter  der 

Trlgheitaellipoe  ~t  +  'iT  °~  ^i  '^^  welche  eich  dai  TdkgheiUellipuid  redncirt 
und  fOi  welche  £mx*  >>-  21m  .  a',  Sny*  -~  £m  .  b'.  FQr  daa  Faratlelognunm 
Ttm  den  Seiten  p,  ^  nnd  dem  Winkel  «  genügen  die  Azen  Sx,  Sy  parallel  an 
den  Seiten  der  Bedingung  /  xydm  ^  0  nnd  aind  dieaelben  daher  conjngirte  Dia- 
meter der  Ellipae  ^  +  -^  ~  iS,  indem  a  =-  ^p*,  b  —  ^q'.  Dieses  EUipae 
kann  enetit  werden  dnrcb  die  dem  Farallelogramm  eingeacbriebene  —i-\~i^^ir 

deren  conjngirte   Diameter   in  den  Sichtungen  Sx,  ^y  gleich  p,  q  sind.    Die 

Hanptaxen  dieaer  Ellipse  sind  die  Hanptcentralträgbeitsazen  dea  Parallelogramms. 

Ihre  Conabnction  ist  bekannt;  ihre  Längen  A,  B  aind  beatimmt  durch: 

■4'  —  -A  (p*  +  q'  +  Vip'  —  q')'  +  ip'q'  coa' g), 

»■-  ACp'  +  9'  -  yCp'-aV+ip'ä'««'«),    A'  +  B^^  MP*  +  3'). 
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i.  Homogene  Fläche  des  Dreiecks.  Eb  aeiea  A,  B,  C  die  Ecken,  D 
die  Hi^t«  der  Seite  SC,  S  der  HMHenmittelpunkt ,  aof  AB  so  gelegen,  dus 
AS  =  2  .  SD.  Zwei  Axen  Sx,  Sy,  Ton  denen  die  erste  mit  der  Medianen  AD 
Ens&mmenföllt,  während  die  zweite  mit  BC  parallel  läuft,  erfflUen  die  Bedingung 

fxydm  =•  0.     Daher  rind  sie  oonjtigirte  Diameter  der  Ellipae  —^  -\-  ~  =al,wo 

a}  =  Jp*,  6'  —  ig'  eich  findet,  wenn  A8  —  p,  DB  =-  g  gesetEt;  wird.    Die  die- 

•er  Ellipse  — =  +  -^  —  Jr  ähnliche  -—.  +  -7^  =  1  geht  durch  die  Ecken.    Ihre 

*^    8p'       4j'  3p*       4g' 

Hauptoxen  sind  die  Hanptcentralaien. 

§.  7.  Methode  der  Differentiation.  Die  Ti^beitsniomente  fflr  unend- 
lich dSnne  Schalen  und  Flächen  kann  man  durch  DifTerentation  ans  bekannten 
Trägheitsmomenten  fOr  körperliche  Gebilde,  die  von  anendlich  dQnnen  Flächen- 
zonen nnd  Linien  anf  gleiche  Weise  ans  Trfigheitamomenten  für  Fl£chenAume 
ableiten. 

1.  Das  Trtgheitamoment  eines  homogenen  EUipsoids  (o,  6,  c)  von  constanter 
Dichte  p  in  Bezog  auf  die  Axe  a  ist  ^n(a&c(6'  -]-  c*).  Aendert  sich  das  Ellip- 
soid,  jedoch  so,  dasa  seine  neue  Oberfläche  die  ursprüngliche  Oberfläche  nicht 
schneidet,  so  ist  das  Trägheitsmoment  der  Masse  der  zwischen  beiden  Oberflächen 
enthaltenen  elüpÜBchen  Schaale  in  Bezng  anf  dieselbe  Aie  die  Differenz  dieses 
Ansdmcks  nnd  wenn  die  Bchaale  unendlich  dünn  ist,  das  Differential  desselben. 
Dies  Differential  ist  nach  dem  Paismeter  zn  nehmen,  Ton  welchem  die  Aenderung 
der  in  demAnidrucke  vorkommenden  GrOsaen  a,}),  c,  ^  abhängen.  Ist  e.  B.  das 
g^nderte  EUipsoid  dem  ursprOaglichen  ähnlich  und  ^  constant,  so  seien  die  Axen- 

TethUtoisse  —  =•?!    ^  =»  g  d.  h.  &  ■-  ap,  c  =»  ag  und  also  a  der  Par&meter, 

durch  welchen  6  nnd  e  ausgedrückt  sind.  Dann  ist  A'Vi'StP' ~l~  3*)'''  ^^ 
Trägheitomoment  des  Ellipsoids  nnd  \*9f^{p*-^q')a^da  das  der  nnendKob 
dOnnen  Schaale.  Zugleich  ist  die  Masse  des  Etlipsoids  j^x^pgo'  nnd  die  der 
Schaale  in^pqa'da.  Daher  geht  das  Trägheitsmoment  der  unendlich  dflnnen 
Schaale  über  in  im(ö*  -|-  e'),  wenn  m  die  Masse  derselben  ist.  Dieser  Ausdruck 
gilt  auch  für  die  ellipsoidische  Fläche,  wenn  die  Hasse  m  gleicharmig  über  sie 
ausgebreitet  ist.  Ebenso  gross  ist  das  Trägheitsmoment  des  nmachriebenen  recht- 
winkligen parallelepipedischen  KOrpera. 

3.  Wenn  das  Tr^heitsmoment  fOr  ein  bomogeneH  Ellipsoid  von  constanter 
Dichte  p  wie  unter  Nr.  1  von  einem  Parameter  a  abhängt  nnd  mit  (j  .  f>(a)  be- 
zeichnet wird,  10  ist  fip'{a)da  das  Trägheitsmoment  fOr  die  nnendlich  dQnne 
Schaale.    Läast  man  nun  die  Dichte  9  varüreu  mit  a,  so  dose  rie  für  jedes  von 


dem  speciellen  Werthe  von  a  abhängige  Ellipsoid  conatant  ist,  so  stellt    i    (fip'(a)da 

das  Trägheitsmoment  einer  elliptischen  Schicht  dar,  welche  von  zwei  Ellipsoiden 
begrenzt  wird,  die  den  Werthen  o,,  o,  des  Parameters  a  einsprechen. 

8.  Zn  finden  das  Ti%heitsmoment  eines  heterogenen  Ellipsoids  für  eine  Axe 
desselben,  wenn  die  Dichte  anf  concentrisohen  ähnlichen  Schichten  constant  ist 
nnd  dem  Abstand  des  Schnittpunktes  der  Axe  mit  der  Schicht  vom  Mittelpunkte 
proportional  variirt. 
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Zweiter  Theil. 

öeometrie  der  Bewegung  und  Theorie  der 

Bewegnngszustände. 

(Ejoematik.) 


I.  Capitel. 
UebeTgsng  des  Systems  ans   einer  IJage  In  eine   andere.    BotaUon, 
Translatioo  and  Sohranbeabewegnng  des  nnveTftudeTliQhen  ByabomB. 

§.  1.  Die  Öeometrie  der  Bewegung  betrachtet  die  Bewegung  eines 
Punktes  oder  Systems  bloss  als  eine  Aendenmg  des  Ortes  nnd  anters:Qclit 
die  Art  und  Weise,  in  welcher  dieselbe  erfolgt  oder  erfolgen  kann. 

Die  continnirliche  Folge  aller  Lagen,  welche  ein  Punkt  wahrend  seiner 
Bewegung  einnimmt,  bildet  seine  Bahn;  sie  ist  geradlinig  oder  krumm.  Im 
ersten  Falle  nennt  man  sie  zugleich  die  Richtimg  der  Bewegung  und  unter- 
scheidet in  ihr  einen  doppelten  Sinn,  je  nachdem  der  beschreibende  Punkt 
sich  nach  der  einen  oder  der  andern  Seite  hin  bewegt.  Ist  die  Bahn  eine 
Cnrve,  sei  es  eine  ebene  oder  eine  doppelt  gekrümmte,  so  verstcbt  man 
unter  der  Richtung  der  Bewegung  in  einem  bestimmten  Punkte  der  Bahn 
die  Tangente  in  diesem  Punkte.  Da  nSmlich  im  Berühmngspankte  der 
Tangeute  zwei  aufemauderfolgende  Curvenpunkte  zusammenfallen,  so  gibt 
sie  die  Sichtung  an,  welche  von  dem  einen  zum  anderen  hinfahrt.  Die 
Richtung  der  Bewegung  Sndert  sich  fortwährend  bei  der  krummlinigen  Be- 
wegung, sie  bleibt  immer  dieselbe  bei  der  geradlinigen.  Eine  deutliche  Vor- 
stellung TOn  der  Erzeugung  einer  Curve  durch  Bewegung  eines  Punktes  wird 
allein  durch  einen  Grenzenttbergang  enreicht,  welcher  vom  Vieleck  durch 
fortgesetzte  Einschaltung  von  Ecken  zur  Curve  hinführt. 

Bei  der  Bewegung  eines  Systems  beschreiben  dessen  Punkte  Linien; 
seine  Linien  erzeugen  Flficben  und  auf  diesen,  wenn  ihre  aufeinanderfolgen- 
den Lagen  sich  schneiden,  gewiss«  Euveloppen,  welche  sie  berühren;  die 
Flächen  des  Systems  umhüllen  ebenso  im  Allgemeinen  EnTeloppenflOcheo, 
und  ihre  aufeinanderfolgenden  Schnittlinien  Euveloppenlinien.  Die  Bewegung 
des  Systems  ist  bekannt,  sobald  die  Bewegung  seiner  Elemente,  insbesondere 
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die  Beiner  Fntikte  belannt  ist.  In  vielen  FSllen  ergibt  sich  aber  vermöge 
des  geometrisclten  ZuBammenhanges  der  zum  Spätem  verbundenen  Pankte, 
Linien  und  Flächen  die  Bewegung  des  ganzen  Systems  und  aller  seiner 
Elemente,  sobald  die  Bewegung  einer  gewissen  Anzahl  derselben  ermittelt  ist. 

Je  zwei  nnmittelbar  aufeinanderfolgende  Lagen  des  beweglichen  Systems 
sind  zwei  Systeme,  welche  je  nach  der  Art  der  Bewegung  in  einer  ge- 
wissen geometrischen  Verwandtschaft  zn  einander  stShen;  zwei  Elemente 
derselben  (Pankte,  Linien,  FlHchen  etc.),  welche  Lagen  desselben  beweg- 
lichen Elementes  sind,  beisseu  unter  sich  und  diesem  beweglichen  Elemente 
homologe  Elemente  der  Systeme.  Die  Stralen,  welche  die  homologen  Punkte 
beider  Syatemlagen  verbinden,  sind  die  Tangenten  der  Bahnen  der  System- 
punkte  jmd  mithin  die  Richtungen  ihrer  Bewegung.  Ist  das  bewegliche 
System  unveränderlich,  so  ist  dte  geometrische  Verwandtschaft,  in  welcher 
beide  Systemlagen  stehen,  die  Congruenz;  ist  dasselbe  veränderlich ,  so  bann 
diese  Verwandtschaft  Aehnlichkeit,  Collineation  u.  s,  w.  sein. 

Die  Geometrie  der  Bewegung  des  nnveränderlichen  Systems  ist  sorg- 
iältig  untersucht,  die  des  verttnderlichen  Systems  hat  in  jüngster  Zeit  wesent- 
liche Fortschritte  gemacht,  nSmlich  in  der  Richtung,  dass  man  die  Bewegung 
solcher  veränderlicher  Systeme  stndirt  hat,  deren  VerSnderlichkeit  durch 
eine  jener  geometrischen  Verwandtschaften  definirt  werden  kann,  welche  die 
heutige  Geometrie  bereits  ausgebildet  hat.  Wir  werden  zunBchst  die  Geo- 
metrie der  Bewegimg  des  unveränderlichen  Systems  entwickeln. 

§.  2.  Der  Uebergang  eines  beweglichen  unverfinderlichen  Systems  £ 
ans  einer  ersten  Lage  ü^  in  eine  zweite  S^  ist  abhSngig  von  der  gegen- 
seitigen Lage  der  beiden  einander  congmenten  Systeme  £^,  Z^.  Wir  mtlssen 
daher  vor  allem  die  Lagenbeziehungen  zweier  congmenter  Systeme  kennen 
lernen,  um  aus  ihnen  die  hier  in  Frage  kommenden  IdsematiBchen  Folgerungen 
ziehen  zd  bOnnen. 

Jedes  Element,  Pnnkt,  Gerade  oder  Ebene  des  Gesammtraumes,  in 
welchem  2^,  und  ^  vereinigt  sich  befinden,  gehört  diesen  beiden  Systemen 
zugleich  als  Element  an;  in  ihm  sind  zwei  Elemente  beider  Systeme  ver- 
einigt, jedoch  so,  dasff  diese  vereinigten  Elemente  im  Allgemeinen  nicht 
homolog  sind.  So  werden  z.  B.  in  einem  Funkte  P  des  Gesammtraumes  ein 
Punkt  A^  v<m  2i'j  und  ein  Punkt  A^  von  S^  sich  befinden,  so  wird  in  einer 
Geraden  g  eine  Gerade  a^  von  £,  mit  einer  Geraden  bg  von  S^  vereinigt 
sein  und  wird  eine  Ebene  s  die  Ebenen  a,  und  ß^  enthalten.  Ein  Element 
des  Gesnmmtranmes  aber,  in  welchem  zwei  faomolge  Elemente  von  £,  und 
^  zusammentreffen,  wollen  wir  ein  Doppelelement  von  S^  und  2^ 
nennen.  Die  Doppelelemente  sind  Doppelpunkte,  Doppelgeraden,  Doppel- 
ebenen etc.  Mit  der  Bezeichnung  „Doppelgerade"  und  „Doppelebene"  ist 
aber  nicht  nothwendig  ausgesprochen,    dass  in  diesen  Doppelgebilden  anch 

ScniLi,,  Mtdbuiik.  1  10     -.  , 
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Doppelpunkte  oder  Doppelgeraden  enthalten  seien;  ob  dieselben  Doppel- 
gebilde niederer  Art  enthalten,  oder  nloht,  bedarf  einer  besonderen  TJnter- 
Bucbnng. 

Die  verschiedenen  Lagen,  welche  £,  und  2^  gegen  einanden  haben 
können,  werden  durch  die  Existenz  oder  den  Mangel  von  Doppetelementen 
charakterisirt  und  aus  der  Existenz  gewisser  Doppelelemente  ergeben  sich 
verschiedene  Arten  des  Uebergsjiges  des  beweglichen  Systems  E  aus  der 
Lage  2^  in  die  Lage  S^,  nBmlich  di^'enigen,  bei  welchen  während  der 
Bewegung  gewisse  Elemente  von  £  fortwährend  mit  doi  Doppelele- 
menten  von  E^  und  2^  vereinigt  bleiben.  Auf  diesem  Wege  wird  die 
Möglichkeit  der  Bewegungen  dargethan,  welche  als  Rotation,  Translation 
und  Schraubenbewegung  bezeichnet  zu  werden  pflegen.  Wir  beginnen  mit 
der  Untersuchung  der  Doppelelemente  der  *congmenten  Systeme  erster  Stufe, 
der  Punktreihen,  Stralen-  nnd  EbenenbUschel,  nm  ihnen  die  der  Systeme 
zweiter  Stufe,  der  ebenen  Systeme,  der  Stralen-  nnd  Ebenenbtlndel,  so  wie 
die  der  Systeme  dritter  Stufe,  der  räumlichen  Punkt-,  Ebenen-  und  Stralen- 
Systeme  folgen  zu  lassen. 

§.  3.  Zwei  congruente  gerade  Punktreihen  .^i,  £j,  (7,,  D^, .,  .nnd 
Ai,  B^,  (7j,  D^ . . .  können  in  einer  Qeraden  als  ihrem  gemeinsamen  TiHlger 
auf  zwei  Arten  vereinigt  sein,  nBmlich  so,  dass  sie  in  demselben,  oder  in 
entgegengesetztem  Sinne  verlanfeu.  In  beiden  Fallen  sind  im  unendlichfemoa 
Funkte  des  TrSgers  homologe  Punkte  vereinigt.  Ausser  diesem  Doppelpunkte 
haben  die  Beiben  bei  entgegengesetzter  Punktfolge  nothwendig  noch  einen 
zweiten,  im  Endlichen. gelegenen  Doppelpunkt.  Denn  zwei  bewegliche  homo- 
loge Funkte,  welche  die  Reihen  durchlaufen,  mOssen  des  entgegengesetzten 
Sinnes  wegen,  nothwendig  irgendwo  zusammenfallen.  Verlaufen  die  Reihen 
in  gleichem  Sinne,  so  existirt  im  Endlichen  nicht  nothwendig  ein  Doppel- 
punkt; ist  ein  solcher  vorhanden,  so  sind  alle  Funkte  des  TrSgers  Doppel- 
punkte. Haben  zwei  congruente  Funktreihen  zwei  Doppelpankte  im  End- 
lichen, so  verlaufen  sie  in  gleichem  Sinne  und  sind  alle  Punkte  Doppel- 
punkte. 

Zwei  congruente StralenbOschel  a,,  &,,  q,  ä, , ...  undoj,  bj,  e^,  <^i  >■■ 
ktinnen  in  einer  Ebene  als  ihrem  gemeinsamen  Trfiger  auf  doppelte  Art  con- 
centrisch  vereinigt  werden,  fUr  entgegengesetzte  und  fOr  gleiche  Folge  der 
homologen  Stralen.  Im  ersten  Falle  gibt  es  zwei  Doppelstralen.  Denn  zwei 
bewegliche  homologe  Stralen,  welche  die  BUscbel  durchlaufen,  treffen  der 
entgegengesetzten  Folge  wegen  irgendwo  einmal  nnd  hierauf  im  weiteren 
Verlaufe  nach  einer  Drehung  um  ^  n  zum  zweitenmale  zusammen.  Die  beiden 
Doppelstralen  sind  daher  rechtwinklig  zu  einander.  Sie  halbiren  die  Winkel 
aller  homologen  Stralenpaare.  Bei  gleicher  Stralenfolge  gibt  es  nicht  noth- 
wendig Doppelstralen.    Existirt  aber  ein  solcher,  so  sind  alle  Stralen  Doppel- 
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Skalen.  Habeo  Ewei  congruente  concentrisch  vereinigte  StralenbÜachel  zwei 
Doppelstralen,  welche  nicht  rechtwinklig  zu  einander  sind,  bo  verlaufen  sie 
in  gleichem  Sinne  nnd  Bind  alle  Stmlen  Doppelstralen.  Die  beiden  BUachel 
kSnnen  in  zwei  Lagen,  die  um  ^n  von  einander  differiren,  dieselben  zwei 
Doppelstralen  enthalten. 

Aebnliches  gilt  Ton  zwei  congmenten  coaxial  vereinigten  Ebenen- 
büBcheln  a,,  ^,,  yi,  ii,  . ..  und  «,,  jS,,  y^,  ä^,  .  ■  ■  Bei  entgegengesetzter 
Folge  der  homologen  Ebenen  gihi  es  zwei  zn  einander  rechtwinklige  Doppel- 
ebenen, bei  gleicher  Folge  keine  oder  lauter  Doppelebenen.  Haben  die 
BüBcbel  zwei  nicht  zu  einander  rechtwinklige  Doppelebenen,  so  sind  sie  gleichen 
Sinnes  nnd  sind  alle  Ebenen  Doppelebenen.  Sie  kCnnen  in  zwei  um  ^n 
von  einander  differirenden  Lagen  dieselben  Doppelebenen  haben. 

§.  i.  Zwei  congmente  ebene  Systeme  £,,  ^  können  auf  zwei  Arten 
in  einer  Ebene  als  ihrem  gemeinsamen  TrBger  vereinigt  werden:  gleichartig, 
wenn  je  zwei  homologe  Stralenbttscbel  dieselbe  Stralenfolge  zeigen,  ungleich- 
artig, wenn  die  Stralenfolge  bei  beiden  entgegengesetzt  ist.  Durch  Um- 
wenden des  einen  ebenen  Systems  geht  die  eine  Lage  in  die  andere  Über. 
In  beiden  FSllen  haben  sie  die  unendlichfeme  Gerade  zor  Doppellinie;  im 
ersten  Falle  enthält  dieselbe  zwei  homologe  Punktreihen  gleichen  Sinnes, 
im  zweiten  zwei  homolge  Panktreihen  entgegengesetzten  Sinnes. 

Zwei  vereinigte  congmente  ebeneSysteme  gleichartiger  Lage 
haben  stets  mindestens  einen  Doppelpunkt.  Denn  irgend  zwei  homo- 
loge Punkte  ^,,  .^1^  sind  die  Mittelpunkte  homologer  Stralenbüschel  gleichen 
Sinnes.    Dem  Strale  dj  von  A^,  welcher  durch  A^  hindurchgeht  (Fig.  63), 


entspricht  em  gewieser  Stral  d^  von  A^.  Jeder  von  diesen  Straten  dj,  <^ 
zerlegt  das  System,  dem  er  angehört,  in  zwei  Felder,  d^  nftmlich  £,  in 
Fl,  ffj  nnd  rfj  das  System  ^  in  die  diesen  homologen  Felder  F^,  G^.    Beide 
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Stralen  theilen  die  Oesammtebene  so,  dass  zwei  Paar  SobeitelrBume  ent- 
stehen, von  denen  nur  in  dem  einen  homologe  Theile  der  beiden  Systeme 
Ubereinanderliegen ,  wHhrend  das  andere  Paar  nicht  homologe  Theile  enthalt. 
Wenn  Doppelpunkte  existiren,  bo  kSnnen  sie  nur  in  dem  ersteren  Paar 
ScheiteIrSnme  liegen.  Mit  dem  Pnnkte  A^  von  £^  ist  ein  gewiaaer  Punkt 
.B,  von  £f  vereinigt;  ihm  entspricht  ein  gewisser  Pankt  5^  auf  d^,  da  B, 
auf  (I|  liegt  nnd  vermöge  der  Congruenz  der  Systeme  ist  Aj^B,  =AgB^. 
Ein  Doppelpunkt  P(P^,P^)  rnnsa  gleiche  Abat&nde  von  jliif,  tind  A^B^ 
besitzen,  daAPi>4,£,  ^APtA^B^BeiaiansB;  er  mnss  daher  auf  derjenigen 
Halbirungslinie  der  Winkel  von  d,,  d^  liegen,  welche  in  den  Scheitelranm 
tSlt,  in  welchem  homologe  Sjstemtheile  Obereinand erliegen.  Mit  dem  Str&le 
dl  fUllt  ein  gewisser  Stral  c^  von  2^  zusammen,  ihm  entspricht  ein  gewisser 
Stral  Ct  des  Büschels  .i,  und  mit  .J,  ist  ein  Punkt  C^  vereinigt,  dessen 
homologer  (7|  anf  q  so  liegt,  dase  AiC^  ■»  A^C^  ist.  Ans  denselben  GrOnden, 
wie  vorher,  muss  der  Doppelpunkt  (Pj,  P,)  auch  auf  denjenigen  Halbirnngs- 
linie  der  Winkel  (cjC^)  liegon,  welche  dem  Paar  ScheitelrSume  angehört, 
welche  homologe  Funkte  beider  Systeme  enthalten.  Demnach  muss  der 
Doppelpunkt  P  der  Schnittpunkt  beider  Halbirnngslinien  sein.  Da  ewei  Ge- 
rade in  der  Ebene  stete  einen  Punkt  gemein  haben,  der  Übrigens  auch  ins 
Unendliche  rücken  kann,  so  folgt,  dass  die  Systeme  2\,  2^  stets  einen 
Doppelpunkt  besitzen.  Da  APJ,B,  gleichschenklig,  so  kann  P  nur  dann 
ins  Unendliche  fallen,  weim  die  Halbirnngslinien  der  Winkel  {c,di),  (e^di) 
parallel  werden,  d.  h.  wenn  d^  nnd  d^  zusammenfallen.  Die  Btlschel 
Ai,A^  sind  dann  in  Parallellage.  Fällt  P  ins  Unendliche,  so  haben  .£j,  £j 
die  unendlich  ferne  Gerade  zur  Doppellinie  voll  laater  Doppelpunkten  (§.  1.). 

Die  Punkte  .<i, ,  A^,  von  welchen  wir  ausgingen,  waren  ein  beliebigeB Baar 
homologer  Punkte ,  die  Stralen  d, ,  d,  sind  daher  ein  beliebiges  Paar  homologer 
Geraden.  Von  den  beiden  Doppelschaaren  Gerader,  welche  die  Winkel  der 
homologen  Geradenpaare  von  ü^,  £j  halbiren,  bildet  daher  die  eine  ein 
Paar  concentrische  BtralenbUschel  mit  dem  Doppelpunkte  P  als  gemeinsamem 
Mittelpunkt. 

Der  Doppelpunkt  steht  gleich  weit  ab  von  jedem  Paar  homologer  Punkte. 
Errichtet  man  daher  in  den  Mitten  der  Verbind ongslinien  (Sehnen)  A^A^, 
B^Bf  irgend  zweier  Paare  homologer  Punkte  Aj,  A^;  Sj,  B^  Senkrechte, 
SQ  ist  ihr  Sehnittpnnkt  der  Doppelpunkt  P.  Diese  Construction  wird  in  dem 
Falle  nnbranchbar,  dass  beide  Senkrechte  zusammenfallen;  sie  ist  im  Uebrigen 
leicht  zu  ergänzen.    (Siehe  Fig.  54.) 

Der  Doppelpunkt  ist  der  gemeinsame  Mittelpunkt  zweier  concentrischer, 
congmenter  Stralenb tisch el  gleicher  Stralenfolge,  deren  Stralen  ihn  mit  den 
homologen  Punktepaaren  beider  Systeme  verbinden.  Er  ist  ebenso  der  ge- 
löeinsame  Mittelpunkt  zweier  andrer  solcher  Büschel,  deren  Stralen  ux   den 
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homologen  Geradeiipaarq|i  seakrocht  sind.  Dar&as  folgt,  dass  aUe  Paare  h<hiio- 
loger  Geraden  der  beiden  Systeme  gleiche  Winkel  mit  einander  bilden. 


-Ä      W 


Flg.  M. 

§.  5.  Zwei  homologe  Straten  a,,  a^  der  gleichliegenden  coogruenten 
BllBchel  A„  A^  (Fig>  55.)  bilden  mit  den  Stralen  d,,  d^  gleiche  Winkel 
("i^i)  °=  (■^^))  ^  demselben  Sinne  gegen  ä,,  d,  liegend.  Ihv  Schnittpun&t  S 
bildet  mit  A,,  A^  ein  Dreieck,  dessen  Winkel 

(S)  _  (a,»,)  -  (a,«,)  -  (oA)  +  {d,d,)  -  («,<,)  _  {d,d,) , 

also  für  alle  homologen  Stralenpaare  o, ,  «,  der  BUecbel  constant  ist.  Daher 
ist  der  Ort  der  Schnittpunkte  S  aller  solcher  Paare  ein  Kreis,  welcher  durch 

A^  und  Af   geht   and   den  Stral  d^  ia  A^   bei-ührt. 

Dieser  Kreis  muss  den  Doppelpunkt P(P, Pj)  enthalten; 

dennj4,f,  und^A^Pj  sind  homologe  Stralen  von^^^,  A^. 

Aus  demselben  Grunde  mass  der  Doppelpunkt  sich  auf 
•  einem  Kreise  finden,  der  darch  B^,  B,  geht  und  den 

Stral  dl  in  Bi  berührt.   Beide  Kreise  schneiden  sich  im 

Punkte  (j4,£,),   welcher  kein  Doppelpunkt  ist.    Ihr 
""■  "■  zweiter  Durchschnitt  ist  daher  der  Doppelpunkt  P  und 

folglich  nur  als  einziger  Punkt  vorhanden,  da  die  Kreise  sich  in  keinem 
weiteren  schneiden.  Zugleich  erhellt,  dass  die  Schnittpunkte  der  homologen 
Stralen  aller  Paare  homologer  StralenbUschel  beider  Systeme  £^,  £^  auf 
Kreisen  liegen,  welche  durch  den  Doppelpunkt  P  hindurchgehen. 

§.  6.  Haben  die  beiden  cougruenten  Systeme  £^,  ^  gleich- 
artige!;, Lage  zwei  Doppelpnnkte  {PiPf),  (QiQi)  im  Endlichen,  so 
sind  alle  Punkte  Doppelpunkte.  Denn  die  Verbindungslinie  derselben 
ist  eine  Doppellinie,  welche  nach  %,  3  lauter  Doppelpnnkte  enthält.  Sie 
theilt  £i  und  ^  in  homologe  Partiabysteme  fj,  (?,;  F^,  G^,  so  dass  wegen 
der  gleichartigen  Lage  von  .£,  und  ^  die  Systeme  f^,  F^  auf  die  eine, 
Gl,  (?,  auf  die  andere  Seite  von  ihr  fallen.  Wegen  der  Congruenz  der  Drei- 
ecke FjQ^Xi  und  PgQgXj,  welche  irgend  zwei  homologe  Punkte  Xf,  X^ 
mit  den  Doppelpunkten  bilden,  fallen  alle  Paare  X^,  X^  zusammen. 

Die  gegenseitige  Lage   der  Systeme  2^,  2^  in  der  Gesammtebene  ist 
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beBtünmt,  wenn  dar  Doppelpunkt  (-Fi  ig)  und  der  Winkel  a  gegeben  ist, 
den  die  homologen  Geradenpaare  .mit  einander  bilden,  welcher  auch  der 
Winkel  ist,  nm  welchen  die  homologen  Straten  der  beiden  StralenbUschel 
von  einander  abweichen,  deren  gemeinsamer  Mittelpunkt  der  Doppelpunkt 
ist.  Indem  man  diesen  Winkel  varüren  Ifisst,  sieht  man,  dags  es  eine  conti- 
nuirliche  Schaar  mit  2^,  £^  coi^ruenter  Systeme  £  gleichartiger  Lage  gibt, 
welche  Bämmtlicb  paarweise  denselben  Doppelpunkt  P  besitzen  und  welcher 
Schaar  ^^  und  £j  selbst  angehören.  Ein  in  der  Ebene  bewegliches,  £]  und 
2^  congruentes  System  £  kann  daher  diese  Schaar  von  Systemen  so  durch- 
laufen und  dadurch  aus  der  Lage  £,  in  die  Lage  ^  sogelangen,  dass  sein 
dem  Doppelpunkte  homologer  Funkt  P  fortwährend  mit  diesem  vereinigt 
bleibt.  Diese  Bewegung  heiast  die  Botation  des  ebenen  Systems  .£  in  der 
Ebene  um  P  als  Mittelpunkt;  der  Winkel  a,  welchen  die  Stralen  des 
Punktes  P  aus  der  ersten  L^e,  welche  sie  in  Sj  einnehmen,  beschreiben, 
um  die  zweite  Lage,  welche  sie  in  ^  einnehmen,  zu  erlangen,  wird  die  Am- 
plitude der  Rotation  genannt.  Der  Uebergang  des  Systems  £  durch  Ro- 
tation aas  der  ersten  L&ge  £i  in  die  zweite  Lage  S^tktMU  in  doppeltem 
Sinne  erfolgen;  fUr  einen  auf  die  Ebene  der  Bewegung  herabsehenden  Punkt 
im  Sinne  dei-  übrzeigerbeweguog  oder  im  umgekehrten  Sinne.  Die  beiden 
zugehörigen  Werthe  der  Amplitude  tt  beider  Rotationsarten  ergSnzen  sich 
zu  2n.  Wahrend  der  Rotation  beschreiben  die  Punkte  und  um^Ull^i  die 
Geraden  des  beweglichen  Systems  £  in  der  Ebene  der  Bewegung  Kreisbogen 
um  den  Mittelpunkt,  proportional  ihrem  Abstände  von  diesem.  Der  Funkt 
P  allein  ruht  und  jede  seiner  Geraden  umhüllt  ihn.  Man  bemerke  den 
unterschied  zwischen  dem  Botationgpunkte  P  und  dem  Doppelpunkte  (Pj  Pj). 
Ersterer  ist  Punkt  des  beweglichen  Systems,  letaterer  ist  ein  fester  Punkt 
in  der  Gesammtebene,  mit  welchem  jener  während  der  Rotation  zusammen- 
fällt und  in  ihm  ruht. 

F&Ut  der  Doppelpunkt  von  Z'^  und  £j  ins  Unendliche,  so  sind  alle 
homologen  Oeradenpaare  dieser  Systeme  parallel  und  sind  alle  AbstBnde 
homologer  Punktpaare  gleich.  Die  continuirliche  Schaar  congruenter  Systeme 
£,  welchen  derselbe  unendlich  ferne  Doppelpunkt  zugehört,  und  welche  auch 
£i,  £t  enthlllt,  ist  so  gelegen,  dass  alle  ein  und  demselben  Punkie  X,  von 
£^  homologen  Punkte  X  auf  der  Geraden  X^^  sich  finden.  Das  beweg- 
liche System  £  kann  daher  ans  der  Lage  £,  in  die  Lage  £^  dadurch  ge- 
langen, dass  alle  seine  Funkte  parallele  und  gleiche  Strecken  in  demselben 
Sinne  beschreiben.  Eine  solche  Bewegnng  heisst  eine  Translation.  Sie 
kann  als  ein  specietler  Fall  der  Rotation  angesehen  werden,  nSmlich  als  der 
Grenzfall,  dass  der  Mittelpunkt  der  Rotation  ins  Unendliche  rHckt  und  die 
Amplitude  verschwindet,  jedoch  so,  dass  das  Froduct  aus  dem  Abstände  der 
Punkte  vom  Mittelpunkte  und  dem  doppelten  Sinus  derselben  Amplitude  sich 


DigiLizedbyCoOJ^Ic 


II.  Th.,  Cap.  I.,  §.  7.    Doppellinie  congr.  ebener  Systeme  ungleichart.  Lagen.        151 

einem  festen  Werthe  nfihert,  nSmlieh  der  Yerbindnngsstreoke  der  homologen 
Punkte  von  2i  imd  2^ . 

H&lien  zwei  in  einer  Ebene  vereinigte  oongrnente  Systeme 
drei  nicbt  in  gerader  Linie  liegende  Doppelpunkte  (JP,!*,),  (Qj^j), 
(ü^Jij)  in  endlichen  Abständen  von  einander,  so  sind  alle  Funkte 
Doppelpunkte  und  haben  die  Systeme  gleichartige  Lage.  Denn  die 
Verbind ttngsUnien  der  drei  Doppelpunkte  sind  DoppelUnien,  jede  mit  zwei 
Doppelpunkten  endlichen  Abatandea,  also  lauter  Doppelpunkten  und  jede  Ge- 
rade der  Ebene  edmeidet  sie  als  Doppellinie  mit  lauter  Doppelpunkten. 
Jeder  der  gegebenen  Doppelpunkte  iat  Mittelpunkt  zweier  concentrischer 
StralenbOschel  mit  zwei  Doppelstralen  und  da  im  Dreieck  wenigstens  zwei 
spitze  Winkel  Bind,  so  sind  sicher  an  zweien  dieser  Paare  von  Stralenbüscheln 
die  Doppelatralen  unter  spitzen  Winkeln  gegeneinander  geneigt,  mithin  sind 
diese  BUachelpaare  und  folglich  alle  fibrigen  gträchliegend.  (§.  3.) 

Aug  den  Betrachtungen  dieses  und  der  beiden  vorhergehenden  Para- 
graphen ziehen  wir  das  wichtige  kinematisdie  Resultat: 

Ein  ebenes,  in  der  Ebene  bewegliches  veränderliches  System 
£  kann  aus  einer  ersten  Lage  2',  in  eine  zweite  ihr  gleichartige 
Lage  ^  durch  Kotation  um  einen  bestimmten  seiner  Punkte  Ober- 
gefflhrt  werden.  Die  Lage  dieses  Punktes  in  der  Ebene  der  Be- 
wegung ist  der  Schnittpunkt  der  beiden  Perpendikel,  welche  man 
in  den  Mitten  der  Verbindungslinien  A^ji^,  B|Bj  von  zwei  Paar 
homologen  Punkten  .Ip  J,;  .Bj,.B9  von  2^^,  2;,  errichtet;  die  Ampli- 
tude a  der  Rotation  ist  der  Winkel,  welchen  zwei  homologe  Gerade 
von  2',  nnd  £^  mit  einander  bilden.  Die  Botation  gebt  in  eine  Trans- 
lation über,  wenn  der  Rotationsmittelpnnkt  ins  unendliche  ffiUt. 
Das  bewegliche  System  iat  aus  der  ersten  in  die  zweite  Lage  über- 
haupt gelangt,  sobald  zwei  seiner  Punkte  aus  ihrer  ersten  Lage 
in  ihre  zweite  Lage  gelangt  sind  und  es  ist  insbesondere  durch  die 
Botation  (oder  Translation)  dahin  gelangt,  sobald  dies  mit  einem 
seiner  Punkte  ausser  dem  Mittelpunkte  der  Rotation  derPall  ist. 

§.  7.  Zwei  vereinigte  congruente  ebena  Systeme  Z^,  2^  un- 
gleichartiger Lage  haben  immer  eine  Doppellinie.  Zwei  homologe 
Punkte  Ä^ ,  Ä^  sind  n&mlich  die  Mittelpunkte  congrnenter  homologer  Stralen- 
bOschel entgegengesetzten  Sinnes.  Denkt  man  sich  einen  dritten,  ihnen  con- 
gruenten  StralenbOschel  A'  concentrisch  mit  j4]  ,  deasen  Stralen  den  Sti-alen 
von  Ä^  parallel  sind,  so  haben  ^4,  und  Ä'  nach  §.  4  zwei  zu  einander  recht- 
winklige Doppelatralen,  welche  die  Winkel  der  homologen  Stralenpaare  hat- 
biren.  Daher  haben  die  Büschel  .i^,  Ä^  zwei  Paar  homologe  Parallelstralen 
!fn  Ot'i  ^11  ^)  "^^  welcheu  die  Halbirungslinien  der  Winkel  (('i'^);  (^iM< 
(c,f,),  . . .  parallel  laufen,   welche  die  homologen  Stralen  a^,  a^;  {ij,  6,;  . . . 
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Ton  A,  Tind  A^  mit  einander  bilden.  M&a  sieht  leicht,  daes,  wenn  die  homo- 
logen Punktreihen,  welche  auf  den  Farallelstralen  g^,  g^  liegen,  in  dem- 
setbeu  Sinne  verlaufen,  die  homologen  Punktreihen  der  Paxallelatralen  A, ,  A^ 
entgegengesetzten  Sinn  besitzen  nud  umgekehrt.  Wshlt  man  irgend  ein 
Paar  andere  Büschel  ^i,  B^,  so  gilt  dasselbe.  Auch  sie  haben  zwei  Paar 
homologe  Parallelstralen,  welche  den  Halbimngslinien  der  Winkel  parallel 
sind,  welche  die  homologen  Stralenpaare  dieser  Büschel  mit  einander  bilden. 
Nun  sind  aber  die  Straleu  A,Bi,  A^S^  sowohl  homologe  Stralen  der  BUschel 
.^1,  -ig,  als  anch  homologe  Stralen  von  Bi,  B^;  daher  sind  die  Parallel- 
stralen  von  £, ,  B^  den  Halbirungslinien  der  Winkel  der  homologen  Stralen 
von  Ai,  A^  und  mithin  den  Farallelstralen  von  A^,  A^  selbst  parallel. 
Hieraus  ergibt  sich,  dass  es  in  zwei  vereinigten  congruenten  ebenen  Systemen 
ungleichartiger  Lage  zwei  Paar  homologer  Parallelatralenbüachel  gibt,  welche 
zu  einander  rechtwinklig  sind,  d.  h.  dass  es  zwei  zu  einander  rechtwinklige 
Schaaren  von  Parallellinien  in  £j  gibt,  denen  in  £^  zwei  Schaaren  von  Parallel- 
linien  entsprechen  und  zwar  so,  dass  jeder  Schaar  von  I\  die  ihr  homologe 
Schaar  von  Z^  selbst  parallel  ist.  Die  Bichtungen  dieser  beiden  Schaaren 
sind  die  Ricbtnngen  der  Halbirongslinien  der  Winkel  aller  homologen  Paare 
von  Geraden  der  beiden  Systeme.  Es  leuchtet  ein,  dass  die  homologen  Fa- 
rallelstralen von  der  Richtung  der  einen  Halbiiungalinien  homologe  Pnnkt- 
reihen  gleichen  Sinnes,  die  von  der  lUchtnng  der  andern  Halbirungslinien 
homologe  Punktreihen  entgegengesetzten  Sinnes  enthalten.  Nehmen  wir  zwei 
homologe  Farallelstralen,  deren  Punktreihen  in  entgegengesetztem  Sinn  ver- 
laufen. Durch  die  homologen  Fnnkte  dieser  Reihen  gehen  homologe  Parallel- 
stralen  der  andern  Schaar,  für  welche  die  Punktreihen  gleichen  Sinn  be- 
sitzen. Daher  bilden  die  homologen  Farallelstralen  dieser  Schaar  zwei  ho- 
mologe FarallelstralenbUschel  entgegengesetzter  Stralenfolge.  In  dieser  Schaar 
findet  sich  daher  ausser  der  unendlich  fernen  Geraden  noch  eine  Doppelliuie 
im  Endlichen.  Durch  die  homologen  Punkte  zweier  Farallelstralen  dieser 
Schaar,  deren  Punktreihen  gleichen  Sinn  besitzen,  gehen  die  homolt^n 
Farallelstralen  der  anderen  Schaar  hindurch.  Diese  Schaar  besteht  daher 
aus  zwei  FaiallelstralenbUscheln  gleicher  Stralenfolge  und  besitzt  die  unend- 
lich ferne  Gerade  als  Doppellinie,  im  Allgemeinen  aber  weiter  keine  Doppel- 
linie.  Hat  sie  aber  noch  eine  wdtere  solche,  so  sind  alle  ihre  Stralen  Doppel- 
linien. Wir  folgern  aus  dem  Gesagten,  dass  in  zwei  ebenen  congruenten 
Systemen  ungleichartiger  Lage  in  der  Schaar  homologer  Parallelstr&len 
gleicher  Folge  der  auf  ihnen  befindlichen  Punktreihen  stets  eine  Doppellinie 
sich  findet,  w.  z.  b.  w.  Diese  Doppellinie  tbeilt  die  Gesammtebene  in  ewei 
Felder,  deren  homologe  Punkte  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  ihr  liegen. 
Daher  können  etwaige  Doppelpunkte  der  Systeme  Z^ ,  2^  nor  in  dieser  Doppel- 
linie  liegen.    Da  sie  aber  homologe  Punktreihen  gleichen  Sinnes  enthslt,  so 
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folgt,  daas  ia  ihr  ausser  dem  unendlich femea  Punkte  nicht  nothwendig  noch 
ein  Doppelpunkt  im  Endlichen  existirt,  dass  aber,  wemi  ein  solcher  vor- 
handen ist,  alle  Punkte  der  Doppellinie  Doppelpunkte  aind.  Tritt  dieser 
Fall  ein,  so  fallen  alle  Paare  homologer  Parallelstralen  der  Schaar  ent- 
gegengesetzten Sinnes  ihrer  Ponktfolge  znsammen  und  haben  je  zwei  homo- 
loge Punkte  beider  Systeme  symmetrische  Lage  gegen  die  Doppelliuie,  d.  h. 
ihre  Verbindungslinie  ist  senkrecht  zur  Doppellinie  und  sie  selbst  liegen  auf 
entgegengesetsten  Seiten  in  gleichem  Abstände  von  ihr. 

Die  gegenseitige  Lage  der  Systeme  £,,  2^  in  der  Gesammtebene  ist 
bestimmt,  sobald  die  Doppellinie  und  der  Abstand  der  homologen  Punkte 
paare  Id  ihr  gegeben  ist.  Ein  mit  den  Systemen  congruentes  bewegliches 
System  £  kann  ans  der  Lage  X,  in  die  zu  £^  Byrnmeferische  Lage  durch 
eine  Translation  gelangen,  w&hrend  welcher  die  der  Doppellinie  beider  Systeme 
entsprechende  Gerade  von  £  stets  mit  dieser  vereinigt  bleibt.  Das  System 
U  kann  aus  der  Lage  £j  in  die  Lage  2^  gelangen,  wenn  «s,  nachdem 
es  die  ebenerwähnte  Translation  erlitten  hat,  am  die  Doppellinie  \uu  n 
umgewendet  wird  oder  erst  umgewendet  wird  und  dann  die  Transtation 
erleidet. 

Wendet  man  £  in  der  Lage  ^  um  irgend  eine  Gerade  um  «  um,  so 
geht  die  ungleichartige  Lage  gegen  £^  in  die  gleichartige  über,  £  erlangt 
mit  £^  einen  Doppelpunkt  und  kann  durch  Botatiou  nm  ihn  in  die  Lage  *^ 
Ubergeftlhrt  werden. 

§.  8.  Zwei  congrnente  concentrisohe  StralenbQndel  £i,  Xj 
haben  immer  mindestens  einen  Doppelatral  und  eine  zu  diesem 
rechtwinklige  Doppelehene.  Denn  irgend  zwei  homologe  Stralen  o, ,  o, 
sind  die  Axen  homologer  Ebenenbttschel.  Der  Ebene  ^,  von  a,,  wel<die  durch 
o,  hindurchgeht,  entspricht  eine  gewisse  Ebene  S^  von  Og.  Diese  Ebenen 
zerlegen  das  Qesammtbdadel,  in  welchem  Xj,  £^  vereinigt  sind,  in  zwei 
Paar  Scheit elrllume  um  Oj  als  Axe;  nur  in  einem  dieser  Paare  sind  homo- 
loge Theile  der  concentrischen  StralenbQndel  über  einander  gelagert  und  nur 
in  diesem  kann  es  also  möglicherweise  Doppelstralen  geben.  Mit  dem  Strale 
dg  fällt  ein  gewissei'  Stral  &,  des  ersteo  Bündels  zusammen,  dessen  homo- 
loger Stn^  6,  auf  der  Ebene  6^  so  liegt,  dass  die  Winkel  {a^b^  -^  (<*i''i) 
sind.  Wenn  ein  Doppelstral  p{py,  p^  existirt,  so  muss  er  mit  Ot,  h^  und 
mit  Og,  6y  eongrnente  pyramidale^B&ume  bestimmen;  er  kann  daher  nur  auf 
derjenigen  von  den  beiden  Halbirungsebenen  der  Flächenwinkel  (dj^i)  liegen, 
welche  in  die  ScheitelrSume  f&llt,  in  welchen  sich  homologe  Theile  überhaupt 
finden.  Mit  der  Ebene  ^j  fWlt  eine  gewisse  Ebene  y^  von  a^  zusammen, 
welcher  eine  Gbene  y^  von  a^  homolog  ist.  Aus  denselben  Gründen  muss 
ein  Doppelstral  in  die  eine  der  Halbirungsebenen  der  FlSohenwinkel  (}',/}), 
an  dj  liegend,  fallen.    Die  beiden  Halbirungsebenen  von  {y^y^  und  ißiS^, 
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welche  hier  in  Frage  kommen,  haben  aber  nur  einen  einzigen  Stral  gemein. 
Es  mnss  daher  einen  Doppelstral  geben. 

Da  im  Doppelstrale  p  zwei  homologe  Stralen  j),,  p^  zasammenfallen, 
ffo  fallen  vermSge  der  Congruena  der  Straleubündel  ia  der  zu  ihm  senk- 
rechten Ebene  des  Oes&mmtbflndels  zwei  homologe  Kbenen  von  £,,  2^  zu- 
eammen. 

Die  Stralen  a,,  Oj  waren  ein  beliebiges  Paar  homologer  Stralen,  die  Ebenen 
^1 ,  Jg  sind  also  auch  ein  beliebiges  Paar  homoiger  Ebenen.  Von  den  beiden 
Sobaarrä  Ebenen,  welche  die  Winkel  der  homologen  Ebenenpaara  heider 
Bündel  halhiren,  ISuft  also  die  eine  durch  den  Doppelstral  der  Bttndel. 

Der  Doppektral  bildet  gleiche  Winkel  mit  jedem  Paare  homologer 
Stralen.  Die  Ebenen,  welche  die  Winkel  der  homologen  Str&lenpaare  Techt- 
winklig  halbiren,  gehen  daher  durch  den  Doppelstral.  Zwei  solche  Halbirongs- 
ebenen  liefeni  daher  denselben, 

Der  Doppelstral  ist  die  gemeinsame  Axe  zweier  (congruenter)  homo- 
loger Ebenenhaschel  der  beiden  StralenbOndel  £i,  S^,  Dieselben  haben 
gleichen  Sinn,  weil  im  Oegenfalle  die  BUndel  symmetrisch  gleich  and  nicht 
coDgruent  sein  könnten.  Ihre  homologen  Ebenen  bilden  gleiche  Winkel  mit 
einander. 

§.  9.  Haben  zwei  congraente  concentrische  StralenbOndel 
Si,  £f  zwei  nicht  zu  einander  rechtwinklige  Doppelstralen,  so 
sind  alle  Stralen  Doppelstralen.  Denn  die  Ebene  der  Doppelstralen 
ist  eine  Doppelebene  mit  zwei  concentrischen  Stralenbflseheln ,  deren  sBmmt< 
liehe  Straten  nach  §.  3.  Doppelstralen  sind  und  welche  gleichen  Sinn  be- 
sitzen. Je  zwei  homologe  Stralen  der  BUndel  fallen  in  einen  Doppelstral 
zusammen,  weil  sie  mit, den  gegebenen  Doppelstralen  congruente  pyramidale 
BSume  bilden. 

Die  gegenseitige  Lage  der  StralenbUndel  £[,2^  ist  bestimmt,  sobald 
der  Doppelstral  und  der  Winkel  gegeben  ist,  welchen  die  homologen  Ebenen- 
paare der  beiden  Ebenenbüschel  mit  einander  bilden,  deren  gemeinschaftliche 
Axe  der  Doppelstral  ist.  Lassen  wir  diesen  Winkel  varüren,  so  erhellt, 
dasa  es  eine  continuirliche  Schaar  congruenter  concentrischer  StralenbUndel 
mit  gemeinsamem  Doppelstrale  fUr  alle  Paare  unter  ihnen  gibt,  welcher 
Schaar  die  gegebenen  Bündel  £, ,  £^  selbst  angehSren  und  dass  em  beweg- 
liches ihnen  congruentes  StralenbUndel  £  ans  der  ersten  Lage  S^  in  die 
Lage  £f  übergehen  kann,  so  dass  die  Gerade,  welche  dem  Doppelstral  ent- 
spricht, fortwahrend  mit  ihm  vereinigt  bleibt.  Dieser  üebergang  des  Stralen- 
bündels  £  aas  der  ersten  in  die  zweite  Lage  heisst  die  Rotation  desselben 
und  die  Qerade,  welche  dabei  mit  dem  Doppelstral  vereinigt  bleibt,  die  Axe 
derselben,  sowie  der  Winkel,  welchen  eine  beliebige  Ebene  um  diese  Axe 
beschreibt,  die  Amplitude  der  Rotation.    Die  Rotation  kann  in  doppeltem 
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Sinne  erfolgen;  die  diesem  doppelten  Sinne  entsprechenden  Amplituden  er- 
gänzen sich  zu  2n.  Die  Ebene  welche  der  Doppelebene  von  2^,,  Z^  ent- 
spricht, rotirt  nach  §.  6.  in  der  Doppelebene  nm  die  gleiche  Amplitnde  und 
den  gemeinaamen  Mittelpunkt  der  beiden  BOndcl  £i,  ^  kIs  MiUelponkt  der 
Rotation. 

§.  10.  Zwei  congrnente  concentrische  Ebenenbündel  haben 
stets  mindestens  eine  Doppelebene  und  einen  zu  ihr  senkrechten 
Soppelstral.  Der  Beweis  hiefOr  ist  nicht  wesentlich  von  dem  des  vorigen 
Paragraphen  verschieden,  sowie  der  Satz  selbst  nur  der  reciproke  zn  dem 
dortigen  Sabie  und  mit  ihm  im  Qrnnde  identisch  ist.  Es  ist  nützlich,  diese 
Betrachtnngen  durohzufllhren ,  die  an  sich  keine  Schwierigkeiten  bieten  und 
kaum  mehr,  als  die  Vertauschung  der  Worte  „Stral"  \md  „Ebene"  erfordern. 

Der  Inhalt  von  §§.  6.  9.  10.  liefert  mit  den  kinematischen  Sati: 

Ein  bewegliches  unveränderliches  Straten-  oder  Ebenenban- 
del  £  kann  aas  einer  ersten  Lage  Z^  in  eine  zweite  ^  durch 
Rotation  um  einen  bestimmteu  Stral  übergeführt  werden.  Die 
Lage  dieses  Strales  im  Räume  ergibt  sich  als  die  Schnittlinie 
zweier  Ebenen,  welche  die  Winkel  zweier  Paare  homologer  Stra- 
ten von  £,  und  2^  recfatwinktig  halbiren.  Sie  ist  der  Doppelstr&l 
der  beiden  congruenten  Bündel  £,,  .2^  ond  die  Botationsaxe  ist 
der  diesem  in  ^«ntsprechende  Stral.  -Die  Amplitude  der  Rotation 
ist  der  Winkel,  welchen  die  homologen  Ebenen  der  Doppellinie 
mit  einander  bilden.  Das  Stralenbdndel  Z  ist  überhaupt  aus 
der  Lage  .£]  in  die  Lj^ge  X^  gelangt,  sobald  zwei  seiner  Stral-en 
ans  ihrer  ersten  Lage  in  die  zweite  gelangt  sind;  es  ist  dnrch 
Rotation  dahin  gelangt,  sobald  dies  mit  einem  seiner  Straten  der 
Fall  ist. 

Hinsichtlich  der  Bedeutung  der  Botationsaxe  gegenüt>er  der  Doppellinie 
der  Bündel  2^,  S^  gilt  Aebnlicbes  wie  in  §.  €.  hinsichtlich  des  Rotations- 
mittelponktes. 

§.  11.  Beschreibt  man  nm  den  gemeinsamen  Mittelpunkt  der  Bündel 
2^1,  S^  eine  KugelflSche,  so  bestimmen  die  Bündel  auf  ihr  zwei  congruente 
sphltrische  Systeme,  in  welchen  jeder  Stral  eines  Bündels  dnrch  einen  Punkt, 
jede  Ebene  dnrch  einen  Hauptkreis,  joder  Winkel  zweier  Straten  durch  einen 
Hanptbogen  ond  jeder  Winkel  zweier  Ebenen  durch  den  Winkel  zweier 
Hauptbogeu  vertreten  wird.  Der  l>ewegliche  StralenbUndel  S  bestimmt  ein 
den  l>eideD  ebengenannten  congruentes  auf  der  Kngelflftche  bewegliches  System. 

Man  kann  daher  den  vorigen  Satz  anch  als  einen  Satz  über  sphärische 
Systeme  anssprechen,  nttmlich: 

Ein  unverSnderliohes  sphärisches,  auf  der  KugelflSche  hs- 
wegUc heg  System  .2^  kann  ans  einer  ersten  Lage  2^1  in  eine  zweite 
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Lage  2^  stets  darcb  Rotation  nm  einen  bestimmten  Durchmesser 
der  Kngel  gelangen.  Dieaer  DurcbmesBer  trifft  die  Engelfläche 
in  den  Schnittpunkten  zweier  Uauptkreise,  welche  man  in  den 
Mitten  derjenigen  Haaptbogen  senkrecht  zu  ihnen  errichten  kann, 
welche  zwei  Paar  homologe  Punkte  der  congraenten  sphfirisohen 
Systeme  £i,2i  verhinden.  Das  spbarisoheSystemXiBt  in  seine  neue 
Lage  gelangt,  sobald  zwei  seiner  Punkte  in  ihre  neuen  Lagen 
gelangt  sind;  es  Ist  insbesondere  durch  die  Rotation  dahin  ge- 
langt, sobald  dies  mit  einem  seiner  Pnnkte  erfolgt  ist. 

§.  11.  Zwei  congruente  rSumlicbe  Systeme  £i,  2^  besitzen 
immer  eine  Doppellinie.  Irgend  zwei  homologe  Punkte  ^,,  ^i  sind  nKm- 
licb  die  Mittelpunkte  homologer  congruenter  Stralenbündel.  Man  denke  sich 
einen  dritten,  diesen  congruenten,  znit^^  concentrischen  und  zu  ^,  parallel 
liegenden  Bündel  A^'.  A^  und  A^'  haben  nach  §.  8.  einen  Doppelstral  (Aj^'), 
sowie  eine  zu  diesen  rechtwinklige  Doppelebene  (fjf^')  und  mitbin  A^,  A, 
ein  Paar  homologe  Parallelstralen  A,,  A,  und  ein  Paar  hiezu  rechtwink- 
lige homologe  Parallelebenen  £,,  ig.  Die  homologen  Funktreihen  auf 
hl,  \  verlaufen  entweder  in  gleichem  oder  in  entgegengesetztem  Sinne. 
fTehmen  wir  zunächst  an,  sie  verlaufen  in  gleichem  Sinne.  Die  Ebenen- 
paare,  welche  in  den  homologen  Punkten  dieser  Keihen  zu  den  Parallel- 
stralen hiyhj  rechtwinklig  sind,  sind  homologe  Ebenen  und  die  Geraden, 
welche  in  homologea  Punkten  eines  Paares  solcher  Ebenem  zu  diesen  Bank- 
recht sind,  homologe  Geraden  der  Systeme  ^j,  2^.  Hieraus  erbellt,  dasein 
beiden  Systemen  ein  Paar  homologe  ParallelstralenbUndel,  denen  die  Straleu 
Aj,/ij  und  einPaar  zu  ihnen  recht  winkliger  Eben  enbUschel  eiistären,  denen  « j,«^  an- 
gehören. Die  ParalletstralenbUndel  haben  denselben  unendlich  fernen  Punkt  znm 
gemeinsamen  Scheitel,  die  ParallelebenenbUscbel  haben  eine  gemeinscbaftliobe 
unendlich  ferne  Axe,  welche  senkrecht  ist  zur  Richtung  der  ParallelstralenbUndel. 
Durch  jedes  Paar  homologer  Pnnkte  geht  ein  Paar  homologer  Parallel- 
stralen, sowie  ein  Paar  homologer  Paraltelebenen  und  die  beiden  Parallel- 
stralenbUndel  projiciren  die  homologen  ebenen  Systeme  der  Parallelebenen 
auf  einander  rechtwinklig.  So  sind  in  der  Ebene  (Egft')  zwei  congruente 
ebene  Systeme  rereinigt,  von  denen  e,'  die  Projection  Ton  e,  ist  und  durch 
die  homologen  Punkte  dieser  Systeme  geben  homologe  Parallelstralen.  Die 
Systeme  e^  ,  fg  und  folglich  auch  b^  und  «,'  haben  gleichartige  Lage.  Denn 
die  Punktreihen  aof  A],  h^  und  ebenso  auf  allen  Übrigen  homologen  Parallel- 
stralen verlaufen  in  demselben  Sinne  und  ihre  Punkte  bilden  mit  den  Punkten 
von  e,,  tf  congruente  (nicht  symmetrisch  gleiche)  Figuren.  Nun  besitzen 
aber  c,,  e/  nach  §.  6.  einen  Doppelpunkt.  Durch  diesen  geben  daher  xu- 
eammen  fall  ende  homologe  Stralen  der  FarallelbUndel,  d.  b.  diese  Parallel- 
bllndel  und  folglich  auch  die  Systeme  .S,,  2^  haben  eine  Doppellinie. 
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In  dem  zweiten  der  oben  erwAhnten  FSlle  verlanfen  die  parallelea  Funkt- 
reihen  auf  %j,  Aj  in  entgegengesetztem  Sinne.  Die  Ebenen  senkrecht  zn  ihnen, 
in  den  homologen  Punkten  errichtet,  sind  homolog  und  bilden  zwei  coasiale 
Parallet-EbenenbUschet  entgegengesetzten  Sinnes.  Dieselben  haben  daher  eine 
Doppelebene  ond  in  dieser  sind  zwei  homologe  ebene  Systeme  t^ ,  t^  ungleich- 
artigem- Lage  vereinigt,  da  homologe  Punkte  der  Punktreihen,  anf  entgegen- 
gesetzten Seiten  dieser  Doppelebene  gelegen,  mit  ihr  congmente  Figuren 
bilden.  Nach  §.  7.  besitzen  diese  Systeme  eine  Doppellinie  gleichen  Sinnra 
der  Folge  ihrer  Reihen  homologer  Pnnkte.  Die  zu  ihr  senkrechten  Ebenen, 
welche  durch  die  homologen  Pnnkte  gehen,  bilden  daher  zwei  homologe 
coaziale  Parallelebenenbttscbel  gleichartiger  Lage.  Daher  ist  die  Doppellinie 
gemeinsame  Äxe  homologer  Ebenenbüschel  gleichartiger  Lage,  denen  die 
Doppelebene  angehört  und  deren  homologe  Ebenen  den  Winkel  n  bilden. 
Ausser  dem  eben  erwSbnten  Paar  coaiialer  Panülelebenenbtlachel  bat  das 
System  noch  zwei  andere  solche,  zu  ihm  nnd  unter  sich  senkrechte  BKschel 
der  Art;  sie  gehen  durch  die  beiden  in  g.  7  naohgewieeenen  Parallelatralen- 
bdschel  der  Doppelebene  hindurch. 

In  der  nnesdlich  fernen  Ebene  des  Uesammtranmes  fiallen  homologe 
Ebenen  T0n£j,.2^  zusammen,  welche  einen  Doppelpunkt  haben.  Durch  ihn 
geht  die  Doppellinie  hindoroh.  Die  homologen  Punktreiben  auf  der  Doppel- 
linie  haben  im  Allgemeinen,  da  sie  gleichen  Sinnes  Bind,  keinen  weiteren 
Doppelpunkt  als  den  unendlich  fernen  Punkt.  Alle  homologen  Punktpaare 
derselben  haben  gleichen  Abstand  von  einander;  ebenso  ist  der  Abstand  aller 
Paare  homologer  Parallelebenen ,  welche  in  diesen  Punktpaaren  anf  der 
Doppellinie  senkrecht  stehen,  derselbe.  Je  zwei  homologe  Pnnkte  der 
Systeme  s:^,  ^  werden  durch  ein  Paar  solcher  Ebenen  auf  die  Doppellinie 
projicbt. 

Hieraus  folgt,  dass  die  AbstKnde  aller  homologen  Punktpaare 
der  beiden  Systeme  gleiche  Projectionen  auf  die  Doppellinie 
haben.  Ebenso  leicht  ergibt  sich,  dass  die  Doppellinie  gleiche  Neigung 
gegen  jedes  Paar  homologer  Geraden  und  gleiche  ^bstBnde  von 
diesen  bat. 

§.  12.  Die  Doppellinie  ist  die  gemeinsame  Aze  zweier  homologer  con- 
gruenter  EbenenbUschel  gleichartiger  Lage,  deren  homologe  Ebenen  durch 
die  homologen  Pnnkte  nnd  die  homologen  Farallelstralen  der  beiden  Systeme 
£j,  ^  hindnrchgehen.  Je  zwei  homologe  Punkte  und  je  zwei  homologe 
Parallelstralen  stehen  gleichweit  von  dieser  Aze  ab;  je  zwei  homologe  Ebenen 
der  EbenenbUschel  bilden  denselben  Winkel  mit  einander,  desselben  welchen 
homologe  Stralen  des  Doppelpunktes  der  vereinigten  Systeme  (,,  e,'  bilden. 
Die  Doppellinie  kann  im  Unendlichen  liegen,  in  welchem  Falle  die  Ebenen- 
bUschel Parallelebenenbflschel  sind. 
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Die  unendlich  ferne  gemeinBame  Axe  der  beidea  vorhin  erwähnten 
ParallelebenenbüBchel  ist  gleichfalls  eine  Doppeliinie  von  £,,£,.  Die  Systeme 
haben  also  zwei  Doppellinien,  von  denen  die  eine  immer  im  Unendlichen 
liegt,  wShrend  die  andere  im  Allgemeinen  dem  endlichen  Eaame  angehCrt, 
übrigens  auch  ins  Unendliche  fallen  kann.  Beide  Doppejlinien  krenzen  üch 
rechtwinklig. 

Die  gegenseitige  Lage  der  beiden  Systeme  h&ngt  von  zwei  Elementen 
ab,  nilmlich  von  dem  conetanten  Abstände  h  der  homologen  Ponlite  der 
Doppellinie,  welche  im  Allgemeinen  dem  endlichen  Baume  angehSrt  nnd  dem 
constauten  Winkel  tt ,  welche  die  homologen  Ebenen  dieser  Doppellinie  mit 
einander  bilden. 

Han  kann  sich  eine  continuirliche  Bohaar  mit  £i  und  £^  congruenter 
Systeme  denken,  welche  mit  diesen  die  Doppellinie  unter  gleicher  Folge  der 
homologen  Punktreihen  und  mit  X,  den  Ebenenbagcbel  um  die  Doppellinie 
gemein  haben.  Für  die  Systeme  dieser  Schaar  ist  der  Abstand  x  der  Punkte 
auf  der  Doppellinie  von  den  homologen  Ponkten  von  £,  veränderlich.  Ebenso 
kann  man  sich  eine  zweite  continuirliche  Schaar  solcher  Systeme  denken, 
welche  ebenfklls  die  Doppellinie  mit  Z^  und  2^  und  mit  Z^  die  Punktreihe 
der  Doppellinie  gemein  haben.  FOr  die  Systeme  dieser  Schaar  ist  der  Winkel  & 
der  Ebenen  des  EbenenbUsohels  am  die  Doppellinie  mit  den  homologen  Ebenen 
von  £^  ver&nderlich. 

Ein  bewegliches  unveränderliches  System,  congroent  mit  2'j,  £^  kann 
daher  aus  der  Lage  £i  in  die  Lage  S^  eo  gelangen,  dass  seine  der  Doppel- 
linie von  £i,  £f  homologe  Gerade  fortwährend  mit  dieser  Doppellinie  vereinigt 
bleibt.  Es  erleidet  dabei  die  Folge  von  zwei  Bewegungen,  sodass  es  zuerst 
eine  Schaar  Systemlagen  dnrchl&uft,  iUr  welche  sich  blos  t  von  0  bis  A 
Sndert,  wahrend  &  gleich  Null  bleibt,  hierauf  aber  durch  eine  andere  Schaar 
Lagen  hindurchgeht,  für  welche  t  ■=  A  bleibt,  wShrend  9  von  0  bis  «  va- 
riirt.  Die  erste  Bewegung  ist  eine  Translation,  wobei  alle  Punkte  des  be- 
weglichen  Systems  parallele  Streokes  gleich  k  beschreiben.  Durch  dieselbe 
gelangen  alle  Ebenen  des  Parallel ebenenbUndels  senkrecht  zur  Doppellinie  mit 
ihren  homologen  Ebenen  zur  Coincidenz.  Die  zweite  Bewegung  ist  für  alle 
diese  so  vereinigten  Ebenenpaare  eine  Rotation  um  die  Funkte,  welche  auf 
der  Doppellioie  liegen,  um  die  Amplitnde  a.  Diese  Bewegung,  bei  welcher 
alle  Punkte  einer  Geraden  ruhen,  heisst  Rotation  um  diese  Gerade  als  Axe 
und  der  Winkel  a,  um  welche  sich  ihre  Ebenen  umdrehen,  ihre  Amplitude, 

Man  sieht  sofort,  dass  die  Folge  von  Translation  und  Rotation  umge- 
kehrt werden  kann.    Wir  erhalten  hiermit  den  nichtigen  kinematischen  Satz: ' 

Ein  unveränderliches  bewegliches  System  £  kann  aus  einer 
ersten  Lage  JS^  in  eine  zweite  Z^  durch  die  willkübrliche  Aut- 
einanderfolge  einer  Rotation  und  einer  zur  Rotationsaze  paral- 
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lelen  Translation  übergehen.  Die  Axe  der  Rotation  fSUt  in  die 
Doppellinie  TonX,,2^  und  ihre  Amplitnde  ist  gleich  dem  Winhel 
a,  welchen  die  Paare  homologer  Ehenen  von  2?,,  £j,  welche  der 
Doppellinie  parallel  sind,  mit  einander  bilden;  die  Strecke,  um 
welche  die  Translation  erfolgt,  ist  die*gemeinsame  Projection  h 
der  Abstände  aller  homologen  Pnnktpaare  von  £i,  £3  auf  die 
Doppellinie.  Die  Rotation  kann  in  doppeltem  Sinne  erfolgen  und 
ao  die  Amplitnde  zwei  Werthe  haben,  welche  eich  zn  2n  er- 
gänzen.   " 

Wahrend  der  Tranelation  Sndert  sich  der  Abstand  c  der  homologen 
Ponkte  von  £  nnd  S^  auf  der  Doppellinie  contiunirlich  Von  Kuli  bis  h, 
w&hrend  der  RotaÜon  der  Winkel  #  homologer  Ebenes  der  Doppellinie  von 
£  und  Zj  von  Nnll  bis  a .  Das  System  £  kaim  aber  auch  auf  unendlich 
viele  andere  Arten  aus  der  Lage  £,  in  die  Lage  2^  ttbergehen,  so  dass  die 
der  Doppellinie  homologe  Gerade  mit  der  Doppellinie  vereinigt  bleibt.  Es 
dnrchlänft  dann  eine  continuirliche  Schaar  von  Systemen,  von  denen  jedes 
einem  bestimmten  Werthsysteme  (t,  &)  angehört.  Alle  diese  Bewegungen 
heiseen  Schraubenbewegnngeu,  .weil  die  Syetempunkte  schraubenartige 
Linien  um  die  Doppellinie  beschreiben.  Von  der  besonderen  Abhängigkeit, 
welche  man  zwischen  t  und  &  festsetzt,  hSngt  die   individuelle  Natur  der 

Schranbenbewegung  ab.  FUr  den  Fall,  daas  —  ^e  Constante  -  ist,  be- 
schreiben die  Systempunkte  gewöhnliche  Cyllnderschraubenlinien. 

Die  Grösse  h  der  Translation  und  die  Amplitude  a  der  Rotation  nennt 
man  die  Translation  und  die  Amplitude  der  Schraubenbewegnng;  die 
der  Doppellinie  in  £  entsprechende  Gerade,  welche  mit  ihr  vereinigt  bleibt, 
die  Axe  derselben. 

Ein  unverfinderliches  bewegliches  System  £  kann  ans  einer 
Lage  £1  in  eine  Lage  £^  dnrch  eine  Schranbenbewegung  über- 
gehen. Die  Axe  derselben  ist  die  Gerade  von  £,  welche  der  Dop- 
pellinie vOQ^j  nnd  £i  entspricht,  die  Translation  h  und  die  Am- 
plitude a  sind  der  Abstand  homologer  Punkte  und  der  Winkel 
homologer  Ebenen  der  Doppellinie. 

§.  13.  Wir  haben  im  Vorhergehenden  die  allgemeinste  Lage  voraus- 
geset-zt,  welche  die  Systeme  £,  und  2^  gegen  einander  haben  kSnnen.  Sie 
hatten  kein  Paar  homologer  Elemente  gemein.  Das  bewegliche  System  £ 
hat  daher  in  der  Lage  £,  auch  kein  Element  mit  2j  gemein.  Durch  die 
Translation  wurden  die  Punktreihen  auf  der  Doppellinie  zur  Coincidenz  ge- 
bracht, doTCh  die  Rotation  um  sie  die  Punkte  der  vereinigten  Ebenen  senk- 
recht EU  ihr  nnd  damit  die  ganzen  Systeme  £  und  S^ .  Haben  die  Systeme 
£^  und  2^  einen  Doppelpunkt,  so  haben  sie  auch  eine  Doppellinie  nnd  eine 
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zn  ihr  senkrechte  Doppelebeue.  Daher  hat  auch  das  bewegliche  System  Z 
ia  der  L^e  S^  mit  Zj  und  ^  einen  Boppelpunkt  nnd  eine  durch  diesen 
gehende  Doppellinie  (mit  lauter  Doppelpunkten)  und  eine  gleichfalla  durch 
ihn  hindurchgehende  Boppelebene  gemein.  Daher  genügt  eine  Kotation  um 
den  Doppehtral,  um  Z  in  die'Lage  S^  Überzuführen.  Haben  2?,  und  £^  einen 
EbenenbUschel  gemein,  so  genDgt  eine  Translation  parallel  der  Äxe  desselben, 
um  2  aus  2?^  nach  2^  gelangen  zu  lassen.  Hieraus  sieht  man,  dass  es 
auf  nneudlich  vielen  Arten  möglich  ist,  S  dnrch  6ine  Folge  von 
Translation  und  Rotation  aus  der  Lage^i  in  die  Lage£j  zu  bringen. 

Denn  ertbeilt  man  E  aus  der  Lage  E^  eine  Translation  gleich  und 
parallel  dem  Abstände  Ä^A^  zweier  homologer  Pnnkte  Ä^,  A^  von  2',  und 
Zj ,  so  gelangt  dadurch  der  Punkt  A  von  Ai  nach  A^  und  hat  das  System  £ 
in  der  so  erreichten  Iii^e  mit  2^  den  Doppelpunkt  {Aj^A^).  Beide  haben 
in  derselben  einen  Doppelstral  und  eine  Kotation  um  diesen  genügt,  am  2 
in  die  Lage  2^  zu  bringen.  Da  Aj,  A^  willkOhrlich  w&blbare  homologe 
Punkte  sind,  so  ist  diese  UeberfUhrung  von  ZauB  £,  nach  £,  auf  unendlich 
viele  Arten  möglich.  Aus  den  Betrachtungen  des  §.  11  erbellt,  dass  die 
Folge  der  Translation  nnd  Rotation  nmkehrbar  ist,  dass  die  Amplitude  aller 
dieser  Rotationen  dieselbe  Grösse  a  hat  und  die  Axen  aller  einander  parallel 
sind.  Die  oben  behandelte  Folge  von  Translation  und  Rotation  ist  in  der 
nnendlicben  Mannigfaltigkeit  aller  durch  den  Parallelismus  der  Translation 
mit  der  Rotationsaxe ,  ausgezeichnet.  Ihre  Translation  ist  die  kleinste  von 
allen. 

Weiter  folgt,  dass,  wenn  Z^,  2^  zwei  Doppelpnnkte  besitzen, 
eine  Rotation  um  die  der  Verbindungslinie  der  Doppelpunkte 
homologe  Qerade  genUgt,  um  Z  von  Z^  nach  Z^  zn  führen.  Ebenso 
eine  Translation,  wenn  Z^,  Z^  zwei  nicht  zu  einander  rechtwink- 
lige Doppelebenen  haben. 

Endlich  fügen  wir  noch  für  zwei  congruente  räumliche  Systeme  mit 
drei  gleichartigen  Doppelelementen  die  beiden  SStze  hinzu: 

Haben  zwei  congruente  Systeme  Z^,  Z^  drei  nicht  in  gerader 
Linie  liegende  Doppelpnnkte  (P|Pb)i  iQiQi))  (-^i^)  i*"  endlichen 
Abstfinden  von  einander,  so  sind  alle  Funkte  derselben  Doppel- 
punkte. Denn  zunächst  sind  die  Yerbindungslinien  der  drei  Doppelpnnkte 
drei  Doppellinien  und  ist  ihre  Ebene  eine  Doppelebene  gleichartiger  Lage 
mit  lauter  Doppelpunkten  (g.  6.,  S.  161).*  Homologe  Fnnkte  S^,  £,  liegen  auf 
derselben  Seite  der  Doppelebene,  freil  sie  mit  den  Doppelpunkten  congruente 
(nicht  symmetrisch  gleiche)  Tetraeder  J\Q,.K,£^,,  P^Q^Sj^,  ^'^^^''>  sie  fallen 
zusammen ,  weil  BS  auf  ein  und  derselben  Seite  der  Doppelebene  nur  einen 
Punkt  gibt,  welcher  gegebene  Abstände  PjS,,  ftS,,  BiS^  von  den  drei  Dop- 
pelpunkten hat.  —  Liegen  die  drei  Doppelpunkte  In  gerader  Linie^  so  sind 

DigiLizedbyCoOJ^Ic 


II.  Th.,  Cap,  I,  |.H.     ChasleB'  ConBtnictioTi  der  Aie  der  SchrantonbeTeping.     löl 

alle  Ponkte  dieser  Linie  Doppelpimkte,  aber  unter  ihren  Ebenenpaaren  ist 
nicht  nothweadig  eine  Doppelebene.  Ist  unter  den  Doppelptinkten  ün  un- 
endlich femer,  so  kann  die  Doppelebene  derselben  ungleichartiger  Lage  Bein. 

Haben  zwei  oongriiente  Systeme  Zi,  ^  drei  nicht  durch  die- 
selbe Gerade  gehende  Doppelebenen  {n^n^,  (>h''s))  (^iPi)  welche  sich 
in  einem  Punkte  im  Endlichen  schneiden  und  nicht  zu  einander 
rechtwinklig  sind,  so  sind  alle  Ebenen  derselben  Doppelebenen. 

Jede  der  drei  Doppellinien  ist  gemeinschaftliche  Axe  zweier  oongmenter 
homoiger  Ebenenbüschel  mit  zwei  Doppelebenen,  welche  nicht  zu  einander 
senkrecht  sind.  Daher  sind  alle  Ebenen  dieser  EbenenbOschel  Doppelebenen. 
Hieraus  folgt,  dass  jede  Gerade  des  Doppelpunktes,  in  welchem  sich  die 
Doppelebenen  schneiden,  Doppelstralen  und  alle  Ebenen,  die  durch  ihn  hin- 
durchgehen, Doppelebenen  sind.  Er  ist  daher  der  gemeinsame  Mittelpunkt 
zweier  concentrischer  Stralen-  oder  EbenenbUndel,  welche  mit  allen  Elementen- 
paaren zusammenfallen.  Zwei  homologe  Ebenen  der  r&umlichen  Systeme 
müssen  mit  dieEem.Pnnkte  congruente  homologe  Figuren  bilden,  daher  kann 
er  nicht  zwischen  ihnen  liegen,  sondern  sie  fallen  beide  auf  dieselbe  Seite 
von  ihm,  weil  diese  Figuren  sonst  symmetrisch  gleich  und  nicht  congmeut 
wUrdon.  Wegen  der  durch  die  Congruenz  bedingten  Gleichheit  der  Dimen- 
sionen fallen  sie  daher  znsammen.  Da  dies  von  allen  homologen  Ebenen- 
paaren gilt,  80  fallen  die  Systeme  überhaupt  mit  allen  homologen  Elementen- 
paaren zusammen. 

Schneiden  sich  die  drei  Doppelebenen  in  einer  Geraden,  so  ist  sie  zwar 
eine  Doppellinie,  sie  entbHit  aber  nicht  nothwendig  Doppelpunkte.  Sind,  die 
Doppelebenen  zu  einander  senkrecht,  SO  ist  jede  Schnittlinie  zweier  zwar 
eine  Doppellinie,  aber  die  Ebenenbfiachel,  deren  gemeinsame  Axe  sie  ist, 
können  entgegengesetzte  Lage  haben,  also  nicht  coincidiren. 

Ans  den  beiden  vorstehenden  S&tzen  folgt:  - 

Ein  bewegliches  unverSnderliches  System  X  ist  in  eine  bestimmte  Lage 
2^  gelangt,  sobald  drei  seiner  Funkte  mit  ihren  homologen  Punkten  oder 
drei  Ebenen  mit  ihren  homologen  Ebenen  von  S^  vereinigt  sind,  voraus- 
gesetzt dass  die  drei  Funkte  endliche  Abstände  haben  und  nicht  in  gerader 
Linie  liegen  und  die  drei  Ebenen  nicht  zu  einander  rechtwinklig  sind  und 
nicht  durch  dieselbe  Gerade  hindurchgehen. 

§.  14.  Um  die  Axe  der  Schraubenbewegnng  zu  finden,  suchen  wir  zu- 
nächst ihre  Bichtnng  und  L^^  in  dem  Baume,  in  welchem  sich  ^,  ^  be- 
finden; ihre  Lage  im  beweglichen  Systeme  ergibt  sich  dann  unmittelbar  ver- 
möge des  Entsprecheus  der  Elemente  von  E  mit  denen  von  £,  oder  21^ . 
Von  irgend  einem  Paukte  0  aus  ziehen  wir  (Fig.  66)  drei  Strecken  Oa, 
Oß,  Oy  geometrisch  gleich  den  Abständen  Ä^Ä^,  BiB^,  C^C^  dreier  Paare 
homologer  Punkte  Ä^,  B,,  (?,;  A^^B^,  C^  von  2^  und  S^,  verbinden  ihre 
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EndptmlEte  «,  ß,  y  durch  eine  Ebene  E  und  iUlen  auf  diese  die  Normale  OP . 
Die  Richtung  von  OJf*  ist  die  Biohtong  der  Schraabenaxe,  da  Ok,  Oß,  Oy 
gleiche  Projectiouen  0^  in  Bezug  anf  sie  besiizen.  Um  ihre  Lage  als  Dop- 
petlinie  von  Sy,  S^  zu  finden,  prqjicire  man  zwei  der  dm  AbatSnde,  z.  B. 
j4,..4g,S,  £,  auf  eine  zu  der  Richtung  OF  senkrechte  Ebene,  z.  B.  auf  die 
Ebene  £,  Sind  A(A^,B(B^  die  Projectionen  dereelben,  so  liefern  die 
Perpendikel  mj>,  nj),  welche  man  in  ihres  Mitten  m,  n  anf  aie  in  der  Ebene 
«rrichten  kann  durch  ihren  Durchsohnitt  j)  einen  Ponkt  der  Schranbenaxe. 


Der  Beweis  fUr  die  BIchtigkeit  dieser  Conetraction  ergibt  eich  unmittelbar 
aus  den  Eigenschaften  derselben,  nSmlicb  dass  alle  Abstände  homologer 
Punkte  fllr  sie  gleiche  Projectionen  haben  und  die  Aie  alle  Dopp^punkte 
der  auf  einander  projicirt«ii  ebenen  Systeme  enthalt,  deren  Ebenen  zu  ihr 
senkrecht  sind.  Die  Strecke  OP  =  A  ist  die  Translationsstrccke  und  der 
Winkel  Ä^pA^  ^  a  ist  die  Amplitude  der  Schraub enbewegimg. 

Znr  Bestimmung  der  Richtung  der  Aie  sind  drei  Paar  Elemente  der 
beiden  Systemlagen  X^,  2^,  zur  Bestimmung  der  Lage  derselben  von  diesen, 
nachdem  die  Richtung  gefunden,  nur  zwei  erforderlich.  Die  vorstehende  Con- 
atruction  rührt  von  Chasles  her. 

Wir  haben  hiebei,  wie  bisher  Überhaupt,  das  rilnmliche  System  vor- 
zugsweise als  Punktsystem  angesehen  und  mit  Punkten  als  gegebenen  Ele- 
menten und  deren  Abständen  operirt;  man  kann  aber  anch  homologe  Ebenen- 
paare oder  homologe  Stralenpaare  verwenden,  d.  h.  das  rfinmüche  System 
als  Ebenensyatem  oder  Stralensystem  ansehen  und  dem  entsprechend  die  Be- 
trachtungen, insbesondere  die  Bestünmang  der  Schraabenaxe  durchfahren. 
Wir  unterlassen  dies,  unl  nicht  zu  breit  zn  werden. 
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Aeqalvaleiu  der  Bewegnngen  des  unveränderllohen  Systemfl. 

%.  1.  Zwei  Bewegungen  eines  SyetemB  heissen  fteqaiTalent,  wenn 
beide  das  System  aus  einer  gegebenen  ersten  Lage  in  dieselbe  zweite  Lage 
Überzoftlhren  vermögen.  Mit  Hfllfe  des  Begriffs  der  Aeqoivalenz  der  Be- 
wegungen kann  der  kinematische  Inhalt  des  I.  Cap.  so  »nsgesprochen  werden: 

Alle  Bewegungen  eines  unTerSnd«rlichen  Systems  S,  welche 
dasselbe  ans  einer  ersten  Lage  £,  in  eine  «weite  Lage  ^  tlber- 
zuftthren  vermögen,  sind  aeqnivalent  einer  Sohraubenbewegang, 
welobe  sich  in  besonderen  FSllen  auf  eine  Rotation  oder  eine 
Translation  reduoiren  kann. 

Eine  Folge  von  zwei  oder  mehreren  Bewegungen  kann  einer  einzelnen 
Bewegung  oder  einer  anderen  Folge  von  Bewegungen  aeqnivalent  sein.  Ist 
eine  Folge  von  Bewegungen  von  bestimmter  Ordnung  derselben  Folge  in 
umgekehrter  Ordnung  aeqnivalent,  so  heissen  die  beiden  Folgen  vertauBCb- 
bar.  Auch  kann  die  Folge  zweier  oder  mehrerer  Bewegungen  aeqoivalent 
der  Buhe  sein.  So  ist  die  Folge  zwder  Translationen  entgegengesetzt  gleicher 
Grösse  oder  zweier  Botatdonen  um  dieselbe  Axe  von  antgegengesetst  gleicher 
Amplitude  oder  zweier  Sohranbenbewegingen  nm  dieselbe  Axe  bei  ent- 
gegengesetzt gleicher  Amplitude  und  Translationsgrösse  aeqnivalent  der 
Rnhe.  Ohne  den  Effect  einer  Bewegung  zn  Sndem,  kann  man  dem  beweg- 
lichen System  irgend  welche  andere  Bewegungen  ertheilen,  welche  der  Bube 
aequivalent  sind. 

Eine  Bewegung,  welche  einer  Folge  zweier  oder  mehrerer  anderer  Be- 
wegungen aeqnivalent  ist,  heisst  deren  Resultante  und  sie  selbst  die  Com- 
ponenten  dieser  letzteren.  Die  Auffindung  der  Resultanten  mit  Hfllfe  der 
Componenten  vrird  die  Zusammensetzung  und  die  Auffindung  von  Be- 
wegungen, ans  welchen  eine  gegebene  Bewegung  zusammengesetzt  gedacht 
«erden  kann,  die  Zerlegung  der  Bewegung  genannt.  Die  Zerlegung  einer 
Bewegung  ist  im  Allgemeinen  eine  unbestimmte  Angabe ,  so  lange  nicht 
noch  weitere  Bestimmungen  hinzutreten. 

§.  2.  Wir  wollen  die  hauptaSchlichsten  Satze  Über  die  Aeqniv&Ienz 
zweier  Bewegungen  eines  unveränderlichen  Systems  mit  einer  dritten  auf- 
stellen, indem  wir  mit  den  einfachen  Combinationen  beginnen  und  succes- 
sive  zn  complicirteren  fortschreiten.  Zugleich  werden  wir  dabei  die  noth- 
wendigsten  Andeutongen  über  die  gleichzeitige  Verbindung  mehrerer 
Bewegungen  geben.  Wir  werden  unsere  SStze  zunächst  ftlr  endliche  Be- 
wegungen aussprechen  und  spSter  für  unendlich  kleine  Bewegungen  re- 
duciren. 
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Eine  Folge  zweier  TraDSlationen  eines  Systems  S  ist  aequi- 
vatest  einer  einzigen  Translation,  'deren  GrOsBe  die  geometrische 
Summe  dieser  beiden  isL  Die  Ordnung  der  Tranelationsfolge 
ist  willkahrlich. 

Gelangt  nKmllch  S  durch  die  Translationafolge  ans  der  Lage  X,  in 
die  Lagen  S^  und  Z^,  so  bescbrübt  ein  beliebiger  seiner  Fnnlcte,  A, 
(Fig.  &7.)  aufeinanderfolgend  die  Strecken  [-i^i-Aj]  und  [A^Ä^  und  jeder 
andere  Punkt  beschreibt  Strecken  parallel,  gleich  und  ron  gleichem  Sinne 
mit  diesen.  Das  System  Z  bleibt  wShrend  der  ersten  und 
-^  zweiten  Translation  in  FaraUelstellnng  und  ist  daher  die  Lage 
£^  parallel  mit  der  Lage  S^.  Daher  kann  £  aas  der  Lage  £, 
direct  nach  ^  durch  uae  Translation  gelangen,  deren  Oröaee 
'^     -^  [-^i-^sl  =  Mi-^>]  ~l~  [-^■^-    ^  <^'^  Sammanden  der  geome- 

^^  ^'-  trisohen  Summen  rertauschbar  sind,  so  ist  es  auch  die  Trans- 
lationsfolge. 

Sind  die  Richtungen  der  Translationen  dieselb^i  oder  entgegengesetzt 
gleich,  so  ftllt  die  Richtung  dar  reaultirenden  Translation  mit  ihrer  ge- 
meinschaftlichen Riehtnng  zuBammen  und  ihre  Strecken  grUsae  und  ihr  Sinn 
wird  durch  die  Summe  oder  Differenz  Ä^^A^  -}~  A^A^  oder  A^A^  —  A^Ag 
und  deren  Zeichen  bestimmt.  Entgegengesetzt  gleiche  Translationen  kCnnen 
sonstigen  Bewegungen  des  Systems  zugefügt  oder  entzogen  werden,  da 
sie  aeqnivalent  dei*  Bnhe  sind.    Die  Tranalationefolge 

[A,Ji,]  +  lA,Ä,]  +  [A,A,]-0 

ist  aequivalent  der  Rohe. 

Eine  Translation  A^A^  kann  auf  unzShlige  Arten  in  zwei  andere  ihr 
aequivalente  Translationen  zerlegt  werden,  da  zur  Bestimmung  des  Drw- 
ecks  AiA^Af  ausser  -^1.^3  noch  zwei  andere  Bestimmungsstllcke  erforder- 
lich maä. 

Die  Translation  [.^i^ilj]  ist  auch  der  gl«chseitigeu  Verbindung  von 
[.^^^]  und  [jij'is]  aequivalent.  Denkt  man  sich  nSmlich,  das  System  £ 
erleide  die  Translation  [.^,  .ä,]  in  einem  Räume  oder  System  if,  welches 
System  selbst  in  Translation  gleich  [^^i-^j]  begriffen  ist,  oder  erthült  man 
ihm  in  einem  Systeme  i,  welches  die  Translation  [X,j1,]  ausfahrt,  die 
Translation  [^jd,],  so  gelangt  es  in  jedem  Falle  in  die  Lage  £,. 

Der  Satz  kann  auf  l>eliebig  viele  Translationen  ausgedehnt  werden. 
Sind  S^,  St,  £3, . . .  £n  die  Lagen,  durch  welche  £  mit  Hfllfe  einer  Traus- 
lationefolge  [>4,j4j],  [A^A^],  . , .  {A^  —  iA„]  hindurchgefQhrt  werden  soll, 
so  ist  die  Translation  [J,.^.]  aequivalent  der  geometrischen  Summe 

[A,A,]  +  [Ä,A,]  +  ••■  +  [A,-a,\. 
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Da  die  Glieder  dieser  Bnmme  vertauschbar  sind,  so  ist  die  Ordnung  der 
TniBSlationen  willkfllirlich. 

Eine  Transtaüonsfolge,  welche  durdi  die  Seiten  eines  geschlossenen 
Polygons  bestinunt  ist,  deren  Sinn  mit  dem  Sinne  eines  beweglichen,  den 
TTmfang  ohne  Umkehr  beschreibenden  Ponlites  tlbereinstimmt,  ist  aequiva- 
lent  der  Bnhe. 

§.  3.  Die  Folge  zweier  Botationen  eines  nnverKuderiichen 
Systems  2!  in  einem  Banme  8  nm  zwei  rersohiedene  parallele 
Azen  a,  i  endlichen  Abstandes  von  den  Amplituden  &,  9'  ist  aeqai- 
valeat  einer  einzigen  Botation  um  eine  dritte,  mit  a,  b  paral- 
lele Aze  c,  welche  im  beweglichen  System  mit  den  Axen  a,  b 
ein  prismatisches  Dreikant  abc  bildet,  in  welchem  die  Ebenen 
(ca),  (eil),  welche  dnrch  sie  hindurchgehen,  mit  der  Ebene  (ab) 
der  gegebenen  Axen  an  den  Kanten  a,  b  Winkel  bilden,  gleich 
den  halben  Amplituden  \&,  \9-'  um  diese  Axen  und  zwar  ett,  dass 
diese  Winkel  in  Be'zug  auf  die  Ebene  (ab)  bei  der  Aze,  um  welche 
die  erste  Botation  erfolgt,  auf  derselben,  bei  der  anderen  auf 
der  entgegengesetzten  Seite  von  derjenigen  liegen,  nach  wel- 
cher hin  die  Botation  erfolgt  Ebenso  bilden  die  Geraden  J, 
£,  C  des  Baumes  S,  mit  welchen  die  Kotationsazen  o,  b,  c  wKh- 
rend  der  Botation  vereinigt  bleiben,  ein  prismatischea  Dreikant, 
welches  mit  abc  aymmetriaoh  ist,  so  dass  in  ihm  die  Ebene  CA, 
CB  mitÄB  an  den  Axen  A,  B  die  Winkel  \&,  \&'  bilden,  jedoch 
so,  dass  der  Winkel  an  der  ersten  Aze  auf  die  entgegengesetzte, 
der  an  der  zweiten  Axe  auf  dieselbe  Seite  von  AB  fSUt,*  nach 
welcher  hin  die  Rotation  erfolgt.  Die  Amplitude  9  der  resal- 
tirendea  Botation  ist  die  Summe  oder  Differena  der  Amplitu- 
den &,  #',  je  nachdem  beide  gleichen  oder  entgegengesetzten 
Sinnes  sind;  der  Sinn  der  Besoltanten  stimmt  im  ersten  Falle 
mit  dem  gemeinsamen  Sinne  von  #,9'  im  letzteren  Falle  mit  dem 
Sinne  der  grösseren  von  diesen  Amplituden  tiberein.  Die  Bota- 
tionsfolge  ist  nicht  vertauschhar.  Im  Falle  entgegengesetzt 
gleicher  Amplituden  #, 'S''  geht  die  resnltirende  Botation  in  eine 
Translation  über. 

Sind  nSmlich  S^,  2^,  2^  die  Lagen,  welche  das  bewegliche  System  S 
in  S  einnimmt  zu  An&ng  der  Botation  #,  zn  Anfong  der  Botation  9'  und 
am  Ende  derselben,  so  ist  die  Gerade  A  von  8,  mit  welcher  die  Aze  a 
wKhrend  der  ersten  Rotation  #  vereinigt  bleibt,  eine  Doppellinie  (0,02)  der 
congmenten  Systeme  2!,,  S^  und  eine  beliebige  zu  ihr  senkrechte  Ebene 
E  von  S  eine  Doppelebene  (ciCg)  gleichartiger  Lage  derselben.    Durch  die 
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Rotation  &  um  a  gelangt  die  Axe  b  aus  der  Lage  h^,  welche  sie  anfanga 
in  £i  einnimmt,  in  die  homologe  Lage  b^  in  ^.  Uit  dieeer  Geraden, 
die  wir  als  Ort  in  S  mit  B  bezeichnen,  Htllt  die  Ase  b  während  der 
zweiten  Botatioa  #'  zusammen.  Daher  ist  B  eine  DoppelUnie  (b^b^  der 
congruenten  Systeme  2^,  2^  und  die  Ebene  JS  eine  Doppelebens  (fj  Cj) 
gleichartiger  Lage  von  2^  und  S^.  In  der  Ebene  E  sind  daher  drei  homo- 
loge Ebenen  E, ,  Ej,  tg  gleichartiger  Lage  von  21'j,  ^,  £^  vereinigt.  E  ist 
daher  insbesondere  auch  eine  Doppelebene  gleichartiger  Lage  (ej  e,)  der 
Systeme  £^,  2^.  Natih  Cap.  I,  §.  1  besitzen  c^,  c,  einen  Doppel- 
punkt und  £i,  S^  eine  durch  ihn  hindurchgehende  DoppelUnie  C  (c,  c^) 
senkrecht  zu  E  und  gibt  es  folglich  im  beweglichen  System  2  eine  ihr 
homologe  Axe  c,  durch  Botation  um  welche  £  ans  der  Lage  S^  unmittel- 
bar in  die  Lage  £g  gelangen  kann.  Wahrend  dieser  Botation  von  S  um 
die  noch  unbekannte  Amplitude  9  um  c  bleibt  c  fortwährend  mit  C  ver- 
einigt. Da  die  Axe  C  senkrecht  zur  Ebene  E  ist,  so  genügt  es,  ihren 
Schnit^unkt  mit  E  zu  finden.  Bezeichnen  wir  in  Kürze  die  Schnittpunkte 
aller  Azen  mit  dieser  Ebene  (Fig.  68.)  durch  die  Buchstaben  der  Axen 
selbst,  so  ergibt  sich  der  Doppelpunkt  C  (cjt^  von  e^,  ej  als  der  Durch- 
schnitt der  in  den  Mitten  t»,  n  der  Abstände 
&i&g  und  a^Og  errichteten  Perpendikel,  wo  dg 
die  Lage  ist,  in  welche  die  Axe  a  durch  die 
Rotation  9-'  nifd  b  gelangt.  Das  Perpendikel 
mC  geht  durch  Ä  und  halbirt  den  Winkel 
6^  .J  Iij  •=■  9;  ebenso  geht  du  Perpendikel » (7 durch  £ 
"s- "■  "    undhaibirtdenWinkelo,jBoa=*'.    Daherbilden 

A,  B,  b  ein  Dreieck  (reep.  Dreikant),  dessen  Winkel  j1  -=-  ^#,  B  ^^  ^&'  und 
dessen  Aussenwinkel  mCB  t^  ^(&  -j-  9')  ist,  wenn  die  Amplituden  den  durch 
den  Ff^  angedeuteten  gleichen  Sinn  haben  und  zwar  ist,  von  A  B  aus  gerechnet, 
der  Sinn  des  Winkels  A  der  Amplitude  9  «itgegengesetzt,  der  des  Winkels 
B  harmonirend  mit  der  Amplitude  f/,  Hiemit  ist  die  sich  auf  die  Orte 
A,  B,  0  der  Axen  beziehende  Behauptung  des  Satzes  erwiesen.  Synmie- 
trisch  zu  dem  Dreikant  ABC  ist  das  Dreikant  Oj&jCj  welches  mit  dem 
Dreikant  abc  der  Azen  im  beweglichen  System  ccngruent  ist,  dessen  Jjage 
vor  aller  Botation  es  bezeichnet.  In  ihm  liegen  bei  %  und  i^  dieselben 
Winkel  ^#,  ^9',  jedoch  so,  dass  der  Winkel  bei  a,  mit  der  Amplitude  9 
gleichen,  der  andere  mit  #'  entgegengesetzten  Sinn  hat.  Die  AmpUtude  S 
der  resultirenden  Botation  ist  der  Winkel 

öiC&B  =  2  .  mCB,  d.  h.  6  =  »  +  »'. 
Sind  die  Amplituden  9,  #'  entgegengesetzt  (Fig.  59.),  so  ist  der  Win- 
kel &,cii,  nicht  der  doppelte  Aussenwinkel  von  ABC,  sondern  doppelter 
Iimenwinkel  und  hiermit  wird   &^  9  —  9'  oder   6  =  #'  —  #,  je   nach- 
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dem  #  ^  fr'  ist  Indem  wir  also  entgegengesetzte  Amplituden  als  Qrttssen 
entgegengesetzten  Zeichens  behandeln,  nmfesat  eine  dieser  Formeln  alte 
FSlle  und  bestimmt  das  Zeichen  der  rechten  Seite  den  Sinn  der  resultiien- 
den  Amplitude  9. 


Kg.  H.  Kg.  80. 

Zwiscfaen  den  AbstSuden  der  resnltirenden  Axe  c  von  den  beiden 
Axen  o,  b,  sowie  den  drei  Amplituden  0,  9,  ¥  besteht  die  Relation: 

-7-^,  =  ^^  =■     .'*\^,  wo  e  — #  +  *'  oder  ©  =  +  (*—*'). 
smi*  sm^ö  am^©'  '  — ^  •' 

Far  den  Fall,  daes  fr'  und  fr  entgegengesetzt  gleich  werden  (Fig.  60.) 
verschwindet  die  resnltdrende  Amplitude  und  rilcbt  die  Axe  c  ins  Unend- 
liche, In  diesem  Falle  ist  die  Folge  der  beiden  Botationen  einer  Trana- 
lation  &,&g  aequivalent.  Ihre  Grösse  t  ist,  wenn  d  den  Abstand  ah  der 
Axen  bezeichnet, 

t  =  2(i,  ein^fr 
and  ihre  Neigung  X  gegen  die  Ebene  (a&); 

Die  Botationsfolge  ist  nicht  vertauschbar.  Denn  rotirt  das  System  S 
zuerst  um  a,  welche  Axe  nrsprttnglich  mit  a,  yereinigt  ist,  so  gelangt  h 
von  i[>i  nach  \  und  ruht  alsdann  in  b^;  rotirt  aber  £  zuerst  um  b,  wel- 
cheB  ursprünglich  in  b^  sich  befindet,  so  rückt  a  aus  Of  heraus  und  kann 
also  b  durch  die  nachfolgende  Rotation  um  a  nicht  nach  I>,  gelangen. 

Dagegen  können  beide  Rotationen  zugleich  stattfinden,  nfimlich  so,  dass 
E  um  die  zweite  Axe  b  rotirt  und  diese  Rotation  in  einem  System  a  er- 
folgt, welchem  die  Axe  b  angehört  und  dies  System  durch  die  Rotation 
□m  die  erst«  Axe  a  ans  der  Lage  2^  nach  ^  gelangt  Die  Bewegung 
eines  tanzenden  Paares  kann  den  ersten  Fall  einigermassen  veranschau- 
Ueh^. 

Ton  der  Richtigkeit  obiger  SStze  kann  man  sich  leicht  auch  auf  an- 
dere Art  überzeugen.  Im  ersten  und  zweiten  Falle  n&mlioh  gelangt  die 
Axe  c  durch  die  erste  Rotation  fr  nm  a  ans  der  Lage  (^  in  ^  in  die 
homologe  Lage  i^  in  2^,  welche  zu  AB  symmetrisch  ist;  durch  die  zweite 
Eotaüoii  fr'  um  i  aber  geht  sie  von  c,  nach  c,  in  2^  über.    Vermöge  der 
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Congruenz  der  symmetrisch  liegenden  Dreiecke  ABc^  und  ABc„  wodorch 
^  c^Bc^  =  &'  wird,  fSllt  i^  mit  c,  zusammen,  d.  h.  es  kehrt  c  durch  die 
zweite  Rotation  nach  c,  zurück.  Es  befand  sich  daher  die  Axe  c  bereits 
yor  aller  Botation  in  ihrer  definitiven  Lage.  Daher  muss  das  System  £ 
durch  Botation  um  sie  in  seine  definitive  Lage  ü^  gelangen  kSnneu.  Im 
dritten  Falle  gelangt  b  durch  die  Rotation  #  nm  a  ans  der  Lage  &i  nach 
(&(&g)  und  a  hierauf  durch  die  zweite  Rotation  — &  um  b  aus  der  Loge 
(aiOj)  nach  Og.  Da  nun  die  Figur  a,Ii,  {ijOg  ein  Parallelogramm  ist,  so 
folgt,  dass  ab  aus  der  Lage  a^fii  in  die  Parallellage  a^h^  durch  die  Trans- 
lation bj^bg^^a^Oj  und  damit  £  aus  der  Lage  ^^  nach  £g  Übergeführt 
werden  kann. 

§.  4.  Die  Folge  zweier  entgegengesetzt  gleicher  Rotationen  um  zwei 
parallele  Azen  heisst  ein  Rotationspaar.  Dasselbe  ist  einer  Translation 
aeqnivalent,  deren  Grösse,  Richtimg  imd  Sinn  durch  die  Sehne  des  Kreis- 
bogens angegeben  wird,  den  ein  beliebiger  einer  der  beiden  Axen  ange- 
hSrender  Systempunkt  in  Folge  der  Rotation  um  die  andere  Aze  beschreibt 
Die  GrCsse  dieser  Translation,  welche  gleich  dem  Produkte  aus  dem  Ab- 
stände der  Axen  und  dem  doppelten  Sinns  der  halben  Amplitude  der  Bota- 
tionen  angegeben  wird,  heisst  das  Moment  des  Rotationspaares.  Die  Ach- 
tung der  Translation  ist  senkrecht  zur  Halbirungslinie  der  Amplitude  und 
senkrecht  zu  den  Axen.  Bezeichnet  man  den  Sinn  einer  Rotation  dadurch 
dass  man  anf  der  Axe  eine  Strecke  mit  Pfeilspitze  auftrSgt 
(Fig.  61.)  nach  der  Seite  des  Raumes  gerichtet,  von  wo  ans 
ein  stehender  Funkt  die  BotaÜon  mit  der  ührzeigerbewegnug 
harmonirend  erblickt,  so  gibt  die  Figur  das  Bild  eines 
Rotationspaares.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  der  Sinn 
der  dem  Paare  aeqaivalenten  Translation  nach  derjenigen 
^^-  *>-  Seite  der  Axenebenen  binzeigt,  von  welcher  aas  die  Figur 

der  Pfeilspitzen  dem  Dhrzeigersinue  entspricht. 

§.  5.  Mit  Hülfe  des  Satzes  g.  3.  kann  umgekehrt  eine  Rotation  B 
um  eine  Axe  c  auf  unendlich  viele  Arten  in  zwei  Rotationen  um  zwü 
Axen  a,  b,  welche  mit  c  parallel  sind,  aulgelöst  werden.  Dabei  kann  eine 
der  Axen  und  eine  Amplitude  wülkUfarlich  angenommen  werden. 

Ans  §.  4.  erhellt,  dass  eine  Translation  nnzShlig  vielen  Rotationsr 
paaren  aequivalent  ist,  welche  sSmmtlich  dasselbe  Moment  besitzen.  Ton 
den  beiden  Elämenten,  von  welchen  das  Moment  ahhBagt,  Amplitude  und 
Axenabstand,  kann  eines  beliebig  angenommen  werden.  Sobald  dies  ge- 
schehen, ist  das  andere  bestimmt  und  damit  das  Axenpaar  auf  eine  Schaar 
Parallelebenen  beschrSnkt,  in  welchen  die  Axenricbtung  und  Lage  des  Axen- 
paares  noch  willkOhrlich  bleibt. 
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§.  6.  Der  Satt  des,  §.  3.  nmfosst  noch  einige  bemeikenswerthe  Spe- 
ciaUSlle: 

Fallen  die  Axen  a,  b  zuBammen,  so  ftUt  auch  die  Aie  c  der  resnl- 
ürenden  Botation  mit  ihnen  zneaziuneii.  Die  Folge  zweier  Rotationen 
nm  dieselbe  Axe  ist  daher  aequiralent  einer  einzigen  Botation 
nm  dieselbe  Axe;  ihre  Amplitude  ist  die  Sumine  oder  Differenz 
der  Amplituden  jener,  je  nachdem  sie  gleichen  oder  entgegen- 
gesetzten Sinnes  sind.  Die  Botationsfolge  ist  vertauBohbar;  die 
Rotationen  kSnnen  zugleich  erfolgen.  Bei  entgegengesetzt  glei- 
chen Amplituden  ist  die  Folge  oder  gleichzeitige  Verbindung 
aequivalent  der  Bnhe. 

Uan  kann  einem  beweglichen  S7Btem  ohne  Störung  seiner 
Bewegung  entgegengesetzt  gleiche  Botationen  um  dieselbe  Axe 
ertbeilen  oder  entziehen. 

Ftllt  von  den  beiden  Axen  a,  b  die  Axe  a  der  ersten  Botation  in's 
Unendliche  (Fig.  62.),  so  gebt  diese  Rotation  in  die  Translation 

.  bj^bj  =  lim  (a6,  28in  ^#) 

fttr  #  =  0  Über,  senkrecht  zur  Axe  b.    Die  resultirende  Amplitude  wird 

#  =  9'.    Die  Translation  fflhrt  die  Axe  c  von  c,  nach  c^,  die  Botation  #' 

«-f  .  um  b  bringt  sie  nach  (c,  c^)  lurOck.  Die 

^^^----'''''^V  Ordnung  der  Folge  von  Translation  und 

~~~-^.,_^         ■'  Botation  ist  Tertausohbar.    Denn  rotirt 

rl ~^t^^'*S^ *■   *'*'  System  zuerst  um  &,  so  gelangt 

_,-— -""^^        i  die  c  in  die  Lage  c,'  und  von  da  durch 

5    ~^---^.^^^  j  die  nachfolgende  Translation  nach  c,  zu- 

^'  rQck.   Aehnliches  findet  statt,  wenn  die 

PI«-  61.  Axe  b  der  zweiten  Botation  ins  unend- 

liche rOckt    Wir  erhalten  damit  die  SStze: 

Die  Folge  einer  Translatinn  t  und  einer  Botation  von  der 
Amplitude  9  um  eine  zur  Bichtung  der  Translation  senkrechte 
Axe  6  ist  unabhängig  Ton  der  Ordnung  der  Folge  aequivalent 
einer  Botation  am  eine  zu  b  parallele  Axe  c  von  gleicher  Am- 
plitude und  gleichem  Sinne.  Die  Axe  c  bildet  mit  der  anfäng- 
lichen und  definitiven  Lage  b„  b^  der  Axe  b  ein  gleichsohenk- 
Uges  prismatisches  Dreikant,  dessen  Schenkelebenen  an  der 
Kante  e  den  Winkel  O  einschliessen.  Das  Dreikant  fällt  auf  die- 
jenige Seite  der  Ebene  b^b^,  von  welcher  ans  einem  sehenden 
Punkte  die  Translationsbewegung  von  links  nach  rechts  erfol- 
gend erscheint 

Umgekehrt  ist  jede  Botation  um  eine  Axe  c  aequivalent  einer 
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Rotation  von  derselben  AmpIUnde  und  gleichem  Sinne  um  eine 
beliebig  wKhlbare  parallele  Axe  b  nnd  eine  zu  ihr  eenkrechte 
Translation.  Die  Translation  Ist  nach  OrÜHBe,  Richtung  und 
Sinn  bestimmt  darcli  die  Sebne  des  Ereisbogene,  welchen  ein 
beliebiger  Punkt  der  Axe  Ii  in  Folge  der  Rotation  am  die  Aze 
c  beechreiben  wQr'de. 

Uan  sieht  diesen  SaAa  auch  niunittelhar  ein,  wenn  man 

dem  System  am  die  Aze  h  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Bota- 

v^'       tionen  von  derselbrai  Amplitude  ertheilt,  welche  die  Bota' 

tion  am   c  besitzt.    Die  Botatdon  am  c  bildet  mit  der  ihr 

entgegengesetzten  Rotation  um  b  ein  Rotationspaar,  weiches 

Flg.  es.  der  im  Satze  erwähnten  Translation  aeqoivalent  ist  (Pig.  63). 

§.  7.  Eine  Folge  ron  Rotationen  eines  unT  er  Und  er  liehen 
Systems  £  um  die  parallelen  Azen  a,  &,  c  .  .  .  .  mit  den  Ampli- 
tuden 9,  6',  #",...  ist  aequivalent  einer  einzigen  Rotation  nm 
eine  jenen  Axen  gleichfalls  parallele  Aze  oder  eineca  Rota- 
tionspaare. 

Man  ersetze  nach  §.  6  jede  Rotation  durch  eine  ihr  gleiche  um  eine 
parallele  Axe  £  in  Verbindung  mit  der  zugehörigen  Translation.  Da  die 
Folge  von  Rotation  und  Translation  Tertauschbar  ist,  so  kann  das  System 
erst  alle  Rotationen  und  hierHof  alle  durch  die  Rotationspaare  dargestellten 
Translationen  ausfuhren.  Die  sBmmtlichen  Rotationen  um  die  gemeinechafl- 
liche  Axe  £  geben  eine  resultirende  Rotation  mit  der  Amplitude  6  <*=  £& 
am  £,  die  sfoimtlichen  Translationen,  welche  alle  zur  Axe  |  senkrecht 
sind,  eine  zu  dieser  Axe  gleichfalls  senkrechte  resultirende  Translation  T. 
Ist  0  nicht  Null,  so  lassen  sich  diese  beiden  Bewegungen  zu  einer  Bot^ 
tion  Von  derselben  Amplitude  &  um  eine  parallele  Axe  zusammensetzen 
(§.  6.);  ist  aber  B  gleich  Null,   so  resnltirt  die  Translation  T. 

§.  8.  Von  den  vorstehenden  Sätzen  werden  wir  vorzugsweise  in  dem 
Falle  Gebrauch  machen,  daas  die  Botationsamplitnden  und  Translationen 
verschwindend  klein  werden.    EietÜr  reduciren  sich  dieselben  bedeutend. 

Das  System  besitze  zwei  unendlich  kleine  Rotationen  von  den  Ampli- 
tuden d&,  d&'  um  die  Axen  a,  b.  Nach  §.  3.  sind  sie  zusammen  aequi- 
valent  einer  Rotation  dO  —  dft  +  rfö',  deren  Axe' c  nach  der  dortigen 
Construction  leicht  gefunden  wird.  Da  die  Amplituden  unendlich  klein  und, 
so  fKUt  c  in  die  Ebene  {ab)  und  sieht  man  ein,  sowohl  dass  die  Antüu- 
anderfolge  keinen  Einfluss  auf  die  Lage  von  c  hat  aU  auch,  daas  die  Bota- 
tionen  gleichzeitig  erfolgen  kOnnen.  Vermöge  der  Rotation  nm  a  ist  6  im 
Begriff  aus  seiner  Lage  in  S  nnendlich  wenig  heransgehoben  zu  werden, 
wSbrend  durch  die  Rotation  um  b  dasselbe  fUr  a  gilt  Die  §.  3,  an^o- 
stellte  Proportion  geht  Ober  in 
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and  zeigt,  daae  die  resuitirende  Axe  c  den  FaraUelBtreifen  (ab)  oder  jede 
TransTeraale  desselben  im  nmgekehrten  Verh&ltnias  der  Amplituden  theilt, 
nSmlich  so,  dass  aC:  cb  "=•  d9'  :  dd  wird.  Im  Falle  übereinstimmenden 
Sinnes  von  d&  and  d&'  ist  das  TheilangsverhUtuisa  positiv  und  ftUlt  c  in 
den  Farallstreifen  (ab)  selbst;  bei  entgegengesetztem  Sinne  wird  es  nega- 
tiv und  rückt  c  in  denjenigen  Anssenraum,  welcher  der  Axe  der  grosse- 
ren Amplitnde  anliegt.  Für  d&  =^  ^  d9'  tritt  C  in  die  Mitte  zwischen 
ab,  oder  rflckt  ins  Unendliche.  In  diesem  letzteren  Falle  sind  beide  Rota- 
tionen einer  unendlich  kleinen  Translation  senki'echt  zur  Ebene  (ab)  aequi- 
valent 

Alles   dies  erkennt  man  leicht   auch  unmittelbar  aof  folgende  Weise. 

Gs  seien  znn&chat  dd'  and  d9'  von  gleichem  Sinne.    Die  Aie  a  (Fig.  61.) 

theilt  die  Ebene   ab  in   zwei  Felder,   deren  Funkte   in  Folge   der  Rotation 

am  a  nach  entgegengesetzten  Selten  dieser  Ebene  und  senkrecht 

zu  ihr  nm  anendlich  kleine  ihren  Abständen  von  a  proportionale 

Strecken  heransgeschleadert  werd^L   Dasselbe  gilt  von  der  Ase  b 

^"Vi^     nnd  da  beide  Rotationen  gleichen  Sinn  besitzen,  so  folgt,  dass 

blos  die  Punkte  des  Parallelsb^fens  ab  entgegengesetzte  Be- 

^jj^  ^^^  wegungen    durch  die  beiden  Rotationen  erlangen,   w&hrend  die 

Punkte  eines  jeden  der  beiden  AassenrKnme  ans  doppeltem  Grunde 

nach  der  einen  oder  der  aadem  Seite  der  Axenebene  getrieben 

werden.    Daher  kann  es  nur  imierhalb  des  Streifens  Funkte  c 

geben,  deren  Bewegung  aequivalent  der  Buhe  ist.    Für  solche 

Punkte  mass  die  Bedingung  ac.d9^*be.d9''  erfüllt  sein,  d.  h.  sie 

liegen  auf  einer  za  den  Axen  parallelen  Geraden  c,  welche  den 

Streifen  im  umgekehrten  VerhSltniss  der  Amplituden  theilt.    Es 

gibt  nur  eine  solche  Gerade,  weil  diese  Theilong  nur  auf  eine 

Weise  mßglioh  ist,  sie  exlstirt  aber  immer,  welchen  Werth  das 

Amplitudenverhältniss  auch  haben  mag.    Die  Amplitude  dO  der 

Kg.  H-       resultirendeu.  Rotation  um  die  Axe  c  ergibt  sieb,  indem  man  die 

Bewegung  der  Systempunkte  als  Rotation  um  c  auffasst    Am  einfachsten  wählt 

man  hiezu  die  Punkte  der  Axen  a,  b,  da  sie  ihre  Bewegung  nur  einer  einzigen 

.  der  beiden  Rotationen  verdanken.    Ein  Punkt  der  Axe  6  z,  B.  erlangt  Ter- 

mSge  der  Rotation  um  b  keine  Bewegung,  die  Rotation  a  fUhrt  ihn  aber 

um  die  Strecke  ab .  d&  senkrecht  zar  Axenebene   fort    Daher  besteht  die 

Q-leichung  cb  .  dS  -=  ab  .  <f#.    Ebenso  erlangt  ein  Punkt  der  Axe  a  blos 

durch  die  Rotation  um  b  seine  Bewegung  und  wird 

ac.de  =  ab.d»'. 
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Addirt  man  beide  Gleichungen,  so  erhKlt  man 

(ac  4- c&)  dö  =  a&  (Äfr  +  d#') , 
d.  h.  dQ  •=  d9  -\-  d&'.    Der  Sinn  von  dS  atinimt  mit  dem  j^emränachaft- 
lichen  Sinne  von  d^  and  dd^  Qberein, 

Bei  entgegengesetztem   Sinne  der  Amplituden  d9  und  d&'  (Fig.  65.) 
ergibt   sich    in  fthnlicher  Weise,  dass    die    Funkte  des   Strei- 
leSf  meS^^  fens  a  b    ans    doppeltem  Grande    ans    der  Azenebene  heraas- 
geschlendert  werden,  wfihrend  die  Pnnkte  der  beiden  Auesen- 
«  "^^     rSnme  entgegengesetzte  Bewegungen  annehmen.    Daher  kCnnen 
nnr   in  ihnen  Punkte  liegen,    deren  Bewegung  aequivalent  der 
Buhe  ist.    Ist   nun  d&>d9',  so   folgt,    dass   ein  Punkt  c  in 
dem    der   Axe  a    anliegenden   Anssenraume   um   die    en%^en- 
gesetzten  Strecken  ac  .  d&  und  cb  ,  d&'  aus  der  Aienebene  her- 
ausgetrieben wird  and  da  für  diesen  Baom  ac  <  cb,   bo  kann 
sehr  wolil  das  kleinere  ac  mit  dem  grösseren  d#  ein  Produkt 
bilden,  gleich  dem  Produkte  des  grösseren  cb  mit  dem  kleineren 
d&'.    Fftr  Punkte  c  des  andern  Aossenranmes  bt  dies  nicht  mög- 
t(  ^         lieh,  da  für  sie  ac  >  cb  und  wegen  d&  >  d9'  auch 
ae.d&>  cb  .  d*' 
ist.    Die   Gleichung   ac  ,  d9  ^  cb  .  d&'  sagt    aber    wieder    aus, 
dasB  die  gesuchten  Punkte  auf  einer  Geraden  c  liegen,  welche 
rig.  u.      den  Streifen  ab  als  AasBenlinie  im  umgekehrten  Amplitudenver- 
hftltniss  theilt. .  Man  findet  die  Amplitude  um  diese  Ger&de  o,  indem  man 
wieder  die  Bewegung   der  Punkte  a  und  b  als  Rotation   um   sie   aufbsst 
Es  besteben  nSmlich  für  sie  die  Gleichnngen 
cb  .  dB  =  ab  .  d» 
ca.d&  =  ab.d&', 
also  ist,  wenn  man  sie  snbtrahirt 

ab.dB='ab{d»  —  d&') 
oder 

Sind   endlich  die  Amplituden  d&  und  dSr   entgegengesetzt  gleich,  so 
erlangt  ein  Punkt  des  Streifens  die  Bewegung  um  die  Strecke 

ac .  dfr  +  cb  .  d»  ■=  (ac  +  cb)  d» '^  ab  .  d& 
und  ebenso  ein  Punkt  der  Ausaenräume  die  Bewegung 

cb  .d&  —  ac.d&  =  (cb  —  ac)  d&  =*  ab  .  d&. 
Da  diese  GrtSsse  von  der  Lage  des  Punktes  unabhängig  ist,  bo  haben  alle 
Funkte  dieselbe  Bewegung  und  das  ganze  System  die  !Cranslation   ab  .  d9 
senkrecht  zur  Ebene  (ab).' 
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Rückt  die  eine  der  Axeii,  z.  B.  b  ins  üaetidliche  (vgL  Fig.  60.),  so  geht  die 
KotatioD  Hin  sie  in  eine  Translation  dt  über.  Vermöge  dieser  erleiden  alle 
Ponkte  der  Ebene  ab  tmd  mit  ihnen  alle  Punkte  des  Systems  «ine  ge- 
meinsame nnendüoh  kleine  Verschiebnog  dt  senkrecht  la  ab;  Termt^e  der 
Botation  nm  a  aber  erlangen  die  Funkte  der  beiden  Felder,  in  welche  die 
Ebene  ab  durch  diese  Axe  zerlegt  wird,  entgegengesetzte  Bewegungen  senk- 
recht zu  ab  und  proportional  ihrem  Abstände  von  a.  Die  Funkte  des  einen 
Feldes,  in  welchem  die  ans  der  Translation  and  der  Botation  entspringen- 
den Verschiebnngen  gleichen  Sinnes  sind,  werden  ans  doppeltem  Qmnde 
senkrecht  zu  ab  hinansgescbletulert,  w&hrend  in  dem  andern  Felde  die  bei- 
den Bewegungen  sich  tilgen  kßnnen.  Da  die  der  Botation  entspringende 
Verschiebung  eines  Punktes  c,  nBmlich  ac  .  d&  mit  der  Entfernung  ae 
v^chst,  w&hrend  die  TranslationSTerscbiebang  dt  für  alle  dieselbe  ist,  so 
gibt  es  ^e  Axe  c  parallel  a,  deren  Funkte  in  Buhe  bleiben,  Sie  genUgen 
der  Bedingung  ac ,  d&  -=•  dt,  welche  den  Abstand  ac  dieser  Axe  bestimmt. 
Die  Amplitode  dB  der  resultirenden  Botation  um  diese  Axe  erbKlt  man, 
indem  man  die  Bewegnng  eines  Punktes  der  Axe  a  als  Botation  um  c 
au^asst.  Hieduroh  wird  ud  .  dS  »—  dt  und  diese  Gleichung  liefert  mit  der 
vorigen  verglichen  dS  =^  d&. 

Der  Wichtigkeit  der  SStie  fllr  unendlich  kleine  Bewegungen  wegen 
sprechen  wir  sie  im  Zusammenhange  folgcndermassen  ans; 

Zwei  unendlich  kleine  Rotationen  Terschiedener  Amplitu* 
den  d&,  d^  nm  zwei  parallele  Axen  a,  b  sind  aequivalent  einer 
einzigen  Rotation  um  eine  dritte  mit  a,  b  parallele  Axe  c,  welche 
in  die  Ebene  {ab)  f&Ut.  Sie  theilt  den  ParalleUtreifen  (ab)  im 
umgekehrten  VerhKltniss  der  Amplitndeu,  nfimlich  so,  dasa 

ac-.cb  =-d&' :  d» 
ist,  and  zwar  bei  gleichem  Sinne  der  Amplituden  als  innere 
Theilnngslinie,  bei  entgegengetztem  Sinne  derselben  als  Kussere 
Tbeilnngslinie,  welche  dem  an  die  Axe  der  grosseren  Amplitude 
anliegenden  Aassenranme  des  Parallelstreifens  angehört.  Die 
Amplitude  dS  der  resnttirenden  Botation  ist  im  ersten  Falle  die 
Summe,  im  zweiten  die  Differenz  der  Amplituden  dfr,  d&  und 
ihr  Sinn  stimmt  in  diesem  mit  dem  gemeinsamen  Sinne  ron  d9 
nnd  d&',  in  jenem  mit  dem  Sinne  der  grösseren  dieser  Amplitu- 
den ttberein. 

Zwei  entgegengesetzt  gleiche  unendlich  kleine  Rotationen 
um  parallele  Axen  a,  b,  welche  ein  Botationspaar  von  unendlich 
kleiner  gemeinschaftlicher  Amplitude  d^  bilden,  sind  aequivalent 
eiaer  nnendlieh  kleinen  Translation  E«nkre«kt  zur  Axenebene  nb, 
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deren  Grösse  gleich  dem  Prodncte  des  Axenabstandes  nnd  der 
Amplitude  dQ  iet,  und  deren  Sinn  naoh  derjenigen  Seite  der 
Azenebene  hinseigt,  von  welcher  ans  die  Pfeilapitsen  des  Paares 
mit  der  ührzeigerbewegnng  barmoDirend  erscbeinen. 

Eine  nnendlich  kleine  Botation  von  der  Amplitude  d9  uni 
eine  Axe  a  und  eine  unendlich  kleine  Translation  dz  senkrecht 
%v.  dieser  Axe  sind  zusammen  aequivalent,  einer  Rotation  von 
derselben  Amplitude  und  demselben  Sinne  um  eine  zu  a  paral- 
lele Axe  e,  welche  in  die  zur  Translationsricbtnng  senkrechte 
Ebene  der  Axe  a  fSUt,  und  im  Abstände  dt:d^  tod  ibr  in  dem- 
jenigen Felde  liegt,  dessen  Punkte  durch  die  Rotation  und  Trans- 
lation entgegengesetzte  Bewegungen  annehmen. 

§,  9.  Die  bisher  bebandelten  Sfttze  Aber  die  Aequiyalenz  der  Rota- 
tionen um  parallele  Azen  eind  specielle  FSlle. allgemeinerer  Sfitze  fiber  die 
Aequivalenz  von  Rotationen  um  Axen,  welche  einen  Punkt  gemein  haben, 
zu  denen  vir  jetzt  übergehen. 

Die  Folge  zweier  Rotationen  eines  nnverSuderlichen  System« 
S  am  zwei  durch  denselben  Punkt  0  hindurchgehende  Axen  a,  h 
von  den  Amplituden  #,  #'  ist  aequivalent  einer  einzigen  Rota- 
tion am  eine  dritte,  gleichfalls  durch  0  hindurchgehende  Axe 
c  Die  drei  Axen  a,  b,  c  sind  die  Kanten  eines  pyramidalen  Drei- 
kants, in  welchem  die  beiden  durch  die  Axe  c  gehenden  Seiten- 
ebenen CO,  ch  mit  der  dritten  Seitenebene  ah  Winkel  bilden  gleich 
den  halben  Amplituden  der  Rotationen  um  diese  Axen,  und  iwar 
liegen  diese  Winkel  bei  d^r  Axe  a,  um  welche  die  erste  Rota- 
tion erfolgt,  auf  derselben,  beider  Axe  &  der  nachfolgenden  Bota- 
tion auf  der  entgegengesetzten  Seite  der  Ebene  (a6)  von  derje- 
nigen Seite,  nach  welcher  hin  die  Botation  erfolgt.  Die  Lagen 
Ä,  B,  C  der  drei  Azen  in  dem  Räume,  in  welchem  die  Rotatio- 
nen stattfinden,  bilden  ein  dem  vorigen  symmetrisches  Dreikant. 
Die  halbe  Amplitude  ^B  der  resultirenden  Botation  um  die  Axe 
c  ist  gleich  dem  an  der  Axe  c  liegenden  Aussenwinkel  des  Drei- 
kants abe  oder  ABC.  Die  Ordnung  der  Rotationsfolge  ist  ntcbt 
vertauschbar. 

Sind  aSmlich  £„  ^  ^  die  drei  Lagen  des  beweglidien  Systems  £, 
welcbe  dasselbe  vor  der  Rotation  9  um  die  Axe  a  einnahm,  in  dia  es 
durch  die  Botatioii  #  um  a  und  die,  in  welche  es  durch  die  Botation  O' 
um  b  gelangt  (Fig.  66),  eo  ist  die  Linie  Ä,  mit  welcher  a  w&hrand  der 
ersten  Botation  vereinigt  bleibt,  eine  Doppellinie  (fliOi)  und  insbesondere 
der  Punkt  0  auf  ihr  ein  Doppelpunkt  (Of  0,)  der  congmenten  Systeme  £^, 
£f.    Ebenso  ist  die  Linie  B,  mit  weldier  die  Axe  b  wShrend  der  nachfol- 
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genden  Botation  znaanunenftllt  und  in  welche  b  durch  die  Rotation  nm  a 
ana  der  nrsprOnglichen  Lage  6,  gelangt,  eine  Doppellinie  (bgiig)  nnd  auf 
ihr  0  ein  Doppelpunkt  (0^0^)  der  Systeme  2^,  £^.  Im  Punkte  0  fallen 
also  drei  homologe  Funkte  0^,  0^,  Og  zneanunen  und  ist  derselbe  insbe- 
sondere auch  ein  Doppelpunkt  (0^0^)  TOn  2^,  £,. 
Diese  Systeme  haben  daher  eine  durch  ihn  hindnroh- 
gehende  Doppsllinie  (q  Cg)  und  kann  £!  durch  Botation 
1  die  dieser  Doppellinie  homologe  mit  (c,  f,)  zu- 
,  sammen&llende  Linie  c  ans  der  Lage  2^  in  die  Lage 
2^  unmittelbar  llbergeitlhrt  werden.  Eine  Kbene  ^ 
welche  den  Winkel  (bib^),  den  die  Axe  h  wBhrend 
der  Botation  #  um  a  beschreibt,  rechtwinklig  zu 
seiner  Ebene  halbirt,  und  eine  Ebene  v,  welche  den 
Winkel  (oj  dg) ,  den  die  Are  a  während  der  Botation 
#'  um  b  beschreibt,  gleichfaUs  rechtwinklig  halbirt, 
liefern  durch  ihren  Durchschnitt  die  Doppellinie  (c,c,). 
Diese  Halbirungaebenen  geben  aber  dnroh  die  Azen 
a,  h  nnd  es  bilden  daher  a,b,c  ein  Dreikant  abc, 
i  a  nnd  b  die  Winkel  ^&,  ^S-'  nnd  zwar  ^#  an  a  dem 
nafl  mit  der  Botation  nm  a  Überstimmend,  \&'  an  b  dem  Sinne 
nach  mit  der  Botation  entgegengesetit  in  Bezng  auf  die  Ebene  (ab)  liegen. 
Das  Dreikant  ABC  ist  dem  Dreikant  abc  symmetrisch  gleich.  Da  die 
Axe  b  durch  Botation  am  c  um  den  Winkel  ß,c,&,  ans  ihrer  ersten  Lage 
bt  in  die  definiüre  Lage  (&,)  geUngt,  so  stellt  dieser  Winkel  die  resnlti- 
rende  ICotation  B  dar  und  mithin  ist  der  Anasenwinkel  ftq^t  des  Drei- 
ecks ie. 

Von  der  Bdohtägkeit  des  Satzes  kann  man  sich  auch  folgendermassen 
tiberzeugen.  Die  Ase  c  gelangt  durch  die  Botation  #  um  a  aus  der  Lage 
c,,  welche  sie  in  Si  hat,  nach  c^  und  geht,  da  c,  gegen  (AB)  symme- 
trisch za  c  liegt,  durch  die  Botation  #'  um  b  in  die  Lage  c,  als  ihre  defi- 
mtive  Lage  zu  c^  zurttctc.  Sie  ist  daher  eine  Linie,  welche  vor  Beginn  aller 
Botation  sieb  in  ihrer  definitiven  Lage  bereits  befand. 

Auf  einer  nm  0  mit  der  Einheit  als  Badius  beschriebenen  Kugelfl&che 
bestinunen  die  Azen  a,  b,  c,  auf  denen  wir  den  Sinn  der  Bolatdonen  durch 
Pfeüspitiien  andeuten,  ein  sphBrieches  Dreieck  abc,  aus  welchem  man  fOr 
die  Amplitude  S  der  resnltirendeu  Rotation  nnd  die  WinkelabstSnde  ca, 
cb,  ab  der  Axen  von  einander  die  Belatdonen  üebt: 

co8|ö==  coB^dcoBi*'  —  sin  ^#  sin  i*' cos  (ab) 
sin  ca  sin  cb  an  ab 


sin  ^'0''        sin  ^  #        sin  ^  0 
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Für  die  Neigung  <p  der  reBuIürenden  Ase  c  gegen  die  Ebene  (al>)  der  ge- 
gebenen Axen  erhält  man  weiter  (Fig.  67.): 

ßinp.  sinJt*  =  8ini*8in  i^fr' sin  (ai), 
indem  man  die  Gleichungen 

fäup  =  sin  i#' .  ein  (t>c) 
sin  (6c)  sin  J^  6  ~3  Bin  ^  &  .  sin  (aö) 
durch  Mulliplication  mit  einander  verbindet. 

Die  Botationafolge  ist  nicht  umkehrbar.    Denn  es 
gelangt  h  durch  die  Botatiou  um  a  von  h^  nach  \  und 
kann  dahin  nur  durch  Rotationen  um  Axen  der  Ebene  ft 
Igen.    Rotüt  nun  das  System  zuerst  um  (»(&,),  so 
tritt  a  aus  der  Ebene  ^  heraus  tmd  kann  daher  h  durch 
^is.  si.  jig  nachfolgende  Botation  um  a  nicht  nach  h^  gelangen. 

Gleichzeitig  können  beide  Rotationen  erfolgen,  indem  £  um  b  in  einem 
System  rotirt,  welches  selbst  die  Rotation  um  a  im  Ges&mmtraume  ausfuhrt. 
Bflckt  der  Schnittpunkt  0  ins  unendliche,  so  werden  die  Axen  a,  b,  c 
parallel,  die  aphfirische  Figur  geht  in  eine  ebene  Figur  Über  und  wir  er- 
balten den  Satz  §.  3.  wieder. 

Der  obige  Satz  ISsst  sich  auf  eine  Folge  von  beliebig  vieM  Rotatio- 
nen ausdehnen.  Er  kuin  benutzt  werden,  um  eine  Rotation  in  zwei  und 
mehrere  andere  aufzulesen. 

§.  10.  Werden  die  Amplituden  der  beiden  Rotationen  unendlich  kleine 
Grtissen  d^,  d&'  (Fig.  68),  so  wird  die  Amplitude  der  resultirenden  Bota- 
tion ebenMls  eine  unendlich  kleine  Grösse  dS  und  fltUt  die  Axe  c'in  die 
Ebene  der  Axen  a,  b.  Die  Relationen,  welche 
die  Grösse  dB  und  die  Lage  von  c  bestimmen, 
sind  dann: 


sm  ac 
~d^~  ' 


d» 


de 


de*  =  dö*  +  d&'  +  2d»d»'  cos  (ab). 
GLienach  theilt  die  Axe  c  den  Winkel  ah  nach  dem 
Sinus  verhBltniss 

sin  dc  :  sin  c6, 
dessen  Werth  durch  das  redproke  VerhBltniss  d9':d^ 
ng.  es.  der  Amplituden  d9,  dO''  angegeben  wird.    Denkt 

man  d^,  d^'  selbst  oder  ihnen  proportionale  Grössen  als  Langen  0«,  Oß 
auf  den  Axen  a,  b  von  ihrem  Schnittpunkte  ans  im  Sinne  der  Ffeilapitzen 
der  Rotationen  aufgetragen,  so  liefert  die  Diagonale  Oy  des  über  Oa  und 
0|3  construirten  Parallelogramms  Oaßy,  welche  durch  0  hindurchgeht,  Rieh- 


Digiiizedby  Google 


II.  Th., Cap. II, g.  10.    Paiollelogtamm  anendlich  kleiner  Rotationen.  177 

tuog  und  Sinn  der  resulUrenden  Axe  c  und  ist  ihre  LSnge  der  reBuIlirenden 
Amplitude  dB  proportional.  Diese  Betrachtung  fUbrt  zu  dem  folgenden  Satze, 
der  unter  dem  Namen  des  Satzes  vom  Parallelogramm  unendlich  kleine v 
Rotationen  bekannt  iet: 

Die  Folge  oder  auch  die  gleichzeitige  Verbindung  zweier 
unendlich  kleiner  Rotationen  von  den  Amplituden  d&,  dd''  um  zwei 
sich  in  einem  Punkte  0  3chneidende  Aien  a,  b  ist  aequivalent 
einer  einzigen  unendlich  kleinen  Rotation  von  der  Amplitude  d& 
um  eine  Axe  c,  welche  durch  0  hindurchgeht  und  in  die  Ebene 
der  beiden  Axen  hineinfSllt.  Uan  erhftli  die  Aze  dieser  resul- 
tirenden  Rotation  nach  Richtung  und  Sinn  durch  die  den  Punkt 
0  enthaltende  Diagonale  des  Parallelogramms,  dessen  Seiten 
zwei  den  Amplituden  d&,  d9'  proportionale,  auf  den  Axen  a,  b 
von  deren  Schnittpunkte  0  ans  Übereinstimmend  mit  dem  Sinn 
der  Rotationen  aufzutragende  Strecken  sind.  Die  Amplitude  dB 
der  resuUirenden  Rotation  ist  der  Lfinge  dieser  Diagonale  in 
demselben  YerhBltnisse  proportional,  wie  d9,  dd-'  den  Seiten. 

Da  die  Amplituden  der  Rotationen  unendlich  klein  sind,  so  liegt  b  sei- 
ner definitiven  Lage  bg  unendlich  nah  und  tritt  a  nur  unendlich  wenig  ans 
seiner  ursprtlnglicben  Lage  %  heraus;  es  kSnnen  daher  die  Lagen  a^,  fr, 
als  mit  Oj,  b^  zusammenfallend  angesehen  werden.  Der  Ünt«r3chied  der 
Aufeinanderfolge  der  Rotationen  fSllt  hier  weg  und  kSnnen  beide  als  zu- 
sammen erfolgend  angesehen  werden;  auch  ist  es  gleichgültig,  ob  man  daa 
System  £  die  Rotation  <!#'  um  b  in  einem  Systeme  ausfahrend  denkt,  wel- 
ches um  die  Aze  a  mit  der  Amplitude  d&  rotirt,  oder  das  S3rstem  2  um 
a  rotirend  denkt  in  einem  Systeme,  welches  die  Rotation  d9'  um  die  Aze 
b  besitzt. 

Man  kann  die  Richtigkeit  des  vorstehenden  Satzes  auf  folgende  Art 
auch  unmittelbar  einsehen.  Die  Aze  a  tbeilt-die  Ebene  ab  in  zwei  Felder; 
durch  die  Rotation  um  sie  werden  die  Punkte  d^s  einen  Feldes  nach  der 
einen,  die  des  uidem  nach  der  andern  Seite  der  Ebene  a&.  geschleudert, 
wfihrend  die  Punkte  der  Aze  a  hierbei  keine  Bewegung  annehmen.  Ebenso 
theilt  die  Axe  b  die  Ebene  ab  In  zwei  andere  Felder,  ftlr  welche  in  Be- 
zug auf  die  Rotation  um  fr  Aebnliches  gilt  Beide  Axen  zusammen  tbeilen 
die  Ebene  in  zwei  Paar  ScheitelrSome  und  das  Zusammenwirken  beider 
Rotationen  ertheilt  den  Punkten  des  einen  Paares  gleichartige,  denen  des 
andern  Paares  entgegengesetzte  Bewegungen.  Bios  in  dem  letzten  Paare 
können  Punkte  liegen,  welche  in  Rübe  bleiben.  Ist  y  ein  Punkt  dieses 
Scheitelpaares  und  fHUt  man  von  ihm  auf  a  und  fr  die  Perpendikel  yP, 
yQ,  so  sind  die  beiden  unendlich  kleinen  Wege,  um  welche  er  senkrecht 
Sonnui.,  Modwnlk.   I.  12 
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znr  Ebene  ab  nach  der  einen  und  der  andern  Seite  hin  geschleadert  wird 
yP.d&  and  yQ.d&'\  dieselben  werden  gleicb ,  sobald 

yP-.yQ^d»'  -.d» 
ist  and  liegen  daher  die  Punkte  y  in  eber  dnrch  den  Schnittpunkt  0  der 
ÄxflQ  gebenden  Geraden  c,  welche  den  Winkel  des  Scheiteliaumee  nach 
einem  SinnsrerhSltniss  theilt,  welches  den  Werth  d&  :  d&'  boBittt.  Da  diese 
Tbeilong  fltr  alle  Werthe  des  Verh&ltniaBeB  immer  durch  eine  einzige  Ge- 
rade mSglich  ist,  so  folgt,  dass  es  in  dem  fraglichen  Paar  ScheitelrSnnie 
eine  Gerade  gibt,  welche  durch  di«  beiden  Rotationen  nicht  in  Bewegung 
gerStb,  nm  welche  das  System  sich  folglich  dreht.    Ds 

yF:fQ  =  siBiac):Bin{cb) 
ist,  so  folgt 

dtf      _     ^^' 
sin  (<:&)        Bin(ac) 
und  indem  man  bedenkt,   dass  der  Punkt  P  seine  Bewegung  der  Rotation 
um  die  Axe  b  allein  verdankt,  diese  aber  als  Rotation  nm  die  Axe  c  mit 
der  Amplitude  dB  aufzufassen  ist  und  Aehnliches  fOr  den  Punkte  in  Be- 
zug auf  die  Axe  a  gilt,  so  hat  man 

de.  PO.  sin  (ac)  =  d»'  .PO  .Bin  (ab) , 
d0.QO.Bin(cb)'-d».QO.Bia(ab), 
weil  PO ,  sin  ac,  PO .  sin  ab  die   AbstBnde  des  Punktes  P  von  c,  b  und 
ebenso  QO .  sin  cb,  QO .  sin  ab  die  Abstände   des  Punktes  Q  von  c  nnd  o 
sind,  woraus  mit  Rücksicht  auf  obige  Proportion  folgt: 
dB      _      d&  d»' 

sin  (ab)        sin  (cbj        sin  (ac) 
Zieht  man  nun  dnrch  y  die  Linien  yu,  yß  parallel  zu  den  Axen  6,  o, 
80  wird 

Oy       _       Oß      ^       Qu 
sin  (a&)        Bin(c&)        sin  (ac) 
nnd  folglich 

dS        d#         d9' 
~öy'^  öß'^   öi' 
womit  die  Parallelogrammconstruction  erwiesen  ist.    Da 

Ö^'  =  0^*  +  Öß*  -\-20a.0ß.coB  (ab) 
ist,  so  ergibt  sich  hiermit  auch 

dB'  =  de^-\-  d»''  +  2d»d»'  cos  (ab). 
Der   Satz   vom   Parallelogramm   der   Rotationen   erweitert   sieb   nach 
I.  Tb-,  Cap.  I,  §§.  4.  6.  leicht  zu  einem  Satze  vom  Parallelepiped  und  Poly- 
gon   der  Rotationen.    Derselbe   Satz   dient  zur  Zerlegung  einer  nnendlich 
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kleinen  Rotation  in  mehrere  solche  nm  Axen,  die  sich  schneides.  Bildet 
z.  B.  die  Axe  der  Rotation  dB  mit  drei  lechtwinltligen  Axen,  welche  jene 
in  einem  Punkte  0  schneiden,  die  Winkel  u,  ß,  y,  so  sind  die  Amplituden 
dreier  Rotationen  um  dieae  Azen,  welche  d6  aeqnivaleut  sind:  dScoa«, 
d&  ooa  ß,  d6  cos  y. 

§.  11,  Die  Folge  oder  auch  die  gleichzeitige  Verbindung 
einer  Rotation  von  der  Amplitude  #  nnd  einer  zur  Rotations- 
axe  a  geneigten  Translation  t  ist  aequiralent  einer  Sohianben- 
bewegnng;  die  Axe  der  Schraubenbewegung  ist  parallel  der  Axe 
a  nnd  die  Amplitude  derselben  stimmt  mit  9  nach  OrSsse  nnd 
Sinn  aberein,  die  Tranalationacomponente  ist  die  Frajection  von 
t  auf  die  Richtung  der  Axe  a. 

Zerlegt  man  nSmlich  t  in  eine  Componente  c^  senkrecht  and  eine  an- 
dere ^  parallel  zur  Rotstionsaxe,  so  ist  (Fig.  69.)  die  Verbindung  der 
Rotation  ^  nm  a  nnd  der  zu  a  senkrechten  Translation  i,  aequivalent  der 
Rotation  9  nm  eine  zu  a  parallele  Axe  b  (§.  6.).  Die  Axe  h  hat  den  Ab- 
stand d  «■  - — .-■  von  a.  Die  Rotation  #  um  &  in  Verbindang  mit  der 
2.am^9  ^ 

zn  dieser  Axe  parallelen  Trauslationscomponente  t^  ist  aber 
aeqnivalent  einer  Bchranbeubewegnng  (Cap.  I,  §.  11). 

Nfihert  sich  die  Neignng  von  t  gegen  die  Axe  a  dem 
Winkel  ^«,   so   verschwindet  r,  und  erhBlt  man   den  Satz 


Werden    b^de    OrJJssen,    Amplitude    und  Trwislation, 
unendlich   kleine  Grössen   d9  und  dt  und    sind  dr^,  dr, 
die  Componenten  von  dt  senkrecht  und  parallel  zu  a,  so 
rig.  e>.  erh&lt    man    fOr    den    Abstand    der    Axe    b    von    a    die 

Formel  d  ^  -~ .    TTm  die  Lage  der  Axe  h  zn  finden,  hat  man  in  diesem  Falle 

durch  a  eine  Ebene  parallel  znr  Translationsriohtnng  und  eine  andere  za  dieser 
senkrechte  Ebene  zu  legen;  letztere  wird  durch  die  Axe  a  in  zwei  Fel- 
der zertheilt;  in  dem  Felde,  dessen  Funkte  vermSge  der  Rotation  und  der 
Translation  entgegengesetzte  Bew^^ngen  annehmen,  findet  sich  die  Axe 
&  da,  wo  d .  d9  ^  dti  ist,  d,  h.  wo  die  entgegengesetzten  Bewegungen 
ei .  d9  und  rfi,  sich  tilgen. 

Umgekehrt  ist  jede  Sohraubenbewegung  aequivalent  einer 
Rotation  um  eine  zur  Schraubenaxe  parallele  Axe  beliebiger 
Lage  von  derselben  Amplitnde,  wie  die  Rotationscomponente  der 
Schraubenbewegung  und  einer  gegen  die  Axe  geneigten  Trans- 
lation. Denn  indem  man  die  Scfaraubenbewegnng  in  ihre  Rotations-  und 
TranelatioDSComponente  &,  %  zei-I^  kann  man  9  nach  §.  6.  in  eine  belie- 


180    Aeqniv.  BveierRotatt  nmgekr.Aienin.  d.Schraubenbew.    II. Th.,  Cap.II,  §.  12. 

bige  parallele  Axe  Terlegen  und  die  erforderliche  za  dieser  Aze  Benkreohte 
TranslatioD  i,  fainzußlgeD.  t  und  T|  aber  sind  Kusammen  aequivalent  einer 
einzigen  Tranalation  [r]  -{-  [t^],  welche  scfarSg  geneigt  iet  gegen  die  Axe, 
da  t  ihr  parallel,  t,  zu  ihr  senkrecht  ist. 

§.  12,  Die  Folge  zweier  RotatioDeu  eines  unrerSuderliclien 
Systeme  £  von  den  Amplituden  &,  #'  um  zwei  gekreuzte  Axen 
a,  b  ist  aequivalent  einer  Scfaraubenbewegung.  Es  seien  X,,  2^, 
2^  die  Lagen  von  £  vor  der  Rotation  um  a,  nach  dieser  und  nach  der 
Rotation  um  b.  Während  der  ersten  Rotation  ist  die  Axe  a  mit  der  Dop- 
pellime  (a^o^)  (Fig.  70.)  von  2i,  H^  verräiigt  und  gelangt  die  Axe  ii  ans 
der  Lage  b^  nach  b^;  wShrend  der  zweiten  Rotation  raht  b  in  der  Soppel- 
linie  Qi^b^)  vou  £^  £^  und  tritt  a  aus  (a^Oj)  heraus,  am  in  seine  defini- 
tive Lage  Oj  tlberzugehen.  um  zunfichst  die  Richtung  der  Axe  der  Schran- 
benbewegnng  zu  finden,  welche  die  Dop- 
pellinie der  Syeteme  ^,  ^  ist,  construiren 
wir  von  irgend  einem  Funkte  0  des  Raumes 
aus  drei  HtUfssysteme  .£,',  S/,  £^,  con- 
gi-uent  mit  £,,  Z^,  S^  so,  dasH  £j  mit 
■£i,  2i'  mit  £t,  £b'  °>><^  ^  ^<=h  >>>  Parallel- 
lage  befinden  nnd  ^('  und  2^'  in  0  einen 
\'^*  Doppelpunkt  (O^'O^')  um  £,',  £,'  in  dem- 
selben Punkte  Aneu  Doppelpunkt  (0^  0{) 
besitzen.  Dann  ist  der  dreifache  Punkt  0 
't  {O^OfO^'}  auch  ein  Doppelpunkt  (Pi'Of) 
fflr  X/,  Z^.  Nach  Cap.  I,  §.  11.  besitzen 
2i',£^'  eine  durch  0  gehende  Doppellinie  a,  welche  parallel  der  Doppel- 
linie {a^a^}  von  ü^,  2^  ist  und  um  welche  das  bew^liche  System  £  roti- 
reud  um  die  Amplitude  #  aus  der  Lage  X,'  nach  £^'  gelangen  könnte. 
Ebenso  besitzen  £j,  £g'  eine  durch  0  gehende  Doppellinie  ß,  parallel  zur 
Doppellinie  {fijöj)  von  2^,  £g,  um  welche  2;  um  die  Amplitude  9'  rotken 
könnte,  um  aus  der  Lage  2^'  in  die  Lage  £^'  Überzugehen.  Die  Doppel- 
linie 7  der  Systeme  £^\  £^'  würde  das  System  £  aus  der  Lage  2,'  unmit- 
telbar noch  £^'  gelangen  lassen  und  mtlsste  der  Doppellinie  («^i«^)  von£,, 
Z^  parallel  sein  und  mithin  die  Richtnng  dei'  Schraube&aze  haben.  Diese 
Richtung  ergibt  sich  also,  wenn  wir  nach  §.  9.  die  resultirende  Axe  fUr 
die  Rotationen  9^  &'  um  a,  ß  suchen,  d.  h.  an  (aß)  m  a  den  Winkel  ^9 
im  Sinne  von  &,  in  |3  aber  \d-'  im  entgegengesetzten  Sinne  von  9'  antra- 
gen und  die  dritte  Kante  y  des  Dreikants  suchen,  in  welchem  diese  Winket 
an  (aß)  als  Basisebene  liegen.  Zugleich  ergibt  sich  hiemit  die  Ampli- 
tude 9  der  Schranbenbewegung  als  der  doppelte  Anaaenwinkel  des  Drei- 
kauts  an  der  Kante  y.    Denn  durch  Rotation  um  y  um  diese  Amplitude 


DigiLizedbyCoOJ^Ic 


[I.Th.,  Cap.  II,  g.  12.    Aeqoiv.  zweierBoUtt.  um  gekr.  Azen  m.  d.  Scliraubenbew.     181 

kann  £  in  FarallelBtellung  mit  2^  aus  der  PanUelatellung  mit  £j  gelan- 
gen. Die  Richtung  und  die  Amplitude  9  der  Schraubenaxe  sind 
daher  die  Richtung  und  Amplitude  der  aus  den  Rotationen  &,  &' 
um  zwei  sich  schneidende,  mit  a,  h  parallele  Aien  a,  ^  reBulti- 
renden  Axe. 

Die  Lage  der  Schraubenaxe  im  Banme  der  Bvnegnn^  und  ihre  Trans- 
lation ergibt  sioh,  indem  wir  die  Systeme  ^,  ^  auf  eine  zur  Richtung 
der  Schraubenaxe  senkrechte  £bene  E  projiciren  nnd  den  Doppelpunkt  die 
in  ihr  vereinigten  homologen  ebenen  Systeme  suchen.  Denn  nach  Cap!  I, 
§,  11.  geht  die  Doppellinie  von  £^,  £,  durch  ihn  hindurch.  Es  seien  Ä,  B  die 
Fusspunkte  des  kürzesten  Abatandes  der  Axena,  h  und  Äi,  A^,  A^\  Bi,  Bg,  B^ 
deren  verschiedene  Lagen.  Zwei  Perpendikel,  das  eine  in  der  Mitte  der  Pro- 
jection  von  B^B^,  das  andere  in  der  Mitte  der  Projection  von  A^A^  auf  die 
Ebene  £,  die  wir  durch  B  legen  wollen,  errichtet,  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  C,  welcher  ein  Doppelpunkt  der  beiden  congrueuten  Systeme  ist,  welche 
in  E  liegen  und  die  Projeotionen  von  £^  und  ^  auf  E  sind.  Durch  diesen 
Punkt  muss  die  gesachte  Schraubenaxe  c  gehen  und  ist  also  ihre  Lage  im 
Räume  bestimmt.  Die  Winkel,  welche  die  Stialen  von  C  nach  ^,  und  der  Pro- 
jection Bg'  von  B^  sowie  die  Stralen  von  C  nach  den  Projectionen  von  .^,  und 
Ag  mit  einander  bilden,  sind  gleich  der  Amplitude  B.  Da  die  Amplitude  bereits 
bekannt  ist,  so  gentlgt  eines  der  Perpendikel,  wenn  man  die  Seite,  nach 
welcher  es  errichtet  werden  muss,  mit  Hülfe  des  Sinnes  von  9  bestimmt. 
Die  Translation  t  der  Schraubenbewegnng  ist  die  Projection  des  Abstandes 
homologer  Punkte  von  ^  nnd  £,  auf  die  Achtung  der  Axe.  Sie  ist  da- 
her gleich  BjBg,  der  Projection  von  BiB^  auf  diese  lUchtung;  ebenso 
gleich  der  von  A,Ag. 

Sowohl  durch  die  Rotation  #  um  die  Axe  a,  als  auch  durch  die  Schrau- 
benbewegang  wird  die  Axe  b  aus  ihrer  Anfangslage  {•,  in  ihre  definitive 
Lage  dg  tlbergefOhrt;  durch  die  Rotation  direkt,  durch  die  Schrauben- 
bewegung so,  dass  sie  durch  deren  Rotationscomponente  S  in  Parallellage  zu 
ftg  gebracht  wird,  wobei  der  Punkt  B,  welcher  B^  homolog  ist  von  B, 
nach  B^  gelangt,  um  hierauf  durch  die  Translation scomponente  t  in  die 
Lage  b^  parallel  mit  sich  verschoben  zu  werden,  wobei  B  nach  B^  kommt. 
Sowohl  das  Dreieck  B^AiB^,  als  B^fCB^'  ist  gleichschenklig  und  ist  CD  die 
Projection  von  der  za  BgB^  normalen  Linie  jÜT  auf  die  Ebene  £.  Daher 
schneidet  die  Schraubenaxe  die  Linie  AN  in  einem  Punkte  G  rechtwinklig. 
Diese  Linie  halbirt  den  Winkel  BjA^B^,  welchen  die  kAmesten  Ab- 
stände AjB,  und  A^B^  der  Axe  a,  von  by  und  ft,  mit  einander  bilden. 
Aehnliches  gilt  von  der  Linie,  welche  den  Winkel  Ai  B^A^  der  kürzesten  Ab- 
stände J53.<li,  5,^,  der  Axe  (bgli,)  von  a,  und  «3  bilden;  auch  sie  wird  von 
der  Schiaubenaxe   rechtwinklig  geschnitten.    Daher  ist  die  Schrauben- 
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sse  die  Linie  des  kürzesten  Abstände  der  beiden  Geraden,  welche 
die  Winkel  halbiren,  welche  die  kürzesten  AbstBnde  der  An- 
fangslage a,  der  Ase  a  mit  der  Anfangs-  und  Endlage  Ii,,  6,  der 
Axe  b  einerseits  nnd  der  Lage  b^  der  Axe  b,  in  welche  eie  durch 
die  Rotation  nm  a  Ubergefahrt  worden  ist,  mit  der  Anfangs-  und 
Endlage  o,,  Oj  der  Ate  a  andererseits  bilden. 

Da  die  Linie  A^G  auf  Oj  und  der  Schraubenaxe  senkrecht  sieht,  so 
ist  sie  kürzester  Abstand  dieser  beiden  von  einander;  ebenso  ist  .B,<7  der 
kürzeste  Abstand  von  b,  und  der  Schraubenaxe.  Da  bmde  Linieii  A^G 
und  BiC  die  Linie  A^Bi,  den  kfirzesten  Abstand  der  Botationsaxen  o,  b 
auf  die  Schraubenaxe  projidren  nnd  CG  =  DN^=  ^r  ist,  so  folgt,  dass 
die  Translation  der  Schranbenbewegung  die  doppelte'  Projec- 
tion  des  kürzesten  Abstandes  der  Axen  a  und  h  auf  die  Schrau- 
benaxe ist 

§.  13.    Wir  &nden  §.  9.  fUr  die  Neigung  j)  der  resnltirenden  Axe  zweier 
Rotationen  9,  9-'  um  zwei  Axen  a,  b  gegen  die  Ebene  {ab)  dieser  Axen 
sin  j) .  sin  ^  6  ^  sin  ^  #  sin  ^  #' .  sin  (ab) . 

Nun  ist  p  dus  Complement  des  Winkels,  welchen  die  Normale  der 
Ebene  (ab)  mit  der  Schraubenaxe  c  bildet,  d.  h.  des  Winkels  zwischen  der 
RicbtuDg  des  kürzesten  Abstands  d  der  Axen  a,  b  nnd  der  Scbranbenaie. 
Daher  ist  d  änp  die  Projeotion  von  d  auf  diese  Axe  oder  also  ^t.  Riemii 
erhfilt  man  den  von  Rodrigaes*)  zuerst  bewiesenen  Satz: 
^  I .  sin  ^  6  ^  d  .  sin  ^  fr  sin  ^  >&' .  sin  (ab) 
d.  h.  das  Product  aus  der  halben  Translation  und  dem  Sinns  der 
kalben  Amplitude  der  aus  zwei  Rotationen  um  gekreuzte  Axen 
resnltirenden  Sohraubenbewegung  ist  gleich  dem  Producte  ans 
dem  kürzesten  Abstände  dieser  Axen,  dem  Sinus  ihrer  Neigung 
gegen  einander  und  den  Sinussen  ihrer  halben  Amplituden. 

§.  14,  Umgekehrt  ist  jede  Schraubenbewegang  (9,  x)  eines 
unverHnderlichen  Systems  Z  aequivalent  der  Folge  zweier  Rota- 
tionen um  gekreuzte  Axen  und  zwar  anf  anendlioh  viele  Arten, 
so  dass  man  die  eine  der  beiden  Axen  willkührlich  annehmen 
kann.  Ist  die  zweite  Axe  b  gegeben,  so  kennt  man  vermöge  der  gege- 
benen Schraubenbewegung  die  Lagen  I>^,  bj.  Dm'ch  Rotation  um  die  unbe- 
kannte erste  Axe  muss  b  aus  der  Lage  \  in  die  definitive  Lage  6,  und 
jeder  ihrer  Punkte,  wie  z.  B.  B  aus  der  Lage  B^  nach  B^  gelangen.  Eine 
Ebene  senkrecht  auf  der  Verbindungslinie  S,Bg  in  deren  Mitte  errichtet, 

*)  Bodrigues,  Des  loia  gäomätriquea  qui  r^gisBent  le  däpUcement  d'nn  bj- 
(time  solide  dans  I'espace,  et  de  la  variaUca  des  coordounäes  provenant  de  oe« 
däplocements.    Jonmal  de  matb.  pures  et  appl.  p.  Ciouville,  T.  T,  p.  390. 
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entliKlt  daher  die  Lage  %  der  ersten  Ase  a.  Dieselbe  Construction  mit 
dar  YerbindangBliiiie  E^E^  der  bddeu  Lagen  fj,  E,  eines  andern  Punktes 
E  Ton  b  liefert  ebenso  eine  zweite  Ebene  and  damit  die  Aze  selbst  als 
SchnittÜnie  beider  Perpendiknlarebenen.  Ist  die  erste  Axe  a  bekannt,  so 
kennt  mau  ebenso  a, ,  o,  und  da  a  durch  Rotation  nm  die  zweite  Axe  b 
auB  der  Lage  a^  nach  a,  gelangen  mass,  so  ist  h^  die  Schnittlinie  der 
Normalebenen  in  den  Mitten  der  Verbindnngslinien  homologer  Punkte  von 

Zwei  Axen  o,  b,  fOr  welche  die  Botationsfolge  einer  gegebenen  Schrau- 
benbewegnsg  {B,  t)  aequivalest  ist,  heissen  nach  Chasles  coiyngirte  Azen. 
FOr  alle  solche  Paare  von  Aien,  ihre  Amplituden  9,  #'  und  ihren  kUrzesten 
Abstand  d  gilt  der  obige  Sat»  von  Bodrigues 

it  sin  i  e  ■=  d  .  sin  i»  ain  \»' .  sin  (ab)  . 
TrSgt  man  daher  auf  conjugirten  Aien  LBngen  auf,  proportional 
den  Sinussen  der  halben  Amplituden  sinj-fr  nnd  sin  ^#'  um  sie 
und  constrnirt  mit  ihnen  als  Gegenkanten  ein  Tetraeder,  so 
bleibt  dessen  Volumen  constant,  auf  welche  Weise  auch  immer 
man  die  Schraubenbewegnng  in  eine  Botationsfolge  um  zwei 
conjugirte  Aien  auflösen  möge.  Sind  nttmlich  AB,  CD  zwei  Gegen- 
kanten  eines  Tetraeders  ÄBCD,  zieht  man  von  Ä  eine  Strecke  ÄD'  geome- 
triscli  gleich  CD  und  voa  C  eine  Strecke  C£'  geometrisch  gleich  AB  und 
constrnirt  über  AB,  AI/  und  CD,  CS  ParaUelogramma,  so  liegm  diesel- 
ben, in  den  Grenzflftchen  der  durch  A  B  und  CD  bestimmten  Parallelechicbt 
and  sind  GegenflKchen  eines  Parallelepipeds,  dessen  Volumen  das  sechs- 
fache Volumen  des  Tetraeders  ist,  weUhes  AB^  CD  zu  Gegenkanten  hat. 
Der  Abstand  der  beiden  Parallelogramme  ist  der  kOrzeste  Abstand  dieser 
Gegenkanten  AB,  CD  nnd  die  FlSche  eines  Parallelogramms  ist  das  Pro- 
duct  AB  ,  CD  derselben,  multiplicirt  mit  dem  Sinus  ihrer  Neigung.  Da- 
her ist  Tetr.  ABCB  ^^d.  AB  .CD  .  N.n'(AS,  CD),  wenn  d  jenen  kUr- 
zesten Abstand  bezeichnet. 

§.  16.  DieFolge  von  beliebig  vielen  Rotationen^  sowie  auch 
von  Rotationen,  gemischt  mit  Translationen,  ist  immer  einer 
Schraubenbewegung  aequivalent  Da  die  Folge  einer  Rotation  nnd 
einer  Translation  willkflhrlioh  ist,  so  kann  man  alle  Rotationen  in  der  ge- 
gebenen Folge  zusammensetzen;  ebenso  die  Translationen  und  hierauf  die 
resultirende  Rotaüon  mit  der  resnltirendeu  Translation  zu  einer  Schrauben- 
bewegung verbinden. 

Die  Folge  zweier  Schraubenbewegungen  ist  einer  einzigen 
Schraubenbewegnng  aeqaivalent;  die  Ordnung  der  Folge  ist  nicht 
vertaasohbar.    Man  erhult  dieselbe,  indem  man  jede  Schraubenbewegnng 
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io  ihre  Rotations-  and  TranBlationscomponente  zerlegt,  alle  Rotationen  und 
Translationen  fOr  aich  zn  einer  Rotation  ond  Translation  Temoigt  and 
schliesslich  diese  beiden  Bewegungen  zur  Schranbenbewegang  verbindet. 

§.  16.  Werden  die  Amplituden  der  Rotationen  lun  die  Axeu  a,  h 
unendlich  kleine  Ori3ssen  d#,  dQ-\  so  werden  Amplitude  und  Translation 
der  aus  ihnen  resnltirenden  Schraubenbewegung  gleichfalls  unendlich  kleine 
Grössen  d&,  dr,  und  reduciren  sich  die  zwischen  ihnen  bestehenden  Glei- 
chungen auf  die  folgenden: 

-P  -  ^'  -  '4^'.  ^«■-^»'+^*-+^^"*-».  w 

(itde=-  d  .  dQd»'  sin  (ab). 
Die  Axen  a,  b,  c  werden  einer  Ebene  parallel;  die  Schranbenaze  c 
schneidet  den  kürzesten  Abstand  der  Azen  a,  l  rechtwinklig.  Die  Rota- 
tion (l&  um  a  hebt  die  Axe  h  unendlich  wenig  aus  der  Lage  h^,  die  Ro- 
tation d9^  um  2t  die  Axe  a  unendlich  wenig  aas  der  Lage  a,  heraus.  Der 
unterschied  der  Folge  der  Rotation  verschwindet  wegen  der  unendlichen 
Kleinheit  der  Bewegungen.  £b  ist  lehrreich  den  vorliegenden  Fall  direct 
zu  behandeln,  was  wir  thun  wollen. 

Es  sei  (Fig.  71.)  AB  der  kürzeste  Abstand  der  Axen  a,  6,  um 
welche  das  System  die  unendlich  kleinen  Amplituden  d&,  d9'  besitzt,  deren 
Sinn  durch  die  Pfeilspitzen  bezeichnet  ist.  Durch  irgend 
einen  Punkt  C  auf  AB  ziehen  wir  d  parallel  a  und  er- 
theilen  dem  System  um  .diese  Axe  zwei  entgegengesetzt 
gleiche  Rotationen:  d9,  — d&;  ebenso  ziehen  wir  dOrch 
denselben  Punkt  h'  parallel  h  und  fügen  die  entgegen- 
gesetzten Rotationen  d&',  —  d&'  um  b'  zu.  Das  System  be- 
sitzt dann  um  die  beiden  sich  in  C  schneidenden  Axen 
d,  b'  die  Amplituden  d&,  d&'  in  Verbindung  mit  zwei 
RotationspaaEen  (rf#,  — rf.#),  (rfft',  —  d&'),  welche  Trans- 
lationen dt,  dt  aequivalent  sind,  senkrecht  zu  den  Ebenen 
»■*«  '»-  (ad),  {Iby    Die  AmpUtuden  d#,  d»'  um  «',  b'  sind  aequi- 

valent einer  resultirenden  Amplitude  dB  uro  die  Diagonale  c  des  ttber 
d&,  d&-'  oder  ihnen  proportionalen  LBngen  constmirt«n  Parallelogramms, 
wenn  diese  auf  den  Axen  d,  b'  aufgetragen  werdeii.  Legen  wir  durch  C 
in  der  Ebene  des  Parallelogramms  eine  zur  Axe  c  senkrechte  Gerade  und 
zerlegen  jede  der  Translationen  dt,  dt  in  zwei  Componenten,  die  eine  pa- 
rallel c,  die  andere  senkrecht  zn  ihr.  Suchen  wir  sodann  die  Lage  des  Punktes 
C  so  jn  bestinunen,  dass  diese  letzteren  Componenten  von  dt,  dt  entgegen- 
gesetzt gleich  werden,  so  wird  die  Axe  c  die  Axe  der  gesuchten  Schrauben- 
bewegung, dO  ihre  Amplitude  und  die  Summe  der  Componenten  von  dt,  dt 
parallel  zu  c  die  Ti-anslation  dT  derselben  sein. 
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Nun  hat  man  für  dt^dr   als  die  Momente  der  Rotationspaare: 
df=AC.d»,    dz  =CB  .d»' 
und  für  ihre  Componenten  senkrecht  zu  c: 

dtcoB{ac)  —  AC .  d&  coe  (ac),     dt  cob  (c6)  —  CB  .dQ'  coB(cb) 
und  da  letztere  sich  tilgen  sollen,  so  muas 

AC .  de  cos  (ac)  —  CB  .  d&'  cos  (cb)  =•  0 
sein. 

Zu  dieser. Bedingung  tritt  noch  hinzu: 

AC-i-CB  =  AB. 
Aas  beiden  folgt 

i(, AB.a»-o„(eh)  ^^ AB.demJac) 

d9  .  cos  (ac)  +  d9' .  ooB  {cb)'  d&  .  cos  {ac)  -\-  d&  ,  eos  (cd) 

Nun  ist  aber  d#  .  co8  (ca)  -(-  d&'  .  cos  (c6)  =  dB,  n&mlich  gleich  der 
ans  d&,  de'  resultirenden  Amplitude  d9,  welche  die  Amplitude  der  Schrau- 
benbewegung wird;  denn  die  Diagonale  eines  Parallelogramms  ist  stets 
gleich  der  Summe  der  Frojectionen  der  Seiten  auf  ihre  Richtung.  Da- 
her wird 

oder,  wenn  man  hiermit  die  Projectionen 

sin  {ac)        sin  (cb)        sin  {ab) 

~^dY   ^  "de"  "     de 

combinirt,  um  die  Verhältnisse  -r^  und  — -  zu  eliminirea: 


AC-AB.  '»M  »^-W,   CB-AB-  LML»)^»  M. 
sm  (ab)  sin  {ab) 

Hieraus  ergibt  sich  für  das  Theilnngsverhaltniss  der  Strecke  AB  durch  die 
Axe  der  resultirenden  Schraubenbewegung 

AC       tgM 

CB       ig{cb)' 
Die  Axe  c  der  aus  zwei  nnendlichkleinen  Rotationen  d9,  de'  um 
gekreuzte  Axen  a,b  resultirenden  Schraubenbewegung  theilt  den 
kürzesten  Abstand  dieser  Axen  im  Terhaltniss  der  Tangenten  der 
Winkel,  welche  die  Sohraubenaxe  mit  den  Axen  a,b  bilden. 

Die  Summe  der  beiden  TranBlationscomponent«n  parallel  der  Axe  c  bilden 
die  Translation  dT  der  Schraubenbewegung,  nBmlich 
dTt^dt.  sin  {ac)  +  dt' .  sin  (et) . 
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Atta  den  Proportionen  zwischen  <!#,  d&',  dO,  sin  «c,  sin  c&,  sin  ab  folgt  ftbei 

sin  (ac)  -=  -r^  sin  (06),  sin  (c6)  ■=  —  sin  (aü) 

und  hiemit  wird  mit  BHcksicht  &nf  die  obigen  Formeln   dt^-AO.di, 
dt  —  CB  .  rf*': 

dT  =  UC  +  CB)  ^^f-  sin  («fr)  -  AB  1*|*'  sin  {ab). 

welche  Gleichang  nichts  anderes,  als  die  auf  unendlich  kleine  Grössen  r»du- 
cirte  Rodrigues'sche  Gleichung  ist. 

Für  die  Amplitude  dS  der  Schraubenbewegnng  ist 
dB*  =  dfr»  +  rf#'*  -J-  2(i#rf#'  cos  {ah) . 
FQr  die  Bestimmung  der  Lage  der  Aie  c  ist  das  Vorzeichen  des  Theilunge- 
verhSltnisses  AC:CB  sorgflltig  zu  berUcksichtigeiL 

Wir  wollen  das  TheilungBverhftltniss  des  kürzesten  Abstandes  der  Aien 
durch  das  VerhUltniss  der  unendlich  kleinen  Amplituden  und  den  Winkel  {ab) 
der  Azen  dare teilen. 

Man  hat  hiezu: 

cos*(ac)  =  1  —  sin*((ic)  =  1  —  \^J   äa*{ab) 
=[de'  +  d6''cos*{ab)-^id&d»'cos{ab)y:de*=[d»+d»'eoB{ab)y:dS'\ 

daher 

,  ^  de  +  d9' coa  {ab)  ,  ^  ,  ^,  d»' +  d&  coa  (ab) 
cos  {ac)  =  — Jti~~~^ —    "       «'>«•'«*>  coa  {cb)  = -r^ 

und  da 

sin  {ac)  =  —  sin  {ab) ,      sin  {cb)  =  ^^  »"»  (ab) 
ist,  so  wird 

^?       *g  («'')       ^'    d»'  +  ä&  cos  (flfr) 
CS^tg  {cb)       d&'  d»  +  (J9'cos(aW" 
Fttr  (a&)  =  0  erhtüt  man 

AC :  CB '^  d»' :  d9 ,    <f  Ö  =  dft  +  d*',     dr—O 
und  kommt  auf  den  Fall   §,  8  paralleler  Azen   und  Amplituden  gleichen 
Sinnes  zurttck.    Für  (ab)  =  ^  n  folgt 

ACiCB-~{dO':d9)\  de»  =  d#'-|-d#'»,  dT~4^^^^^- 
^  ^  l/d9*  +  d»'" 

Fflr  (a&)  =  ff  tritt  der  Fall  paralleler  Aien  mit  entgegengesetzten  Ampli- 
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luden  ein  und  wird  AC:CB=^  —   —  ,   die  Axe  c   fSllt  &UHserhalb   der 
Schicht  (a&),  T  — 0  n.  a.  w.  —  Blickt  b  ins  Unendliche,  sodass 

Um  {AB  .  dO')  =  const 
wird,  80  erh&lt  mui  den  Fall  moer  Rotation  osd  einer  Traualation,  achrSg 
geneigt  gegen  die  Botationsaxe. 


m.  Capitel. 

0«8c3ivindigkelt  eines  Fnnktes;  Projeotlonen  und  Componenten  der- 
selben auf  Axen  und  Ebenen.  Bobeiral's  Methode  der  Tangenten. 
Aequlvaleiu  der  Translation«-  und  BotatlonsgesohwiDdigkeiten. 

§.  1.  Die  Lehren  der  beiden  vorigen  Capitel- dieses  Theilen  bilden  die 
Grundlage  fttr  das  Stadium  der  Bewegung  des  nnverBnderliohen  Bystems. 
Bei  dem  üebergange  desselben  aas  einer  Lage  in  die  anmitUlbar  folgende 
beschreiben  seine  Pankte  anendlich  kleine  Wegstrecken,  welche  in  bestimmten 
VerhaiiniBsen  zu  einander  stehen,  die  von  der  besonderen  Art  der  Bewegung 
abhftngen.  Wegen  der  mSglichen  Verschiedenheit  dieser  unendlich  kleinen 
Wege  ist  die  Bewegung  im  Allgemeinen  in  verschiedenen  Punkten  das  Syetenis 
von  verschiedener  Intensitftt  und  sagt  man,  daas  Punkte,  deren  Wege  grSsser, 
als  die  andrer  Punkte  smd,  sich  rascher  bewegen,  nie  diese.  Auch  kann 
das  ganze  Sjstem  in  allen  seinen  Punkten  dieselbe  geometrische  Bewegung 
verschiedene  Male  mit  verschiedener  Intensität  ausführen. 

Um  die  innere  Natur  der  Bewegung  eines  Punktes  oder  eines  Systems,  die 
wir  als  Intensität  der  Bewegung  bezeichnen,  zu  erkennen,  vergleicht  man  die 
Bew^T'^g  "^^  andern  bereits  bekannten  Bewegungen  mit  Hfllfe  des  Begriffs  der 
Geschwindigkeit.  Derselbe  basirt  auf  der  YorsteUung  der  Zeit  Die  Zeit  wird  als 
coutinnirlich,  unbegrenzt,  aber  beliebig  begrenzbar,  mithin  als  measbar  gedacht ; 
i^e  Einheit  derselben  ist  an  sich  willk&hrlich,  gewöhnlich  wBhlt  man  aber 
dazu  die  Secunde  mittlerer  Zeit,  wie  sie  die  Uhren  angeben.  Die  Astro- 
nonüe  unterscheidet  nämlich  drei  Arten  der-  Zeiteintheilnng:  die  Stemzeit, 
die  wahre  Sonneneeit  und  die  mittlere  Sonnenzeit.  Der  Stemtag  iai  die  oon- 
stante  Umdrebungszeit  der  Brdej  der  wahre  Sonnentag  ist  die  Zeit  des  schein- 
baren Umlaufs  der  Sonne  um  die  Erde  und  ist  veränderlich  im  Laufe  des 
Jahres,  der  mittlere  Sonnentag  aber  ist  die  mittlere  Daner  des  wahren  Sonnen- 
tages. Der  mittlere  Sonnentag  hat  66400,  der  Stemtag  nor  86164,09 
Secunden  mittlerer  Zeit;  letzterer  igt  also  etwa  um  i  Uinuten  kOrzer  als 
ersterer. 

In  allen  Untersuchungen  der  Mechanik,  wobei  es  sich  um  Bewegung 
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handelt,  tritt  die  Zeit  als  unabhängige  Variabele  auf  und  pflegt  als  Bolche 
mit  dem  Bachstaben  t  bezeichnet  eq  werden;  fUr  bestinunte  constante  Zeiten 
reaerrirt  man  sieb  gern  die  gleichlautenden  T,  x. 

§.  2.  Wir  beginnen  mit  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  und  werden 
erst  spBter  YOn  der  Geschwindigkeit  im  Systeme  reden.  Die  Bewegung  eines 
Punktes  beiast  gleichförmig,  wenn  derselbe  in  gleichen,  Übrigens  be- 
liebigen Zeiten  gleiche  LSngen  seiner  Bahn  durchlauft;  sie  bejsst  veränder- 
lich in  jedem  andern  Falle.  Zwei  gleichfSnnige  Bewegungen  besitzen  gleiche 
Geschwindigkeit,  wenn  der  beweglich»  Punkt  bei  beiden  gleiche  Längen  in 
derselben  Zeit  durchlauft;  ist  die  WeglKnge  bei  der  einen  das  Doppelte, 
Dreifache,'  Vier&ctie  etc.  der  WegISnge  bei  der  andern,  so  heisst  die  Ge- 
schwindigkeit derselben  doppelt  so  gross,  di'eimal  so  gross,  viermal  so  gross  etc., 
als  die  der  anderen.  Sind  daher  V,  V  die  Gescb windigkeiten  zweier  gleich- 
förmigen  Bewegungen,  a,  a  die  Langen,  welche  die  beweglichen  Punkte  in 
der  Zeiteinheit  mrilcklegen,  so  besteht  die  Proportion  T  :  V'  =  tt  '.  a  .  WKhlt 
man  nun  zur  Einheit  der  Geschwindigkeit  die  Geschwindigkeit  der  gleich- 
förmigen Bewegung,  bei  welcher  in  der  Zeiteinheit  die  Längeneinheit  durch- 
laufen wird,  so  wird  diese  Proportion,  wenn  V  die  Einheit  der  Geschwindig- 
keit bedeutet  und  mithin  a  =  1  gesetzt,  die  Masszabl  Y :  V  aber  mit  v 
bezeichnet  wird.  Übergehen  in  v  =^  a,  d.  b.  bei  der  gleichfSrmigen  Bewegung 
iii  die  Uasszahl  der  Geschwindigkeit  die  Masszabl  der  LBuge,  welche  in 
der  Secunde  durchlaufen  wird.  Kürzer,  wenn  auch  weniger  genau,  sagt  man 
gew6bnlich:  Bei  der  gleichförmigen  Bewegung  ist  die  Geschwindig- 
keit der  Weg  des  Punktes  in  der  Zeiteinheit.  —  Besobreibt  der  be- 
wegliche Punkt  in  der  Zeit  t  den  Weg  k  gleichfSrmig  mit  der  Geschwindig- 
keit a,   so  ist  —  der  Weg,  welchen  er  in  der  Zeiteinheit  zurücklegt,   also 

—  -=  a  odei'  w  =  atf  d.  h.:  Bei  der  gleichförmigen  Bewegung  ist  der 

in  irgend  einer  Zeit  zurückgelegte  Weg  gleich  dem  Producta  aus 
der  Geschwindigkeit  und  der  Zeit. 

Ein  Punkt  bewege   sich   in  der  Linie  OS  gleichfSrmig  mit  der  Ge- 
schwindigkeit a,  befinde  sich  in  den  Zeiten  t^  und  t  respective  in  Jtf,,  und 
M  und  seien  von  dem  beliebigen  Anfangspunkte 
■*    Jf "  0   ab   gerechnet  OJlf„«=s, ,   OM=s,    diese 

Abstände  positiv  genommen  im  Sinne  der  Be- 
wegung, n^ativ  im  entgegengesetzten;  dann  ist 
3/^.1/  =  s  —  Su  der  in  der  Zeit  (  —  („  zurückgelegte  Weg  und  folglich 

s-So  =  a((-0. 
Fdr  fn  ^  0 ,  d.  li.  wenn  man  die  Zeit  von  dem  Momente  an  zSlüt,  wo  der 
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bewegliche  Punkt  den  Punkt  Slg  verlSsst,  wird  diese  Oleichnng  etwas  ein- 
iacher,  nämlioh 

s  =  Sfl  +  at, 
Sie,  sowie  die  vorige  etwas  aUgemeinero  heisst  die  Qleichnng  der  gleich- 
förmigen Bewegung.  Sie  ist  linear  und  bestimmt  den  Abstand  s  des  be- 
weglichen Punktes  31  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  0  seiner  Bahn« 
als  Function  der  Zeit  Erfolgt  die  Bewegung  im  eDtgegengesetzten  Sinne, 
so  ist  Sq  —  s  oder  —  (s  —  s^)  der  in  der  Zeit  t  durchlaufene  Weg  und 
folglich  —  (s  —  S(,)  ^  at  oder  s  —  *o  ^  ( —  a) '  die  Gleichung  der  Be- 
wegung, um  dieselbe  mit  der  vollen  in  Harmonie  zu  bringen,  muss  also 
die  Qeschwindigkeit  das  Zeichen  wechseln.  Ebenso  Dbeneugt  man  sich  leicht, 
(laas  dieselbe  Oleichong  für  positive,  wie  für  negative  Werthe  von  f  gilt  und 
dass  Überhaupt  sämmtliche  darin  vorkommende  QrOssen  Sq,  I^,  s,  t,  a  beliebige 
positive  oder  negative  Werthe  haben  kflnnen,  ohne  die  Gültigkeit  der  Gleichung 
zu  beeintrSohtigen. 

Uan  kann  die  Gleiohung  der  gleichförmigen  Bewegung  geometrisch  con- 
stroiren,  indem  man  die  Zeiten  t  als  Absdssen,  die  AbsUtnde  s  als  Ordi- 
naten  eines  ParallelcoordinatensTstems  auftragt,  wobei  man  die  Einheit  der 
Zeit  gewöhnlich  durch,  dieselbe  Lange  darstellt,  wie  die  des  Baumes.  Die 
Gleichnng  stellt  alsdann  eine  gerade  Linie  dar,  welche  durch  den  Punkt 
(^a>  k)  ^^^t  '^d  wenn  das  Coordinatensystem  rechtwinklig  ist,  so  drückt 
die  Geschwindigkeit  a  die  Tangente  der  Neigung  dieser  Geraden  gegen  die 
Axe  der  t  aus. 

§.  3.  Bei  der  verbiderlichen  Bewegung  legt  der  bewegliche  Punkt  in 
gleichen  Zeiten  ungleiche  Wege  zurück.  Man  kann  daher  nicht  von  der 
Geschwindigkeit-  einer  solchen  Bewegung  im  Allgemeinen,  sondern  nur  von 
der  Geeohwindigkeit  zn  einer  bestLnunten  Zeit  oder  an  einer  bestimmten 
Stelle  der  Bahn  reden.-  TTm  die  Geschvmidigkeit  einer  solchen  Bewegung  am 
£ude  der  Zeit  t  zu  erkennen,  denken  wir  in  diesem  Momente  alles  hinweg, 
was  die  Veränderlichkeit  derselben  bestimmt,  sodass  die  Bewegung  in  eine 
gleichförmige  übergeht  und  definiren,  wie  folgi  Bie  Geschwindigkeit 
einer  ver&nderlichen  Bewegung  am  Ende  der  Zeit  t  ist  die  Ge- 
schwindigkeit derjenigen  unveränderlichen  Bewegung,  in  welche 
die  veränderliche  Bewegung  in  diesem  Momente  übergebt,  wenn 
plötzliali  alles  hinwegfSlIt,  was  die  Terftnderlichkeit  bestimmt; 
sie  ist  demnach  der  Weg,  welchen  der  Punkt  in  der  nächsten  Se- 
cunde  zurücklegen  würde,  wenn  die  Bewegung  gleichfSrmigwürde. 

Um  den  analytischen  Ausdruck  dieser  Geschwindigkeit,  welche  im  All- 
gemeinen mit  der  Zeit  und  der  Stelle  der  Bahn  varüren  wird,  zu  finden, 
seien  (Fig.  72)  OM  •=  s  und  OM'  =-s-\-  Js  die  Abstände  des  beweglichen 
Punktes  zn  den  Zeiten  t  und  t -^  At  von  irgend  einem  festen  Punkte  0 
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der  Bahn,  sodass  3£M'  •=  A»  den  in  der  Zeit  Ai  durchlanfenen  Weg  dar- 
Etellt;  es  seien  ferner  t>  und  v-f-^v  die  Werthe  der  Oeacbwiudigkeit,  welche 
der  Punkt  za  denselben  Zeiten  besitzt  und  BcbliesBlIch  werde  Ai  berüts  so 
klein  gedacht,  dass  innerhalb  dieses  Zeitintervalls  die  Aenderung  Av  der 
Geschwindigkeit  das  Zeichen  nicht  wechselt,  d.  h.  v  selbst  während  dieses 
»Interralles  nicht  vom  Abnehmen  zum  Wachsen  oder  von  diesem  eu  jenem 
übergeht.  WUrde  nnn  der  bewegliche  Pnnkt  wfihrend  der  Zeit  At  das  einemal 
mit  der  Geschwindigkeit  v ,  das  anderemal  mit  der  Geschwindigkeit  v-^-Av 
in  der  Eichtaug  von  J(f  nach  M'  sich  gleichfönnig  bewegen,  so  w&ren  v.At 
und  («  +  Av) .  At  seine  Wege,  aber  keiner  von  ihnen  wtirde  die  mit  der 
veränderlichen  Geschwindigkeit  dnrchlaofene  Strecke  As  darstellen,  vielmehr 
wUrde  As  zwischen  .beide  &Uen,  sodass  mit  RQoksicht  auf  das  Vorzeichen 
von  Av  die  Ungleichung 

V.Af^As^{y-\-Av)At 
besteht,  aus  welcher  durch  Division  mit  At  die  folgende  entsteht: 

LSsst  man  nun  At  ohne  Ende  abnehmen,  welches  nnmittelbar  auch  die  un- 
endliche Abnahme  von  As  und  Av  nach  sich  zieht,  so  fallen  die  Grenz- 
werthe  v  and  v  -\-  Av  zusammen  und  mit  ihnen  folglich  auch  der  Greni- 

werth  —  von  —  ■    Ea  ergibt  sich  daher  durch  diesen  Grenzübergang  die 

Gleichung 

"'^  dt' 
d.  h.  die  Geschwindigkeit  einer  veränderlichen  Bewegung  am  Ende 
der  Zeit  t  ist  die  Derivirte  des  von  dem  bewegliphen  Punkte 
durchlaufenen  Baumes  nach  der  Zeit,  &.  h.  das  Element  dieses 
Baumes,  dividirt  durch  das  Zeitelement,  in  welchem  es  durch- 
laufen wird. 

Die  gleichförmige  Bewegung  ist  ein  spedeller  Fall  veränderlicher  Be- 
wegung; IVr  sie  reducirt  sich  o^e  Geschwindigkeit  auf  eine  Constante.  Die 
Gleichung   fOr  .  die  gldchfSnnige  Bewegui^;,   nXnüich  s^^s^-\-  at  liefert 

=  —  ^  a  ■  —  Aus  der  Gleichung  "  =  t^  folgt 

ds  ■—  vdt,  d.  h.  das  wahrend  des  Zeitelementes  dt  heschriebeae  Bahnelement 
da  wird  erhalten,  indem  man  die  Geschwindigkeit  v  mit  dem  Zeitelemente 
multipliarL  Nun  galt  ftlr  die  gleichförmige  Bewegung  der  Satz,  dass  der 
Weg  gleich  dem  Produete  der  Grescfawindigkeit  und  der  Zeit  ist,  für  be- 
liebige  endliche  Zeiten.    Man   sieht  daher,  dass  bei  einer   beliebigen  Be- 
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wegnng  derselbe  Satz  fOr  die  Bewegnng  während  des  Zeitelementes  gilt 
und  man  wShrend  daeselben  jede  Bewegnng  aU  eine  glsichfürmige  behan- 
deln darf. 

§.  4.    Ist  «  als   Function  der  Zeit  bekannt,  so  liefert  die  Oleichnng 
da  ■=  vdt  dnrofa  Integration  die  Gleichung  der  Bewegung,  nttmlich: 


.-/.«, 


worin  fg,  Sg  zwei  znsammengeliSrige  Specialwerthe  von  t  nnd  s  sind.  Ist 
«  als  Function  von  3  gegeben,  so  erbSlt  man  die  Oleicbui^  der  Bewegung 
unter  der  Form: 


°       J    V 


Die  Gleichung  der  Bewegung  s  =>  f{i)  kann  analog,  wie  in  §.  2.  geo- 
metriscb  construirt  werden.  Sie  stellt  eine  Gurre  dar,  die  Tangente  der 
Neig^i^  derselben  gegen  die  Axe  der  t  ist  die  Geschwindigkeit  und  ee 
gibt  mithin  das  Steigen  und  Fallen  der  Tangente  das  Wachsen  und  Ab- 
nehmen der  Geschwindigkeit  aa.  Die  Tangente  an  die  Cotto  ist  aber  selbst 
die  Linie,  welche  eine  gloichfVrmige  Bewegung  darstellt;  man  sieht  daher, 
wie  die  GeBohwindigkeit  der  verSnderUchen  Bewegung  Übereinkommt  mit 
der  Geschwindigkeit  einer  gleichförmigen  Bewegnng,  mit  welcher  sie  wSh- 
rend des  Zeitelementes  zusammenftllL 

Ist  die  Geschwindigkeit  als  Function  der  Zeit  bekannt,  so  kum  man 
dieselbe  ah  Ordinate  einer  Curve  constmiren  ftlr  die  Zeit  als  Abscisse. 
Diese  Curve  heisst  die  GesohwindigkeitBcarTe.  Für  die  gleichfSrmige 
Bewegnng  ist  sie  eine  mit  der  AbscisaeBaze  parallel  laufende  Gerade.  Der 
FiBcheniaum    dieser   CniTe,   begrenzt  von   zwei   Ordinaten,    dem   zwiscben- 

liegenden  Bogen  und  der  Absdesenaxe,  nSmlich   das  Integral  /  vdt  stellt 

die  Differenz  s  —  s^  ä.  h.  den  in  der  Zeit  (  —  tg  durchlaufenen  Weg  dar. 
§.  6.  Bisher  war  nur  von  der  Grinse  der  Geschwindigkeit  die  Bedej 
man  spricht  aber  anch  von  ihrer  Bichtung.  Unter  der  Bichtung  der 
GeBchwindigkeit  versteht  man  die  Richtung  der  Bewegung,  nSm- 
lich die  Tangente  der  Bahn  des  beweglichen  Punktes.  Bü  der 
geradlinigen  Bewegung  bleibt  mithin  die  Itichtung  derselben  fortwShrend 
die  n&mliche,  bei  der  kmnuKlinigen  wechselt  sie  von  Punkt  zu  Punkt. 
Würde  bei  der  krummlinigen  Bewe^ng  alles  plötzlich  hinwegiallen,  was 
die  Bahn  krDnunt,  se  würde  der  bewegliche  Punkt  in  der  Achtung  seiner 
Bewegnng,  d.  h.  in  der  Tangente  der  Bahn  seine  Bewegung  fortsetzen  nnd 
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dieselbe  würde  fortan  geradlinig  Bein;  würden  zugleich  aucb  alle  ümsUade 
hinwegfallen,  welche  die  Bewegung  veränderlich  machen,  so  würde  die  Be- 
wegung gleichfürmig  werden.  Der  Pnnkt  würde  alsdann  in  der  Richtung 
der  Tangente  mit  der  zuletzt  erlangten  Geschwindigkeit  aich  gleichfSnnig 
bewegen.  Uan  pflegt  aof  der  Tangente  vom  Berührungspunkte  ans  im 
Sinne  der  Bewegung  die  Geschwindigkeit  als  Länge  aufzutragen.  Von  den 
beiden  die  Qesoh windigkeit  bestimmenden  Merkmalen,  Grösse  und  Rich- 
tung, kann  jedes  für  sich  und  können  auch  beide  zusammen  onverBDder- 
lich  werden. 

Die  Yerändening,  welche  die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  im  Laufe 
der  Bewegung  nach  Grösse  und  Richtung  erleidet,  kann  man  zweckra&ssig 
durch  eine  Cnrve  darstellen,  welche  von  Hamilton,  ihrem  Erfinder,  der 
Hodograph*)  genannt  wird.  Zieht  man  nKmlich  von  irgend  einem  Punkt« 
O  aus  Radienvectoren ,  geometrisch  gleich  den  Geschwindigkeiten  des  be- 
weglichen Punktes,  so  bilden  ihre  Endpunkte  diese  Curve.  Die  Bichtangfiliniai 
der  Radienvectoren  bilden  eine  Eegelfl&che,  deren  Tangentenebenen  den 
Sohmiegungsebeuen  der  Bahn  des  Punktes  parallel  sind.  Ist  die  Bahn  eine 
ebene  Curve,  so  ist  auch  der  Hodograph  ebenj  ist  die  Bewegung  des  Punk- 
tes gleichförmig,  so  schneidet  der  Hodograph  seine  Radienvectoren  recht- 
winklig und  geht  durch  die  Abwickelung  der  Kegelflfiche  in  einen  Krel^i 
über.  In  der  Lehre  von  der  Beschleunigung  werden  wir  den  Hodographen 
ausführlicher  besprechen. 

§.  6.   Als  Beispiel  wählen  wir  die  Bewegung,  deren  Gleichung 

ist.  Für  sie  ist  d  >—  j-  i—  c,  -f-  at,  mithin  ändert  sjch  die  Geschwindigkeit  der 
Zeit  proportional  und  atellt  der  Coefficient  a  die  nach  Jeder  Zeiteinheit  erfolgte 
Aenderung  derselben  dar.  Die  Geschwindigkeitacnr^e  ist  eine  Gerade,  welche  ge- 
gen die  Aze  der  t  unter  einem  Winkel  X  geneigt  ist,  ftir  welchen  tang  1  =  a  i»t 
Die  Bewegung  heisst  die  gleichfSrmig  veränderliche  und  swar  je  nach  der  positi- 
ven oder  negativeu  BescbalFeDheit  von  a  gleichförmig  beachleunigt  oder  gleieh- 
i9rmig  veriOgert;  a  Belbst  wiid  die  Beschleuniguiig  genannt  Der  in  der  Zeit  i 
durchlaufene  Weg  ist  s  —  «„  =  i!„  t  +  ^nt*  •=  ^t(v„  +  v).  Er  wird  durch  den 
Inhalt  des  Trapeses  der  Geachwindigkeitalinie  dargestellt.  Wir  werden  sp&tet  auf 
diese  Bewegung  inrückkommen, 

g.  T.  Da  jede  Bewegung  eine  Gleichung  hat  iwisohen  e  und  t,  ho  kfiDoen 
einige  Sätze  der  aualytlaohen  Geometrie  der  Ebene  unmittelbar  in  die  Mechanik 
übersetzt  werden,  sobald  man  voranagetzt,  doss  zwei  oder  mehrere  Bewegungen 
zugleich  auf  derselben  S^n  erfolgen.  So  hat  die  Aufsuchung  der  Coordinateo 
des  Schmttpnuktes  zweier  Geraden  die  LOenng  der  mechanischen  Au^iabe  cur 
Folge ;  „Zwei  Funkte  bewegen  sich  in  derselben  Bahn,  die  Gleichungen  ihrer  gleicb- 
fOnnigen  Bewegungen  sind  e  —  to'i'''^  ^"^  *  ~  "•  +  <''i  wann  und  wo  werden 


*)  Vgl.  Hamilton,  Elements  of  Quatemioni,  London  1660,  pp.  tOO  n.  Tlä 
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■ich  die  Paukte  begegnen?"    Ist  die  Bahn  eine  in  eich  sarflokkehrende  Linie,  bq 
ergeben  sich  viele  LOHongen.    An  die  Stelle  der  gleiohßrmig&n  Bewegnngen  kön- 
nen hiebei  andere  treten,  eia.    Die  Bedingung,  das«  drei  Geraden  aich  in  einem 
Punkte  Bchneiden,  liefert  mechaniach  gedeotet 
W  -^  ?  "^^  LBgnng  der  Aufgabe:  „Drei  Pankte  bewegen 

' -H^  lieh  gleicbiSnnig  auf  derselben  Bobn,   werden 

/    >v  sie  Oberhaupt  einmal  alle   drei  iMammentref- 

fen  nnd  wann  und  wo  wird  dies  geschehen  7" 


Die  Technik  macht  hiervon  nfitsUchen  Ge- 

, ._. -^^ j,j, — ^      bionch.    Hierher  gehört  z.  B.  die  fOr  die  g»B- 

-^  ■?  ?^  Yv?  ^^     -^      phischen  Bisenbahnfohrplfine  flbliehe  Constnic- 

na.iB.  tion.     Es   sei   (Fig.   IS)    P^SSKB  die   Linie, 

deren  Ocdinaten  die  von  einem  beweglichen  Punkte  in  den  dnrch  die  AbecisBen 
angegebenen  Zeiten  dnrchlaafenen  Strecken  daratellen.  Die  Figur  leigt,  daaa  der 
Punkt  zur  Zeit  ^  =  ÄP^  von  A  abgebt,  enr  Zeit  t,  —  AP,  in  S  ankommt  nnd 
wenn  P„S  eine  Gerade  ist,  sich  gleicbfQrmig  dorthin  bewegt  hat.  Ist  SS  paral- 
lel der  Axe  der  t,  so  diüokt  dies  ans,  dose  der  Punkt  bis  «ut  Zeit  f,  ■*  AP,  in 
S  verweilt  nnd  wenn  SB  geradlinig  nnd  poiollel  P„  S  iat,  mit  derselben  Qeachwin- 
digkeit,  wie  vorher,  sieh  von  S  noch  B  bewegt  nnd  an  letcterem  Orte  tnr  Zeit 
t,  ^-  APf  ankommt.  Grosserer  Üebersichtlichkeit  wegen  kann  man  sich  anf  der 
Ordinatonaxe  die  den  verschiedenen  Zeiten  entsprechenden  Entfernungen  von  A  aus 
abtragen,  sodaei  diese  Axe  die  geradlinig  auigestreckte  Bahn  des  Punkte«  dar- 
stellt. Die  Figur  zeigt  weiter,  doss  ein  anderer  Punkt  lur  Zeit  t„'  —  AP„'  den 
Ort  B  verlaset  nnd  noch  A  inrflckkehrt,  znr  Zeit  tg—APi'  dem  entereu 
Punkte  in  E  begegnet,  hierauf  zur  Zeit  e,'  »  A  P,'  in  S  eintrifft,  am  nach  einem 
Verweilen  von  ^'  —  i,"  —  P,'  p,'  in  S  sur  Zeit  tj  —  AF^'  in  Ä  anzulangen.  Die 
Meignug  der  Strecken  BS,  SP,  gegen  die  Axe  der  t  gibt  die  Oeechwindigkeit 
der  Bewegung  des  zweiten  Punktes  an.  Zugleich  lehrt  die  Figur  die  Orte  lu  be- 
etimmen,    an  welchen  beide  Punkte  %a  derielben  Zeit  sich  befinden. 

§.  8.  unter  der  mittleren  Geschwindigkeit  der  TflrSnderlichen  Be* 
wegnng  oineB  Punktes  w&hrwd  der  Zeit  i  —  (q,  wBhrend  welcher  er  den 
Raum  s  —  a^  durchlftnft,  Tersteht  man  die  conetante  Oeechwisdigkeit,  mit 
welcher  er  in  derselben  Zeit  denselben  Banm  durchlaufen  vrUrde.  Ist  da- 
her V   diese  mittlere  Geschwindigkeit,  so  besteht  die  Gleichung: 

sc- f.)'-"-!.- 

Sei^t  man  in  diese  Gleichung  die  Werthe  fUr  s  —  Sf,  aus  §.  4.  ein, 
so  erhKlt  man,  falls  v  als  Function  von  t  oder  s  bekannt  ist,  die  Formeln. 


Stellt  (Fig.  74)  die  GeschwindigkeitscurTe  dar,  so  drUckt  der  Flfichen- 
raum  derselben,  welcher  über  der  Basis  t  —  tg  steht,  den  Weg  a  —  Sq 
ans  und  ist  folglich  die  mitÜere  Geschwindigkeit  die  Höhe   eines  It«cht- 

SCHILL,  UfBhulk.      I,  18j-~  T 
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ecks  von  derselben  Baeis,  dessen  Fläche  gleich  diesem  Fldchenraume  ist  — 
Igt  V  •—  f({),  schaltet  man  zwischen  t^  nn<3 
t  in  gleichen  Intervallen  anfeinanderf eigen d 
die  Werthe  t^,  (j,  (j, . . .  t,_i  ein  nnd  bildet 
das  arithmetische  Mittel  aus  den  den  Zeit- 
werthen  ig,  f,  ...  f. _ i  entsprechenden 
Werthen  f{Q,  /■((,),  f(Q  . . .  /■((,  _ ,)  der 
Qeschwindigkeit,  nSmliofa  die  CtrSsse 


fii. 


V« 


I». »,  -  [/■  (<•)  +  /■(',)  +  •■■■  +  f(>,  - .)] , 

so  geht  dieselbe  in  der  Grenze  fOr  wachsende  n  und   abnehmende  Zeitin- 
tervalld  in  die  mittlere  Geschwindigkeit  Über.    Denn  aas  den  Gleichungen 

/^  —  (j,  =  (j  —  (,  =  fj  _  (^ =  (  —  ji„_ ,  =  ä, 

welche  die  Gleichheit  der  Zeitintervalle  ansdrttcken,  folgt, 

t  —  l^^nd, 
und  indem  man  hieraus  den  Werth  tut  n  entnimmt  nnd  in  den  Ausdruck 
des  arithmetischen  Mittels  einftihrt,  nimmt  dies  die  Gestalt 


77  W'.) +  /■(',) +  ---  +  rt'.^.)l 


an  und  sein  Grenzwerth  ist   daher  nach  der  Definition  des  bestimmten  In- 
tegrales 


rh/«')"'' 


wie  oben. 

§.  9.  Projicirt  man  einen  in  Bewegung  begriffenen  Punkt  M  durch 
einen  Stral  oder  auch  durch  eine  Ebene  nach  irgend  einem  besünunten 
Gesetze  jeden  Augenblick  auf  eine  feste  Gerade  als  Ase,  so  besitzt  die 
Projection  m  desselben  eine  Bewegung,  deren  Natur  von  der  Bewegung 
jenes,  der  Lage  der  Axe  und  dem  Gesetze,  welchem  die  Projection  unter- 
worfen ist,  abfaSngt.  Die  Bewegung  der  Projection  eines  Punktes 
anf  eins  Axe  wird  auch  die  Projection  der  Bewegung  desselben 
auf  diese  Axe  genannt;  ihr  gegenüber  mag  die  projicirte  Bewegung  die 
Hauptbewegung  heissen. 

Ist  MM'  =  ds  (Fig.  75)  das  im  Zeitelemente  dt  von  M  beschriebene 
Wegelement,  so  ist  seine  Projection  mm  =  dx  das  in  demselben  Zeitele- 
mente von  m  anf  der  Axe  durchlaufene  Element;  es  sind  mithin  nach  §.  3. 
äs  dx 


'  dl' 
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die  Oeeobwindigkeitea   der  Kanptbewegang   uod   der   Projectionabewegnng 

zur  Zeii  f.    Zwischen  den  Elementen  äs  und  dx  besteht  aber  vermöge  des 

Gesetzes  der  Projection  eine  Abhängigkeit  und  in 

Folge  dieser   wird  ancfa  v^  von  v  AbhSsgig.    Für 

rechtwinklige  Projectioaen  ist,  wenn  a  den  Winkel 

bezeichnet,    welchen   die  Tangente   der  Hauptbahn 

im  Sinne  der  Geschwindigkeit  v  genommen  mit  der 

Flg.  75.  Äxe  im  Sinne  von  Vx  bildet: 

dx  ^  äs .  coa  a . 

Hierdurch  wird 

ds 
f «  =  —  coB  K  =  r  cos  a. 

Für  schiefwinklige  Frqjectionen  wird  cos  a  durch  eine  andere  Winkel- 
fnncüon  vertreten,  welche,  wie  der  Cosinus  fOr  die  rechtwinklige,  das  Ge- 
setz des  schiefen  Projicirens  darstellt.  In  beiden  Fällen  aber  ergibt  sich, 
wenn  man  die  Geschwindigkeit  der  Hauptbewegung  auf  der.  Tangente  der 
Hauptbahn  vom  Berührungspunkte  ans  auftragt,  daas  die  Geschwindig- 
keit der  Projectionsbewegnng  gleich  der  Projection  der  Ge- 
schwindigkeit der  Hauptbewegung  auf  die  Äie  ist.  Auch  kann 
man  folgendermaBsen  schliessen ,  um  zn  diesem  Satze  zu  gelangen.  Die 
AbstBnde  s  und  x  der  Punkte  M  und  m  von  beliebigen  Anfangspunkten 
Mf„  fftg  auf  der  Hauptbahn  und  der  Projectionsbahn  sind  Functionen  der 
Zeit '.  Statt  x  als  unmittelbare  Function  von  t  anzusehen,  kann  man  diese 
Grösse  zunSchst  als  Function  von  s  und  durch  dieses  mittelbar  als  Func- 

dx       dx  ds 

tiOD    von   t   betrachten.     Dadurch  erbftlt  man    —  •=  --  ■  —  und  folglich 

dl       ds  dt 
dx 

%.  10.  Projiciren  wir  die  Bewegung  des  Punktes  Jlf  auf  drei  recht- 
winklige Coordinatenaxen ,  so  stellen  die  Coordinaten  x,  y,  z  des  Punktes 
M  die  AhstSnde  Beiner  Projectionen  m,,  m^,  m^  auf  diese  Aien  vom  ür- 
apronge  0  dar  und  sind  ebenso,  wie  der  Abstand  s  des  Punktes  M  auf  seiner 
Bahn  Ton  irgend  einem  Anfangspunkt  auf  derselben  gerechnet,  Functionen 
der  Zeit.  Dann  bestehen,  wenn  die  Winkel  a,  ß,  y  die  Neigungen  der 
Tanifente  der  Haupthahn  gegen  die  Aien  bezeichnen,  für  die  Geschwindig- 
keiten ff,  i^ji,  Vi  der  drei  Projectlonabewegungen  auf  den  Aien  die  Glei- 
chungen 

dx  dy  dt 

^'^dl\    ""'^df'    ^'~dt 

v,  ES  V  cos  a,    v^  =  V  coa  ß ,    t\,  =  r  cos  ji . 
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Es  etellen  mitbin  die  ersteo 'Derivirten  der  Coordinaten 
des  beweglichen  Punktes  in  Bezng  &af  die  Zeit  die  Geschwin- 
digkeiten der  drei  Projectionsbewegnngen  anf  den  Coordinaten- 
aien  dar  uv^  aind  gleich  den  Projectionen  der  Gescbwindigkeit 
der  Hanptbewegung  auf  diese  Äsen. 

Da  die  ■  Quadratsunune  der  drei  Projection^  einer  Strecke  anf  drei 
reobtwmklige  Aien  gleich  dem  Quadrate  der  Strecke  selbst  ist,  so  folgt 

V*    -■    Vi?    +    Vy'    +    *,*  . 

Es  ist  daher  die  Geschwindigkeit  der  Hanptbewegnng  die 
Diagonale  des  tlber  den  Geschwindigkeiten  der  drei  Projections- 
bewegnngen anf  drei  rechtwinklige  Axen  construirten  Paral- 
lelepipeds  d.  h.  die  geometrische  Summe  derselben. 

Endlich  erh&lt  man  noch  fQr  die  Richtung  der  Geschwindigkeit 
'     cos «         coB  ^         cos  y  1 

Vx  Vy  V,  V 

An  diese  Formeln  schlieseen  sich  die  folgenden  Hauptaufgaben  Über 
die  Gescbwindigkeit  an,  welche  mit  Hfllfe  derselben  zn  ISsen  sind; 

1.  Wenn  die  Coordinaten  des  beweglichen  Punktes  als  Functionen 
der  Zeit  gegeben  sind,  die  Geschwindigkeiten  der  drei  Projectionsbew^piu- 
gen,  die  Geschwindigkeit  der  Hauptbewegung,  ihre  Ricbttmg  und  die  Be- 
schaffenheit der  Hauptbahn  zu  finden. 

2.  Wenn  die  Geschwindigkeiten  der  drei  Projecüonsbewegungen  als 
Functionen  der  Zeit  gegeben  sind,  die  Coordinaten  dos  beweglichen  Punk- 
tes und  dessen  Bahn  zu  finden. 

3.  Wenn  der  Bogen  5  der  Hauptbahn  als  Function  der  Zeit  gegeben 
und  die  geometrische  Beschaffenheit  der  Bahn  bekannt  ist,  die  drei  Pro- 
jectionsbewegungen  zu  bestimmen. 

Ist  die  Bahn  der  Hanptbewegnng  eine  ebene  Gurre,  so  rereiniachen 

sich  die  Formeln.    Kimmt  man  nämlich   die  Ebene  derselben  zu  einer  der 

Coordinatenebenen,  z.  B.  zur  xy-Ebene,  so  erhalt  m&n 

de 
r  =  0,  —  =  0,  cos  y  =  0,  coB  (S  =  sin  o, 


«  =  ^..    ^v 


=^.-=(S)"+efT.'-=^ 


§.  11.  Projicirt  man  einen  beweglichen  Punkt  M  durch  einen  Stral 
anf  eine  Ebene  t,  so  wird  die  Bewegung  seiner  Projection  ft  die  Projec- 
tion seiner  Bewegung  auf  diese  Ebene  genannt.  Sind  die  Frojectionen 
rechtwinklig,  so  besteht  zwischen  den  Geschwindigkeiten  v  und  v»  der  Haupt- 
bewegung und  der  Projectionsbewegung  die  Gleichung  v,  ^  ii  cos  y,  wann 
der  Winkel  f  die  Neigung  der  Bogenelemente  ds  und  da  beider  Bahnen, 
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oder  also  die  Neigung  der  Tangente  der  Hauptbahn  gegen  die  Projectiona- 
ebene  darstellt. 

Projicirt  man  die  Bewegtmg  aaf  die  Coordinatenebesen  eines  recht- 
winkligen Coordinstensysteme  der  x,y,  b  und  bezeichnen  a,  ß,  y  die  Nei- 
gaugen der  Tangente  der  Hauptbahn  gegen  die  Coordinatenaxen,  so  sind 
deren  Neigungen  gegen  die  Ebenen  der  9^,  'x,  x's  die  Complemente  zu 
a,  ^,  y  und  folglich  die  Geschwindigkeiten  Vy,,  t),,,  Vz^  der  drei  Projec- 
tionsbe  w  egnngen 

"r»  =  *  Bin  «,  v,g  =  V  an  ß,  v^^  ^  t>  sin  }>. 
Zwü  der  Projectionsbewegungen  genügen,  um  die  Maaptbewegung 
zn  bestimmen.  Sind  die  Projectionsbewegungen 
fdr  die  drei  Aien  gegeben,  eo  können  die 
ProJecÜonebewegongen  ftlr  die  Ebenen  gefun- 
den werden  und  umgekehrt  kann  man  aus  je- 
der Projectionsbewegnng  fdr  eine  Ebene  die 
beiden  Projectionsbewegungen  für  die  beiden 
in  dieser  Ebene  liegenden  Axen  finden.  Das 
Detail  dieser  Betrachtungen  ergibt  sich  leicht 
Kit.  T«.  a»«  ^8-  76. 

§.  12.  Ale  Beispiel  eu  den  vorstehenden  Lehren  wUiIen  wir  suD&chet  fol- 
gende Aufgabe. 

Ein  Punkt  M  bewegt  sich  mit  coastanter  Oeschwindigkeit  t>  —  a 
»uf  dem  umfange  eines  Kreises,  welches  ist  die  Beschaffenheit  der 
Projeotion  seiner  Beweguiig  auf  irgend  eine  in  der  Ebeoe  des  Krei- 
ses liegende  Axe,  %.  B.  auf  einen  DuTohmeBser  des  Kreises? 

Es  seien  J>fg ,  3f  die  Lagen  des  beweglichen  Punktes  eu  den  Zeiten  t  —  0 
und  t  »  t  und  werde  die  Bewegung  auf  den  durch  M^  gebenden  Durchmesser 
M^M,  prcgicirt.    Der  in  der  Zeit  t  durchlaufene  Bogen  M^M  —  1  ist 

g  o.  at  —  r^, 
wenn  r  den  Radius  des  Kreises,  ^  den  zu  JfoJtf  gehörigen  Centriwinkel  bezeich- 
net.   Der  Weg  der  Projection  tn  in  der  Zeit  t  ist 

j|f,m  _o»r  —  rcoa^i 
und  der  Abstand  vom  Mittelpunkte,  u&mKch 


Aus  der  Gleichung  at »  r^  folgt,  wenn  a  :  r  ^  a  ge- 
setzt wird,  y  ~>  (of  und  hiemit  wird 

7  g  ^^  tait,   ai'-r  cofl  mt,    a  •=  r  —  a:. 

Die  Geschwindigkeit  der  Frojectionsbewegung  ist, 
positiv  im  Sinne  M^  C  gerechnet: 


dt 
Zu  deriell>en  Fonnel  ftlhrt  auch  der  Sati  t 


V  cos  a  (}.  8.).    Denn  der 
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Winkel  a,   den  die  Tangente  in  M  mit  der  Projectionaue  bildet,   ist  ^x  —  ip, 
folglich  wird  Vx  ='  a  eia  ip  ^=  rm  sin  tat. 

Die  Oteicbaogen  x  =^  r  coa  mf,  Cx  =■  roi  bId  ot  gebon,  soweit  nur  die  Orte 
und  Geschwiadigkeiteu  des  PnokteB  m  in  Frage  kommen,  vollständigen  Äufkchlusa 
übet  die  Natnr  der  ProjectioDabewagong.  Sie  zeigen,  dus  dieselbe  in  Bezug  auf 
beides  periodiBch  ist{  der  Punkt  m  osdllirt  twiechen  den  Orenzlagen  V,  und  M^. 
Den  Hittelpnnkt  C  des  Kreises  passirt  er  zu  den  Zeiten  (,  für  welche  x  —  0,  d.  h. 

.,_!,,  1.,   !.,...?5i'. 

wird,  nämlich  zu  den  Zeiten 


in  Jtfg  be&ndet  er  sich  zn  den  Zeiten,  f9r  welche  x  =•  r  wird;  dieselben  ergeben 
sich  durch  die  Bedingung  t»t  =>  0,   2«,  4x,  .  .  .  2nx,   nämlich 


i  M,  ist  er  zu  den  Zeiten 

,_(ü 


Die  Zeiten,  welche  zwischen  zwei  aufeinonderfolgendeD  Lagen  Jf, ,  oder  Jf,  rer- 
Biessen,  sind  gleich  gross,  lüLmlich  T^  — -und  doppelt  so  gross,  als  die  Zeiten, 
welche  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Lagen  C  liegen. 

Die  Qeecbwiudigkeit  Vx  wird  Null  in  den  Lagen  ^g,  M^  und  erreicht  ihr 
Maximum  r<o  ^  a,  sobald  der  Pnnkt  den  Mittelpunkt  Opassirtj  sie  wächst,  wUk- 
lend  er  von  M,  bis  O  geht,  nimmt  hierauf  bis  zn  Null  ab,  während  er  der  Oreuz- 
lage  Jf,  zneilt,  wechselt  hierauf  ihren  Sinn  und  wächst  im  Negativen,  während 
er  nach  C  zurückkehrt  und  verschwindet  wieder,  sobald  er  die  andere  Qrenzlage 
Jfo  erreicht. 

Trügt  man'  vx  als  Ordinate  zu  x  als  Äbscisse  auf,  so  bilden  die  Endpunkte 

der  Ordinaten  eine  Ellipse,  deren  Qleiohung  —^  +  ,■'  ,  =  1  aus  den  Gleichun- 
gen für  X  und  Dz  durch  Elimination  von  t  entspringt.  Die  Grasae  m,  welche  hier 
auftritt  und  mit  deren  Hülfe  die  Geschwindigkeit  a  durch  die  Gleichung  o  >—  rn 
anagedrjickt  wurde,  stellt  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  M  dar,  ftlr  den  Fall, 
dosB  der  Kreis  die  Einheit  als  Radius  besitzt.  Man  nennt  sie  Winkelgeschwindig- 
keit der  gleicharmigen  Kreisbewegung. 

Die  Zeit  T  =  ^  heisst  die  Oscillationedauer  der  Projectjonsbewegung.  Sie 
ist  unabhängig  vom  Radius  r  des  Kreises  nnd  hängt  nur  von  der  Winkelgeachwin- 
digkeit  ab.  Die  Entfernung  M^M^  ^^  2r  heisst  die  Oscillationaamplitnde;  sie  ist 
ohne  Einflnas  auf  die  Oscillationedaner  und  alle  Bewegungen,  deren  Gleichung 

fQr  die  verschiedenen  Werthe  r  iat,  haben  dieselbe  Oscillatiousdaner. 

§.  13.    Als  weitere  Beispiele  dürften  sich  zur  Behandlung  folgende  empfehlen. 

1.  Ein  Punkt  bewegt  sich  gleichförmig  auf  einem  Kreise;  seine  Bewegung 
wird  auf  eine  Ebene  projicirt,  welche  gegen  die  Ebene  des  Kreiset  geneigt  ist, 
man  soll  die  Frojectionibewegung  hinsichtlich  der  Geschwindigkeit  untetanohen. 
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2.  Die  Frojectionea  einer  ebenen  Bewegung  Bind  gegeben  dnrcb  die  Qleicbun- 
gen  X  ^^  a  coa  xt,  y  =-  &  sin  xt,  man  soll  beatimmen:  a)  die  Bahn,  b)  die  Projeo- 
tioaen  der  QeHchwindigkeit,  c)  die  Oeschwindigkcit  selbst  und  ihre  Richtong. 

3.  Welche  Bewegung  ist  durch  die  Qleichiingeii  sf  =•  6(,  y  >=  ieC,  welche 
durch  x-=it,  g  '=  b  am  *t  diirgestellt? 

4.  Ein  Funkt  bewegt  sich  auf  einer  gemeinen  BchTaubenlinie  gleiobßJnnig, 
seine  Bewegung  wird  auf  drei  rechtwinklige  Äzen,  nämlich  iwei  Dnrchmcsser  des 
Baaiskreisea  and  die  Schraubenaxe  projicirt,  welches  siad  die  Gleichungen  seiner 
FiojeotionabewegoDgen  und  die  Geschwindigkeiten  derselben?  Welches  sind  die 
Projectionen  der  Bewegung  auf  die  Ebenen  der  drei  Axen? 

G.   Dieselbe  Au^abe  fBr  die  gleichförmige  Bewegung  auf  der  Kegelloiodrome. 

§.  14.    Der  Begriff  der  Geschwindigkeit  ist  einer   Verallgemeiuerang 

fXfaig.    Die  Qoschwindigkeit  eines  Punktee  zur  Zeit  t  ist  der  Quotient  ■— 

der  im  folgenden  Zeitelemente  dt  erfolgenden  Aendemng  ds  des  Weges  s 
durch  das  Zeitelement.    Ebenso  kann  man,    wenn  u  irgend   eine  mit  der 

digkeit  der  GrSsse  u  nennen.  So  redet  man  von  der  Aendemngsgescbnin- 
digkeit  eines  Winkels,  eines  Sectors  etc.,  Geschwindigkeiten,  von  denen 
wir  am  geeigneten  Orte  dieses  Buches  ausführlicher  handeln  werden. 

§.  16.  Ein  Punkt  besitze  zwei  Bewegungen;  vermdge  der  ersten  allein 
wUrde  er  eine  continuirliche  Punktreibe  m,  m\  ni' ...  durchlaufen;  diese 
Punktreihe  gehSre  aber  einem  System  an,  welches  selbst  in  Bewegung  be- 
griffen ist  und  an  dessen  Bewegung  die  Punktreihe  Theil  nimmt.  Der  be- 
wegliche Punkt  erlangt  dadaroh  die  zweite  Bewegung,  welche  in  jedem 
Augenblicke  dieselbe  ist,  wie  die  Bewegung  des  Systempnnktea ,  mit  wel- 
chem er  eben  zusammentrifft.  Dabei  kaim  das  System,  in  welchem  der 
Punkt  die  erste  Bewegung  ausfuhrt,  nnverKnderlioh  oder  auch  verftnderlich 
sein,  sodass  die  Punktreihe  m,  m',  m"  . . .  im  absoluten  Räume  entweder 
blos  fortgeführt  wird  oder  zugleich  auch  ihre  Gestalt  ändert.  Jene  Punkt- 
reihe heisst  die  relative  Bahn  des  beweglichen  Punktes  im  System  und  die 
erste  Bewegung  aeise  relative  Bewegung  is  Bezug  auf  dieses;  sie  combi- 
nirt  sich  mit  der  Bewegung  des  Systems  und  bildet  die  absolute  Bewegung 
des  Punktes.  Dnrcb  die  Bewegung  des  Systems  beschreibt  die  Pnnktreihe 
eine  Flache  im  absoluten  Baom,  welche  der  Ort  aller  Punkte  ist,  mit 
welchen  der  bewegliche  Punkt  während  seiner  Bewegung  überhaupt  zu- 
sammentreffen kann;  anf  dieser  Fläche  liegt  daher  auch  seine  absolute  Bahn. 
Dieser  Vorgang  lägst  aber  noch  eine  andere  Auffassungswmse  zu,  welche 
auf  der  Vertaasohbarkeit  beider  Bewegungen  beruht.  Ein  Punkt  m  von 
der  Punktreihe  m,  m,  m"  . . .  beschreibt  vermSge  der  Bewegung  des  Systems 
eine  andere  Punktreihe  i*,  (*,  fC . .,,  ebenso  beschreibt  m'  eine  andere,  m" 
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eine  dritte  q.  b.  f.  Kb  steht  nichtB  im  Wege,  clieBe  Bewegung  des  Punk- 
tes m  als  eine  relative  Bewegung  in  einem  Systeme  anzusehen,  welclies 
selbst  in  Bewegung  begriffen  ist  und  durch  seine  Bewegung  die  Pvnkt- 
reihe  p.',  (i",  ft" . . .  in  die  tlbrigen  Punktreihen  ftberfUhrt  Dadurch  wirf 
diese  Pnnktreihe  dieselbe  Fl&che  beschreiben,  welche  vorher  die  Beihe  m, 
m',  m" . . .  beschrieb,  und  der  bewegliche  Punkt  durchlauft  dieselben  ab- 
soluten Orte  auf  dieser  FlHche,  wie  früher.  Der  ganze  Unterschied  zwischen 
dieser  Auffassung  und  der  vorigen  besteht  darin,  dass  dort  die  Reihe  m, 
m',  m"  . . .  die  relative  Bahn  war,  welche  der  Punkt  in  Folge  der  ersten 
Bewegung  beschrieb  und  die  Systempunkte,  mit  welchen  er  zusammentraf 
vermöge  der  zweiten  Bewegung  Punktreiben,  wie  ft,  f*', , . ,  durchliefen, 
während  hier  die  Reihe  n,  (i,  ft"  . . .  relative  Bahn  ist  und  durch  die  zwdte 
Bewegung  der  Punkt  getrieben  wird,  sie  zu  beschreiben,  ihre  Punkte  aber 
vermöge  der  ersten  Bewegung  Punktreihen,  wie  m,  m,  m" . . .  durchlaufen. 
Die  erw&hnte  FlScbe  ist  der  Ort  beider  Arten  von  Funktreihen,  welche  Bicb 
gegenseitig  auf  ihr  durchschneiden,  sodass  jeder  Punkt  der  absoluten  Bahn 
des  beweglichen  Punktes  der  Darchschnittspunkt 
einer  Reihe  der  ersten  und  einer  Beihe  der  zweiten 
Art  ist. 

Es  sei  nun  M  (Fig.  78)  der  Ort  des  beweg- 
lichen Punktes  zur  Zeit  t;  wir  ziehen  durch  ihn 
die  Curve  (m),  die  relative  Bahn  und  die  Cnrre 
(fi),  die  Bahn  des  Systempunktes  fi,  der  eben  mit 
m  zusammenföllt,  so  wie  die  absolute  Bahn  (if) 
*'«''*■  und   legen  an   diese   drei   Cnrven   die   Tangenten, 

welche  die  Bogenelemente  Mm',  M(i,  MM"  derselben  enthalben  und  alle 
drei  in  die  Tangentenebene  im  Punkte  M  der  obenerwähnten  Fl&che  fal- 
len. Diese  Tangenten  sind  die  Richtungen  Jer  Geschwindigkeiten  der  rela- 
tiven Bewegung,  der  Bewegung  des  mit  M  zusammenfallenden  Systems- 
punktes  n  und  der  absoluten  Bewegung,  die  wir  mit  v^,  v^  nnd  v  bezeichnen 
und  als  Längen  MV^,  MV^,  MX  a^f  ihnen  aufgetragen  denken.  Die  ab- 
solute Bewegung  des  Punktes  M  geht  aus  den  beiden  andern  hervor,  ihre 
Geschwindigkeit  wird  daher  die  Resultante  der  Geschwindigkeiten  jener, 
nSmlich  der  Geschwindigkeit  der  relativen  Bewegung  und  der  Bewe^^ung 
des  Systempnnktes  genannt;  diese  selbst  heiasen  ihre  Componenten.  Da  die 
drei  Geschwindigkeiten  erhalten  werden,  indem  wir  die  drei  Bogenelemente 
durch  das  Zeitelement  dividiren,  so  folgt,  dass  sie  diesen  Bogenelementen 
proportional  sind,  sodass 

Vj      Vf     p 

Mm  ~  ll^  "MM' 
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Verbiuden  wir  daher  die  Endpunkte  7,,  F,  7,  durch  die  Geraden 
FiF,  V^V,  Bo  folgt,  daaa  das  Viereck  JlfF,  FF»,  in  welohem  die  in 
M  znsammenBtoBsenden  Seiten  und  Diagonale  die  drei  Oesohwindigkeiten 
der  relativen  Bewegung,  der  Bewegung  des  SystempnokteB  und  der  abeo- 
luten  Bewegung  darstellen,  dem  verschwindend  kleine  Vierecke  MvtM'(i 
ähnlich  in  Khulicher  Lage  ist.  Beide  Vierecke  sind,  weil  sie  in  die  Tan- 
gentenebene  der  Fläche  fallen,  ebene  Figuren,  und  da  das  Viereck  der 
Bogenelemente  als  Parallel ogramm  verschwindet,  weil  im  Moment  des  Zu- 
sammenfaUens  der  Curyen  Mm'm"  . . .  und  (i  M' . . .  alle  Punkte  der  einen 
in  die  entsprechenden  der  andern  gleichzeitig  zurOcktreten ,  mithin  diese 
Curren  als  parallel  anzusehen  sind,  so  folgt,  dass  »nch  das  Viereck  MViVV, 
ein  FarallelogFamm  ist. 

Hieiaua  ergibt  sich  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  ganze  Betrachtung 
auch  mit  Zugrundelegung  der  ohenerw&hnten  zweiten  Auffassungs weise  der 
Bedeutung  beider  Bewegungen  unverändert  ebenso  durohgefllhrt  werden 
kann,  also  der  Unterschied  der  Bedeutung  der  Bewegungen  keinen  Einfluss 
"  auf  das  Endresultat  bat  und  folglich  nicht  in  den  Wortansdruck  desselben 
aufgenommen  zu  werden  braucht,  der  folgende  unter  dem  Namen  des  Satzes 
vom  Parallelogramm  der  Geschwindigkeiten  bekannte  Satz: 

Die  Resultante  zweier  gleiohzeitigen  Geschwindigkeiten 
eines  Punktes  wird  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  durch  die 
Diagonale  des  Parallelogramms  dargestellt,  welches  aus  jenen 
beiden  Geschwindigkeiten  als  Seiten  construirt  werden  kann, 
oder  kürzer:  sie  ist  die  geometrische  Summe  derselben. 

Umgekehrt  Ist  die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  aequiva- 
leiit  je  zwei  andern  gleichzeitigen  Geschwindigkeiten  desselben, 
welche  geometrische  Summanden  derselben  sind. 

Zur   Auflösung   aller  die   Zusammensetzung  zweier    Geschwindigkeiten 

zu  ihren  Resultanten  und  die  Zerlegung  einer  Geschwindigkeit  in  zwei  Com- 

ponenten  betreffenden  An^ben  dient  das  Dreieck   MVY^,  dessen  Seiten 

»i,  Vj,  V  sind.    In  demselben  ist  insbesondere 

a          ,   ,      ,   ,    „                -       ,      sin  BD,        sin  Vf.        sincit^ 
»*  =  «1*  +  V  +  2f,t>,.C0B(p,Pg),     -^ —' ^. 

Als  specieller  Fall  des  allgemeinen  Satzes  verdient  Erwähnung,  dass, 
wenn  die  Geschwindigkeiten  dieselbe  Richtung  besitzen,  ihre 
Resultante  gleich  ihrer  Summe  oder  Differenz  ist,  je  nachdem 
sie  übereinstimmenden  oder  entgegengesetzten  Sinnes  sind,  und 
dass  ihre  Resultante  verschwindet,  wenn  sie  entgegengesetzt 
gleich  sind.    Ferner: 

Entgegengesetzt  gleiche  Geschwindigkeiten  können   einem 
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Punkte  beliebig  ertheilt  oder  entzogen  werden  ohne  Einfluss  anf 
seine  Bewegung. 

§.  16.  BBBitxt  ein  Funkt  drei  Bewegungen,  sodass  ei  vermfige  der 
ersten  eine  contiouirliche  Punktreihe  durchlaufen  würde,  aber  in  einem 
System,  welches  seihst  eine  zweite  Bewegung  besitzt,  an  welcher  jene  Poukt- 
reibe  TheU  nimmt  und  zwar  in  einem  weiteren  Systeme,  welches  einer  drit- 
ten Bewegung  unterworfen  ist,  so  ergibt  sich  die  Geschwindigkeit  seinei 
abeoluteu  Bewegung  als  die  Resultante  der  drei  Geschwindigkeiten,  welche 
er  einzeln  durch  diese  drei  Bewegungen  erlangt  mit  Hülfe  der  Diagonale 
des  Über  jenen  Geschwindigkeiten  construirten  Parallel- 
epipeds.  Denn  die  Geschwindigkeiten  f,,  v,  (Fig.  79.}, 
welche  von  den  beiden  ersten  Bewegungen  berrUhrsu, 
sind  zusaromen  aequivalent  ihrer  Resultante  «',  welche 
die  Diagonale  des  Parallelogramms  über  iij,  «|  ist,  und 
v  liefert  mit  v^  die  Resultante  f  als  die  Diagonale  des 
Parallelepipeds  über  t>,,  v,,  v,.  (Parallelepiped  der 
Geschwindigkeiten.) 
Wegen  der  Znsammensetzung  der  Gescfawindigkfuten  nach  dem  PanJ- 
lelogramm,  sind  alle  Folgerungen  der  Streckentheorie  I.  Th-,  Gap.  I  la- 
ISssig.     Daher  der  allgemeine  Satz: 

Die  Resultante  von  beliebig  vielen  Geschwindigkeiten  eines 
Punktes  ist  die  geometrische  Summe  der  einzelnen  Geschwin- 
digkeiten.   (Polygon  der  Geschwindigkeiten.) 

§.  17.  FUr  die  Zerlegung  einer  Geschwindigkeit  v  in  drei  Componeu- 
'  teif  Vxi  Vy>  ''i  parallel  drei  rechtwinkligen  Coordinatenaxen  der  x,  y,  i, 
sowie  umgekehrt  für  die  Zusammensetzung  der  letzteren  zu  ersterer,  ala 
ihrer  Resultanten,  treten  die  Formeln  des  §.  10.  in  Kraft,  denn  die  Compo- 
nenten  sind  nichts  anderes  als  die  Projectionen  von  v  auf  die  Axen  oder 
auf  Gerade,  welche  ihnen  parallel  laufen. 

Die  Zusammensetzung  der  Geschwindigkeiten  ii^,  c^, . . . .  v.  eines  Punk- 
tes, welche  mit  den  Coordinatenaxen  die  Winkel  " 

(«,  Ar,),  («.?,)'.)■■■■(■■.?.)•.) 

bilden,  erfolgt  nach  1.  Tbl.,  Cap.  I,  §.  9.  und  liefert  zunächst  die  Sommen 

X  =  JSf,  cos  «*,      Y='£vnaosß^,     /  ■==  i«i,  cos  y,, 
und  mit  ihrer  Hülfe  die  Resultante 


I  für  deren  Richtungswinkel  a,  b,  c  die  Gleichungen 

cos  a  cos  6  cos  c  1 

"T"  f  Z  b' 
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Fallen  die  Geachwindigbeiten  ^le  in  dieselbe  Ebene,  Eo*gelten  fOr  diese 
als  ;cjf' Ebene  die  ein&cheren  Formeln 


^  1 .   Ein  Punkt  M  bewege  sit 

''y^V  '^'>\L^       Ebene    und   seien  (Fig.  80a)  t 

^jt  ^^^^         Polarcoordinaten;   aeine   Gesch' 


§.  18.  Wird  die  Bewegung  anf.eine  Ebene  projicirt,  so  folgt  daraas, 
dasE  die  Projection  einea  geschloBBenen  Polygons  anf  eine  Ebene  wieder 
ein  geschlossenes  Polygon  ist,  dasa  die  Resultante  aus  den  Projectionen  der 
Geschwindigkeiten  eines  Pnnktes  auf  eine  Ebene  gleich  der  Projection  der 
Besnltanten  auf  diese  Ebene  ist. 

§.  19.  Die  in  §.  9  und  10  behandelten  Projectionen  der  Geachwindig- 
teit  auf  Axen  und  Ebenen  sind  Oomponenten  derselben,  welche  ans  Zer- 
legungen entspringen,  auf  welche  der  Gebrauch  des  Parallelcoordinaten- 
Systems  hinführt.  Andere  Zerlegungen  werden  durch  die  Polarcoordinaten- 
syateme  veranlasst,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen. 

Ein  Punkt  Jlf  bewege  aich  in  einer 

'  seine 

aeine   Geach windigkeit 

'=^ «  =  Jf  F  soll  in  zwei  Componenten  zer- 

^^  *"■  legt  werden,  von  denen  die  eine  v,  =  3f  Ä 

die  Richtung  des  BadiuSTectors  beaitzt,  die  andere  v^  ■=  Jf  T  senkrecht  zu 
ihm  iet.  Das  Zerlegungsrecbteck  gibt  zun&chst,  wenn  u  den  Winkel  bedeutet, 
welchen  die  Tangente  der  Bahn  mit  dem  Radiusvector  bildet, 

y,  -=  «  cos  a,  V»  '=  V  sin  a. 
Die  Hilfsfigur  (Fig.  60b)  zeigt  aber,  dasa 

dr  rd» 


wodurch  man  mit  Hilfe  von  "  *=  t;  erhält: 

dr  d» 

Zu   demselben  Resultat  gelangt  man,   indem   man  die  Bewegung  des 

Punktes   zerlegt  in   seine  relative  Bewegung  ISngs  des  Radiusrectors  und 

die  Bewegung,  welche  der  mit  M  zusammeni&llende  Punkt  dea  Radiusvec- 

tora    in  Folge   der  Rotation   des  Systems   um    den  Pol  annimmt.    Während 

M  dos   Bogenelement   ds  beschreibt,  werden  bei  diesen  Bewegungen  die 

Elemente  dr  und  rd&  längs  des  Badiusvectors  und  des  zu  ihm  senkrech- 

dr  -"* 

ten  Kreisbogens   beschrieben  and  sind  folglich   —  t 

gen  Geschwindigkeiten. 
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Da  die  Zertsgung  rechtwinklig  erfolgt,  so  muBS  v)-  -\'  v$  —=  v*  sm, 
wie  man  dies  auch  daraus  sieht,  dass  dr*  +  r*  d&'  >=>  d»*  und  folglich 


\di/ 


+ 


('^)"=D" 


2.  Ein  Punkt  beschreibe  eine  Carre  im  Baom,  seine  Bewegung  werde 
auf  rfiamliche  Polarcoordinaten  r,  9,  9  bezogen  (BadiuBvecior ,  Polarwin- 
kel  zwischen  ihm  und  der  Polanxe  und  Polarwinkel  zwischen  der  Ebene 
des  Winkels  9  und  einer  Pundamentalebene)  (Fig.  61a);  die  Geschwin- 
digkeit V  soll  in  drei  zu  einander  rechtwinklige  Componenten  zerlegt  wer- 
den, eine  Iftngs  des  Badiusvectors,  eine  senkrecht  zu  ihm  in  der  Ebene  des 
Winkels  &  und  eine  senkrecht  zur  Ebene  dieses  Winkels.  Sind  «,  ß,  y  die 
N^gnngen  der  Tangente  der  Bahn  gegen  diese  drei  Richtungen,  so  sind 
diese  Componenten  zunächst 

Vr  =  i)  cos  a,     V^^=  V  cos  ß,     Vip  =  V  coay. 


Von  ihren  Richtungen  berühren  die  der  beiden  letzteren  die  mit  dem  Radiug- 
Toctor  r  um  den  Pol  beschriebene  Kugel  und  sie  sind  alle  drei  zusammen 
die  Richtungen  der  Eckkanten  eines  E lernen tarparallelepipeds  (Fig.  81b), 
dessen  acht  Ecken  der  Reihe  nach  die  Coordinaten  haben;  r,  #,  91;  r, 
e  +  d*,  tp;  r,  &,  <p  -^  dtp;  r,  *  +  d#,  9»  +  ägi;  r  +  dr,  0,  9;  r  +  ''''1 
*  +  d#,  9;  r  +  dr,  *,  qo  +  dy;  r  +  dr,  &  -\-  d&;  tp  +  dtp.  Ana  dem- 
selben erhalt  man: 


""  ~,    cos  p  *=  - 


rdQ 


coBy  ■= 


a  9d<p 


and  mithin  wegen  v  ^  ^ 


"     Tf  "      '  df  •»-■"■"•'■5-, 

Zu  denselben  Formeln  gelangt  man  auch,  wenn  man  die  Bewegung 
des  Punktes  wSbrend  des  Zeitelementes  dt  spaltet  in  eine  relative  Be- 
wegung Ifings   des  Badiusvectors  und  eine  sphBriache  Bewegung  um   den 
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Pol,  diese  letztere  aber  gelbst  wieder  in  zwei  Rotationen  anflQgt,  ein«  um 
eine  zur  Ebene  des  Winkels  #  eenkreckte  Axe  nnd  eine  andere  am  die  Potar- 
aze.    Die  Elementarwege  für  diese  drei  Bewegungen  sind  dr,  r  d9,  r  sin  #<fp 

und  mithin  ihre  drei  Geschwindigkeiten  ti^^'j    rsinfr-;-    wie    vorher, 

dt       dt  dt 

Da  ds*  — '  rfr*  +  r*  d**  +  *^  ™' *  f^T*   "st,    so   gibt   ihre   Quadratsnmme 

3.  Beispiele. 

1.  Ein  Funkt  bewegt  sich  in  der  Ebene  so,  dass  das  YerbKltDiss  dar 
Componenten  seine  Geschwindigkeit  v,  nflmlich  Vr  und  ««  ISngs  des  Bodins- 
Tectors  nnd  senkrecht  zn  ihm  constant  gleich  *  sei.    Aus 

dr 
---»"^  =  '' 
folgt,  r  ke:  a^^  (logarithmisohe  Spirale;   der  Neigungswinkel  u  der  Tan- 
gente gegen  den  Radiusvector  ist  constant,  so  daas  cotg  a  ^  »).    Femer  ist 

V  =  -: —  ■    FOr  die  Projectionabewegung  auf  der  Polaraxe  ist 
ai  =  r  cos  #  =  ße*-*  cos  fr,  *x  -=  n  cos  (o  -f-  »)  . 

2.  Ein  Funkt  bewegt  sich  anf  der   geraden  KegelflKche  &  =  ß  nnd 

sei  f)r:v„™x'.    Dann  ist  — : — r — —  =  »'    r  =^  ««*'■'■'('•»'  (Kegelloio- 
^  ranß.dg) 

drome;    füi   die   Neigung   ä'   der  Tangente    gegen    den    Badiu87ector    ist 

cotg  or'  ■=  *')  ,  II  =3  -~  - — —,  •  Für  die   Projectionsbewegung  auf  eine  zar 

Polaraxe   senkrechte  Ebene   ist  der  Badiosvector 

p  =.»•  »in  jS-^a' Bin  ^e"' •''''*  ■«'■»=  ae"f, 

wo  a  '^=  a'  Bin  ß,  h  ^  *'  ain  ß. 

3.  Ein   Punkt   bewegt   sich   anf   der    Kugelflfiche   r  •=  Ä    so,    dass 

«»  :  tiy  ==i("  =  cotgtt".'  Hier  ist  T-^  ■=  *"((?>,  also  tg  i#  =  a'V"*(Kngel- 
loxodrome). 

4.  Ein  Punkt  bewegt  sich  im  Baume  so,  dass 

Vr  ^  ^  ^  t> 

wo  l,  (t,  V  constant  sind.    Dann  ist 
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Die  relative  Bahn  in  der  Ebene  des  Winkels  9  ist  eine  logarithmieclie  Spi- 
rale, fUr  welche  die  Cotangente  ihrer  Neigung  gegen  den  Radiusvector  il :  fi  Ut 
Die  zweite  Gleichung  ist  die  einer  Kegelfläche,  welche  durch  eine  Kngelloio- 
drome  geht.  Der  Kegel  uBhert  eich  asymptotisch  dem  Aequator  der  Kagel. 
§.  20.  Von  der  ZiiBammenaetzung  der  Geschwindigkeit«»  hat  itobrr- 
val  (1602 — 1675)  eine  sehr  ingeniöse  Anwendung  auf  die  ConatructiOD  der 
Tangente  der  Gurren  gemacht,  welche  von  einem  beweglichen  Punkte  be- 
schrieben werden,  indem  er  die  Bewegung  in  zwei  oder  mehrere  Compo- 
nenten  zerf&llt,  die  VerUÜtniBse  ihrer  Geschwindigkeiten  beetimmt  und  hier- 
auB  die  Richtung  ihrer  Resultante  sncbt,  welche  Iceine  andere,  als  die  der 
Tangeute  iat*)  Er  bat  diese  Methode  auf  13  Curven  angewandt,  darunter 
auf  die  Kegelschnitte,  die  Concholde,  die  archimedische  Spirale,  die  Cy clolds 
u,  3.  w.    Einige  Beispiele  hiervon  mSgen  folgen. 

1.  Die  archimedische  Spirala  Diese  Curve  wird  von  einem  Funkte  Ite- 
Bchrieben,  welcher  rieh  auf  einer  Geraden  gleichfltnnig  immer  in  demselben  Sinne 
bewegt,  während  sie  selbst  sich  in  der  Ebene  am  einen 
ihrer  Punkte  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit 
umdreht.  Ist  0  der  Fol  und  zugleich  das  Botationa- 
centrum,  OX  die  Polaraie,  OMt=t  und  Winkel 
MOX  =  4-,  ist  femer  m  die  conetante  WinkeigeHchmn- 
(  *^*ffi\ J^digkeit,  c  die  relative  Geschwindigkeit  l&aga  der  Ge- 
raden, BO  wird  r  ^  et,  &  ^^  ml,  oder  wenn  —  =  a. 


also  C  '^  aa  gesetzt  wird,  r  ^^  amt,  9  =-^  at  und  dnreli 
Elimination  von  m  er^bt  rieh  dieQleichnng  derCnrre. 
n&mlich  r  ^^  a#.  Daa  Verh&ltniss  der  Geschwindigkeiten  des  Punktes  ist  a  :  r i 
b'ftgt  man  daher  anf  dem  ßadinsvector  OM  von  M  ans  Sf  V^  ^—  a  und  seukreebt 
dazQ  übereinstimmend  mit  dem  Sinne  der  Rotation  Jlf  F,  =  r  anf,  so  ist  die  Dia- 
gonale MV  des  über  diesen  Linien  als  Seiten  constmirten  Parallelogramma  die 
Richtung  der  Geschwindigkeit  und  folglich  die  Tangente.    Läist  man  das  Panl- 

lelogramm  nm  die  Ecke  M  im  Sinne  der  Rotation  der  Geraden  sich  nm  —  nm- 

drefaen,  so  wird  die  Tangente  MV  zur  Normalen  nnd  da  MV^  ='  MO  ist,  wird 
F,  F  das  Perpendikel  auf  den  RadiuBvector  im  Fol  nnd  folglich  Jlf,0  die  Polar- 
snbnormale.  Bieiana  erhellt  die  bekannte  Eigenschaft  der  archimedischen  Spirale, 
dius  ihre  Polarsnbnormale  conriant  gleich  a  iatj  diese  Conatante  ist  die  Lilnge  de« 
dem  Polarwinkel  fy  =  ix  entsprechenden  Radinsvectors,  dividirt  durch  Sx. 

2.  Nach  derselben  Methode  kann  man  die  Tangente  fflr  jede  Polarcnrre 
r  m.  /'(&)  Sachen.  Denn  die  Camponenten  der  Geschwindigkeit  des  beschreiben- 
den Pnnktea  längs  des  Radiuavectors  nnd  senkrecht  dazu  sind  ^  nnd  **  "j:  •  >^ 

dr 

TerbUtniss  also  — jä  "=  — .  mit  Hülfe  dessen  das  Parallelogramm  der  Geschwin- 
digkeiten oder  ein  ihm  ähnlichea  hergestellt  werden  kann. 


Flg.  BS. 


*}  V^.  Chasles,  Aper9n  historiqne,  p.  58. 
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3.  DieEllipse.  Sind  f,  f" die BrenQpnnkto (Fig.  BS), ao kann  die QsBchwindig'^ 
keit  des  beschreibenden  Punktes  M  in  Beeng  anf  jeden  rou  ihnen  in  zwei  Com- 
ponenten  zerlegt  werden,  nümlich  in  eine  länge  des  BadiiUTecton  FM  [F' M) 
nod  eine  lenkrecht  hiezn.  Da  aber  die  Smome  FM  -|-  F'  M  der  Radienvectoren  - 
constant  bleibt,  also  der  eine  nm  die  n&mliche  QrJJue  abnehmen  mos»,  um  welche 
det  andere  wächst  nnd  nnigekehrt,  eo  folgt,  daes  die  Componente  der  Qeschwin- 

y  digkeit  längs  des  wachsenden  Radiuavectors  nach 

dem  AoBsenranme  der  Curve,  die  l&ngs  de«  ab- 
nehmenden nach  dem  Innemanme  derselben  ge- 
richtet, in  beiden  Fällen  aber  von  derselben  GrOase 
■ein  mnM.  Erfolgt  aliO  die  Drebnng  der  Radien- 
Tectoren  im  Sinae  des  Pfeils,  so  ist  die  Oeschwin- 
digkeit  Jf  F,  in  der  Richtnng  MF,  die  gleich- 
grosseJIfv,  aberinderUicbtongf 'Jlf aa&ntragen. 
Ein  Perpendikel  in  F,  anf  fJlf  errichtet  mnstdurch 
die  Ecke  des  Parallel ogramms  der  Geschwindigkeiten  gehen,  welchem  MV,  als 
Seite  angehSrt,  ein  Perpendikel  in  c,  anf  F'  M  errichtet  dnrch  die  des  entspre- 
chenden Parallelogramms,  welches  Mv,  cur  Seite  hat.  Die  Geschwindigkeit  des 
Punktes  M  ist  aber  die  gemeinsame  Diagonale  dieser  beiden  Parallelogramme, 
daher  ist  der  Schnittpunkt  F  beider  Perpendikel  ein  Punkt  der  Tangente.  Es 
folgt  bierana  der  Satz,  das«  die  Tangente  der  Ellipse  den  Winkel  der  Radienvec- 
toren  halbirl  —  Dieselben  ßetrachtungen  gelten  mit  geringen  HodiGcationen  fOr 
die  Hyperbel  and  die  Parabel. 

4.  Die  ConchoTde.  Diese  Cnrve  wird  von  einem  Funkte  M  einer  Ge- 
raden beschrieben  (Fig.  64),  welche  durch  einen  festen  Pnukt  O  der  Ebene  hin- 
durchgeht, während  ein  anderer  Pnnkt  S  derselben  eine  feste  Gerade  G  dnrch- 
lElnft.      Man  kann   die  Geschwindigkeit   der   Punkte  B  nnd  M  längs   des   Radins- 


vectors  OBM  nnd  senkrecht  in  diesem  zerlegen.  Da  die  beiden  Punkte  feste 
Punkte  der  beweglichen  Geraden  sind  nnd  also  während  der  Bew^nng  conatan- 
ten  Abstand  Ton  einander  haben,  so  sind  ihre  Elementarwege  und  mitbin  auch 
ihre  Geschwindigkeiten  längs  des  Radiasvectors  gleich  grosag  die  Componenten 
ihrer  Geschwindigkeit  senkrecht  Eom  RadinsTCotor,  welche  sie  der  Rotation  der 
Geraden  OB  nm  0  Terdaoken,  stehen  aber  im  Verfaältniss  ihrer  Abstände  von  0.' 
Nnn  ist  die  Geschwindigkeit  von  B  lAngs  der  festen  Geraden  G  gerichtet;  sie 
oder  eine  ihr  proportionale  Länge,  «eiche  beliebig  wählbar  ist,  sei  Bv  und  Bv^, 
Bv,  seien  ihre  ebengenannten  Componenten.  Trägt  man  daher  JH  F,  •-  Bv,  anf 
dem  Radiaevector  OM  anf,  lieht  die  Gerade  Ov,  nnd  errichtet  in  Jf  das  Per- 
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dikel  Af  F,  anf  OM,  so  sind  Af  F,  und  MV^  die  GeBcbwindigkeitacom|>oiienten 
TOD  M  und  mithin  ist  die  Diagonale  Jlf  F  des  aber  ihnen  conatniirten  Reoht«cki 
die  Tangente  der  Conchotde  in  if. 

6.  Die  Cjclolde.  Die  Curve  irird  von  einem  Ponkte  M  der  Peripherie 
eines  EreiBee  beBchrieben  (Fig.  B&),  welcher  in  der  Ebene  Ober  eine  Oerade  hin- 
rollt. Zerlegen  wir  die  Oeechwindig- 
keit  dea  Fanktea  M  in  iwei  Compo- 
nenten,  eine  parallel  der  BasiB,  aaf 
welcher  der  Kreis  rollt  nnd  eine  andere 
tangentiell  an  den  rollenden  Kreis,  bo 
enttpricht  diete  Zerlegung  einer  Spal- 
tung der  Elementarbewegnng  um  den 
Berflhmngspnnkt  C  des  Eraises  mit 
der  Geraden  alB  Momentan  centnim  in  eine  Rotation  nm  den  Mittelpunkt  0  nnd 
eine  Translation   parallel   der    Basis.      Ist  d9  die    Elementaramplitude  nm   C, 

BO  sind  die  beiden  Componenten  der  Geschwindigkeit  OM  ■  ~tz  —  JH^i  und 
OC'-^  — JtfF,!  sie  sind  also  einander  gleich.  Daher  ist  ^MV,V  gleich- 
schenklig nnd  ähnlich  ^COM  nnd  da  zwei  homologe  Seitenpaare  OC,  JfF,; 
OM,  F,  F  sn  einander  senkrecht  sind,  so  findet  dies  auch  bei  dem  dritten  Paare 
CM,  MV  statt  und  geht  miüiin  die  Richtung  der  Tangente  MV  durch  den 
Punkt  D,  den  Gegenpunkt  des  BerührungspunkteB  G. 

§.  21.  In  einem  in  Bewegung  begriffenen  System  braitzt  jeder  Punkt 
in  jedem  Momente  eine  äesohwindigkeit,  deren  GrüBBe  dae  Bogeaelemest 
seiner  Bahn,  welches  er  zu  beschreiben  im  Begriff  steht,  dividirt  durch 
das  Zeitelement '  ist,  and  deren  Richtung  in  die  Tangente  der  Bahn  f&llt, 
in  dem  Sinne  genommen,  in  welchem  das  Bogenelement  beschrieben  wird. 
Vermtlge  des  Zusammenhanges  der  SjBtempankte  unter  einander  sind  die 
Geschwindigkeiten  derselben  von  einander  abhängig,  so  dass  die  Geschwindig- 
keiten aller  Fnnkte  bestimmt  werden  können,  sobald  die  Geschwindigkeiten 
einer  gewissen  Anzahl  derselben  gegeben  sind.  Der  Lehre  von  der  Aequi- 
valenz  der  unendlich  kleinen  Bewegungen  eines  unveränderlichen  Systems 
entspricht  eine  Theorie  der  Aequivalenz  der  Geschwindigkeiten,  deren  S&tie 
mit  geringen  Modificadonen  im  Wortlaut  aus  den  enteprecheuden  im  Cap.  ü. 
abgeleitet  werden,  indem  man  die  dort  aufgestellten  Gleichungen  mit  dem 
Zeitelemente  dividirt  und  den  Begriff  der  Geschwindigkeit  einfllhri. 

Das  unveränderliche  System  besitze  zur  Zeit  t  eine  unendlich  kleine 
Tran&latäon,  Termöge  welcher  seine  Fnnkte  sämmtlicb  parallele  nnd  con- 
gmente  Bogenelemente  ds  in  demselben  Sinne  Ehrend  des  folgenden  Zeit- 
elementes dt  beschreiben.  Die  gemeinschaftliche  Geschwindigkeit  derselben 
ds 
'dt 

Systems.  Besitzt  das  System  während  einer  endlichen  Zeitdauer  eine  Trans- 
lationsbewegnng,  so  bt  v  mit  t  im  Allgemeinen  nach  GrCsae  und  Sichtung 
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verftüderlichj  in  jedem  Augenblick  aber  haben  die  Gescbwindigkeiten  aller 
Punkte  dieselbe  QrOsse  und  Biohtung,  sowie  denselben  Sinn. 

Besitzt  d&a  System  zugleich  zwei  oder  mehrere  unendlich  kleine  Trans- 
lationen, ao  resnltirt  aus  ihnen  eine  einzige  Translation  gleich  der  geome- 
trischen Summe  jener;  durch  t  dividirt,  gibt  sie  die  reaulüreude  Translationa- 
gesohwindigkeit  des  STStems. 

Das  System  besitze  inr  Zeit  t  eine  nnendlicb  kleine  Rotation  d9  um 
eine  Aze  a.  VermtSge  derselben  beschreiben  die  Funkte  in  der  Einheit  der 
Entfernung  von  der  Aze  im  Zeitelemente  Bogeaelemente  gleich  d&  und  ist 

ihre   gemeinscbafÜicbe   Geschwindigkeit   <■>  '^  77'    l^iese    Geschwindigkeit 

beisst  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  um  die  Axe  a  zur 
Zeit  t,  weil  d9  das  Maaas  der  nnendlicb  kleinen  Botationsamplitade  ist; 
indem  wir  ihre  GrOsse  als  Länge  anf  der  Axe  a  anftragen  und  durch  eine 
angefügte  Pfeilspitze  den  Sinn  der  Botation  ausdrücken,  wie  wir  dies  bereits 
frtlher  bei  den  Botationsamplituden  gethan  haben,  erhalten  wir  ein  Symbol, 
welches  ans  augenblicklich  alle  ümstAnde  der  Bewegung  des  Systems  zur 
Zeit  t  vergegenwBrtigt.  Ans  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  ergibt 
sich  sofort  difT  OrOsse  der  Geschwindigkeit  aller  Systemponkte.  Das  von 
einem  Punkte  in  der  Entfernung  r  von  der  Axe  im  Zeitelemente  dt  be- 
schriebene Bogenelemeot  ist  dem  Abstände  r  proportional,  nSmlich  i-dO'und 

folglich  ist  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  «  =  r  -  •=■  r» .  Diese  Be- 
trachtungen liefern  den  Satz: 

Die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  eines  um  eine  Aze  roti- 
renden  Systems  sind  durch  die  Winkelgeschwindigkeit  a  der- 
selben um  diese  Axe  bestimmt;  alle  Funkte  in  derselben  Entfer- 
nung r  von  der  Axq  besitzen  dieselbe  Geschwindigkeit  v  =  r.a, 
ihre  Richtung  ist  senkrecht  zn  der  Ebene,  welche  durch  dieAxe 
und  den  einzelnen  Funkt  gelegt  werden  kann;  die  Pnnkte  einer 
solchen  Ebene  haben  gemeinsame  Geschwindigkeitsrichtung,  und 
zwar  von  demselben  Sinne,  wenn  sie  auf  derselben,  von  entgegen- 
gesetztem Sinne,  nenn  sie  auf  verschiedenen  Seiten  der  Axe  liegen. 
Die  Geschwindigkeit  ist  fUr  die  Punkte  der  Axe  Null  und  w&chst 
dem  Abstände  von  der  Axe  proportional. 

§.  22.    Das   System  besitze  zur  Zeit  t   zwei  Winkelgeschwindigkeiten 
u,  a   um  zwei  parallele  Azen  a,  b;  vermSge  derselben  erleidet  dasselbe  um 
die  beiden  Azen  in   dem  nächsten  Zeitelemente  dt  die   unendlich   kleinen 
Rotationen  d&,  d&',  welche  mit  a,  a'  durch  die  Gleichungen 
il9        ;^  d»' 
"'"dt'     "        'di 

ScniLL,  UeahuUi.    I.  14 
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verbundeD  sind.  N&ob  Cap.  IL,  §.  8.  Biud  d9  und  d9-'  zusammen  äquivalent 
einer  Elemeatarrotation  um  eine  zu  a,  h  parallele  Aze,  welche  in  die  Ebene 
ab  fSllt  and  den  Parallelstreifen  der  Axen  im  umgekefarten  YerhaitnisB  der 
Amplituden  d&  und  d9'  theilt.  Die  GrCase  dieser  Elementarrotation  ist  je 
nach  BeBChaffenbeit  des  Sinnes  von  ii&  und  d&'  die  Summe  oder  Differenz 
dieser  Amplituden  and  ihr  Sinn  wird  aus  dem  Sinne  dieser  leicht  erkannt. 
Indem  mau  die  a.  a.  0.  entwickelten  Gleichungen  mit  dt  dividirt  und  die 
Winkelgeschwindigkeiten  »,  a  in  dieselben  einführt,  erhSlt  man  die  folgen- 
den den  dort  entwickelten  analogen  SBtze: 

Zwei  Winkelgeschwindigkeiten  m,  a  eines  unTerBnderlicheD 
Systems  um  zwei  parallele  Axen  a,  l  sind  zusammen  äquivalent 
einer  einzigen  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  jenen  Axen  paral- 
lele dritte  Azec,  welche  in  die  Ebene  ab  fallt  und  den  Parallel- 
streifen  ab  im  umgekehrten  VerhBltniss  der  Winkelgeschwindig- 
keiten theilt  und  zwar  als  innere  Tbeilungslinie,  wenn  die  Winkel- 
geschwindigkeiten übereinstimmenden,  als  Süssere  Theilungslinie, 
wenn  sie  entgegengesetzten  Sinnes  sind;  im  letzteren  Falle  liegt 
sie  auf  der  Seite  der  der  grosseren  Winkelgeschwindigkeit  ent- 
sprechenden Axe.  Die  resnltirende  Winkelgeschwindigkeit  ist 
im  ersten  Falle  gleich  der  Summe,  im  zweiten  gleich  der  Dif- 
ferenz der  gegebenen  Winkelgeschwindigkeiten  und  ihr  Sinn 
stimmt  im  ersten  Falle  mit  dem  gemeinschaftlichen  Sinne  beider, 
im  letzten  mit  dem  Sinne  der  grösseren  von  ihnen  Uberein.  Sind 
die  Winkelgeschwindigkeiten  entgegengesetzt  gleich,  sorOckt  die 
resultirende  Axe  ins  Unendliche  und  werden  beide  zusammen 
einer  Translationsgeschwindigkeit  äquivalent,  deren  Richtung 
senkrecht  zu  der  Axenehene  ab  ist  und  eine  Grösse  besitzt  gleich 
dem  Producte  des  Axenabstandes  und  der  gemeinschaftlichen 
Grösse  beider  Winkelgeschwindigkeiten. 

Die  gleichzeitige  Verbindnng  zweier  entgegengesetzt  gleicher  Winkel- 
geschwindigkeiten um  zwei  parallele  Axen  heisse  ein  Winkelgeschwindig- 
keitspaar  (Botationsgeschwindigkeitspaar  oder  kurzer,  wenn  keine 
Verwechslung  mit  dem  endlichen  Rotationsamplitudenpaar  Cap.  II.,  §.  4.  zu 
befürchten  ist,  ein  Rotationspaar),  die  Richtnng  und  der  Sinn  der  ihr 
äquivalenten  Transtationsgeschwindigkeit  seine  Axenrichtung  und  das  Prodact 
aus  der  Winkelgeschwindigkeit  und  dem  Axenabstand,  welches  gleich  der 
Translationsgeschwindigkeit  ist,  sein  Moment.  Dies  Moment  tragen  wir  als 
Lange  auf  der  Axe  des  Paares  auf  und  versehen  dieselbe  mit  einer  Pfeil- 
spitze, um  den  Sinn  der  Translation  zu  markiren;  diese  Pfeilspitze  zeigt  nach 
deig'enigen  "Seite  der  Axenebene  hin,  von  welcher  aus  die  Pfeilspitzen  der 
Winkelgeschwindigkeiten,    wenn    letztere    auf    ihren   Axen    in    dem    ihnen 
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entaprecheDdra  Sinne   aufgetragen  werden,  mit  dem  Sinne  der  Ubrzeiger- 
bewegung  Übereinstimmend  gerichtet  erscheinen. 

AuB  der  Aequivalenz  eines  RotatJonspaaree  mit  einer  Translations- 
geschwindigkeit  folgt  unmittelbar,  dass  alle  Rotationspaare  von  der- 
selben Axenrichtnng  und  demselben  Momente  einander  äquiva- 
lent sind,  dass  man  die  Azen  in  ihrer  Ebene  verschieben  und 
drehen,  die  Ebene  des  Paares  parallel  mit  sich  im  System  ver- 
legen, sowie  daea  der  Abstand  der  Azen  beliebig  sich  ändern  kann, 
wenn  nur  zu  gleicher  Zeit  die  Winkelgeschwindigkeit  im  reci- 
proken  Terhfiltniss  geSndert  wird.  Wird  die  Asenriobtung  des 
Paares  in  die  entgegengesetzte  verwandelt,  so  kehrt  die  dem 
Paare  äquivalente  Translationsgescbwindigkeit  den  Sinn  um. 

Ein  apecieller  Fall  des  obigen  allgemeinen  Satzes  über  die  Aequivalenz 
zweier  Winkelgeschwindigkeiten  um  parallele  Axen  tritt  ein,  sobald  der 
Asenabstand  sich  auf  Null  reducirt.  In  diesem  Falle  iallen  die  Aien  zu- 
sammen und  addiren  oder  substrabiren  sich  die  Winkelgeschwindigkeiten 
auf  der  mit  ihnen  gleichfalls  zusammenfallenden  Axe  der  resuUirenden  Winkel- 
geschwindigkeit, je  nachdem  sie  gleichen  oder  entgegengesetzten  Sinnes  sind. 
Man  folgert  bierans  unmittelbar,  dass  beliebig  viele  Winkelgeschwindig- 
keiten um  dieselbe  Aze  eine  resultirende  Winkelgeschwindigkeit  um  dieselbe 
Aze  liefern ,  welche  gleich  der  algebraischen  Summe  der  einzelnen  Winkel- 
geschwindigkeiten igt,  wenn  diese  in  dem  einen  Sinne  der  Aze  als  positiv, 
im  entgegengesetzten  als  negativ  angesehen  werden. 

Verschwindet  der  Axenabstand  oder  die  Winkelgeschwindigkeit,  also 
überhaupt  das  Moment  einäs  Rotationspaares,  so  wird  die  ihm  äquivalente 
Translationsgeachwindigkeit  Null.  Gleiche  und  entgegengesetzte  Winkel- 
geschwindigkeiten um  dieselbe  Axe  sind  daher  ohne  Einfluss  auf  den  Be- 
wegungBzustand  des  Systems. 

Es  sei  eine  Winkelgeschwindigkeit  a  um  eine  Aze  a  gegeben  (Fig.  86). 
Irgendwo  im  System  ziehe  man   eine  mit  a  parallele  Axe  h  und  ertheile 
dem  System  um  ^eee  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Winkel- 
geschwindigkeiten von  der  Grösse  n .    Die  eine  von  ihnen 
kann  dann  angesehen  werden  als  die  von  a  nach  6  ver- 
'  legte  Winkelgeschwindigkeit,  während  die  andere  mit  der 
^^        ^^„^      Winkelgeschwindigkeit    um   a    ein   Kotationspaar   bildet, 
dessen  Moment  dos  Product  aus  ta  und  dem  Abstände  p 
beider  Azen,  also  Squivalent  einer  Translationsgescbwindig- 
keit gleich  diesem  Momente  ist  senkrecht  zur  Ebene  ab, 
von  dem  Sinnd^  wie   er  durch  die  Azenrichtung  des  Ro- 
Fig.  M.  tationspaares  angegeben  wird.    Man  kann  daher  jede 

Winkelgeschwindigkeit  um  eine  Aze  a  ersetzen  dnrch  eine  gleiche 
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WinkelgeBcbwiDdigkeit  desselben  Sinnes  um  eine  beltebige  mit  a 
parallele  Ase  Ii  in  Verbindang  mit  einem  Rotationspaare,  dessen 
Moment  gleich  dem  Froducte  aus  dem  Abstände  beider  Axen  iiad 
der  Winkelgeacbwindigkeit  ist.  Die  diesem  Momente  Kquivalente 
Translationsgeschwindigkeit  ist  senkrecht  zu  der  Ebene  ab  und 
von  dem  Sinne,  wie  er  dnrch  die  Asenrichtung  des  Rotations- 
paares  angegeben  wird. 

§.  23.  Das  unverSnderlicbe  System  besitze  zur  Zeit  i  zwei  Winkel- 
geschwindigkeiten (0, ,  «g  um  zwei  Axen  a,  b  welche  durch  denselben  Punkt  O 
hindurchgehen.  VermÜge  der  ersten  wUrde  dasselbe  in  dem  nächstfolgenden 
Zeitelemente  dt  um  a  eine  unendlich  kleine  Rotation  d9,  vermSge  der 
zweiten  um  b  eine  unendlich  kleine  Rotation  d&'  ausfahren.  Es  ist  daher 
_d9  _  1*' 
'^'~  dt'    "*  ~  dt  ' 

Nach  §.  10.  sind  die  beiden  Rotationen  d&,  äd-'  zusammen  Squivalent 
einer  einzigen  unendlich  kleinen  Rotation  dS  am  eine  dritte,  in  der  Ebene 
(ab)  liegende,  gleichfalls  durch  0  hindurchgehende  Aze  c,  deren  Richtung 
mit  der  Diagonale  eines  Pai-aUelogramms  zusammenfällt,  dessen  Seiten  den 
Amplituden  d&,  d&'  proportionale  LSngen  sind  und  auf  den  Axen  von  O 
aus  im  Sinne  derselben  aufgetr^en  werden.  Mit  Rücksicht  auf  die  weiteren 
dortselbst  gemachten  Bemerkungen  erhält  man,  wenn  (s.  Fig.  66.)  Oa^a, , 
Oß^a^  genommen  wird,  den  folgenden,  dem  dort  ausgesprochenen  ana- 
logen Satz: 

Die  gleichzeitige  Verbindung  zweier  Winkelgeschwindig- 
keiten <a,,  «j  eines  unveränderlichen  Systeme  um  zwei  sich  in  einem 
Funkte  schneidende  Axen  a,  b  ist  Squivalent  einer  Winkelge- 
schwindigkeit Ol  um  eine  dritte,  in  der  Ebene  ab  liegende,  durch 
den  gemeinschaftlichen  Schnittpunkt  von  a  und  b  hindurchgehende 
Aze  c.  Diese  Axe  ist  die  Diagonale  eines  Parallelogramms,  dessen 
Seiten  die  auf  den  Axen  a,  b  von  dem  Schnittpunkte  aus  in  dem 
Sinne  der  Rotationen  aufgetragenen  Winkelgeschwindigkeiten 
(Oj,  (a^  sind;  die  Diagonalstrecke  dieses  Parallelogramms  gibt  die 
Otösse  und  den  Sinn  der  resultirenden  Winkelgeschwindigkeit 
u  an. 

Zur  Bestimmung  der  Lage  der  Axe  c  und  der  Grosse  von  m  hat  man 
daher  die  Relationen 

8in(iTf)        sin  (c6)       sin  (afc)  ,  i    i    o  /  t\ 

-    -  -  ^ ^  -  = ■  ,     w  =1  w;  +  ojj  +  2 »,  Mj  cos  {ab) . 

Der  vorstehende  Satz,  welcher  den  Namen  des  Satzes  vom  Paral- 
lelogramm  der  Winkelgeschwindigkeiten   führt,    erweitert  sich   tür 
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drei  Winkelgeachwindigkeit«a,  deren  Axen  sich  in  einem  Pankte  Hchneiden, 
zvl  einem  Satze  vom  Paralielepiped  und  für  beliebig  viele  zu  einem  Satze 
vom  Polygon  der  Winkelgeschwindigkeiten. 

MitHtUfe  desselben  Satzes  kann  umgekehrt  jede  Winkelgeschwindiglfeit 
a  um  eine  Are  in  zwei  oder  mehrere  Winkelgeschwindigkeiten  zerl^t  werden 
um  Aien,  welche  mit  der  Axe  jener  ersten  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 
Sind  die  Axen  dieser  Componenten  za  einander  rechtwinklig,  falls  es  ihi'er 
zwei  oder'  drei  sind,  so  findet  man  die  Grösse  und  den  Sinn  der  Compo- 
nenten, indem  man  die  nach  Grösse  und  Sinn  auf  ihrer  Axe  aufgetragene 
gegebene  Winkelgeschwindigkeit  auf  jene  Axen  projicirt.  Sind  daher  a,  ß,  y 
die  Winkel,  welche  die  Axe  der  Winkelgeschwindigkeit  »,  im  Sinne  dieser 
Winkelgeschwindigkeit  genommen,  mit  drei  zu  einander  rechtwinkligen,  sich 
in  einem  Punkte  0  schneidenden  Axen  OX,  Ol",  OZ  bildet,  so  erhält  man 
für  die  Componenten  u^,  toy,  to,  von  to  am  diese  Axen: 

cos  a        coa  |J cos  y 1 

tOi  Uy  a.  Dl 

und  zugleich  ist 

«■_«j +  «;  +  „;. 

§,  24.    Das  unveränderliche  System  besitze  zur  Zeit  l  eine  unendlich- 
kleine  Schraubenbewegung   um  die   Axe  a   (Pig.  67),    deren  Componenten 
die  unendlich  kleine  Rotation  (i#  um   dieae  Axe 
jr—.^  J«  und  die  unendlich  kleine  Translation  A-i  parallel 

I  T    r _J derselben  sind.    Indem  man  diese  beiden  Grössen 

^  )    durch  das  Zeitelement  ijf  dividirt,  in  welchem  die 

"        Schraub enbewegnng  erfolgt,   erhBlt   man   fUr   die 

'  Winkelgesohwindigkeit  »  des  Systems  um 

die  Axe  a  und  die  Translationsgeschwindig- 

keit  d  desselben  parallel  zu  ihr: 

(i#  dx 

""^  dt'     ^^  dt 

Durch  w  und  v  kann  die  Geschwindigkeit  v,  eines  beliebigen  System- 
punktes  3f,  welcher  die  Entfernung  r  von  der  Axe  a  besitzt,  dargestellt 
werden.  Dieselbe  hat  zwei  Componenten,  von  denen  die  eine,  rea,  von  der 
Winkelgeschwindigkeit  herrührend,  senkrecht  zur  Axe  ist  und  die  Richtung 
der  Tangente  des  Kreises  hat,  welchen  Jlf  in  Folge  der  Rotation  um  die 
Axe  a  beschreiben  wtlrde,  während  die  andere  die  Translntionsgeschwindig- 
keit  V  ist.  Demnach  erhält  man,  da  beide  Componenten  rechtwinklig  zu 
einander  sind: 
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Die  Neigung  ^  der  Geschwindigkeit  f,  gegen  die  Axe  folgt  aua  der 
Gleichung: 

ra 

tgt  =  — ■ 

Sie  wftchst  proportional  der  Entfernung  des  Systempunktes  von  der  Axe 
und  die  Richtung  der  Geech windigkeit  nSliert  eich  daher  mit  wachsendem 
r  immer  mehr  der  rechtwinkligen  Kreuzung  mit  der  Äie. 

Die  Geschwindigkeit  der  Systempunkte  in  der  Einheit  der  Entfernung 
von  der  Axe  hat  die  Grösse  yv^-^-w^^  wir  nennen  dieselbe  die  Schrau- 
bengeschwindigkeit um  die  Axe  nnd  u  und  v  ihre  Rotations-  und 
TraDBlntionscomponenten. 

§.  25.  Das  System  besitze  zur  Zeit  t  eine  Winkelgeschwindigkeit  lo 
um  eine  Axe  a  und  eine  gegen  diese  Axe  unter  einem  Winkel  l  geneigte 
Transtationsgesch windigkeit  v.  Vermöge  der  erateren  würde  dasselbe  im 
nächstfolgenden  Zeitelemente  di  eine  unendlich  kleine  Rotation  d9 ,  vermöge 
der  letzteren  eine  rinendlich  kleine  Translation  di  in  der  Richtung  von  t>- 
erleiden,  fUr  welche  beiden  Bewegungen  die  Gleichungen  bestehen: 

d&  _dT 

'^'^  dt'  ^~dt' 
Nach  §.11  sind  diese  beiden  Bewegungen  zusammen  äquivalent  einer 
unendlich  kleinen  Schraubenbewegung  um  eine  zu  a  parallele  Axe  b,  Biese 
Axe  fUllt  in  eine  Ebene,  welche  senkrecht  ist  za  der  dnrch  a  unddieBich- 
t.ung  von  V  bestimmten  Ebene  und  liegt  in  ihr  auf  derjenigen  Seite  von  a, 
nach  welcher  hin  die  Rotation  erfolgi  Die  Amplitude  und  die  Translation 
dieser  Schraubenbewegung  sind  d9  und  dz  cos  l  Und  daher  werden  die 
Rotation  SCO  mponente  Sl  und  die  Translationscomponente  V  der  Schrauben- 
geschwindigkeit 

Sl=>  (0     und      F  =  ti  cos  i , 
sowie  der  Abstand  der  Äxe  b  von  a,  wenn  man  v  und  a  statt  dt   und  d& 
in  die  dort  für  dieselben  aufgestellte  Formel  einführt: 

d  =  —  sin  i , 

§.  26.    Das  System  besitze  zur  Zeit  t  zwei  Winkelgeschwindigkeiten 
(a,  a    um  zwei  sich  kreuzende  Axen  a,  6;   durch  dieselben   erleidet  es   im 
nächstfolgenden  Zeitelemente  dt  um   diese  Axen  die  unendlich  kleinen  Ro- 
tationen d&,  d^',  welche  mit  o,  a    durch  die  Gleichungen 
d9         .       d&' 
**"(»'     "  "^  d7 
verbunden  sind.    Nach  %.  15.  sind  ({#,  d&'  zusammen  einer  unendlich  kleinen 
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8chraubeiibewegung  am  eine  Aie  c  Squiralent,  welche  den  kflrzesten  Ab- 
stände cJ  der  AxBD  a ,  b  rechtwinklig  schneidet.  Die  Amplitude  (16  und  die 
Translation  dt  dieeer  Scbraubenbewegung,  Bowie  die  Neigungen  der  Axe  c 
gegen  die  Azen  a,  b  ergeben  sich  ans  den  Gleichungen 

sin  (ac)        sin  (cb)        sin  (ab) 
dW~  "    d&       "  ~~d9     ' 

de*  -  rfft»  +  rf»-«  +  2d&  ä»'  COB  (afc) ,     dz  =  '^J^^'-^^'-i"-^ , 

das  Yerh&ltniBS  der  Abstände  der  Axe  c  von  den  Axen  a  und  b  ist  gleich 
dem  Terh&ltnisa  der  Tangenten  ihrer  Neigungen  gegen  diese  Axen.  Indem 
m&n  in  diese  Gleichungen  an  die  Stelle  von  d9,  (j#',  d&,  dt  die  Winkel- 
geschwindigkeiten D),  Ol'  um  die  Axen  ii,  b,  die  Rotati onscompouente  Sl  und 
die  TrsnsIationEcomponente  V  der  den  beiden  Wink elgeech wind igk ei ten  a,  a 
Äquivalenten  Schranbengesch windigkeit  einfuhrt,  gehen  sie  über  ia  die 
feienden: 


m(  a^       Bm(bc)       ein  (ab) 


^,     ß»--<»»  +  n.'*  +  2wa>'coB(fl6), 


^        dam'    .     .    ,, 


Sie  lierem  uns  Folgenden  Satz: 

Die  gleichzeitige  Verbindung  zweier  Winkelgesehwindig- 
keiten  a>,  ta  eines  unvertLnderlichen  Systems  um  zwei  parallele 
Axen  d,  &  ist  äquivalent  einer  Scbranhengesohwiudigkeit  um  eine 
dritte,  die  Linie  des  kürzesten  Abstandes  beider  Azen  recht- 
winklig schneidende  Axe  c,  welche  gegen  die  Äsen  a,  h  unter 
Winkeln  geneigt  ist,  deren  Sinusse  sich  umgekehrt,  wie  die  ihnen 
entsprechenden  Winkelgesoh  windigkeiten  verhalten  undAbstSnde 
von  ihnen  besitzt,  deren  VerhXltniss  gleich  dem  VerhKltniss  der 
Tangenten  dieser  Winkel  ist.  Die  Richtung  dieser  Aze,  die 
GrSsse  und  der  Sinn  des  Rotationscomponenten  52  der  Schrauben- 
gescbwindigkeit  werden  dnroh  die  Riohtang,  LSnge  und  den  Sinn 
der  Diagonalen  des  Parallelogramms  der  Winkelgeschwindig- 
keiten in,  «'  angegeben,  ihre  Translationscomponente  Faber  wird 
erhalten,  indem  mau  das  Produot  der  Winkelgeschwindigkeiten, 
des  kürzesten  Abstandes  der  Axen  a,  h  und  des  Sinus  ihrer 
N'eigung  (ab)  durch  die  Rotationsoomponente  ü  dividirt. 

§.  27.  Dos  nn veränderliche  System  besitze  n  Winkelgeschwindigkeiten 
»i,  Uj,  (0,,  ...  dl«  um  n  Axen  a,,  o,,  o^,  .  .  .  o«.  Darunter  können  auch 
solche  sein,  welche  paarweise  gleich  nnd  entgegengesetzt,  Rotationspaare 
bilden    nnd    also   Trsnalaüonsgesch windigkeiten   senkrecht    zu   ihren   Axen- 
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ebenen  aeqoivaJent  Eind.  (§.  22.)  Indem  wir  die  Winkelgeschwindigkeiten 
als  Strecken  nach  GröBse  tind  Sinn  anf  ihren  Axen  auftragen,  erhalten 
wir  ein  Streckenaystem,  welchee  den  Bedingungen  der  Btreokensjsteme  in  Th.  I., 
Cap.  IV.  genflgt,  auf  welches  also  die  dort  entwickelten  Lehren  unmittelbar 
Anwendung  finden  können.  Denn  jede  eolche  Strecke  kann  ihrer  Bedeutung 
□ach  (Auf  ihrer  Bichtungalinie  beliebig  verschoben  werden  und  solche,  deren 
Richtungslinien  sich  in  einem  Funkte  schneiden,  sind  nach  §.  23.  ihrer  B«- 
sultanten  aeqnivalent.  Das  System  der  Winkelgeschwindigkeiten  kann  daher 
auf  unendlich  viele  Arten  auf  eine  Resultante  E  und  ein  Botationspasr  G 
reducirt  werden.  Die  Resultante  ist  die  geometrische  Summe  ^foi,]  aller 
Winkelgeschwindigkeiten  und  ist  fOr  alle  Beductionen  von  derselben  Grösse 
und  Richtung,  das  Paar  wechselt, mit  der  Lage  der  Resultanten  nach  Grösse 
und  Axenrichtung  und  ist  die  geometrische  Summe  Z[aipi]  aller  Axen- 
momente  der  verschiedenen  Paare  (to,,  —  mJ,  (w^,  —  Mj),  . . .  («,,  — «»,) , 
die  mau  bei  der  Reduction  fUr  den  Stral  erh&lt,  welcher  als  Situation slinie 
der  Resultanten  gewählt  wurde.  Die  Resultante  (resultirende  Winkelgeschwin- 
digkeit) bezeichnen  wir  mit  »,  das  resultirende  Axenmoment,  welches  eine 
TranslationsgeBchwindigkeit  in  der  Richtung  desselben  bedeutet  mit  v,  so 
dass  also 

Das  System  der  Winkelgeschwindigkeiten  besitzt  eine  Centralaxe,  die 
Centralaxe  der  Winkelgeschwindigkeiten,  deren  Reductionselemonte 
j;  =  M  und  ffo  =  *"()  "i^*»  Th-  !■,  Cap.  IV.,  §.  2.  leioht  gefunden  werden. 
Die  Translationsgeschwindigkeit  Vg,  welche  ihr  angehört,  ist  die  kleinste  von 
alten  möglichen.  Das  Syatem  der  Winkelgeschwindigkeiten  ist  daher 
aequivälent  einer  Schraubengeschwindigkeit  (to*  +  tig)^  um  die 
Centralaxe. 

Nach  Th,  I.,  Cap.  IV,,  §.  3.  ergibt  sich  aus  der  Reduction  für  die 
Centralaxe  die  Reduction  für  jeden  ihr  parallelen  Stral  oder,  was  dasselbe 
lagt,  für  jeden  Punkt  JU  des  beweglichen  Systems.  Insbesondere  ist  das 
Axenmoment  G  fUr  diesen  Funkt,  dessen  Abstand  von  der  C'eniialaxe  r  sei, 

G  =  (ff^  +  R^ri-  =  {4  +  r»«>)*  , 
und  es  bedeutet  dasselbe  die  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  M,  die  derselbe 
in  Folge  des  Systems  der  Winkelgeschwindigkeiten  oder  in  Folge  der 
Schraubengeschwindigkeit  annimmt.  Denn  die  Rotation  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit o  um  die  Centralaxe  gibt  ihm  die  Geschwindigkeit  ra  senk- 
recht zur  Centralaxe  und  mit  ihr  combinirt  sich  die  dieser  Axe  parallele 
Translationsgesch windigkeit  v^  zu  f  =  (co -(- r*»*)   .    Das  System  der 
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Winkelgescbwindigkeiten  ist  daher.  sequiT&lent  einer  Tr&UE- 
lationageschwindigkeit  gleich  der  Gescbwindigkeitf  irgend  einee 
Systempunktes  in  Verbindung  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit, 
gleich  der  resaUirenden  Winkelgeschwindigkeit  nm  eine  durch 
den  'Systempunkt  gehende  zur  Centralaxe  parallelen  Alte. 

Nach  Th.  I.,  Cap.JY.,  §.  4.  ist  jedes  Streokensyatem  aequivalent  zweien 
Strecken  r,  g  auf  zwei  conjugirten  Geraden,  von  denen  die  eine  ihrer  Rich- 
tungslinie nach  willkührlich  wBhlbar  ist.  Za  einer  Geraden  ergibt  sich  die 
conjngirte  als  die  Schnittlinie  der  Folarebenen  zweier  ihrer  Punkte.  In 
unserem  PaUe  sind  die  Axeomomente  &  die  Geschwindigkeiten  der  System- 
punkte  und  da  die  Axenmomente  aenkrecht  sind  in  den  Polen  zu  den  zu- 
gehörigen Polarebenen  und  im  Nullaystem  die  Folarebenen  durch  die  Pole 
hindurchgehen ,  so  sind  die  Normalebenen  der  Bahnen  der  Byetempunkte  die 
Polarebenen  dieser  Systempunkte.  Nun  gehen  nach  Th.  I.,  Cap.  V.,  §.  3., 
Nr.  4.  8  und  §.  6.  die  Folarebenen  der  Punkte  einer  Geraden  durch  die 
dieser  ooiy'ugirte  Gerade  und  schneidet  der  kürzeste  Abstand  zweier  con- 
jugirter  Geraden  die  Centralaxe  rechtwinklig.  Construirt  man  daher  in  zwei 
Syatempunkten  die  Normalebenen  ihrer  Bahnen,  so  schneiden  sich  diese  in 
der  zur  Verbindungslinie  dieser  Funkte  coqjngirten  Geraden  und  der  kOrzeate 
Abstand  beider  co^jugirten  Geraden  trifft  die  Centralue  des  Systeme  der 
Winkelgeschwindigkeiten  rechtwinklig.  Hieraus  ergibt  sioh  die  von  Chaslea 
angegebene  Construction  der  Centralaie; 

Man  ziehe  in  drei  Funkten  Ä,  B,  C  des  beweglichen  Systems 
die  Tangenten  ihrer  Bahnen  und  lege  durch  die  Punkte  zu  diesen 
senkrecht  die  drei  Normalebenen  a,  ß,  y.  Nun  suche  man  den 
kürzesten  Abstand  a  der  Linie  AB  von  ihrer  conjugirten  {aß), 
nftmlich  der  Schnittlinie  der  Ebenen  a,  ß;  ebenso  den  karzesten 
Abstand  b  der  Geraden  BC  und  (ßy).  Dann  wird  die  Gerade  des 
kürzesten  Abstandes  von  a  und  b  die  Centralaxe  sein. 

Die  Th.  I.,  Cap.  yi,  §.  4.  angegebene  Construction  liefert  die  Strecken 
r,  9  fUr  zwei  conjugirte  Gerade,  welche  dem  Streckenayatem  aequivalent 
sind.  Auf  nnsem  Fall  angewandt,  liefert  sie  alao  die  Winkelgeschwindig- 
keiten um  zwei  coqjugirte  Axen,  welche  dem  gegebenen  System  der  Winkel- 
geschwindigkeiten aequiTulent  sind.  Wie' man  auch  immer  zwei  con- 
jugirte Axen  wShlen  mag,  das  Tetraeder,  welches  die  auf  ihnen 
als  LSngen  aufgetragenen  ihnen  zugehörigen  Winkelgeschwindig- 
keiten zu  Oegenkanten  bat,  ist  von  conatantem  Volumen. 

Um  die  Bedeutung  des  mit  dem  System  der  Winkelgeschwindigkeiten 
in  Verbindung  stehenden  Complexes  erst«n  Grades  deutlich  zu  zeigen,  fuhren 
wir  noch  Folgendes  an.  Hau  denke  aicb  die  beiden  unendlich  wenig  von 
einander  abweichenden  Lagen  dea  beweglichen  Systems,  die  ursprOngliche  2^, 
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und  die  Lage  ^,  in  welche  das  bewegliche  System  durch  das  System  der 
WinkelgeBchwindigk eilen  übergeführt  wird.  Die  Verbindangslinienjl^'  homo- 
loger Funkte  A ,  Ä  sind  die  Tangenten  der  Bahn  in  ^ ;  die  Geeammtheit 
aller  dieser  Tangenten  bildet,  wie  an  einer  anderen  Stelle  au sfOhrlicher  be- 
sprochen werden  wird ,  einen  Complex  zweiten  Grades.  Die  Normalebenen  u 
der  Bahnen  in  den  Punkten  A  bilden  mit  diesen  Funkten  A  zusammen  das 
mit  unserer  Reduction  der  Winkelgeschwindigkeiten  zusammenhKngende  Null- 
System,  in  welchem  die  Folarebenen  a  (Nullebenen)  durch  die  Pole  A 
(Nullpunkte)  hindurchgehen.  Die  Straten  der  Ebenen  «,  welche  durch  die 
Systempunkte  A  gehen ,  sind  die  Straten  des  Complexes  ersten  Grades.  Sie 
sind  die  Doppellinien  (sich  selbst  conjugirten  Geraden)  des  Nullsystflnts,  die 
nicht  als  conjugirte  Aieu  dienen  können.  (Th.  I.,  Cap.  V,,  §§.  4.  7.) 

§,  28.  Sind  für  irgend  eine  Reduction  der  Winkelgeschwindigkeiten 
(Oj,  (Sj,  . . .  (»4  auf  (cd,  v)  die  beiden  Beductionselemente  zu  einander  senk- 
recht, 80  ist  das  System  der  Winkelgeschwindigkeiten  einer  blossen  Winkel- 
geschwindigkeit B)  ohne  Translationsgeschwindigkeit  aequivalent.  Dieser  Fall 
tritt  insbesondere  für  parallele  Axen  und  Winkelgeschwindigkeiten  gleichen 
Sinnes,  sowie  Überhaupt  solche,  wofUr  2\ot\  nicht  Null  ist  und  im  Allge- 
meinen ftir  Winkelgeschwindigkeiten  nm  Axen,  welche  in  eine  Ebene  fallen, 
ein.  Ist  <t)  ^  ■£[«>«]  ^  0,  so  ist  das  System  aequivalent  einer  Translations- 
geschwindigkeit. Sind  m  und  v  tax  irgend  eine  Reduction  beide  zugleich 
Null,  so  ist  das  System  aequivalent  Null;  es  erfolgt  keine  Bewegung. 
(Gleichgewicht  der  Winkelgeschwindigkeiten.) 

In  dem  Falte,  dass  das  System  einer  blossen  Winketgesch windigkeit  o» 
aequivalent  ist,  beschreiben  alle  Funkte  Batinelemente  senkrecht  zur  Central- 
aie  und  gehen  daher  alle  Normalebenen  durch  diese  Aze.  Der  Complex 
ersten  Grades  wird  ein  specieller  Complex,  er  besteht  nlmlioh  aus  allen 
Geraden,  welche  die  Centralaxe  sclmeideu. 

Die  analytische  Durchführung  der  Reduction  nach  Th.  I.,  Cap.  IV.,  §.  8. 
u.  fr.  hat  keine  Schwierigkeit. 


IV.  Capitel. 

Die  ebene  Bewegong  eines  onTeT&ndeTliohen  Syatome  und  ihre 

OeeoliwlndlgkelteD . 

§.  1.    Die  Lehren  über   die  Aeqnivalenz  der  Rotationen  um  parallele 

Axen  reichen  hin,  um  eine  genaue  Einsicht  in  den  Vorgang  der  Bew^ung 

eines  unverSnderliohen  Systems  zu  erlangen,   bei  welcher  die  Bahnen  aller 

Funkte  einer  gegebenen  Ebene  parallel  sind.    Hierbei  bewegt  sich  jeder  m 
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dieser  Ebene  p&r&llel  geführte  Schoitt  des  Systems  iu  seiner  Ebene,  fUbren 
alle  Pnnkte  einer  zu  der  Ebene  eentrechten  Geraden  congroente  Bewegungen 
aus  lind  sind  mitbin  die  Bewegungen  aller  Parallelschuitte  zu  jener  Ebene 
dieselben.  Daber  genügt  die  Untersuchung  der  Bewegung  eines  solchen 
Farallelscbnittes,  d.  h.  die  üntersachang  der  Bewegung  eines  ebenen  Systems 
in  seiner  eigenen  Ebene.  Eine  Bolobe  Bewegung  nennen  wir  Parallel- 
bewegang  oder  ebene  Bewegung. 

§.  2.  Es  seien  ^,2^,2^,...  eine  Beihe  Ton  Lagen,  welche  das 
ebene  System  £  wfthrend  seiner  Bewegung  durchlauft.  Die  Bewegung, 
welche  dasselbe  aus  der  Lage  2,  nach  £,  fuhrt,  ist  nach  Cap.  I.,  §.  6. 
aequivalent  einer  Rotation  von  der  Amplitude  9,  um  einen  gewissen  Ro- 
iationsmittelpunkt  C^j  {Pig-  88),  die  Bewegung,  durch  welche  dasselbe  aus 
der  Lage  2^  in  die  folgende  Lage  2^  gelangt,  ist  aeqnivalent  einer  Rotation 
#j  um  einen  anderen  Mittelpunkt  C^  u.  s.  f. 
'/•^  Construiren    wir   alle    diese  Mittelpunkte    und 

i-  er tb eilen  dem  System  £  statt  seiner  wirk- 
lichen Bewegung  nach  und  nach  die  Rota- 
tionen #,,&}...  'um  sie,  so  ergibt  sich  eine 
Bewegung,  welche  mit  der  wirklich  statt- 
findenden in  den  Lagen  £,,  2^,  £^, . . ,  über- 
einstimmt. Schaltet  man  nun  zwischen  je  zwei 
aufeinanderfolgenden  dieser  Lagen  andere  Lagen 
des  beweglichen  Systems  ein  und  bestimmt 
von  Neuem  die  Rotationsmittelpunkte  und 
Amplituden,  so  erhalt  man  eine  Bewegung 
des  Systems,  welche  der  wirklich  stattfindenden 
sieb  bereits  weit  enger  anscbliesst.  Setzt  man 
diesen  Process  immer  weiter  fort,  so  h&ufen  sich  die  Centra  immer  dichter, 
und  weil  je  zwei  aufeinanderfolgende  Lagen  des  Systems  immer  weniger  von 
einander  abweichen,  so  nehmen  die  Amplituden  immer  mehr  ab  nnd  erkennt 
man,  daas  die  wirklich  stattfindende  Bewegung  die  Grenze  ist,  welober  sich 
die  Rotationsfolge  ohne  Ende  nBhert  Dabei  nfibert  sich  die  Reihe  der  Mittel- 
punkte einer  bestimmten  Carve,  sodass  man  beim  Uebergang  sur  Grenze 
den  Satz  erhält: 

Die  Bewegung  eines  unrerSnderlichen  ebenen  Systems  in  der 
Ebene  ist  aeqaivalent  einer  continuirlichen  Folge  von  Rotationen 
um  die  Punkte  einer  bestimmten  in  der  Ebene  gelegenen  Curve 
{€)■  nnd  mit  ROcksicht  auf  die  Bewegung  eines  räumlichen  Systems  parallel 
einer  Ebene: 

Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  körperlichen  Systems 
parallel  einer  Ebene  ist  aeqaivalent  einer  continuirlichen  Folge 
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von  Botationen  am  die  Erzeugungslinien  eines  zur  Ebene  senk- 
rechten Cytindera  (<7)  als  Äsen. 

Die  Curve  (C)  Ist  zom  VerBtändnisa  der  Bewegung  des  Systems  zwar 
wesentlich,  aber  noch  nicht  hinreichend,  vielmehr  gehöi-t  dazu  noch  eine 
andere.  Wahrend  sich  nSmlich  das  System  um  C^  dreht,  ftUlt  mit  diesem 
Mittelpunkte  ein  gewisser  Punkt /*,  des  Systems  zusammen,  welcher  <7,  ver- 
lässt,  sobald  die  Drehung  um  (7,  beginnt;  wSfarend  dieser  liegt  ein  System- 
punkt  f,  in  C^;  ebenso  fBllt  wfthreud  der  Drehung  um  Cg  mit  diesem 
Punkte  ein  gewisser  Punkt  J*,  zusammen  u.  s.  f.  Sowie  nun  die  Punkt«  C 
in  der  Grenze  eine  Curve  des  absoluten  Raumes  bilden,  so  ist  der  geome- 
trische Ort  der  Punkte  F  schliesslich  eine  gewisse  Curve  des  Systems,  deren 
Punkte  wahrend  der  Bewegung  mit  den  Punkten  der  Curve  (0)  zusammen- 
fallen, so  zwar,  dass  die  Curve  {T)  in  jeder  Lage  des  Systems  die  Curve  (Ol 
berührt  imd  wfibrend  der  Bewegung  auf  ihr  hinrollt  ohne  sn  gleiten.  Man 
hat  daher  weiter  den  Satz: 

Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  ebenen  Systems  in 
seiner  Ebene  kann  definirt  werden  als  das  Rollen  einer  bestimmten 
Curve  (r)  des  beweglichen  Systems  auf  einer  bestimmten  Curve 
(C)  der  festen  Ebene.    Oder  auch: 

Die  Bewegung  eines  unverBnderlichen  räumlichen  Systems 
parallel  einer  Ebene  kann  definirt  werden  als  das  Bollen  einer 
bestimmten  Cylinderfl&che  (i^)  des  beweglichen  Systems  auf  einer 
bestimmten  festen  CylinderflBche  (C)  des  Baumes  ohne  Gleiten. 

Man  kann  leicht  zu  einer  Folge  von  Punkten  C  die  entsprechende  Folge 
der  Punkte  F  construiren.  Uan  b«ge  zu  dem  Ende  aa  0,  (7,  entgegengesetzt 
dem  Sinne  der  Rotation  nU  0,  den  Winkel  F^C^C^  gleich  der  zu  O,  ge- 
hörigen Amplitude  ^^  an  and  nehme  F^F^^  C^C^.  Hierauf  ziehe  man 
Aj-s  so,  dass  der  Winkel  F^V^y^  gleich  dem  Winkel  C^C^C^  vrird,  trage 
an  F^y^  wiederum  entgegengesetzt  der  Rotation  um  O,  die  diesem  Centrum 
entsprechende  Amplitude  #,  an  und  mache  F^F^  =  C^Cg.  Setzt  man  diefie 
Construction  fort,  so  erbilt  man  ein  Polygon  [F] ,  dessen  Aossenwinkel  gleich 
den  Polygonwinkeln  des  Polygons  [C\  sind,  vermehrt  um  die  den  Punkten  C 
entsprechenden  Rotationsamplituden,  welches  Polygon  also  bei  der  Rotation 
des  Systems  um  die  Punkte  G  sich  mit  seinen  Seiten  an  die  Seiten  von 
{C]  anlegt.  Geht  nnn  das  Polygon  [C]  in  die  Curve  (C7)  Ober,  welche  der 
Ort  aller  Rotationsmittelpunkte  im  absoluten  Banme  ist,  so  geht  das  Po- 
lygon (r)  zugleich  in  die  Curve  (r)  aber,  welche  alle  Punkte  des  Systems 
enthlUt,  die  nach  und  nach  mit  den  Punkten  der  Curve  {C)  lusammenfallen 
und  welche,  indem  sie  über  die  Curve  (C)  hinrollt,  das  System  nSUügt, 
die  ihm  vorgeschriebene  Bewegung  auszuführen. 

§.  3,    Jeder  Lage  des  beweglichen  Systems  entspricht  ein  bestimmter 


DigiLizedbyCoOJ^Ic 


II.  Th.,  Cap.  IV,  §.  3.    Momentuicentram ;  ElementarlMwegiuig.  221 

Punkt  C  der  Cnrve  (C) ,  nm  welchen  dasselbe  in  dem  nächstfolgenden  Zeit- 
element  eine  unendlioh  kleine  Rotation  ausführt ,  nm  in  die  folgende  uneBdlich 
nahe  Lage  zu  gelangen.  Diesen  Punkt  nennen  wir  den  momentanen  Ro- 
tationsmittelpunkt  oder  auch  das  Homeutancentrnm  und  die  unendlieh 
kleine  Rotation  um  ihn  die  Elementarbewegung  des  Systems.  Ist  d^ 
die  unendlich  kleine  Amplitude  der  Elementar!» weguug,  so  ist  die  Oesohwindig- 
keit  der  Systempankte  in  der  Einheit  der  Entfemui^  vom  MomentaDOentrum 

oder  die  Winkelgeschwindigkeit  e»  um  dieses  «  =  7,  «od  die  Geschwindig- 
keit ti  im  Abstände  r  vom  Centram  v  ^=  mr.  Das  Centrum  selbst  hat  die 
Geschwindigkeit  Null;  es  kann  daher  ftlglich  auch  Mittelpunkt  der  Ge- 
schwindigkeiten oder  Pol  der  Geschwindigkeiten  genannt  werden, 
weil  nm  dasselbe  auf  concentrischen  Kreisen  die  Geschwindigkeit  der  System- 
pnnkte  der  GrCsee  nach  gleich  ist.  Fttr  das  räumliche  System  tritt  an  die 
Stelle  dieses  Punktes  die  Uomentanaze  (Axe  oder  Polaze  der  Ge- 
schwindigkeiten). 

Iq  Folge  der  Elementarbewegung  beschreibt  jeder  Punkt  des  Systems 
ein  Element  seiner  Bahn,  welches  als  unendlich  kleiner  Kreisbogen  um  das 
Momentanoentnun  als  Mittelpunkt  oder  auch  als  unendlich  kleine  gerade 
Linie  angesehen  werden  kann,  senkrecht  zu  dem  Strale,  der  den  System- 
punkt mit  dem  Momentanoentrum  verbindei  Daa  Element  der  Bahn  hat  die 
Richtung  der  Tangente,  jener  Stral  also  die  der  Normalen  der  Bahn.  In 
jeder  Lage  des  Systems  laufen  also  die  Normalen  der  Bahnen  der 
Systempunkie  alle  durch  ein  und  denselben  Punkt  der  Ebene, 
nämlich  durch  das  der  Lage  des  Systems  entsprechende  Momentan- 
centrnm. 

Vermöge  der  Elementarbewegimg  beschreiben  die  Punkte  einer  Geraden 
des  Systems  Bogenelemente,  welobe  verschieden  geneigt  sind  gegen  dieselbe, 
weil  sie  senkrecht  sind  zu  den  Stralen,  welobe  die  Funkte  mit  dem  Ho- 
mentancentrum  verbinden.  Nur  dann,  wenn  die  Gerade  durch  dies  Centrum 
hindurchgeht,  ist  die  Neigung  aller  dieselbe,  nämlich  ^«.  unter  den  Punkten 
Aar  beweglichen  Geraden  ist  ein  einziger,  dessen  Bahnelement  in  die  Gerade 
fftllt,  nämlich  der  Fnsepnnkt  P  der  vom  Momentancentrum  auf  die  Gerade 
gefällten  Normalen.  Nun  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  m  der  Elementar- 
bewegung um  C  aeqnivalent  derselben  Winkelgeschwindigkeit  <d  um  diesen 
Fusspunkt  in  Terbindnng  mit  einer  Traoelatlonsgeschwindigkeit  rm  des 
Systems,  wenn  r  der  Normalabstand  CP  ist,  senkrecht  zu  r  nnd  gleich  der 
Geschwindigkeit  von  P.  (§.  23.,  S.  211  n.)  Daher  gleitet  die  Gerade  in 
ihrer  Richtung  mit  der  Translationegeschwindigkeit  rra  und  rotirt  um  P  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit!».  Nur  die  Geraden,  welche  durch  C  hindurch 
geben,  rotiren  um  C  ohne  Tnmslation.    Der  Punkt  P  wird  der  Gleitunga- 
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punkt  der  Geraden  genaimt.  Aehnlichea  gilt  tob  jeder  Curre  des  Systems. 
FSUt  man  von  C  anf  eine  solche  Gurre  die  verschiedenen  Nonualen  und 
zieht  in  deren  Fnsspnnkten  die  Tangenten  an  die  Curren,  so  gleiten  diese 
Tangenten  in  sich  mit  der  Geschwindigkeit  ihrer  Fusapunkte  und  rolären  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  <a.  Bios  dann,  wenn  die  Curve  die  Curre  {C) 
der  Momentancentra  in  C  berührt,  findet  in  diesem  Punkte  kein  Gleiten, 
sondern  nur  Botation  der  Curve  um  C  statt.  ,Die  bewegliche  Gerade  oder 
Gurre  umhüllt  w&hrend  ihrer  Bewegung  im  Allgemeinen  eine  Gurre,  ihre 
Enveloppe,  die  sie  in  allen  Lagen  berOhri  Das  Vorstehende  zeigt  daher, 
daas  fUr  jede  Lage  des  beweglichen  Systems  die  Normalen  der 
Enveloppen  aller  Systemcurven  in  den  Funkten,  in  welchen  sie 
TOD  diesen  berührt  werden,  durch  das  Uomentancentram  hindurcfa- 
gehen. 

Die  Tangenten  der  Bahnen  aller  Funkte  einer  Geraden  I  fflr 
irgend  eine  bestimmte  Lage  derselben,  fUr  welche  das  Momentan- 
centrum  C  ist,  bertthren  eine  Parabel,  deren  Scheitel  der  Glei- 
tungspunkt  Ä  von  l  und  deren  Brennpunkt  C  ist  Denn  die  Gerade  I 
und  ihre  nfichstfolgende  Lage  t  wthalten  zwei  cougruente  Fonktreihen 
A,.. .  B,  D, . . .;  A!,.,.S,  if . . .  and  ihre  Projecsionastraleu  AA',  . . , 
BS,  DUf  . . .  sind  die  Tangenten  der  Bahnen  der  Punkte  A,...  B.D,. . . 
Sie  berühren  nach  einem  bekannten  Satze  eine  Parabel  und  da  I  und  t  selbst 
Frojectlonsstralen  sind,  so  berUfarw  auch  sie  dieselbe.  Der  Punkt  A  be- 
schreibt das  Bogenelement  A.<4',  welches  in  I  fBllt;  I  ist  datier  Tangente  an 
die  Parabel  im  Gleitungsponkte  ^  und  AC  Normale  daselbst  Denkt  man 
sich  alle  fibrigen  Normalen  BC,  DC . . .,  welche  auf  den  Parabeltangenten 
Bjff,  DI/  . . .  senkrecht  sind,  so  hat  man  ein  System  von  rechten  Winkeln 
CAA\  CBB^j  CDjy . . . ,  von  deren  Sehenkeln  die  einen  die  Parabel  be- 
lühren,  während  die  andern  durch  denselben  Punkt  C  gehen.  Nach  be- 
kannten Eigenschaften  der  Parabel  ist  daher  C  der  Brennpunkt  und  da  CA 
auf  der  Geraden  l  in  A  senkrecht  steht,  so  ist  CA  die  Hauptaze  und  A  der 
Scheitel. 

DieProjectionen  derBogenelemente,welchedie  verschiedeDen 
Punkte  einer  Geraden  l  durch  die  fllementarbewegung  beschreiben 
auf  die  Gerade  l  sind  gleich;  daher  sind  auch  die  Projectionea 
der  Geschwindigkeiten  aller  Punkte  von  l  auf  I  gleich.  Denn  das 
Bogenelement,  welches  ein  Funkt  A  beschreibt,  ist  CA  .  d9,  und  wenn  CA 
mit  l  den  Winkel  tp  bildet,  so  bildet  AA'  mit  l  den  Winkel  ^n —  tp, 
mithin  ist  CA  sia  9  .  d^  seine  Projection  auf  l .  Ebenso  ist  fUr  einen  andern 
Punkt  B  die  Projection  des  Bogenelementes  J3J?' auf  I  gleich  Cfsiniftd^, 
wenn  CB  mit  l  den  Winkel  'V  bildet  Es  ist  aber  sowohl  CA  sin  gi,  als 
auch  CBem^  der  Abstand  der  Geraden  l  von  C.    Daher  sind  beide  Pro- 
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jectionen  gleich,  und  wenn  maa  sie  mit  dt  dividirt,  auch  die  Projectionea 
der  Geschffmdigkeiten  von  A  and  B . 

Alle  Punkte  j1 'des  beweglichen  Sjstema,  deren  Oeschwindig- 
keitericbtungen  fQr  -eine  bestimmte  Lage  des  Systems  durch  ein 
iipd  deDBelben  Punkt  P  hindurchgehen,  liegen  auf  dam  Umfange 
eines  Kreises,  welcher  durch  das  M.omentancentrnm  C  geht  und 
den  Abstand  CP  zum  Durchmesser  hat.  Denn  dem  Punkte  P,  wenn 
man  ihn  als  einen  Punkt  Q*  der  uKchstfolgenden  Lage  £"  des  Sj^tems  auf- 
fasst,  ist  ein  gewisser  ihm  unendlich  naber  Punkt  Q  der  ersten  Lage  £ 
homolog.  Zieht  man  nun  von  (^  nach  allen  Punkten  A',  welche  den  Punkten 
Ä  in  £"  homolog  sind,  die  Stralen  ^A',  so  gehen  sie  durch  die  Punkte  A 
und  dem  Stralenbttschel  (<^,  den  sie  bilden,  ist  der  StralenbUschel  (Q) 
homolog,  dessen  Stralen  QA  durch  die  Punkte  A  geben.  Die  homologen 
Büschel  (Q)  und  (Q*)  sind  aber  congruent  und  gleichen  Sinnes;  daher 
schneiden  sich  ihre  homologen  Stralen  QA,  <^A'  d.  h.  QA,  PA  in  den 
Punkten  A'  eines  Kreises,  welcher  in  der  Grenze  der  Ort  der  Punkte  .^  ist. 
Dem  Strale  QC  entspricht  aber  ^C  in  den  BOscheln,  weil  im  Homentan- 
centrum  zwei  homologe  Punkte  C,  C  zusammenfallen.  Das  Bahnelement 
Q^  ist  aber  senkrecht  zu  CQ  und  hat  die  Richtung  der  Geschwindigkeit 
des  Punktes  P;  daher  ist  CP  der  Durchmesser  des  Kreises. 

§.  4.  Die  Bewegung  des  Systems  in  der  Ebene  ist  durch  zwei  Be- 
dingungen bestimmt;  denn  sie  ist  es,  sobald  eine  Gerade  desselben  für  alle 
ihre  Lagen  bestimmt  ist  und  dies  erfordert  zwei  Bedingungen.  Sind  z.  B. 
die  Bahnen  bekannt  fUr  zwei  Punkte  der  Geraden,  so  ist  dies  der  Fall; 
zunächst  aber  nur  fUr  die  reine  Geometrie  der  Bewegung,  d.  h.  fUr  die  Be- 
stimmung der  Orte  der  Punkte,  der  Bahnen  etc.,  noch  nicht  aber  fUr  die 
Geschwindigkeiten.  Ist  aber  die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  bekannt,  so 
kann  man  durch  sie  die  Geschwindigkeiten  aller  Punkte  finden.  Dies  fuhrt 
zn  folgenden  Aufgaben,  deren  Lfisung  keine  theoretischen,  wohl  aber  in 
vielen  Fällen  praktische  Schwierigkeiten  bat: 

Wenn  dieBewegung  eines  ebenen  nnverfinderlichen  Systems 
durch  zwei  Bedingungen  definirt  und  die  Geschwindigkeit  eines 
Systempunktes  fQr  den  Verlauf  der  Bewegung  bekannt  ist,  zu 
finden:  a.  das  Uomentancentrum  C  fUr  eine  b«liebige  Lage  des 
Systems  in  der  Ebene  der  Bewegung,  b.  den  Ort  (C)  aller  Mo- 
mentancentra  in  derselben,  c.  zu  einem  Momentancentrum  C  den 
Punkt  r  des  Systems,  welcher  im  Laufe  der  Bewegung  als  Mo- 
mentancentrum in  C  eintritt,  sowie  die  Lage  des  Systems,  fUr 
welche  dies  geschieht,  d.  den  Ort  (i^  aller  Punkte  r  im  System, 
e.  die  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  nebat  deren  Tangente 
oder  Normalen  in  irgend  einem  ihrer  Punkte,    f.  die  Enveloppe 
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irgend  einer  Geraden  und  ihre  Tangente,  g.  die  GeBchwindigkeit 
eines  beliebigen  Panktee. 

Wir  werden  bald  die  Lösung  dieser  Aufgaben  fUr  einzelne  BeatimmungB- 
arten  geben  und  durch  Beispiele  erlftutem. 

§.  5.  Wenn  ein  ebenes  System  £  sich  in  einer  Ebene  S^  bewegt,  go 
heisst  dies  soviel,  als  die  Elemente  Yon  £,  Funkte,  G)«raden  etc.  fallen  nach 
und  nach  einem  bestimmten  durch  die  Definition  dieBer  Bewegung  gegebenen 
Gesetze  entBprechend  mit  gewissen  gleichartigen  Elementen  von  £f  znaammen. 
Dabei  ist  es  gleichgültig,  ob  £'  selbst  in  einem  dritten  Systeme  2^' mbend 
oder  in  Bewegung  begriffen  gedacht  wird,  wenn  E,  £  zusunmen  als  ein 
Ges&mmtBystem  an  dieser  Buhe  oder  Bewegung  theilnehmen.  Allein  ebenso, 
wie  S  Beinen  Ort  in  Sf  verändert,  ist  dies  auch  bei  If  der  Fall,  welches 
zugleich  in  X  sich  bewegi  Es  bewegen  sich  beide  Systeme  in  einander,  die 
Bewegung  des  einen  zieht  die  des  andern  nach  sich,  da  Bewegung  Ober- 
haupt ein  relativer  Begriff  ist.  (S.  Einleitung  §.  7.)  Wir  gelangen  leicht 
zur  EenntnisB  der  Bewegung  von  £  in  E,  indem  wir  beiden  Systemen  als 
einem  Gesammtsystem  eine  gewisse  gemeinsame  Bewegung  binzufUgen,  welche 
keinen  Einflnss  auf  die  relative  Bewegung  beider  gegen  einander  ausüben 
kann.  Dazu  wählen  wir  am  einfachsten  in  jedem  Augenblick  die  Bewegung 
von  S  va.  If ,  d.  h.  die  Elementarbewegnng  von  Z  um  die  Momentanaxe 
{Cy  r)  in  umgekehrtem  Sinne.  Dadurch  kommt  .£  zur  Buhe  und  sieht  man, 
dass  die  Bewegung  von  X'  in  X  in  dem  Bollen  derCorveC  auf  der  jetzt 
ruhenden  Curre  V  besteht  und  zwar  im  umgekelirten  Sinne  erfolgend.  FOr 
die  beiden  relativen  Bewegungen  von  £  und  £'  in  einander  haben  daher 
die  Curven  C  und  r  wechselweise  dieselbe  Bedeutung.  WShrend  bei  der 
Bewegung  von  £  nnd  E"  ein  Punkt  Ä  von  £  eine  Curve  «'  beschreibt, 
geht  bei  der  Bewegung  von  £'  in  £  diese  Curven  fortwihrend  durch  den 
Punkt  A ,  wie  durch  einen  festen  Punkt  hinduroh  oder  was  dasselbe  ist,  es 
zeichnet  der  feste  Punkt  Ä  des  ruhenden  Systems  £  in  dem  bewcf^licbeu 
System  £"  dieselbe  Curve  a  und  während  im  ersten  Falle  eine  Cnrve  Jt 
in  £"  eine  Knveloppe  K"  erzeugt,  an  welcher  sie  rotirend  hingleitet,  so  glütet 
im  andern  Falle  diese  Curve  E'  über  k  berührend  hinweg,  um  den  ein- 
fachsten Fall  dieser  Gegensätze  zu  erwähnen,  wollen  wir  hervorheben,  daea, 
wenn  bei  der  Bewegang  von  £  in  ^  ein  Punkt  A  von  £  in  £"  eine  Gerade 
a  beschreibt,  diese  Gerade  a  während  der  Bewegung  von  f  in  £  fort- 
während durch  den  Pankt  A  hindurchgeht  und  umgekehrt,  wenn  eine  Gfoade 
A;  yon  £  in  £'  fortwährend  durch  einen  Punkte  K"  geht,  im  andern  Falle 
iC  sich  in  k  bewegt  Es  spricht  sich  hierin  eine  gewisBs  WechselBeltigkeit. 
ein  gewisser  Umtausch  der  die  b^den  Bewegungen  bedingeaden  nnd  der  durch 
die  Bewegung  erzengten  geometrischen  Gebilde  aus,  den  wir- mit  dem  tarnen 
des  Dualismus  der  Bewegung  bezeichnen,  indem  wir  dabei  auf  Chasles 
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verweisen  (Aper^  historiqne,  Note^XXXIV,  p,  408),  welcher  zuerst  auf  ibn 
aufmerksam  gemacht  hat.  Von  den  beides  Bewegungen,  der  von  J7  in  ^ 
and  der  von  2^  m  £  soll  jede  die  TTmkebrung  der  andern  heiasen. 

§.  6.  Zwei  Systempunkte  A,  B  (Pig.  89.)  bewegen  sich  auf  zwei 
gegebenen  Carven  (a),  (j3)  der  Ebene  der  Bewegung,  man  soll  die 
Aufgaben  des  §.  4.  für  die  hiedureb  definirte  Bewegung  des 
Systems  Z  behandeln. 

Da  die  Normalen  der  Bahnen  aller  Systempunkte  entsprechend  einer 
bestimmten  Stellung  des  Systems  durch 
dos  Momentancentrum  geben,  so  erhslt 
man  dies  als  Darchacbnitt  der  Nor- 
malen an  die  Gurren  («),  (|S)  in  den 
Punkten  Ä,B.  Die  continniilicbe  Beihe 
aller  dieser  Normalendurohschnitte,  ent- 
sprechend den  verschiedenen  Lagen  der 
Punkte  .i,  £  auf  den  Curven  («),  (|!) 
:  bildet  die  Curve  (C) .  —  Die  Punkt« 
A,  B  und  das  Momentancentrum  C 
bilden  ein  Dreieck  ABC,  welches  im  Allgemeinen  ft)r  jede  Lage  des  Systems 
ein  anderes  sein  wird.  Constniirt  man  nun  im  beweglichen  System  über 
AB  ala  Basis  die  Dreiecke  ABT  congrnent  mit  den  verschiedenen  Dreiecken 
ABC,  so  decken  sich  aufeinanderfolgend  wShrend  der  Bewegung  diese  mit 
jenen  und  sind  folglich  die  Ecken  Pderselben,  welche  ^S  gegenfibeiliegen, 
die  Systempunkte,  welche  mit  den  Momentan cen tri s  zusammentreffen.  — 
Behufs  Losung  der  dritten  Aufgabe  wird  man  von  dem  gegebenen  Uomentan- 
centram  C  die  Normalen  CA,  CB  auf  die  Curven  («),  (|3)  Allen  und  das 
Dreieck  ABC  in  das  bewegliche  System  as^  AB  übertragen;  der  System- 
pnnkt,  mit  welchem  C  zusammenfUlt,  ist  der  gesuchte  Punkt  F.  Lassen 
sich  von  C  an  eine  oder  die  andere  der  Curven  (a),  (^)  mehrere  Normalen 
legen,  so  entscheidet  die  bekannte  LSnge  ^ £ ,  welche  Verbindungslinie  der 
Fnsspunkte  werden  muss,  welche  zwei  von  den  verschiedenen  Fusspunkten 
der  Normalen  zn  w&hlen  sind.  —  Da  das  Bogeuelement,  welches  ein  be- 
liebiger Systempunkt  M  beschreibt,  als  nnendlich  kleiner  Kreisbogen  um  das 
Uomentancentrum  C  angesehen  werden  muss,  so  folgt,  dass  die  Bahn  des 
Punktes  M  von  sBmmtlichen  Kreisen,  welche  aus  den  Momentancentris  C 
mit  den  AhstSnden  CM  derselben  von  den  entsprechenden  Lagen  des  be- 
schreibenden Punktes  M  beschrieben  werden  kftnnen,  berOhrt  wird.  Die 
Bahn  des  Punktes  M  ist  also  die  Enveloppe  derselben.  Die  Enveloppe  einer 
Geraden  des  Systems  ist  der  Ort  der  Fnsspunkte  aller  auf  die  einzelnen 
Lagen  der  Qeraden  von  den  betreffenden  Momentancentren  gefSllten  Nor- 
malen.   Ke  Oeech windigkeit   eines   beliebigen  Systemptinktes   ist   bekannt, 
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sobald  die  Winkelgeschffindigkeit/a  am  das  Homentancentnim  gefunden  ist 
Ist  Va  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  A  und  r,  sein  Abstand  Tom  Centnun  C, 
so  folgt  u  ans  i»  .  ra  =  Va  ■ 

Behufs  der  analytischen  Bettandlnng  der  vorstehenden  Aufgaben 
nehmen  wir  in  der  festen  Ebene  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  der 
X,  y  nnd  in  dem  beweglichen  Systeme  ein  anderes  der  j^,  y'  an.  Das  ente 
sei  beliebig  gew&hlt,  der  ürspnmg  des  zweiten  aber  sei  die  Uitte  der  Ge- 
raden AB  nnd  seien  AB  und  die  in  ihrer  Uitte  errichtete  Senkrechte  die 
Axen  der  x'  nnd  ^ .  Die  Coordinaten  des  Punktes  A  auf  der  Cnrre  (a) 
seien  x^,  ya,  als  Functionen  irgend  einer  V&riabeln  fg  gedacht,  durch  deren 
Elimination  die  Gleichung  der  Curre  (a)  in  der  gewChnUchen  Form  gefunden 
wUrde;  die  Coordinaten  von  B  auf  der  Curve  (ß)  seien  in  ilhnlicher  Weise 
Xf,  yp  und  als  Functionen  einer  andern  Variabein  i^  gegeben.  Ist  alsdum 
a  der  constante  Abstand  AB  beider  Punkte,  so  besteht  zunSchst  die  Gleidmng 

{x/i  —  x^y  +  (y^  —  ya)'  —  a'  (l) 

und  werden  die  Coordinaten  des  beweglichen  Urspnmges  0'  sein: 

i(*a  +  ^i*).  iCy» +  ?,*)• 

Charakteriaii-t  man  ausserdem  die  specielle  Lage  des  beweglichen  Coordinaten- 
Bystems  gegen  das  feste  durch  den  Winkel  il,  welchen  die  positiven  Aien 
der  X,  X   mit  einander  einschliessen,  sodass  also 

cos  1  sin  X  .  . 

xfi  —  xa^yfi—y«'~' 
so  hestehen  zwischen  den  Coordinaten  x ,  y  eines  Punktes  der  festen  Ebene 
und  denen  x',  y   des  mit  ihm   in   einer   speciellen  Lage  des  Systems  ta- 
sammenfallenden  Punktes  die  Gleichungen: 

X'=  ^{xa  +  Xjt)  +  x'cosl  —  y'sini,  ,  , 

y  —  JO*-  +  y^)  +  ä;'  sin  1  +  y  cos  1. 
Bedeuten  x,  y  die  Coordinaten  des  Moment&ncentrums  C ,  ao  sindz',  y 
die  Coordinaten    des    mit    ihm   zusammenfallenden   Syatempunktes  r  und 
mUssen  x,  y  den  Gleichungen  der  Normalen  an  (a),  {ß)  in  den  Punkten 
A,  B  genügen,  uBmlich 

{x  —  xa)x'„  +  (y  —  y«)y'..  =  o, 
{x  —  xfl)xp  +  (y  —  yfi)y'fi  —  o, 

worin  die  Accente  Di fTeren Nationen  nach  ta,  tp  resp.  bedeuten.  Mit  HOlfe 
der  Gleichung  (l)  kann  eine  von  den  Grössen  ta,  ff  eliminirt  werden,  sodass 
aus  (3)  und  (4)  durch  Entfernung  von  x' ,  ^  noch  zwei  Gleichungen  Obrig 
bleiben,  welche  die  Coordinaten  des  Uomentancentrums  durch  die  andere 
dieser  Grössen  darstellen.  Eliminirt  mau  auch  diese  noch,  so  bleibt  eise 
Gleichung  fOr  den  Ort  (C).    Um  die  Gleichung  der  Curve  (r)  zu  finden, 
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hat  man  alatt  x  ,  y  nar  x,  y  zu  elimimreit.  —  Bedeuten  x  ,  y  die  Coordinateu 
eiaee  bestimmten  S7Btempunktes,  so  sind  ar,  ^  Coordinat«n  der  Punkte  aeiuer 
Bahn;  die  Qleichang  dieser  erhält  man  aus  (3)  (ohne  (4)  zu  Hülfe  zu  nehmen) 
durch  Elimination  der  Grundvariaheln.  Man  kann  ig  nnd  i^  einander  gleich 
und  als  ihren  gemeinschaftlichen  Werth  die  von  einem  beliebigen  Momente 
an  gerechnete  Zeit  betrachten. 
§.  7.    Beispiele. 

1.  EionnTeT&ndeTlicheB  ebeneaSjatem  bewegt  sich  in  einerEbene 
»0,  daBS  Bwei  seiner  Punkte  A,  B  (Fig.  flO)  fortwährend  aaf  awei  in  der 
Ebene  festen,  unter  dem  Winkel  X  sich  in  einem  Punkte  O  schnei- 
denden Geraden  (a),  (^  bleiben.  Uan  soll  das  Momentancentrnm  (C,  V) 
fSt  eine  beliebige  Lage  des  Sjatems  und  seine  Orte  (C),  (P)  in  der 
Ebene  der  Bewegung  nnd  im  System,  die  Bahn  eines  beliebigen 
Sjstempnnktes  und  seine  Geschwindigkeit  finden. 

o.  Der  Schnittpunkt  der  Normalen  in  ^,  £  anf  die  Bahnen  (tc),  (j3)  dieser 
Punkte  bt  das  Homentancentrum  (C,  V)  für  die 
durch  die  Lage  der  Geraden  AB  cbarakterisirte 
Lage  des  Systems.  Das  Viereck  OACB  ist  ein 
Sehnenvieieck  nnd  OC  der  Durchmesser  des  mn- 
schriebenen  Ereisea.  Derselbe  gibt  die  Entfernung 
— •cv  des  MomentancentrumsTOm  Schnittpunkte  der  festen 
Geraden  an  nnd  bleibt  f3r  alle  Lagen  des  Systems 
constant,  OC—  AB:ixa%.  Daher  ist  der  Ort  ((7) 
der  Homentancentra  in  der  Ebene  der  Bewegung 
ein  Kreis,  nm  O  mit  dieser  Länge  als  Badins  be- 


h.  Jeder  Pmikt  T  des  Systems,  der  im  Lanfe  der  Bewegung  Homentancen- 
trum wird,  bildet  mit  ^,  £  ein  Dreieck,  von  constanter  Bads  AB,vo.  welchem 
der  Gegenwinkel  dieser  Seite  constant  gleich  «  ~  1  ist.  Daher  ist  der  Ort  (r) 
aller  dieser  Fonkte  ein  Kreis,  welcher  diesen  Winkel  Aber  AB  als  Peripherie- 
winkel faest.  Dieser  Kreis  (r),  dessen  Radius- ^.^ü  :  sin  1,  also  halb  so  gross  als 
der  Badins  des  Torigen  ist,  geht  wUirend  der  Bewegung  fortwährend  durob  0  und 
berührt  den  vorigen  Kreis  (C)  ao,  dass  beide  anf  dieselbe  Seite  der  gemeinscha^ 
liehen  Tangente  fallen.  Die  Bewegung  des  Systems  kann  daher  ebenso  gut  durch 
das  Rollen  eines  Kreises  auf  der  Innenseite  eines  anderen  von  doppelt  ao  grossem 
Badins  deGniit  werden,  als  durch  die  Bewegung  der  beiden  Punkte  A,  B  auf  den 
Geraden  (<■),  (ß).  Die  Bewegung  ist  eine  periodische  und  kehren  dieselben  Lagen 
des  Systems  nach  zwei  vollen  ümUafen  des  rollenden  Kreiaes  wieder.  Sie  kann 
in  doppeltem  Sinne  erfolgen. 

c.  Um  die  Bahn  eines  Systempnnktes  3f  lu  bestimmen  (Fig.  91),  liehen  wir 
durch  ihn  den  Dnrohmesser  MO  des  rollenden,  dem  System  angehörenden  Krei- 
ses (F).  Dieser  Durchmesser  schneidet  (F)  in  den  beiden  Systempunkten  P  und 
Q,  welche  als  solche  unTeränderliche  Abittnde  von  den  Ponkten  A  und  B  haben. 
Daher  sind  auch  die  Bogen  P£  nnd  ^A  nnd  folglich  auch  die  Peripheriewinkel 
TOB  and  (^OA  unTeränderlich.  Da  nun  die  Paukte  A  und  B  auf  den  festen 
Geraden  (a),  (|9)  fortracken,  so  behalten  die  Geraden  PO,  QO  lehrend  der  Be- 
wegung dieselbe  Lage  in  der  Ebene  der  Bewegung,  d.  h.  es  rflcken  P  nnd  Q 
gleichUls  anf  swei  festen  und  fiberdies  za  einander  senkrechten  Geraden  OP,0<i 

16*  ,--  I 
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dieser  Ebene  fort.  Nach  einem  bekannten  Satze  begehreiben  aber  die  Pnokte  M 
einer  Geraden  AB,  wenn  awei  Punkte  A,  S  derselben  aicb  auf  zwei  festen,  m 
einander  eenkrecbten  Geraden  bewegen,  Ellipsen,  deren  Hauptaienrichtnngen 
die  festen  Geraden  sind  nnd  deren  Hittelpuukt  also  ihr  Schnittpunkt  iat.  Die 
Halbaxen  dieser  Ellipsen  sind  MP  und  MQ,  wie 
man  aiebt,  wenn  man  den  Darchmeaser  Mff  in  den 
Lagen  betrachtet,  wo  er  mit  OP  oder  OQ  Ensam- 
menfB,Ut. 

Der  Mittelpunkt  </  de»  rollenden  Kreises  beschreibt 

einen  Kreis  um  0 ,  alle  Ponkte  des  Innenraumes  des  rol- 

;!  lenden  Ereiges  beschreiben  Ellipsen,  t3i  welche  die  Summe 

ihrer  Halbaxen  gleich  dem  Darchmesser  dieses  Ereisea  ist, 

alle  Funkte  des  Anseenraumes    solche,   für  welche  die 

"'*■  "■  Differenz  der  Halbaxen  gleich  diesem  Durchmeaser  iat, 

alle  Punkte  des  Ümfanges  aber  gerade  Strecken  als  Ellipsen  von  Terschwindenden 

kleinen  Aren.  * 

Alle  Punkte  eines  und  desselben  DnTchmesaera  des  rollenden  Kreises  eraeugen 
Ellipsen  von  denselben  Hauptaxemichtongen,  alle  Punkte  eines  mit  dem  rollen- 
den Kreise  concentciechen  Kreises  Ellipsen  Ton  gleicher  L&nge  der  Hanptaieo. 

Ist  der  Durchmesser  des  rollenden  Kreises  a  nnd  d  der  Abstand  des  die  El- 
lipse beschreibenden  Sjstempnnktes  vom  Mittelpunkte  0'  desselben,  so  sind  ^a-\-d 
nnd  ±[\a  —  dj  die  Halbaien  und  ist  also  2ad  das  Quadrat  der  Excentricit&t 
der  Ellipse.  Sobeitel  und  Brennpunkte  aller  Ellipsen,  welche  von  den  Punkten 
eines  mit  ff  concentrischeu  Kreises  beschrieben  werden,  liegen  auf  Kreisen  um  0 
als  Mittelpunkt. 

d.  Wenn  ein  ebenes  STvtem  mit  einem  seiner  Kreise  auf  einem  festen  Kreise 
in  der  Ebene  rollt,  so  heissen  die  Bahnen  der  Sjstempaokte  Cycloiden  nnd  zwar 
Epicycloiden,  wenn  die  Kreise  auf  verschiedeneu  Seiten  ihrer  gemeinsamen  Tan- 
gente liegen,  H;pocjcloiden,  wenn  sie  anf  dieselbe  Seit«  der  Tangente  Mlen.  Bei 
unserer  Bewegung  findet  das  letztere  statt;  die  von  den  Systempunkten  beschrie- 
benen Ellipsen  sind  Eypocycloiden,  entsprechend  dem  Verhältoiss  der  Badien  der 
Eieiae  gleich  1:3. 

«.  Ist  va  die  Geschwindigkeit  des  Fonktes  A,  welcher  rieh  auf  der  Geraden 
(a)  bew^t,  so  hat  die  Winkelgeschwindigkeit  m  um  das  Momentancentrum  G  die 
OrOsse  to  ^  Od  :  CA  nnd  wenn  ■  der  Abstand  MC  des  Systempunktes  Jf  von  C 
ist,  so  hat  die  Geschwindigkeit  c  des  Punktes  M  den  Werth  t)  ■=  ins  >—  Vas  :  CA. 
Ihre  Bicbtnil^  ist  das  in  Jlf  auf  CM  errichtete  Perpendikel. 

f.  Behufe  der  analytischen  Behandlung  dea 
Problems  wählen  wir  den  Schnittponkt  0  (Fig.  92.) 
Eum  Ursprung  eines  rechtwinkligen  Coordinaten- 
eystems,  die  Gerade  (o)  und  die  zu  ihr  senkrechte 
des  Punktes  0  zu  Azen  der  x  und  y.  Der  Kreis 
nm  dSiS  Dreieck  OAB  schneidet  die  y-Axe  in 
einem  Funkte  £*  und  AS^  iA  Darchmeteer  dea- 
selben,  also  constant  gleich  .AS  :  sin  I.  WUitend 
A  auf  (x)  sieb  bewegt,  Unft  daher  B"  auf  der  y-Aie 
und  können  die  Bewegungen  von  A  und  B^  auf 
den  Coordinatenaxen  den  Bewegungen  von  A  und  B  hehnfa  der  Definition  der  Be- 
wegung des   Systems   snbstituirt  werden.     Die   Mitte    ff  von  AB^   w&hlen   wir 
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lam  TJiapning  einea  Eweiten  rechtwiolctigeD  CooTdinatonByitems  der  x,  y,  deuea 
Azen  der  x  und  y  die  Gerade  ff  A  and  das  auf  Uir  in  0*  errichtete  Perpen- 
dikel seien.  Diese  Axen  gehören  dem  beveglicheu  Sjstem  an,  so  dos«  ihre  Lage 
in  der  Ebene  der  {xy)  die  Lage  desselben  cbarakterinTt  Ab  individualisi- 
rendea  Parameter  dieser  Loge  i^hlen  wir  den  Winkel  ip,  den  die  x'-Aze  mit 
der  x-Aze  bildet,  positiT  in  dem  Sinne  der  Übneigetbewegnng.  Nach  den 
allgemeinen  Transformationsformeln  der  Coordinatensysteme  bestehen  alsdann 
zwischen  den  Ter&nderlichen  Coordinaten  x,  y  eines  Sjstempnnktes  M  beiüglicb 
des  festen  Coordinatensjstems  zwischen  den  während  der  Bew^ping  anverftndeT- 
liohen  Coordinaten  x',  y  desselben  Systeroponktes,  welche  seine  Lage  im  Sjstem 
markiren,  den  Coordinnten  x„,  y^  de«  beweglichen  Urspmngt  O'  nnd  dem  Winkel 
a  der  Axen  die  Oleicbnngen 

X  "^  x^  -^  X  cos  «  —  y'  sin  B 
y  —  y.  +  »'  M»8  o  -f  *'  sin  a 
wobei  voransgesetzt  ist,  due  der  positive  Drehnngssinn  des  Winkels  «  von  det 
positiven  x-Aie  inr  positiven  y-Axe  hingewandt  sei.  In  unserem  Falle  wird 
a  T—  —  tp  und  wenn  AB'  ^^  a  geaetst  wird,  ist  x,  •—  i^a  cos  V,  ^o  ^'  1"  ^i>  ^■ 
Bemnach  bestehen  zwiechen  den  beiderlei  Coordinaten  x,  y  und  x',  y  die  Olei- 
cbnngen 

a:  —  (lo  +  x')  cos  V  +  y'  sin  ^, 
y=-  y"  cos  *  +  (ia  —  x')  sin  ^, 

welche  die  von  M{x'y')  beschriebene  Cnrve  so  daivtellea,  daas  ihre  Coordinaten 
;r,  y  als  Fnnctioneo  von  ^  erscheinen.  Indem  man  ifi  aus  ihnen  eliminirt  (man 
BOche  sin  f,  oos  ^  und  setze  deren  Quadratsamme  der  Einheit  gleich),  erhUt  man 
eine  Gleiobong  in  x,  y  fdr  sie,  nSmlich; 

[rto  -  xr  +  y']a!'  -  2fly'«y  +[(ia  +  «')»  +  »'•]  y'-  ^a»  -  (^''  +  y'')]'. 
Tn  derselben  bedeuten  die  Coefficienten  von  x*  and  y*  die  Qnadrate  det  Abst&nde 
S,  &  des  Ponktes  Jf  von  A  and  S  und  der  Absolntweith  des  Coefficienten  von 
xy  den  vier&chen  Inhalt  J  des  Dreiecks  AS M.  Wir  schreiben  daher,  wenn 
aasserdem  noch  der  Abstand  (x*  -f  y'*)'  des  Pnnktes  M  von  0'  mit  d  beseich- 
net  wird,  die  Gleichnng  einfacher: 

a^x*  ~  iJxy  +  *"y'  —  Üo»  -  d']'. 
Sie  bedeutet  eine  centrale  Curre  zweiter  Ordnung  mit  dem  Hittelponkte  in 
0.    Dieselbe  ist  elliptiscl),  denn  die  Determinante  der  CoefGdenten 
D  _  4J'  —  *'*■• 

ist  nicht  positiv.  Man  sieht  dies,  indem  man  bedenkt,  daas  fSr  •^  AMB"  c—  m 
die  GrSase  dd"  sin  v—iJ,  also  D=~-iJ'  cotg*  m  ist.  Ffir  m  '^  ^k  wird  So-O, 
mithin  df  ^-  ay'.  Die  Oleichaog  der  Cnrve  zeigt  hiefSr  aaf  der  linken  Seite 
das  ToUat&adige  Quadrat  (ßx  —  Ky)''  nnd  rechts  die  Nall,  da  in  dem  rechtwink- 
ligen Dreieck  AMB"  der  Abstand  d  —  i^a  wird.  Die  Curve  degenerirt  ^so  in 
die  doppelt  su  rechnende  Gerade  {ßx  —  ^  y)*  ■■  0  n-  s.  w. 

g.  Uro  die  Enveloppe  einer  Sjstemgeraden  in  finden,  ziehen  wir  ev  ihr  paral- 
lel  eisen  Darcbmeaeer  des  beweglichen,  dem  Dreieck  AOB  (Fig.  91)  nmschriebenen 
Kreises  and  wBhlen  die  beiden  zn  einander  senkrechten  Geraden,  anf  welchen  die 
Endpunkte  dea  Darchmeaseia  forfarücken,  zu  Coordiuatenaxen.    Ist  aladana  e  der  Ab- 
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stand  der  Syetemgeradea  vom  Hittelpankte  O'  und  4>  der  individaaliBirande  Win- 
kel derselben  mit  dei  Äze  der  x,  ao  ist 

a;  Bin  t  +  y  Cöa  V  —  4a  Bin  2ifr  +  e, 
wie  leicht  zn  sehen,  ihre  Qleichnng.    Nach  der  Theorie  der  Enveloppen  ist  diese 
ÖleichiiDg  nach  ^  zu  differentiiren  und  die  differentürte  Gleichung,  n&mlich 

X  cofl  ^  —  jf  Hin  ^  ^  a  cos  2 1^ 
mit  ihr  zii  verbinden.    Das  System  beider,  oder  auch  die  aus  ihnen  durch  Elimi- 
nation von  1^  heiTOTgehende  Qleicbang,  stellen  die  Enveloppe  dar.    Man  kann  die 
beiden  Gleichungen  darch  die  beiden   folgenden,   ans  ihnen  durch   algebiaische 
CotnbinatdoDen  hervorgehenden  ersetzen: 

«-ocoB'^  +  esin.*, 

y  =  u  Bin'  V  +  <  cOB  V- 

FSr  e  ^  0  erhält  man  x^  -1-  9^  ^  <*  >  ^i^  sogenannte  Astrois,  eine  Curve 
6.  Grades  mit  vier  in  gleichem  AbBtande  vom  GoordinatenurspTong  auf  den  Axen 
liegenden  Spitzen.  Sie  ist  die  Enveloppe  des  DuTchmeeeerB,  welchen  wir  mit  nnse- 
rer  SyBtemgeraden  im  Abstände  e  parallel  legten.  Die  Enveloppe  dieser  System- 
geraden,  deren  Tangenten  alle  mit  den  Tangenten  der  Astrol«  parallel  sind,  hat 
eine  dieser  nicht  ui^hnliche  Gestalt. 

\.  daa  System  aller  Bahnen  sämmtlicher  Systempnnkte  bildet  eine  Schaar 
unter  sich  verwandter  Cnrven.  Es  enthält  gerade  Strecken  als  Degenerationen 
von  Ellipsen.  Dieser  umstand  macht  die  hier  behandelte  Bewegung  für  die 
Technik  -wichtig,  indem  man  sie  in  „Geradföhrnngen"  benetzen  kann.  Lftsst 
man  ein  cylindrischea  Zahnrad  im  Innern  eines  anderen  von  doppelter  GrOeee 
laufen,  was  man  dadurch  erreichen  kann,  dasB  man  ihre  Mittelpunkte  durch  eine 
um  diese  drehbare  Schiene  verbindet  nnd  das  kleine  Rad  durch  eine  Kurbel  nm 
seinen  Mittelpunkt  in  Bewegung  setzt,  so  beschreibt  jeder  Punkt  des  ümfonges 
des  kleinen  Bades  mit  oscillirender  Bewegung  eine  gerade  Strecke  gleich  dem 
Durchmesser  des  grossen  Rades. 

I.  Die  Kenntuiss  der  Epi-  und  Hypocycloiden  reicht  bis  zu  Ftolemaens  htn- 
anf,  ohne  daas  man  ihre  Eigenschaften  sorgfältig  stndirt  hätte.  Erat  Cardano 
(geb.  1501  zu  Pavia,  gest.  1676,  Prof.  der  Medicin  zu  Bologna)  nntersuchte  sie 
sorg^tiger;  er  bat  insbesondere  die  im  Yorstebenden  behandelte  hypocycloidische 
Bewegung  zuerst  gefanden  nnd  bewiesen,  dass,  wenn  ein  Kreis  in  einem  anderen 
von  doppelt  so  grossem  Durchmesser  rollt,  jeder  Punkt  des  ersteren  eine  Gerade 
beschreibt.  (S.  Cardanas,  opus  novnm  de  proportiooibus  nnmeromm,  motunm 
etc.,  prop.  173,  p.  ISS.)  Später  hat  Schooten  (16..  bis  1656),  Prof.  zu  Leyden, 
in  seinem  Werke:  De  organica  conicamm  aectionnm  in  piano  deacriptjone 
tractatas.  Lngd.  Batav.  1G46.  p.  14  sqq.  denselben  Gegenstand  behandelt. 
Seitdem  ist  er  in  allen  Schriften  Aber  Bouletten,  organische  Ereengnng  von 
Curven  etc.  zu  finden.  Wir  machen  noch  auf  einige  Schriften  aufmerksam,  welche 
von  Interesse  sind:  De  la  Qoarnerie,  Note  snr  des  thäorämes  de  Schootei  et 
de  la  Hire.  Journal  de  l'ßcole  polytechn.  Cah.  89,' p.  26G  nnd  P.  Serret,  des 
M^thodes  en  Gäomätrie,  Paris  1866,  pp.  4  und  61;  BittershanH,  Aber  Ellipso- 
graphen,  Verhandl.  des  Vereins  zur  Beförderung  des  Gewerbfl.  in  Preussen.   1874. 

8.  Ein  unveränderliches  ebenes  System  hevregt  sich  in  einer 
Ebene  so,  dass  ein  Punkt  A  desselben  auf  einem  Kreise  (s)  und  ein 
anderer  Punkt  S  auf  einem  Durchmesser  (ß)  desselben  fortrfickt;  man 
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Boll  die  Cniven  (C),  (F),  sowie  die  Bahn  nnd  die  Oeechvindigkeit  eines 
beliebigeo  Sjiterapnnktea  M,  «reicher  auf  der  Oeraden  AB  liegt,  er- 
mitteln (KnibelbewegQDg). 

a.  Das  HomentaneeDtrnin  C  (Fig.  93.)  ist  der  Bchnittpimkt  der  Normalen  OC 
p  and  B(7  des  Kreise*  (ot)  nnd  der  Geraden  (p) 

in  J.  nad  S.  FQr  den  KreUnuttelpnnkt  0 
als  Pol  and  {§)  als  Folaraze  eines  Polar- 
coordinatensysteniB , 

<f?OB  — *,  OC~f 
'  erb&lt  man  aas  dem  Dreieck  AOS,  worin 
die    constante   Länge    AB  —  a    nnd    der 
Radius  des  KreiBes  r  sei: 
*'«  «'  a'  —  OB'  +  r'  -  2r  .  05  .  cos  «■ 

wegen  OB  =—  p  cos  4'  die  Polargleichnng  der  Cnrve  (C),  n&mlich: 
(  tp  —  8r)  cm'  *  —  tt»  —  r'. 
In   rechtwinkligeD  Coordioaten  x,  y   fSr  0  als  Uisprong  und  [ß)  als  :c-Aie 
ergibt  sich  hierans,  da  p'  ^  x*  4'  y^i  oos  0'  ==  x  :  9  ist: 

(«'  +  y')  («'  +  r»  -  a*)'  =  4r'  a:*. 
Die  Carve  {C)  ist  mithin  Ton  der  6.  Ordonng.    Sie  bat  verschiedene  Formen,  je 
nachdem  a  :  r  =^  1. 

6.  Par  die  Cnrre  (r)  nehmen  wir  ^  als  Pol,  AB  als  Polaraie  eines  dem 
beweglichen  System  angehOrigen  PolarcoordinateniyBtems  an  nnd  setzen 

^r=  p,  nnd-9CB^r— #,  . 
Dann  ist 

p  sin  9'  cos  frcasain^i  ,0Bap,-|-r 
und  wenn  hieroit  aus  der  obigen  Polargleichnng  der  Cnrve  (C)  die  Coordinaten  f 
nnd  #  eliminirt  werden,  erhält  man  als  gesuchte  Polargleicbung  fflr  (T): 

•■  (»,  -  /)'  ■"■ »,  -  (■•■  -  O  (Jl  -  •■)  ■ 

Die  Elimination  erfolgt  leicbt,  indem  man  zunächst  beide  Seiten  der  Gleichung 
för  (C)  Ton  e  {(I  —  2r)  sobtrahirt,  die  so  gewonnene  Gleichung  mit  derselben 
Gleichnng  für  (C)  mnltdplicirt  nnd  dann  p  sin  fr  cos  fr  =~  a  sin  #,  einsetzt  In  recht- 
winkligen Coordinaten  mit  A  als  Ursprung  und  AB  als  x-Aie  eihUt  man  eine 
Gleichung  6.  Grades. 

c.  FQr  die  Bahn  eines  beliebigen  Systempnnktes  M  (x',  y)  sei  die  Hitte  ff 
TOD  AB  der  Oriprung  nnd  AB  die  x'-Axo  des  mit  dem  System  Terbnudenen 
rechtwinkligen  Coordinaten  Systems  nnd  ■^  ABO  =^  ip  der  individnalisirende  Para- 
meter. Unter  Beibehaltung  des  bereite  angewandten  Coordinatensyatemi  der  x,  y 
in  der  festen  Ebene  hat  man  für  die  Coordinaten  des  Punktes  0' 

a!„  =  r  cos»  +  ia  coi*,    y^  —  ^ana'^, 
worin  wegen  r  sin  fr  •=-  o  sin  1?  fflr  r  cos  fr  in  setzen  ist  (r*  —  a'  sin'ip)'.    Diese 
Grossen  in  cUe  allgemeinen  Transformationsformeln  Beisp.  1,  /'eingesetzt,  geben  fflr 
die  Coordinaten  x,  y  von  M  in  der  festen  Ebene  und  damit  als  Gleichungen  fflr 
die  Bahn  von  M: 


DigiLizedby  Google 


232 


Kurbelt  e  wegnng. 


ILTh.,  C(^>.IX,i.7. 


«  ™  (r'  —  a'  sinV)'  +  (i«  +  *')  cm  if  +  y'  sin  ^ 
y  OB  y     cos  ip  +  !Jia  —  x)  Bin  tp. 

Liegt  3f  auf  JB,  bd  iit  y'  >=  0  und  wird  die  Gleichung  der  Bahn  in  x,  y: 

ffli  die  Hittt)  0'  von  AB  ift  jb  >~  0  tmd  basohceibt  dieser  Ponkt  die  Corve 

^  -  Vi"'  -  y*  +  2  Vi»-'-y"- 

Die  Curven,    welche  die  Puntd»  toq  AB  im  Falle,  dass  a  ^  r  ist,  beachriebeii, 

sind  Ellipsen,  nämlich 

*  =-  (4  a  +  *')  «w  i(.  +  y'  ein  v 

y  —  y'  COB  *  -f-  {^o  —  x')  Bin  V 

d)  Eb  Bei  oir  die  Winkelgescbiriadigkeit,    mit  welcher  sich  der  Badini  OÄ 


des  KTei««B  um  O  zur  Zeit  t  dreht,  gegehe 


Flg.  M.  <a  wm  I 

folgt.    Die  Geschwindigkeit  eines  SystempnokteB  1)  ist  daher 
v^m  .CD-~ar.  OA  ■  "" 


die  Geschwindigkeit  des  Punktes  Ä 
igt  dann  lor  .  OÄ  nnd  wenn  nun  diese 
als  ausderWinkelgeschwindigkatsiDin 
die  Momeotanaie  {C,  r)  entapringend 
ansieht,  so  besteht  die  Gleichung 

m.CA  —  o,,.  OA, 
aus  welcher 

OA 


Für  den  Punkt  B  iusbetondere  wird  v  "  mr  . 
man  vereinfachen,  indem  mfta  dos  Verbältnisa 


OÄ 


CA 
CB 


Diesen  Ansdruck  kun 


Ca 

mit  Hfllfe  dar  Umlichen  Drei- 
ecke CBÄ  und  ORA  durch  das  gleichbedeutende  jr-j  ersetst,  wobeiiTden  Daieb- 

schnitt  der  Geraden  AB  mit  dem  zn  OX  senkrechten  DurchmeeBer  0  T  bedentei 
Dadurch  wird  nämlich  c  —  a>,  .  OK  —  atr  .  BN,  wenn  EN  parallel  OX,  Die 
Geschwindigkeit  des  Punktes  B  ist  demnach  proportional  OK  und  kann  man 
aber  OX  leicht  die  Curve  oonatruiren,  deren  Ordinaten  BN,  mit  a>r  multiplicirt, 
die  Geschwindigkeiten  des  Punktes  B  seinen  Terschiedenan  Lagen  entsprechend 
angeben. 

Um  den  Ausdruck  fOr  v  fQr  die  Rechnung  etwas  zweckmftegiger  zu  gestalten, 
setzen  wir  Winkel  ABO  =  f,  AOB  n-  »  nnd  bemerken,  dass  ans  dem  Dreiecke 
OAK  sich  ergiebt: 

n  (»  +  P) 

COB() 

u  -Tii  —  ^— s  =  m  eetrt  und  OA  mit  r 
AB       an» 


0K=  OA  ■ 


oder  wenn  man  -;-=  ^  - 


i  — OA  {ein»  +  CM»  .ig  ß), 
r  beseichnet 


\  yi  —  m»  sin'  */ 
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lin«' 


ifr  +  f» 


yi  —  m't 
wird. 

unter  VonagaetznDg  eines  conatanten  or  vollen  wir  mit  Hölfe  dieses  Ads- 
druckes  TOD  V  die  mittlere  Oeschwiadigkeit  c  des  FnD)[t«s  £  bestimmen.  Der 
Mittelverth  einet  Fuaction  f(9)  tod  9  Ewiacheu  den  Oienzen  d^j  und  9,  ist  nach 
Cftp.  UI.  8.  8. 


^/' 


^(*)-d». 


Da  ■)□□  T  ftti  entgegeugesettte  &  entgegengesetit  gleiche  Werthe  annimmt  nnd 
in  Bezug  anf  #  periodiocb  ist,  so  entepiedieii  alle  Tenchiedenen  Werthe  von  o, 
welche  Qberhanpt  vorkommen,  Winkeln  9  swischeu  0  und  v  nnd  wird  demnadi 

'    \J  J  Vl-m"Bin'»y 

Das  zweite  Integral  in  diwem  Aosdrncke  verschwindet,  da  die  Elemente  dessel- 
ben diesseits  und  jenseits  dea  Argumentes  0  ^a  ^n  entgegengesetzt  gleich  sin^ 
das  erste  Integral  hat  den  Werth  2  nnd  wird  alao  schliesslich  der  gesachte  Mit- 
telwerth 


derselbe  ist  nnabhBngig  von  m,  dem  Verhältoiw  des  EreiBradioB  Enm  Abstände 
der  Punkte  A  nnd  B  (L&nge  der  Eorbelstange]. 

FOr  daa  Maiimom  der  Geschwindigkeit  des  Fnnktes  B  findet  man  als  NfthO' 
mngswerth  des  ihm  enteprechenden  Winkels  9  bis  sn   den  OrOssen  der  Ordnung 


*  genas  6  = 


-  m  nnd  mit  derselben  Annäherung  den  Haximalwertb  selbst: 


B  anf  den  Umf&ngen  zweier 


rig.  ». 
9iie  (a),  (ff)  fortrücken  (Fig.  SS),  die  Cor- 
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van   (C),  (r),  Bowie  die  Bahn  eioes  S^atempnnkteB  D  za  bestimmeD, 
welcher  anf  der  Geraden  AS  liegt. 

Der  Schnittpunkt  der  Normalen  beider  Kreise  in  Ä  nnd  B  liefert  du  Mamen- 
tanceatrum  C;  hiernach  erUUt  man  leicht  durch  Zeichnung  die  Curve  (C);  eben- 
BO  die  Corve  (F),  indem  man  Sber  AB  aia  Bagie  in  ii^end  einer  Lage  dieser  Ge- 
raden die  Bämmtlichen  Dreiecke  AOB  conatmirt.  Man  erkennt  leicht,  dau  beide 
Carven  von  derselben  Art  sind.  Die  Bämmtlichen  Dreiecke  OCff  lAmlich  haben 
dieselbe  Seite  Off  and  sind  anf  den  Seiten  OC,  OO  die  Segmente  OA,  OB  von 
nnTeränderlicber  Länge.  Conetmirt  man  daher  über  ^£  in  irgend  einer  Lage 
alle  Dreiecke  A  CB  nnd  verlängert  die  Seiten  CA,  CB  über  A  und  B  hinaas  am 
die  Radien  der  Kreise,  so  liegen  die  Enden  der  Veil&ngemngen  auf  zwei  Kreisen, 
welche  am  A  and  B  mit  denaelben  Radien  beschrieben  eind  nnd  haben  diese 
Enden  constanten  Abstand  gleich  Off.  Daher  iBt  der  Ort  der  Punkte  r  eben- 
falls der  Ort  der  Normalen  zweier  nm  A,  B  beschriebener  Kreise  in  den  Punkten, 
welche  den  conatanteu  Abstand  Off  besitzen,  LfisBt  man  also  daa  einemal  das 
ebene  Syatem  sich  bo  bewegen,  daaa  die  Endpunkte  der  Geraden  AB  anf  den 
beiden  nm  0,  0'  beschriebenen  Kreisen  laufen,  das  andereroal  bo,  dass  die  Enden 
der  Geraden  Off  auf  zwei  um  A  und  B  mit  denselben  Radien  beschriebenen 
Kreisen  bleiben,  bo  yerianscben  die  Corven  (C)  und  (P)  ihre  Rollen,  sodass  das 
ekemal  (F)  auf  (C),  das  anderemal  (C)  anf  (D  hinroüt. 

Es  seien  die  Radien  der  beiden  Kreise  (n),  (ß)  gleich  r,  r\  ihr  Centralabstaod 
Off  =•  h,  der  Abstand  AB  ^  a  und  mOgen  die  vei^derlicben  Entfernungen  OC, 
ffC  des  Momentan centrams  von  den  Mittelpunkten  der  Kreise  mit  p  und  f  be- 
zeichnet werden.  Eb  ist  dann  leicht,  eine  Gleichung  für  die  Curve  {C)  in  dem 
bipolaren  CoordiuatenejBtem  der  ;,  p'  aufzustellen.  Aus  den  beiden  Dreiecken 
ABC  nnd  OffC  erhalt  man  nämUch,  wenn  -^  OCff  —  to: 

1'  =  (P  -  r)'  +  (?'  —  r')'  —  2  (p  —  r)  (p'  —  r')  cos  <o 
6'  KI  9*  -]-  p'*  —  2  pp'  COB  m, 
woraus  dorch  Elimination  von  id  die  gesuchte  Gleichung  hervorgeht  Bezeichnet 
man  weiter  AC  nud  BG  mit  p,  und  si\ ,  sodaai  also  p  "  Pi  -\-  r,  9  =•  p'i  -|-  **', 
so  erhält  man  durch  Einführung  von  p,  und  p\  an  die  Stelle  von  p  und  p'  die 
Gleichong  der  Corve  (F)  in  Bezug  anf  das  dem  beweglichen  System  angehOrige 
bipolare  CoordinatenBystem  der  ?, ,  p', . 

Zu  der  Gleichung  far  die  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  würde  fol- 
gende Betrachtung  fahren.  Ea  sei  O  der  Ursprung  deB  festen  CoordinatenBystem a 
der  X,  y  und  00'  die  x-k-^a;  ferner  sei  die  Mitte  von  AB  der  Urapixing  des  be- 
weglichen CoordinatensyBtems  der  x',  y'  and  AB  die  Aie  der  x;  endlich  aeien  X 
nnd  fi  die  Winkel  AOO'  und  OO'B,  sowie  ^  der  Winkel,  unter  welchem  AB 
gegen  Off  geneigt  ist.    Dann  aind  die  Coordinaten  des  beweglichen  Ursprungs: 

rcoBi  +  iacoaif-,  r  sin  l -|- ia  sin  * 
und  folglich  nach  den  bekannten  Formeln  für  die  Transformation  der  Coordinaten: 
a,'  —  r  COB  1  -I-  (^a  +  £)  coa  V  —  1]  ain  if. 
y  -  r  Bin  1  -H  ,  coa  ifi  -|-  (i «  +  k)  ein  *, 

wozu  noch  die  folgenden  Gleichungen  hinzutreten: 

r  COB  1  +  r'  coa  fi  -\-  a  cos  ^  -»  6 

rainl  —  r'8in(i-J-oaini(>  =  0. 

Aus  dieaeu   vier  Gleichungen  sind  1,  fi  und  if>  zu  eliminiren,  um  die  gesnchte 
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GlBichnng  zu  finden.  Die  Bahn  eioea  Systempunkte«  D,  welcheT  aaf  der  Qemden 
ÄS  liegt,  bildet  eine  Schleife,  welche  BynunetriBch  liegt  gegen  Off,  sodu«  det 
Doppelpunkt  in  diese  Oerade  iült.  Diese  Curve  geht  in  eine  Lemniacate  Aber, 
wenn  der  beschreibende  Punkt  die  Mitte  tod  AB  iat,  die  Kreise  dch  rechtwink- 
lig schneiden  und  die  Länge  von  AB  gleich  dem  Central abstando  Off  iet. 

Die  vorliegende  Aufgabe  findet  eine  wichtige  Anwendung  durch  das  Watt'»che 

Parallelognunm.    Zieht  man  nämlich  (Fig.  96)  durch  ff  eine  Parallele  zu  AB, 

____^  sowie  dnroh  A  nnd  den  die  Schlei- 

X  y^  ^\  fencnrre    beschreibenden    Sjstem- 

^..--^''''^'^■^-./C  \        Puntt  B  auf  AB  Parallelen  AG 

<^_, 5,-f^^-..,^^  \      "nd   T>K  SU  ffB,  so  bleibt  GU 

y-^  ""~=!!^.^'''^""T  ^-^o'  \      während  der  Bewegung  gleich  AD., 

/  /V""'^--~^\»^^''^'''^  /      niithin  conitwit  and  wenn  man  die 

[  1  \^  /        ''^'  Punkte  A,  ff,  K,  D  su  einem 

y  y  X^  /  Pacallelogramm   Teibindet,   dessen 

V.         ^  ~~~ — ""'^  Seiten   um    seine    Ecken    drehbar 

sind,  so  bedarf  mwa  bloa  noch  der 
unveränderlichen  Geraden  OA  nnd 


rig.  96. 


ffG,  um  mit  Hinweglaunng  aller  übrigen  Fignrtbeüe  den  Punkt  D  m  nSthigen, 
die  Schleifencnrve  zu  beschreiben.  In  der  Nähe  dee  Doppelpunktes  ist  die  Schleift, 
wenn  die  Dimensionen  des  Apparates  sweckmäasig  gewählt  werden,  innerhalb  ge- 
wisser Grenzen  nahesn  geradlinigj  dieser  umstand  ist  derQmnd  fflr  die  praktische 
Anwendbarkeit.  Zieht  man  noch  ff  Ji,  so  besteht  für  die  I>sge  des  Schnittpunktes 
K  dieser  Geraden  mit  AG  die  Proportion  ffK  :  ffD  =  BA  :  BD  nnd  iat  folg- 
lich das  Verhältniss  ff  K :  ff  D  constant.  Daher  beschreibt  der  Punkt  feine 
der  Schleifenlinie  des  Punktes  D  ähnliche  Curve  und  kann  also  der  Punkt  K 
ähnlichen  Zwecken  dienen,  wie  der  Punkt  D. 

Die  hier  behandelte  Aufgabe  ist  eins  Verallgemeinemng  der  Aufgabe  von 
Nr.  2,  sie  geht  in  jene  Ober,  wenn  der  Kreis  um  ff  in  eine  durch  den  Punkt  0 
gehende  Gerade  flbergeht,  indem  r'  =  oo  wird. 

§.  8.  Bisher  haben  wir  immer  angenommen,  dass  die  Bewegung  dea 
Sjeteme  in  der  Ebene  dadurch  definirt  sei,  dosB  zwei  seiner  Punkte  eich 
auf  zwei  gegebenen  Curveu  bewegen.  Die  Bewegung  kann  aber  noch  auf 
mannigfache  andere  Weisen  definirt  werden;  so  z.  B.  dadurch,  dasa  eine  be- 
atimmte  Curve  des  Systems  nSbrend  der  Bewegung  fortwfihrend  zwei  gegebene 
Gurren  oder  auch  eine  Cnrre  doppelt  berührt.  Von  dem  Zustandekommen 
einer  solchen  Bewegung  gewinnt  man  auf  folgende  Weise  eine  deutliche 
Vorstellung.  Man  bringe  die  bewegliche  Curve  mit  der  ersten  festen  Curve 
zar  Berührung  und  lasse  sie  berührend  längs  derselben  so  lange  hinglei- 
ten, bia  sie  in  eine  Lage  gelangt,  in  welcher  sie  auch  die  zweite  berührt; 
hierauf  drehe  man  sie  unendlich  wenig  um  den  Berührungspunkt  mit  der 
ersten,  sodass  aie  mit  einem  unendlich  nahen  Punkte  zur  BerQhrung  kommt 
und  lasse  sie  wiederum  längs  der  ersten  gleiten  (es  wird  dies  jetzt  nur 
um  eine  unendlich  kleine  Strecke  erforderlich  sein),  bis  aie  die  zweite 
Curve  von  neuem  berührt  u.  s.  f.  Es  entspringt  hieraus  die  sehr  allge- 
meine Aufgabe: 
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Ein  ebenes  System  bewegt  sich  in  seiner  Ebene  so,  d»B 
eine  gegebene  Curve  desselben  fortwährend  swei  feste  Cniren 
berührt,  man  soll  die  Curve  (C)  der  MomentancBntr&,  die  zu- 
gehörige Cnrve  (r)  und  die  Bahn  eines  beliebigen  Systempnnk- 
tes,  sowie  die  Tangentenconstrnction  der  letzteren  finden. 

In  der  allgemeinen  Aufgabe  sind  eine  Uenge  von  Einzelanfgaben  ent- 
halten, welche  daraus  hervoi^hen,  wenn  man  die  festen  Cnrren  oder  die 
bewegliche  Cuire  oder  beide  zngleioh  specialisirt  nnd  die  Degenerations- 
Wie  mit  berttckaiohtigt.  Lassen  wir  zunBchst  die  bewegliche  Curre  allgemem 
and  spedalisiren  die  festen.  Wenn  die  eine  von  diesen  sich  auf  einen  Paukt 
reducirt,  SO  erhält  man  die  Bewegang  eines  Systems,  bei  welcher  die  be- 
wegliche Corve  eine  feste  Curve  berührt  und  fortwahrend  durch  einen  festan 
Punkt  hindurchgezogen  wird;  reduciren  sich  beide  Curven  auf  Punkte,  so 
entsteht  die  Bewegang,  bei  welcher  eine  Curve  des  bewegliehen  Systems 
fortwährend  durch  zwei  feste  Punkte  hindnrchgeschoben  wird;  reducirt  üch 
nur  eine  der  festen  Carren  auf  eiaen  Punkt,  welcher  aber  auf  der  andern 
lAgt,  so  berOhrt  die  bewegliche  Curve  eine  feste  Curve  inuner  in  demsel- 
ben Pnnkt  und  schiebt  sich  durch  den  Berührungspunkt  hindurch.  Werden 
die  beiden  festen  Curven  congruent  imd  lallen  in  eine  zusammen,  so  fallen 
Bach  ihre  BerUhrongspnnkte  mit  der  beweglichen  zusammen,  dann  berührt 
die  bewegliche  diese  feste  so,  doss  das  Oleiten  an  derselben  ausgeschlossen 
ist  und  sie  auf  ihr  hinrollt;  dann  ist  die  fest«  der  Ort  der  Momentancen- 
tra  seibat  und  die  bewegliche  die  Curve  (F).  Dies  liefert  zugleich  eine  eben- 
so einfache  Construction  für  die  Curve  (f)  wie  für  die  Curve  (C), 

Hit  diesen  mannigfachen  Speciolisirungen  der  festen  Curven  kßnnen 
sich  Specialisirungen  der  beweglichen  combiniren.  Diese  kann  sich  e.  B. 
auf  zwei  Punkte  reduciren,  oder  auf  eine  Gerade  und  einen  Punkt,  oder 
eine  Curve  und  einen  Punkt  oder  sie  kann  in  zwei  Gerade  zerfallen  und 
dgl.  m.  Diese  üebersicht  soll  nur  die  Beichholtjgkeit  des  hier  vorliegenden 
Stoffes  andeuten;  einige  Einzelheiten  wollen  wir  jetzt  noch  besprechen. 

i.  9.    Beispiele. 

1.  Ein  ebenes  System  bewegt  sich  so,  dasB  eine  seiner  Geraden 
fortwährend  durch  einen  festen  Pnnkt  geht  nnd  ein  Punkt  anf  ihr 
längs  einer  fegten  Geraden  fortrOckt;  man  soll  die  Curven  (C),  {P) 
nnd  die  Bahn  einea  Syetempunktes  beatimoien  (Concholdenbewegnng). 

Von  deu  beiden  festen  Cnrven  des  vorigen  S'  hat  eich  die  eine  auf  eine  Ge- 
rade g  (Fig.  97.),  die  andere  auf  einen  Punkt  0  lednoirt,  den  man  als  einen  ver- 
schwindenden Kreis  ansehen  kann;  die  bewegliche  Curve,  welche  beide  berührt, 
serfällt  in  eine. Gerade  und  einen  auf  ihr  liegenden  Punkt  B,  der  gleichhlli 
als  unendlich  kleiner  Kreis  gelten  kann.  Die  Normalen  auf  g  in  B  und  anf  die 
bewegliche  Gerade  in-  O  liefern  dos  Homentanceutrum  C;  indem  man  im  System 
aber  der  beweglichen  Geraden  in  ii^nd  einer  ihrer  Lagen,  t.  B.  in  der  va  g  senk- 
rechten Lage  OB^  Dreiecke  B„rD  congruent  den  Dreiecken  £C0  oonstmirt,  erhält 


DigiLizedbyCoOJ^Ic 


11.  Th.,  Cap.  IV,  §.  9.    OvalbewegiiDg  von  Leonardo  da  Vinci. 


237 


man  die  Punkte  F.  Die  Curre  (G)  ist  eine  Panbel.  Sind  nämlich  B^O  und  eine 
Parallele  zn  g  durch  O  gelegt,  die  Azen  der  x,  y  einea  festen  CoordinnteiiajBteniH 
und  i%tip'^BOB„  der  veränderliche 
Winkel,  welcher  die  Lage  der  bew^- 
licben  Geraden  cbarakterisirt,  so  er- 
hUt  man  fSr  die  Coordinaten  x,  y 
des  Punktes  C  aoa  den  Dreiecken 
OB„B  nnd  OCP,  wenn  0  und  j  den 
Atntand  a  besitsen, 

y  =  a.tgib,  «  — y.tg^, 
mithin  y*  ^  ax.     Brennpnnkt   nnd 
Directrix  der  Parabel  ateben  ron  0 
ran  Jo  ab.    Pflt  die  Cnrre  (T)  sei 

B„B  ~B0  '^x 
und 


r 

' 

">< 

'. 

l\ 

\ 

3 

""  coa  V '  '^  ~  cos  V 
ond  folglich  wird  die  Gleiohang  dieser  Cnrie :  o'  {«'  +  y")  —  x*,  oder  in  Polar- 
coordinaten  tir  B^  als  Pol  nnd  B,  0  als  Polaraie  g  cos'  9  »  o.  Han  erh&Lt  da- 
ber  Punkte  der  Cnrre  (F),  indem  man  in  .B,  dem  Schnittpunkte  der  lUchtang 
des  Badinsvectors  mit  der  Scheiteltangente  der  Parabel  ein  Perpendikel  HK  auf 
die  Bichtung  des  fiadiusvectors  errichtet,  indem  BgK  ^  9  wird. 

Dm  die  Babn  eines  Systempanktfis  sn  bestimmen,  sei  B,  der  Ursprung  des 
festen  Coordinateusystems  der  x,  y,  OB^  die  positive  Riobtnng  der  X'Äie,  die 
Qerade  g  die  y-Aie,  B  der  Ursprung  des  beweglichen  Systems  der  x',  y,  OB  die 
positive  Sichtung  der  x;  dann  sind  die  Coordinaten  des  beweglichen  Ursprungs 
a:  ^  0,  y  E—  a  tg  tfi  und  mithin  geht  die  Gleichung  der  Bahn  des  Systempunktei 
durch  Elimination  von  ^  aus  den  Gleichungen 

X  ■■  x'  cos  ^  —  y  ein  'f 

y_atg*  +  yooB^  +  iE'sin^ 
hervor.    Fflr  y  •»  0,  d.  h.  fflr  die  Punkte  der  beweglichen  Geraden  erhält  man 
die  ConchoTden  des  Nicomedes,  n&mlicb 

«'  y'  —  (0  +  *)•  («'*  -  «*)■ 

2.  Die  Bewegung  eines  ebenen  Systems  sei  dadnrcb  bestimmt, 
dass  eine  Gerade  desselben  fortwährend  dnrcb  einen  festen  Punkt  A 
geht,  während  eine  andere  zu  ihr  senkrechte  Gerade  des  Systems 
einen  festen  Ereis  berührt,  dessen  Mittelpunkt  B  nicht  mit  Ä  lu- 
aammenfällt. 

Es  leuchtet  ein,  dan  der  Kreis  hiebei  nichts  Wesentliches  ist.  Denn  da  die 
Tangente  des  Ereisea  immer  constanten  Abstand  vom  Mittelpunkte  hat,  so  kann 
eine  Linie  des  Systems  mit  ihr  parallel  gezogen  werden,  welche  in  allen  Lagen 
desselben  durch  den  Mittelpunkt  hindnrdigeht.  Demnach  kommen  die  Bedingun- 
gen der  Bewegung  des  Systems  darauf  hinaus,  dats  zwei  xn  einander  senkreobte 
Gerade  des  Systems  durch  iwei  feste  Punkte  A,  B  hindurchgehen. 

Da  die  Punkte  A,  B  als  verschwindende  Kreise  angesehen  werden  kBnnen, 
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welche  Ton  den  beiden  bewegliehen  Geraden  berfihrt  werden,  ao  folgt,  dass  der 
SchnittpQnkt  der  Normalen  der  Geraden  in  Ä  und  B  das  Honientanceatmin  und 
ein  Kreis  über  AB  ali  Dnrchmeaser  den  Ort  der  Homentancentca  danrtellt.  Ist 
femer  ff  der  Schnittpunkt  der  beweglichen  Geraden,  ao  bleibt  in  dem  Rechtecke 
AO'BC  die  Diagonale  O'C-^ÄB  conatant,  daher  liegen  die  Syatempnnkte  T 
von  dem  Sjatempanhte  0'  alle  nm  die  congtante  Strecke  AB  ab  nnd  bilden  also 
einen  um  ff  mit  AB  aU  Radina  beschriebenen  Ereis,  Demnach  kann  die  vorlie- 
gende Bewegung  definirt  werden  dnich  das  Rollen  eines  Ereises  auf  einem  ande- 
ren von  halb  so  grossem  Durchmeuer,  wenn  aie  ao  erfolgt,  daas  beide  Ereiatf  anf 
deraelben  Seite  der  gemeinschaftUcben  Tangente  liegen. 

Die  vorliegende  Bewegung  ist  die  Umkehrung  der  Bewegung  §.  7,  1.  Wäh- 
rend dort  der  kleinere  Ereis  im  Innern  des  groaaen  rollt,  rollt  hier  der  grössere 
■  auf  dem  kleineren.  Der  Umtausch  der  Bedeutung  der  Cnrven  (C)  und  (r)  spricht 
sich  in  den  die  Bewegung  definirenden  Bedingungen  ana. 

Um  den  Dualiamua  auch  in  den  analytischen  Ausdrflcken  zu  erkennen,   sei 
A  (Fig.  98)   der  Ursprang  nnd  AB  die  iC- 
Aze  des  festen,  ff  der  Urspmng  des  be- 
weglichen Cooidinatens;etemB ,   dessen   x'- 
und  y  -Aien  mit  den  beiden  durch  A  und 
I  .5  gehenden  Geraden  zusammenfallen  nOgen. 
/  Ist  ^  ff  AB  —  ^,  AB  —  a,  ao  bestehen 
ein  Paar  zoiammenAiltende  Punkte  {x,  y) 
•  und  {x',  y)  der  festen  Ebene  mid  dea  be- 
weglichen Sjstema  die  Gleichungen; 
a;'  =  (a:  —  o)  coa  Vi  +  »  "in  V 
y'  =  y  cos  VI  —  «  sin  i(., 
aus  welchen  durch  Elimination  von  ip  fo^: 
[ar  {x-a)-^  y']'  =  \stx-  +  yj/']«  +  [yx'  -  {x  -  a)  y']» . 
Sind  nun  X  und  y  constant,  so  stellt  diese  Gleichung  in  x' ,  y   einen  Eegetschnitt 
dar;  derselbe  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  eine  Ellipse.     Sind  x',  y  conatant,  ao  atellt 
sie  den  Ort  eines  Sjatempunktes  in  der  fetten  Ebene  dar;  derselbe  ist  eine  Cnrvc 
vierten  Grades;  fSr  y'  ^  0  wird  dieselbe  einlach,  nämlich 

nnd  ihre  Polargleichnng  in  p,  ^  wird  fQr  A  als  Fol 

J  ^  O  cos  ^  -\-  x'; 

sie  ist  mithin  eine  Pascal'sche  Sohneck enlinie.  Nämlich  a  coa  i^  ist  die  SelmG 
AO'  in  dem  Kreise  Über  Aß  als  Durchmesser  und  sind  alle  Sehnen  der  Art  nm 
dieselbe  Strecke  zu  verUlngern,  nm  znm  beschreibenden  Punkte  zu  gelangen,  wel- 
ches eine  der  Ersengungaarten  jener  Curven  iat.  Statt  daaa  das  System  mit  dem 
grosseren  Kreise  anf  dem  kleineren  binroUt,  kann  man  aich  einen  andern  Kreia 
von  deraelben  GrGaae,  wie  der  feste  über  diesen  hinrollend  denken;  indem  er  als 
dem  System  angehQrig  betrachtet  wird;  er  bestimmt  dessen  Bewegung  ebenso, 
wie  aie  vorher  bestimmt  wurde.  Man  erkennt  hierana,  dass  die  Sjatempnnkte 
Epicycloiden  beschreiben,  welche  der  Gattung  angehören,  Kt  welche  der  tollende 
Kreis  gleich  dem  featen  ist.  Die  Punkte  des  Umboga  des  rollenden  Kreises  be- 
sehreiben gewöhnliche  Cardioiden,  die  flbrigen  Curven,  die  in  ihrer  Gestalt  sich 
diesen  ani^em. 


Fig.  9S. 
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1>ie  vorliegende  Bewegnug  ist  von  Wichtigkeit  für  die  Conetniction  der  Oval- 
werke  (Ellipsendrehbank),  einer  Binnreichen  Erfindnngvon  Leonardo  da  Vinci.*) 
§.  10.  Von  den  Sutwickelangen  der  letzten  §§.  lassen  eich  zahllose 
geometrische  Anwendungen  machen.  So  z.  B.  auf  die  Construction  der  Tan- 
genten der  FuBspnnktcurven,  indem  man  den  Pol  nnd  die  Gruadcurye  als 
die  festen  Gurven  ansieht,  längs  welchen  zwei  zu  einander  senkrechte'  Ge- 
rade, die  Tangente  der  Grundcurve  und  das  vom  Pol  auf  sie  gei^llte  Per- 
pendikel hingleiten.  Ehenso  kann  man  vermöge  jenes  Dualismus  zu  jeder 
Erzeugungsart  einer  Curre  sofort  noch  eine  zweite  angeben. 

§.  11.  Sind  die  Gurren  (C)  nnd  (F)  selbst  gegeben,  sowie  irgend 
eine  Anfangslage  von  (f^  auf  (C),  so  sind  blos  die  Bahnen  der  Sjstem- 
puukte  zu  finden.  Diese  Anfgabe  heisst  das  Problem  der  Rouletten;  es 
besitzt  zwei  Umkehrungen,  welche  eintreten,  wenn  die  Gattung  der  zu  er- 
zengenden Curven  und  die  eine  oder  die  andere  der  beiden  Curven  (C), 
(r)  gegeben  ist 

Ein  wichtiger  besonderer  Fall  ist  der,  dass  die  Curve  (C)  eine  Ge- 
rade, die  Curve  {r)  ein  Kreis  ist  Die  Systempnnkte  beschreiben  hiebei 
bekanntlich  Cycloiden  und  zwar  gemeine,  gestreckt«  oder  I verschlungene  Cy- 
cloiden,  je  nach4em  sie  der  Peripherie,  dem  lanenraume  oder  dem  Auasen- 
raume  des  rollenden  Kreises  angehören. 

Bei  dem  Hinrollen  der  Curve  (r)  auf  der  Curve  (C)  beschreibt  jeder 
Punkt  D  des  Systems  ein  Element  DD'  (Fig.  99)  seiner  Bahn  als  Kreis- 
bogen uro   das  Homentancentram  C  als   Mittelpunkt. 
Der  Kreis,  welchem  dies  Element  angehört,   hat  mit 
jener  Bahn  blos  dies  Element  oder  also  die  Tangente 
gemein  und  ist  nicht  etwa  der  Krttmmnngskreis  der- 
'  selben.    Der  Erllmmungsmittelpunkt  ergibt  sich  viel- 
mehr, wenn  roan  die  Normale  DC,  welche  durch  das 
Momentancentrum  C  geht,  mit  der  folgenden  Normalen 
Hg.  M.  D'C,   welche   durch   das   folgende   Momentancentrum 

geht,  zum  Durchschnitte  K  bringt.  * 

Im  Uehrigen  kennt  man  eine  sehr  elegante  Methode,  um  den  Krüm- 
mungshalbmesser der  Bahnen  der  Systempunkte  zu  finden. 

Hier,  wo  vrir  blos  von  den  Bahnen  der  Systempankte  im  Altgemeinen 
und  von  den  Geschwindigkeiten,  welche  bloa  von  den  ersten  Bahnelementen 
abhängen,  handeln,  wollen  wir  diese  Theorie  der  Krümmungshalbmesser, 
welche  die  Betrachtung  der  ersten  nnd  zweiten  Bahnelemente  erfordert, 
noch  nicht  entwickeln ;  wir  werden  sie  vielmehr  dei*  Theorie  der  Beschleu- 


*)  ^Sl-  Chaeles,  Aperen  historique,  Note  XXXIV,  woselbst  sich  noch  manche 
Einzelheiten  Ober  den  DualiamuB  der  Bewegungen  finden.  Ueber  die  Schnecken- 
linien des  Patoal  ebendas.  nnd  Note  XXI. 
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ni^ng  anfQgen,  welch»  selbst  auf  Constractionen  dieser  Qattang  hinleitet, 
da  auch  sie  von  zwei  aufeinanderfolgenden  tiescbwindigkeiten,  reep.  Bogen- 
elementen,  abhBngt. 

§.  12.  Das  Problem  der  Bouletten,  n&mlich,  wenn  die  beiden  anf  ein- 
ander rollenden  Cnrven  (C),  (F)  gegeben  sind,  die  Bafan  n  eines  beliebigen 
Punktes  31  des  beweglichen  Systems  zu  finden,  ist  zweier  Ümkehrungen 
iXhig:  l)  wenn  die  Bahn  fi  eines  Sjstempunktes  M  und  die  feste  Cnrre  (C) 
gegeben  ist,  die  rollende  Cnrre  (F)  xa  finden,  durch  deren  Bewegung  fibei 
(C)  hin  M  die  Bahn  p  beschreibt  und  2)  wenn  p  and  (F)  gegeben  sind, 
die  Curre  (C)  zu  finden,  auf  welcher  (F)  rollen  moss,  damit  M  die  Cnrre 
fi  beschreibe. 

Die  erste  dieser  Aufgaben  kann  in  vielen  FSUen  folgendermaasBen 
behandelt  werden.  Ist  (C^F^  das  Momentancentrum  fOr  irgend  eine  hagt 
Jfg  des  beschreibenden  Punktes  anf  seiner  Bahn  (i  (Fig.  100),  so  ist  C^M^ 
die  Normale  der  Curve  fi  in  M^^;  gelangt  M  von  M^  nach  Jlf,  so  wickelt  sieh 
der  Bogen  Ff^F  auf  den  Bogen  Cf,C  ab,  so  daas  F  und  C  znm  Uomentau- 
centmm  für  die  Lage  Jf  zusammentreten.  M^F  wird  zur  Normalen  MC 
von  fi  m  M.  Da  die  Curven  (C)  vind  ft  gegeben  und, 
so  kann  C3f  =  I  als  Fnnotion  des  Bogens  C^C  oder 
irgend  einer  anderen  6rOsse  gefunden  werden  und 
.  hiemit  erbfilt  man  tg  (Cf^CM)  =  f(l).  Non  mnss  aber 
nach  der  Abwickelung  des  Bogens  Ff^F  der  Winkel 
M«.  ioo.  CoFMo^C^CM  werden;  daher  muas  tg  (FaFM^)  —  AO 

werden.  Ninunt  miüi  nun  J(^  zum  Pol  eines  Polarcoordlnatens^rstem^  ^^o 
zur  Polaraze,  F^MF  =  #  zum  Folarwinkel  und  M/^F  =  r  zum  BadtoBrector, 
so  ist  bekanntlich 

and  X  l  =  r\  ea  besteht  daher  fOr  die  Curve  r  die  Differentülgleichnng 


-/^-? 


dr. 


[spiele. 


I  {C)  and  fi  gerade  Linien,    welche  unter  dem   Winkel  a  gegen 
einander  geneigt,  sich  in  0  achneiden  (Fig.  101).    Hier  ist  tg  {C„GM)  >  )«  —  s, 

mithin  -^ —  ^  cotg  a  und  folglich  r  ^  Ae^*^'.    Die  Cnrre  (F)  ist  also   eine 

logarithnÜBche  Spirale,  deren  Tangenten  unter  dem  Winket  ^tr  —  a  g^en  die 
Badienvectoren  de»  Poles  der  Spirale  genei^  sind.  Der  Pol  beschreibt  die  Ge- 
rade fi.    FDr  den  Punkt  O  ist  r  ^^  0,  mithin  muu  CT  gleich  dem  Bogen  der 
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Spirale  Tom  Pol  bis  rseio.    Rollt  also  eine  logaritiitniache  Spirale  Aber 
eine  Gerade,  so  bescbreibt  ihr  Pol  gleichfallB  eine  Gerade. 

8.   fi  sei  eine  Eettenlioie  y  —  ^a  (e" -j-  e    ")  und  (<7) ihre  DLrectnx(F^.  103). 

Man  hat  für  sie  ^  —  4  (e"  +  e      "l  =■  ^  d.  k  sin  GCJtf  —  — ,  so  dass  du  vom 
Ftuspunkte  P  der  Oidinate  auf  die  Tangente  geAllte  Perpendikel  gleich  a  ist. 


viK.  101.  7t«.  KU. 

Ferner  ist  I  sin  (C,CAf).~>  y,  mithin  I  sin'  {C^CSt)  —  a.    Entnimmt  man  hieraus 
den  Werth  von  tg  (r^rüf)  =- 1/— ^,80wirddi6DiffereatialgIeichangTon(r): 


Setzt  mau =>  u*  also  Ar  ^  Saudw,  so  erhBlt  man 

i«  —  arctg  w  +  C. 
Um  die  Constante  zn  bestiDtineii,  eei  fr  »  0  für  r  =  o;  biefDr  ist  u  ■>  q,  also 
C  —  0.    Die  Gleicbong  der  gesnchten  Cnrre  (F)  ist 

•■-■■<'  +  ''■  4») -c5PT»-.TcS.T 

ako  eine  Parabel.    Rollt   eine  Parabel  über  eine  Gerade,  so  beschreibt 
ihr  Brennpnnkt  eine  Eettenlinie. 

In  den  Abhandlongen  der  kCnigl.  bOhtniachen  Qesellsch.  der  Wissenschaften, 
6.  Folge,  B.  III  (1669)  behandelt  Lieblein  die  interessante  Frege:  „Auf  weicher 
Coire  {C)  mnss  ein  Ereis  {T)  rollen,  damit  jeder  Pnnkt  des  beweglichen  Systems 
einen  Kreis  beschreibe?"  Die  Abhandlung  fflhrt  den  Titel:  „Ueber  den  Znesra- 
menhuig  verschiedener  Transformation sformeln  fSr  elliptische  Integrale  mit  einem 
Probleme  der  Geometrie." 

%.  IS.  Um  Untersnchnngen  aber  die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  im  be- 
w^lichen  ebenen  System  analytisch  durchführen  zn  kOnnen,  bedeht  man  die 
Pnnkt«  des  Sjstems  auf  zwei  Coordinateosjsteme,  die  wir  als  rechtwinklige  Paral- 
lelcoordinatensjsteme  annehmen  wollen ,  nämlich  auf  ein  festes  (absolutes)  in  der 
Ebene  der  Bewegung  befindliches  der  x,  y  mit  den  Azen  OX,  OY  und  ein  im 
beweglichea  Sjstem  festes,  mit  diesem  bewegliches  der  x',  y  mit  den  beweglichen 
Axen  GfX',  OY'.  Sinti  x,,  y^  die  Coordinaten  des  beweglichen  Ursprung«  ff 
in  Besng  auf  die  festen  Aien,  und  sind  a,  b\  a,  b'  die  RicbtongscoBinnsse  der 
BOHILL,  Mtshuiik.  L  16    .-.  , 

D,giL,zeclbyL:.OOJ^lC 


242    Analyt.  Daretell.  der  Getchwind.  im  ebenen  Syetexa.    11.  Th.,  Cap.  IV,  §.  13. 

x'-  und  der  y'-Axe  gegen  die  X'  and  y-Äzen,  nämlich  die  Cosiunsae  der  'Winkel 
(X'X),  {X'  ¥),  {T'^),  {¥'  ¥),  80  bcBtehen  die  Tmnsformationsgleichnngen 

X  •=  X^  +  ax   +  d'y' 

!/  —  Vi  +  bx  +  b'y 

Ffir  den  SjBtempnnkt  (x',  y),  deseen  abflute  Coordinaten  x,  y  lind,  sind  die 

Componenten  Vx,  v^  seiner  Oeechwindigkeit  e  p&rallel  den  abaolnten  Cooididaten 


;>  +  b'_l^    a''  + &''—!,    oa  +  66'— 0.    (1) 


dx  dy       ,  .,    , 


m^m 


Die  Componenten  vx-,  Vy-  von  e  pnr&llel  den  beweglichen  Aien  r 
jectioneu  von  v  oder  [vz]  -|-  [fy]  auf  diese  Aien,  n&mlich 


Um  dieae  Componenten  zu  entwickeln,  differentiiTen  wir  die  obigen  Tranefor- 
matioDeformeln  nach  der  Zeit  t  und  bertlcknchtigen,  daw  x',  y  constant  nach  t 
sind,  weil  dor  Syatempunkt  im  System  seine  Lage  nicht  ändert.     Dies  liefert: 


da   ,    ^db         -    .da'       ^.  db'       „ 

da    ,    .  d6'  /  .da   .    ,.  db\  ,_. 

worin  D  Torl&afig  eine  blosse  Abkürzang  sein  soll,     fiiemit  erhält  man  mit  ROck- 
sicbt  anf  die  drei  letiten  dieser  Oleicfanngen 

''«1    ,   ^  Ay.    , 

':/-'    dt  +  ''dl+'' 

.d',^,.d,,  .  <" 

'i-'-di+''Ti-"'- 

Die  Coordinaten  z'g ,  y'g  des  Pnnktes,  deasen  Oeechwindigkeit  mr  Zeit  t  Nall 
iet,  d.  h.  dea  Mittelpunktee  F  der  Geschwindigkeiton  oder  dea  Momentancentnuna, 
als  Punkt  dea  Sjstema  au^^aeat,  genOgen  den  Gleichungen  p^  =  0  ,  v^.  »  0,  d.  h. 

"ff  -"     »--"«+'j.      ,, 


Biedurcb  wird  die  Lage  dieaea  Punktes  im  Spatem  bekannt  Um  die  Coordi- 
naten x^,  y„  des  Momentancentrama  in  der  i^ten  Ebene  lu  £uden,  hat  raao  die 
Werthe  von  x'g ,  y'g  in  die  obigen  Transformationaformeln  (1)  einzufObren ,  wo- 
durch man  findet: 

1°   ^  1^ 

o'  b'\  dt 


«a^  - 


Ga  ist  aber,  wenn  a  =•  ooa  a  geaettt  wird, 
6  ~  aiu  «,  a'  =  CM  (i«  +  o)  -  - 
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mithin      ,  ,,    =1  1  und  folglich 


dt 


(6) 


my,  ^  my,  - 


dt 

Snhtniäii  man  die  Oleichnngen  (6)  von  (4),  so  kommt 
«^.  —  »  (y'  -  yi) 
y  —  a,  (x'  —  <,) 
und  hierani,  wenn  dei  Abstand  des  Ponktes  (x',  y')'Von  F  mit  r  beieichnet  wird, 
namlioh  »■  —  [(a;*  —  a:;)'  +  (y'  —  y'o)']"*  iat, 

Es  ist  nüthin  <*  die  Winkelgeschwindigkeit  um  das  HomentuiceDtram  (C,  F). 

§.  14.  Zieht  man  von  irgend  einem  festen  Drsprunge  0  nach  den  End- 
punkten Jf,  3t  des  Bogenelementes  Mit  =  ds,  welches  der  Pnnkt  M  im 
Zeitelemente  df  beschreibt,  BadienTectoren  r,  r -(' ''r,  so  ist  der  Elementar- 
sector  OMM'  '=dS'^^r'd»,  wenn  ^MOM'  =-d9.  Biese  unendlich 
kleine  OrOsse  dS  ist  das  IMfferenti&l,  welches  der  von  0  naeh  M  gezogene, 
im  Allgemeinen  verlnderliclie  RadiusTector  r  in  irgend  einer  Zeit  l  beschrieben 

hat.     Den    Quotienten    —7  nennt  man  die  Bectoren-  oder  FlSchen- 

geschwindigkeit  des  Punktes  3f  in  Bezug  auf  0  als  Ursprung  der 
Sectoren  zur  Zeit  t.    Es  bt  daher  die  Sectorengeschwindiglteit 

dS  ,d& 

dt~'^''    dt' 

Ist  0  dafl  Uomentcentram  C,  so  wird  sie  ^  Ha ,  da  alsdann  —  die  Winkel- 
geschwindigkeit um  die  Momentanaxe  darstellt, 

Für  rechtwinklige  Coordinaten  x,  y  mit  0  als  Urspmng  hat  man  nach 
einer  bekannten  Formel  der  analytischen  Qeometrle 

I  «    y  I 


mithin  fOr  die  Sector engeechwindigkeit 

d("'  dt  ~^V  dt        ^  dt)~* 

§.  15.  Ausser  der  Winkelgeschwindigkeit  nm  die  Momentanaxe  spielt 
1»i  der  Bewegrmg  unseres  Systems  noch  eine  andere  Geschwindigkeit  eine 
Solle,  nfimlich  die  Geschwindigkeit  u  mit  welcher  die  Momentanaxe 
wechselt   Sie  ist  der  unendlich  kleine  Abstand  des  der  Zeit  t  entsprechenden 


X 

y 

dt 

dy 

dt 

dt 
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?^T^^   r^^"^ 


t  1     ^' 


MomeutaneeutrnmB  von  dem  folgenden,  der  Zeit  1 4-  ^l  entsprechenden,  dividirt 
durch  das  Zeitelement  dt.  Dieser  Abstand  ist  das  Bogenelement  do  der 
Curre  (C)  oder  (r)  und  daher 

_da 
^~  dt' 
Diese  Geschwindigkeit  ist  dnrch  die  KrUmmmig  der  Curven  (0)  nnd 
(r)  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  a  um  dos  Ifomentanceatrum  verknüpft. 
Sind  nSmlich  dt,  dt  die  Contingenzwinkel  der  Carren  (C)  nnd  (/*),  nnd 
nehmen  wir  zunächst  an,  e$  liegen  die  KrUmmangskraise  der  beiden  Corren, 
die  man  für  die  Elementarbewegung  den  Curven  selbst  substituiren  kann, 
da  sie  mit  ihnen  zwei  aufeinander- 
folgende Bogenelemente  gemein 
haben,  auf  derselben  Seite  der  g&- 
meinsohaftlichen  Tangente  (Fig. 
o  steUt  di  —  di'^e  Ele- 
meutaramptitude  ii#  der  Rotation 
um  das  Homentancratrum  dar,  wenn 
der  positive  Sinn  der  Drehung  nach 
der  Seite  der  gemeinschafUichen 
Tangente  hin  angenommen  wird, 
auf  welcher  die  KrUmmungskreise  liegen.    Nun  ist 

daher  erhSlt  man  zunächst  durch  Division  der  vorigen  Gleichung  in  diese: 

a>        d» 

Ü  ~  dtf' 
d&  kann  man  den  relativen  Contingenzwinkel  der  Carven  {C),  (r)  und  den 
Quotienten  Ton  d&  durch  das  gemeinschaftliche  Bogenelement  da  die  relative 
Erflmmung  derselben  nennen.  Demnach  stellt  das  Verhältnis s  der  Win- 
kelgeschwindigkeit umdieMomentanaie  zur  Wechaelgeach  windig- 
keit derselben  die  relative  Rrflmmung  der  Curven  {C)  und  (T)  dar, 
die  während  der  Bewegung  des  Systems  auf  einander  rollen.  Das 
umgekehrte  VerhSltnias  u  :  u  ist  eine  Länge,  die  als  Radius  der  relativen 
Krümmung  angesehen  werden  kann,  wenn  man  die  Analogie  der  gewöhn- 
lichen Krtlmmimg  einer  Curve  mit  der  relativen  Krümmung  vollatlLndig  durch- 
fuhren will.  Durch  die  eben  entwickelte  Abhfingigkeit  von  Sl  und  U  erhellt, 
dass  beide  zusammen  constant  oder  variabel  sind,  je  nachdem  es  die  relative 
Krümmung  der  Cnrven  (0),  (r)  ist  oder  nicht  ist  und  dass  die  eine  aus  der 
andern  folgt,  sobald  diese  Curven  und  ein  Paar  homologe  Punkte  derselben 
gegeben  sind,  nebst  dem  Sinne,  in  welchem  längs  der  Corve  {C)  die  Punkte 
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der  Cnrve  (f)  sich  auflegen  oder  dem  Sinne  der  Aufeinanderfolge  der  Uomentan- 
centra.  Die  relative  Krflmmung  kann  positiv  oder  negativ  oder  Null  sein  und 
der  verachiedenen  Beschaffenheit  ihres  Vot^eichena  entspricht  ein  poeitiver  oder 
negativer  Sinn  der  Winkelgeschwindigkeit  a>;  dem  Durchgang  durch  Noll 
entspricht  ein  momentanes  Verschwinden  und  eine  Ümkehrung  des  Sinnes 
dieser  OrCsse.  Nun  sind,  wenn  die  Krümm ungshalbmeaaer  der  Carven  (C),  (r) 
mit  if,  ff'  bezeichnet  werden,  die  Krümmungen  dieser  Curven 

-1  =.  ^      i  =  ^' 
ff       da     f        da 

und  mithin  wird  die  relative  KrOmmnng  die  Differenz  dieser  KrOmmongen, 
n&mlich 

da"  f  f" 
also  positiv,  Null  oder  negativ,  je  nachdem  der  Krümmungshalbmesser  der 
Curve  (r^  grCsser,  gleich  oder  kleiner  als  der  KrOmmungshalhmesser  der 
Curve  (C)  ist.  So  lange  also  der  KrOmmungBuiittelpunkt  der  beweglichen 
Curve  (r)  auf  der  gemeinschaftlichen  Normale  in  dem  Aussenraume  der 
Strecke  zwischen  dem  BeiUhrongsp unkte  der  Carven  und  dem  KrUmmunga- 
mittelpankte  der  festen  Curve  (C)  sich  befindet,  erfolgt  die  Rotation  des 
Systems  mit  positiver,  sobald  er  auf  dieser  Strecke  selbst  liegt,  mit  negativer 
Winkelgeschwindigkeit  und  der  Durchgang  derselben  durch  den  Erttmmnngs- 
mittelpunkt  von  (C)  bezeichnet  den  Sinneswechsel  derselben. 

F&llt  der  Krümmungskreis  der  Cnrve  {!*)  auf  die  entgegengesetzte 
Seite  der  gemeinsamen  Tangente  (Fig.  104),  so  stellt 
-^  dt  die  Elementaramplitude  d&  dar  und  genügt 
also  ein  Zeichen  Wechsel  von  dt  und  in  Folge  dessen  von 
um  die  entwickelten  Pormeln  diesem  Falle  anzupassen. 
Hierbei  liegt  der  KrflmmungBmittelpuokt  von  (F)  immer 
dem  Auaaeniaume  jener  Strecke  and  kann  m  das 
Vis-  IM  Zeichen  nicht  wechseln,    Qeht  p'  mit  Zeichenwechsel  durch 

das  Unendliche  hindui-oh,  ao  wechselt  deswegen  a  nicht  das  Zeichen. 
Die  Combination  der  entwickelten  Formeln  liefert  die  Gleichung 
to         1         1 

U  <f  Q 

welche  allgemein  gilt,  wenn  man  ^' als  von  gleichem  oder  entgegengesetztem 
Zeichen  mit  p  ansieht,  je  nachdem  die  Erfimmungemittelpunkt«  beider  Curvra 
auf  dieselbe  Seiten  oder  auf  entgegengesetzte  Seite  der  gemeinsamen  Tangente 

fftllnn. 
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V.    Capitel. 
Die  relativ«  Bevegong  in  der  Zbene. 

§.  1.  Ein  ebenes  tmverBndeTliches  System  bewegt  sich  in  der  Ebene 
und  sei  seine  Bewegung  hinsichtlich  der  Bahnen  seiner  Fnnkte,  ihrer  Qe- 
acbwindigkeiien,  der  Curven  (C),  {F),  der  Winlcelgeschwindigkeit  «  am 
(O,  r)  und  der  Wechselgeschwindigkeit  u  des  Monientancentrani&  für  jede 
Zeit  bekannt;  ein  Punkt  bewege  eich  onahhBngig  Ton  diesem  System  in 
derselben  Ebene  und  sei  seine  Bewegung,  was  die  Bahn  und  Geschwindigkeit 
betrifft,  gleichblls  fOr  jede  Zeit  bekannt.  Wahrend  nun  Punkt  und  System 
sieh  bewegen,  trifft  der  Punkt  mit  immer  anderen  Punkten  des  Systems  zu- 
sammen, so  dass  er  im  System  eine  bestimmte  Punktreihe  durchwandert, 
d.  h.  im  System  eine  bestimmte  Bahn  beaohreibt.  Diese  Bewegung  des 
Punktes  im  System  heiaat  seine  relative  Bewegung  und  die  Bahn,  welche 
er  in  ihm  beachreibt,  nBmIich  die  oontinnirliche  Folge  der  Bystemponkte, 
mit  welchen  er  während  der  Bewegung  zusammentrifft,  seine  relative  Bahn 
im  System  oder  in  Bezug  auf  das  System.  Dieser  relativen  Bewegung 
gegenüber  heiaat,  wenn  auch  nicht  ganz  passend,  die  OrtsverBnderung  des 
Punktes  in  der  Ebene,  in  welcher  Punkt  and  System  sieh  bewegen,  seine 
absolute  Bewegung,  seine  Bahn  in  ihr  seine  absolute  Bahn  and  diese 
Ebene  selbst  die  abaolnte  Ebene.  Damit  kann  freilich  nicht  gem^t  sün, 
dass  diese  Ebene  nothwendig  ruhe;  ea  braucht  diea  keineswegs  der  Fall  zu 
sein.  Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  er  seine  Bahn  beschreibt,  d.h.  der 
Quotient  des  Bogenelementes  der  relativen  Bahn  duroh  das  Zeitelement  heisst 
die  relative  Geschwindigkeit  des  Punktes. 

Bewegen  eich  zwei  ebene  Systeme  zugleich  in  derselben  Ebene,  bo 
nimmt  jedes  im  andern  auccessive  andere  und  andere  Lagen  an  und  beschreibt 
jeder  Punkt  des  einen  im  andern  eine  relative  Bahn.  Die  OrtaverSndemng 
des  einen  Systems  im  andern  heisst  seine  relative  Bewegung  in  Besag  aof 
dieses.  Es  hat  jedes  eine  relative  Bewegung  in  Bezug  auf  das  andere.  Die 
Bewegung  jedes  Systems  in  der  gemeinaamen  Ebene  der  Bewegung  heisst 
seine  absolute  Bewegung. 

Bewegen  sich  drei  Systeme  zugleich  In  einer  Ebene,  so  hat  jedes  in 
Bezug  auf  jedes  andere  eine  relative  Bewegung.  Da  aber  das  andere  seihet 
eine  relative  Bewegung  in  Bezug  auf  das  dritte  hat,  so  kann  man  von 
relativer  Bewegung  zweiter  Ordnung  des  ersten  in  Bezug  auf  das  dritte 
reden  etc. 

§.  2.  Die  Aufgaben  der  relativen  Bewegung  eines  Punktes  in  Bezug 
auf  ein  System,  welche  hieher  gehören,  sind:  1.  Wenn  gegeben  ist  die  ab- 
solute Bahn  des  Punktes ,  seine  L^e  auf  derselben  und  seine  Gesohwindigkeit 
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zu  jeder  Zeit,  sowie  die  absolute  Bewegong  des  SjstemB,  dessen  Momentan- 
centrum nnd  Winkelgescbwindigkeit  nm  dasselbe  lu  jeder  Zeit,  die  relative 
Bahn  and  relative  GeBchwindigkeit  des  Punktes  zu  finden ;  2.  wenn  gegeben 
ist  die  relative  Bahn  des  Punktes  im  System  nnd  seine  relative  Geschwindig- 
keit für  jede  Zeit,  sowie  die  Lage  nnd  der  Geschwindigkeitszu stand  des 
Systems  fUr  jede  Zeit,  die  absolute  Bahn  und  absolute  Geschwindigkeit  des 
Punktes  zu  finden. 

Aebniich  sind  die  Aufgaben,  welche  die  relative  Bewegung  zweier 
Systeme  betreffen:  1.  Wenn  gegeben  sind  die  absoluten  Bewegungen  zweier 
Systeme  ftlr  jede  Zeit  d.  h.  die  Lagen  der  Systeme  und  ihr  Geschwindigkeits- 
zostand  durch  die  Curven  (C),  (F)  nnd  die  Winkelgeschwindigkeit  um  C, 
die  relative  Bewegung  des  einen  in  Bezug  auf  das  andere,  d.  b.  die  relativen 
Curven  (C),  {r)  nnd  die  relative  Winkelgeschwindigkeit  zu  finden,  2.  wenn 
die  absolute  Bewegung  des  einen  nnd  die  relative  Bewegung  des  anderen 
in  Bezug  auf  dieselbe  fUr  jede  Zeit  gegeben  sind,  die  absolute  Bewegung 
des  andern  Systems  zu  finden. 

Für  die  Behandlung  dieser  Aufgaben  ist  ein  Frincip  von  Wichtigkeit, 
welches  wir  bei  Gelegenheit  der  Umkehrung  der  Bewegung  (§.  5.)  bereits 
benutzt  haben  und  welches  die  Bestimmung  der  relativen  Bewegung  auf  die 
einer  absoluten  Bewegung  znrUckfUhrt.  Das  bewegliche  System  sei  Z,  P 
der  Punkt ,  um  dessen  relative  Bewegung  in  2  es  sich  bandelt  und  falle  P 
zur  Zeit  t  mit  dem  Systempunkte  p  zusammen,  d.  h.  er  habe  die  Lage  p 
auf  seiner  relativen  Bahn.  Ertheilt  man  nun  dem  System  ausser  der  vor- 
handenen noch  eine  weitere  Elementarhewegung ,  so  wUrde  vermSge  dieser 
der  Systempunkt  p  sich  von  P  entfernen;  ertheilt  man  daher  P  dieselbe 
Bewegung,  welche  der  mit  ihm  eben  vereinigte  Systempunkt  p  durch  die  zu- 
gefügte Bewegung  annimmt,  so  bleibt  P  mit  p  verbunden  und  entfernt 
sich  von  ihm  blos  in  Folge  seiner  absoluten  Bewegung,  d.  h.: 

Die  relative  Bewegung  eines  Punktes  in  Bezug  auf  ein  be- 
wegliches System  wird  nicht  geändert,  wenn  man  dam  System 
noch  irgend  eine  andere  Bewegung,  dem  Punkte  aber  zugleich  in 
jedem  Momente  diejenige  Bewegung  ertheilt,  welche  der  in  diesem 
Momente  mit  ihm  zusammenfallende  Systempnnkt  vermöge  der 
zugefügten  Bewegung  annimmt. 

Wählt  man  zu  der  zuzufügenden  Bewegung  in  jedem  Momente  die- 
jenige, welche  der  vorhandenen  Elementar bewegung  des  Systems  entgegen- 
gesetzt ist,  so  gelangt  das  System  zur  Buhe,  wBhrend  sieh  die  absolute 
Bewegung  des  Punktes  mit  der  ihm  zu  ertheilenden  entgegengesetzten  Be- 
wegung des  mit  ihm  zusammenfallenden  Systempunktes  zu  der  relativen 
Bewegung  combinirt  und  ergibt  sich  daher  weiter: 
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Die  relative  Bewegung  eines  Panktea  in  Bezug  auf  ein  System 
ist  in  jedem  Momente  die  Resultante  auB  der  absoluten  Bewegung 
desselben  und  derjenigen  Bewegung,  welche  der  Bewegung  des 
mit  dem  Punkte  in  diesem  Uomente  Zusammenfalleaden  Systetn- 
punktes  entgegengesetzt  gleich  ist.  Da  das  System  hiebd  mht,  bo 
geschieht  die  Bestimmung  der  relativen  Bewegung  in  demselben  hiedorcb, 
wie  die  einer  absolaten  und  ist  mithin  dieser  Satz  das  Uittel,  um  die  Be- 
stimmung der  relativen  Bewegung  eines  Punktes  auf  die  einer  absolu- 
ten znrUckzttfUhren. 

In  gleicher  Weise  lassen  sicli  diese  Betraclitungen  auf  die  relative 
Bewegung  eines  Systems  in  einem  andern  anwenden.  Die  relative  Be- 
wegung eines  Systems  in  Bezug  auf  ein  anderes  System  wird  nicht 
geEndert,  wenn  man  beiden  in  jedem  Momente  ein  und  dieselbe 
Elementarbewegung  ertheilt. 

Die  relative  Bewegung  eines  Systems  iu  Bezug  auf  ein  an- 
deres System  ist  in  jedem  Momente  die  Resnltante  aus  de'r  abso- 
luten Bewegung  des  ersteren  und  der  entgegengesetzten  Be- 
wegung des  zweiten,  nämlich  die  aus  diesen  beiden  Klementar- 
bewegnngen  resultirende  Elementarbewegung. 

§.  3.  Die  Anwendung  dieses  Princips  auf  die  LSsung  der  obigen  Auf- 
gaben über  die  relative  Bewegung  eines  Punktes  oder  Systems  ist  leicht. 
Es  sei  far  irgend  eine  Lage  des  Systems  ((7,  r)  (Fig.  106) 
(C,n  \      /    das  Momentcentrum  und  pp'  das  Element,  welches   der 

mit  dem  Punkte  P,  dessen  relative  Bewegung  zu  be- 
stimmen ist,  zusammenfallende  Sysiempnnkt ;)  beschreiben 
wUrde;  kehrt  man  die  Elementarb ewegung  des  Systems 
um ,  so  stelle  ppi  das  dieser  umgekehrten  Bewegung  ent- 
ris-  105.  sprechende  Bahnelement  desselben  Punktes  dar.   Der  Punkt 

P  beschreibe  nun  das  Element  PP'  seiner  absoluten  Bahn  während  der 
Elementarbewegnng  des  Systems;  die  Diagonale  PPi  des  nnendUch  kleinen 
Parallelogramms  PP'  P|f>,  stellt  alsdann  das  Element  der  relativen  Bahn  dar 
und  P',  f,  sind  die  correspondirenden  Orte  des  Punktes  P  am  Ende  der 
Elementarbewegnng  auf  der  absoluten  und  relativen  Bahn.  Wiederholt  man 
dieselbe  Construotion  für  die  folgende  Elementarbewegnng  des  Systeme,  so 
ergibt  sich  ein  weiteres  Paar  correspondirender  Orte  etc.  und  können  auf 
diese  Weise  beliebig  viele  Punkte  der  relativen  Bahn  bestimmt  werden. 

Soll  andererseits  aus  der  relativen  Bewegimg  eines  Punktes  und  der 
Bewegung  des  Systems  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  gefunden  werden, 
so  folgt  ebenso  einfach,  dass  das  Element  der  absoluten  Bahn  die  Diagonale 
des  unendlich  kleinen  Parallelogramms  ist,  dessen  Seiten  das  Element  der 
relatayen  Bahn  und  das  Element  sind,   welches  der  mit  dem  Punkte,  um 


DigiLizedbyCoOJ^Ic 


U.  Th.,  Cap.  V,  §.  4.    Beispp,  lui  relai  Bewegong  eines  PnnkteB  in  d.  Ebene.    249 

desBen  abeoltite  Bewegung  ee  aich  bandelt,  zusammenfallende  Sjstempunkt 
vermöge  der  Elementarbewegung  dee  Systems  besohreibt 

Be6ndet  sich  der  Pnnkt  P  in  absoluter  Buhe,  so  ist  PP^  =  Ü  und 
fBllt  dae  Element  PP^  der  relativen  Bahn  mit  dem  Elemente  pp^  der  Bahn 
des  Systempunktes  zusammen,  welche  dieser  vermöge  der  umgekehrten  Be- 
wegung des  Systems  beschreiben  würde;  da  dies  von  allen  Elementen  gilt, 
Bo  folgt,  dasB  die  relative  Bahn  im  System  Oberhaupt  mit  der  umgekehrten 
Bahn  des  Syatempunktes  übereinkommt. 

Soll  der  Punkt  P  sich  in  relativer  Ruhe  befinden,  so  muss  PP^  ver- 
schwinden, folglich  PP  mit  pp   zusammenfallen,  es  muss  P  mitbin  an  der 
Bewegung  des  Systems  tbeilnebmen. 
g.  4.    Beispiele. 

1.  Es  sei  PP-P"  .  .  .  {Fig.  106)  die  »bioluteBahn  eines  Panktes  P; 

ein  System  ^T.beBitit  eine  TrauBlationabewegung,   vermöge  welcher 

/  alle  Paukte  desselben  Bahnen  congraeut 

\  /  und  parallel  A  A' Ä"  .  .  .,  der  Bahn  eine» 

^. --^  Systempnnkts    A    beschreiben;    es    seien 

-.-'''  ^-C/^'     '-'''  ferner  P,  A;   P',  A' ;  P",  A";   .  .  .  correspon- 

'»"J^.'^'p^"       ^„^      dirende  Lagen  von  P  und  A,  die  in  belie- 

V  V  ^.^f-^'-"'"'^  biger  Menge  aufgefunden  werden  kOnneu; 

^C?"^  die  relativen  oorreaponditenderi  Orte  des 

ri«'  los.  Punktes   P  in  Bezug  auf  das  System  oder 

also  dessen  relative  Bahn  im  System  zu  bestimmen. 

Zieht  man  AX,  A^ P  und  mit  diesen  Geraden  parallel  Ppy,  Ap,,  so  ist  p, 
der  Ort,  an  welchen  der  mit  P  EUBammenfalLende  Systempunkt  p  vermSge  der 
dem  System  £u  ertbeilenden  entgegeugesetzteu  Traoslationsbewegung  gelangen 
wflrde,  wahrend  P  selbst  auf  der  absoluten  Bahn  nach  P'  gelangt.  Durch  Voll- 
endnng  des  Parallelogramnu  PP'P^p,  ergibt  sich  daher  der  dem  Punkt  P'  ent- 
sprechende relative  Ort  P,.  Die  Construction  ist  gleich  gut  anwendbat  fflr  ver- 
schwindend kleine  ÄbstAnde  PP',  pp,,  wie  für  endliche,  also  fflr  die  Elementar- 
bewegungen so  gnt  wie  fDt  Bewegungen  von  endlichen  Bahnstrecken  und  da  bei 
Translationen  alle  homologen  Partien  der  Figuren  sich  parallel  bleiben,  so  kann 
man  die  Sehnen  der  Bogen  oder  die  Bogen  selbst  znr  Bildung  der  Parallelogramme 
verwenden.  Ebenso  gnt  hKtte  man  auch  die  Parallelogramme  APp'  A'  und  Pp'P'F, 
benutzen  können;  man  hätte  dann  pp'  als  die  Bahn  des  Systempunktes,  welche 
dieser  in  Folge  der  direkten  (nicht  umgekehrten)  Translation  beschreibt  und  die 
absolute  Bewegung  aus  der  Bewegung  des  Systempnnktes  und  der  relativen  Be- 
wegung zusammengesetzt  gedacht,  während  nach  der  vorigen  Construction  die 
relative  Bewegung  aus  der  absoluten  und  der  entgegengesetzten  Bewegung  des 
Systempunktes  als  ßesaltante  hervorgehend  gedacht  wird. 

Man  kann  die  Construction  auf  verschiedene  Weise  fortsetzen.  Ginmal  kann 
manAA" Ppt  nndpP"P,p,  bilden  und  erh&lt  mit  Hfllfe  der  Lagep,  desPanktsp, 
welche  der  nmgekehrten  Translation  AA"  entspricht,  den  Punkt  P,  der  relativen 
Bahn,  welcher  dnrch  die  direkte  Translation  mit  P"  zusammengefHbrt  wird;  oder 
man  fahrt  die  Conetruction  für  den  mit  P"  znsammenf all  enden  Systempunkt  P^ 
unter  Zugrundelegung  der  Translation  A' A"  aus,  muss  alsdann  aber  den  gewon- 
nenen relativen  Ort  in  die  ursprQngliche  Lage  des  Systems  zurück  versetzen,  da  die 
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Conatruction  annimmt,  dut  du  Sjatem  bereib  die  Translation  ÄA'  ansgefBbrt 
habe  und  P,  tick  in  y  befiade. 

Iit  der  Punkt  P  in  absolater  Ruhe,  u>  Tedacirt  rieh  die  absolute  Bahn  PP  P"  .  . 
auf  diesen  Pnnkt,  f&llt  die  relative  Bahn  PPiPj  ...  mit  iei  entgegen gesetsleu 
TranslaUoiiibahn  ppiP,  .  ■ . ,  Euaunmen  and  ist  der  directen  Trans latiousbahii 
pp' p"  . .  ■  symmetrisch  gleich  in  symmetrischer  Lage.  Ein  i>a8sendea  Specialbeispiel 
liiezn  bietet  die  jährliche  Bewegung  der  Erde  dar.  Wenn  dieselbe  keine  Aieu- 
(Icehnng  bes&sse,  m  wäre  sie  ein  in  Tianslation  begriffenes  System  und  die  Trans- 
latioQsbahn  v&re  die  Ellipse,  welche  ihr  Mütelpnnkt  um  den  Sonnenmittolpnukt 
als  Brennpunkt  im  Lanfe  des  Jahres  beschreibt.  Wird  nun  der  Sonnenmittelpnnkt 
als  in  absoluter  Buhe  befindlich  angenommen,  so  ist  dessen  relative  Bahn  in  Bezug 
auf  die  Erde  eine  symraetriech  gleiche  and  symmetrisch  liegende  Ellipse,  welche 
vom  Sonnenmitte Ipunkte  nm  den  Erdmittelpunkt  als  Brennpunkt  im  umgekehrten 
Sinne  der  Bewegaog  der  Erde  beschrieben  wird. 

a.    Es  sei  PP'P"...  (Fig.  107)  die  ebene 

\  /  absolute  Bahn  einesPanktesP,  ein  System 

\  /  £iDderselbenEbene  besitieeine  Rotation 

„..*)ri-----.-::::77^  um  den  Punkt  0,  und  seien  0,  pOp',  pOp" ,... 

,--'"■"'        y  \s     /'•'~"'\    ^'*  Amplituden  der  Botation,  welche  den 

(  /,-'.?Ä"7\  '         .-'    »hsoloten  Lagen  P,  P',  P"  . . .  entsprechen, 

"■~- -^''\/  '')f:i'~i-:'"P'    "»»•>  »<»"  <^"  relativen  Orte  des  Punktes  P, 

1     q      /V-    /"'  jiao  dessen  relative  Bahn  im  System  be- 

"*■  '"■  stimmen 

CoQstrairt   man   die  Orte  p,  p, ,  p, . . . ,  welche  der  mit  P  zusammenfitllende 

Systempunkt  j)  in  Folge  der  entgegengesetzten  Rotation  einnimmt,  so  liefern  die 

krummlinigen  Parallelogramme  PP'P,j),,PP"P,Pj,.. .  die  relativen  Orte  P,,  P,.,. 

und  damit  beliebig  viele  Punkte  der  relativen  Bahn. 

Ist  der  Punkt  P  in  absoluter  Bähe,  so  reducirt  sich  die  absolute  Bahn  auf  den 
Punkt  P  nnd  fUllt  die  relative  Bahn  mit  der  entgegengesetEten  Rotationsbabn  des 
mit  p  snsammenf allenden  Systempunktes  msammen.  Ein  Beispiel  hiein  bietet  die 
tilgliche  Bewegung  der  Erde  dar.  Wvlrde  die  Erde  im  Baume  nicht  fortschreiten, 
so  lAre  sie  ein  System,  welches  blos  eine  Rotation  um  ihre  Aie  besitrt.  Wird  nun 
der  Sonnenmittelpnnkt  als  absolut  mbend  angesehen,  so  ist  seine  relative  Bahn 
in  Bezug  auf  das  System  ein  Kreis,  dessen  Ebene  senkrecht  znr  Erdaie  ist,  nnd 
im  umgekehrten  Sinn  der  Erdrotation  beschrieben  wird  (scheinbare  Bewegnng  der 
Sonne  um  die  Erde). 

g,  5.    Die  OeBchwindigkeit  der  relativen  Bewegnng  einee  Punktes  heisst 

dessen  relfttive  Geschwindigkeit;   man  erhSlt  sie,   indem  man   das  Bogen- 

element  der  relativen  Bahn  dorch  das  Zeitelemeut  dividirt  und  ihre  Richtung 

ist  die  Tangente  der  relativen  Bahn.  Nach  Cap.  HI., 

-'/''   ^^'^  §.  15.  ist  die  absolute  Geschwindigkeit  v  eines 

^-^  /'^-^      /        Punktes  die  Resultante  aus  seiner  relativen  Ge- 

■'^-•j  ü  schwindigkeit  f,  und  der  Geschwindigkeit  t>,  des 

'^'  ^"^  mit  ihm  zusammenf allenden  Systempanktes  und 

wird   aus  beiden  mit  Hülfe  des  Parallel ogrammes   der  Geschwindigkeiten 

gefunden  (Pig.  108).    Tr8gt  man  nun  o,  im  entgegengesetzten  Sinne  aoi; 
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Bo  ergibt  sich  ein  zweites  Ftrallelogramm ,  in  welchem  die  relative  6e- 
Bchwindigkeit  v,  Diagonale  ist,  wKbrend  v  und  —  t>j  Seiten  sind.  Han  erhält 
daher  folgenden  Satz:  , 

Die  relative  Oesohwindigkeit  eines  Fnnktes  ist  die  Resul- 
tante ans  der  abaolnten  Geschwindigkeit  desselben  und  ä'er  im 
entgegengesetiten  Sinn  genommenen  Geschwindigkeit  des  mit 
ihm  snsammenfsllenden  Punktes  des  Systems,  auf  welches  die 
relative  Bewegung  sich  bezieht. 

Projidrt  man  das  erstere  der  beiden  Parallelogramme  auf  irgend  eine 
Aze,  so  wird  mit  Rficksicht  anf  den  Sinn  der  Linien  die  Projectioo  der 
absoluten  Geschwindigkeit  durch  die  Summe  der  Prqjeotionen  der  relativen 
Geschwindigkeit  und  der  Geschwindigkeit  des  Systempnnktes  dargestellt. 
Hierans  folgt,  dasa  die  Projection  der  relativen  Geschwindigkeit 
auf  irgend  eine  Axe  gleich  ist  der  Differenz  zwischen  der  Pro- 
jection der  absoluten  Geschwindigkeit  und  der  Geschwindigkeit 
des  Systempunktes,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  gleich 
der  Summe  der  Frojectionen  der  absoluten  Geschwindigkeit  und 
der  im  entgegengesetzten  Sinne  genommenen  Geschwindigkeit  des 
Systempunktes. 

g.  e.    Beiapiele  und  Anwendungen. 

1.  Ein  Schwimmer  will  vomFunkte  G  vom  Bande  eineiFlnssuferB 
'  aus  den  Punkt  H  auf  dem  gegenQberliegeaden  Ufer  in  gerader  Linie 
mit  constanter  (absoluter)  Geschwindigkeit  v  lohwimmeDd  erreichen. 
Die  conitante  Geschwindigkeit  des  Flassea  sei  c, ,  in  welcher  Richtung 
gegea  den  Strom  und  mit  welcher  relativen  Geschwindigkeit  v,  musa 
er  im  Strome  ichwimmen,  um  dai  Ziel  in  erreichen? 

bt  &  r,  —  t>,  (Fig.  109]  die  Geschwindigkeit  des  Strome*  (de«  Sjitempanktei, 
welebei  mit  dem  bew^lichen  Funkte  EUfanuneumit},  6F,  «•  v,  die  gemchte 
relative  Oescbwindigkeit  nach  arOsse  und  Biohtnng,  so  muss  die  Diagonale  G  V—  v 
des  Parallelogramms  Über  O  F,  und  OF,  in  die  Bichtnng  QR  fallen.  Hiediirch 
bestimmt  sich  die  relative  Geschwindigkeit  e,  und  ihre  Richtung. 


V, 


n«.  IM.  »s.  110. 

Ist  o  der  GrOsse  nach  nicht  gegeben,  so  ,b&t  die  Aufgabe  unendlich  viele 
Losungen.  Die  vortheühafteste  LOsung  wird  diejenige  sein,  welche  die  kleinste 
relative  Geschwindigkeit  v,  liefert  Han  erb&lt  sie,  indem  man  ffir  r,  Vdie  Kor- 
male anf  GH  wUüt. 

2.  Ein  Punkt  Jf  beschreibt  mit  constanter  Geschwindigkeit  e,  eine 
Gerade  AB  <(E1g.  HO);  ein  tweiter  Punkt  N  bewegt  sich  mit  der  Ge- 
schwindigkeit V  mit  M  in  einer  Ebene  nach  einer  noch  n&her  cn  be- 
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stimmenden  Biohtnng.  Wie  itt  di«  Bicbtnag  der  Bewegang  von  N  so 
beBtimmen,  damit  er  mit  M  tneammentreffe?  Die  relative  Geschwiiidigkeit 
V,  von  N  in  Bezog  auf  ein  TranslationsBjBtem ,  welchem  M  angehört ,  muss  fort- 
während durch  M  gehen.  Nun  istMie  absolute  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  N 
die  Bemiltante  ans  der  relativen  v,  nnd  der  Geschwindigkeit  e,  dei  Punkte«  M. 
Igt  also  NVf  ■*■  C|  Qi>d  baachreibt  man  mit  NV  —•  v  ans  N  einen  Kreis,  so  liefert 
r,  V^NM  den  Punkt  V  des  Kreises,  eo  dass  NV  die  Bicbtuug  ist,  welche  der 
pDnkt  N  einschlagen  musa  nnd  die  Vollendnog  des  ParallelogTamine  NV,VV^  die 
relative  Geschwindigkeit  NV^  •^  v,  des  Punktes  N . 

Adb  der  Figur,  worin  G  der  Schnittpunkt  von  NV  mit  AB  tei,  folgt 

Es  isi  also  der  Pnnkt  G  so  zu  finden,  dass  das  Verh&ltniss  seiner  AbstlLndo  von 
den  Pankten  itf ,  J^  ein  gegebenes  v, :  v  sei.  Der  Ort  der  Punkte  G  ist  bekanntlich 
ein  Kreta,  mit  dem  Mittelpunkte  anf  NM,  welcher  Kreis  die  Strecke  JiM  nach  dem 
Verhältniss  e,  :  c  harmonisch  theitt,  n&mlich  so,  dasa  für  die  Schnittpunkte  JP,  Q 
mit  NM  die  Proportion  besteht  NP  -.  PM  =  NQ  :  MQ. 
Wann  wird  die  Lösung  uamOglich? 

§.  7.  Für  die  analytische  Behandlung  kommt  das  Problem  der  relativen 
Bewegung  auf  das  Problem  der  Coordinatentransformation  zurück.  Man 
denkt  sich  nSmlich  zwei  Ooordinatenayateme,  von  denen  das  eine  der  absoluten 
Ebene,  das  andere  dem  beweglichen  System  angehört.  Die  Coordiuaten  eines 
beweglichen  Punktes  in  Bezug  anf  das  erste  geben  seinen  Ort  im  absolaten 
Baume  an  und  heissen  seine  absoluten  Coordinaten,  die  Coordinaten  desselben 
Punktes  in  Bezug  auf  das  andere  bestimmen  seinen  Ort  im  beweglichen 
System  und  sind  seine  relativen  Coordinaten.  Die  Art  und  Weise,  wie  diese 
Coordinaten  sich  Sndem,  bestimmt  die  Bewegung  der  einen  oder  der  andern 
Art.  Die  absoluten  Coordinaten  des  Punktes  seien  x,  y;  die  relativen  der- 
selben x',  y'\  die  Bewegung  des  Systems  werde  durch  die  Bewegung  des 
Ursprungs  der  relativen  Coordinaten  und  der  Äsen  des  relativen  Coordinaten- 
systems  bestimmt  Da  letatere  in  verschiedenen  Fällen  einfacher,  in  anderen 
complicirter  ist,  so  behandeln  wir  dieselben  der  Reihe  nach. 

1.   Daa  bewegliche  System  besitze  blos   eine  TranslatJon  (Fig.  lll); 
^,  hiebei  bewegen  eich  die  Äsen  der  x',  y'  parallel  mit 

sich;   wir  nehmen  der  Einfachheit  wegen  die  Aien 
beiderlei  Coordinaten  als  mit  einander  resp.  parallel 
an.    Sind  x^,  y^    die  Coordinaten   des   beweglichen 
-^     Ursprungs,  so  hängen  sie  mit  den  Vorigen  darcb 
-JC        ^^  Gleichungen  zusammen: 
^«  >"  x^-^x  —x=-Q,y^-\-y'  ~y  —  0, 

welche  man  findet,  indem  man  den  Dmiang  des  Dreiecks,  gebildet  von 
den  Anfangspunkten  der  beiden  Coordinaten  Systeme  und  dem  Punkte  (xyi'), 
auf  die  absoluten  oder  auf  die  relativen  Axen  projicirt,  gleich  Null  setiC 
Die  relativffli  Coordinaten  sind  daher: 
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sind  also  di«  absolnten  und  die  Coordin&ten  des  relativen  Ursprungs  als 
PuDctionen  irgend  einer  Grösse ~z.  B.  der  Zeit  gegeben,  bo  erhBlt  man  biedurcli 
die  relativen  Coordinates  als  Functionen  derselben  GrOsse. 

2.  Das  bewegliche  System  besitze  bloB  eine  Bewegung  um  einen  festen 
Funkt  (Fig.  112).  Wir  nehmen  denselben  zum  Urspnmg  der  absoluten  und 
der  relativen  Coordiuaten  x,  y;  x,  t/'  and  bestimmen  die  Lage  der  x'-Axe 
gegen  die  festen  Axen  der  x,  y  durch  die  Winkel,  welche  sie  mit  ihnen 
bildet,  deren  Cosinuse  a,  b  seien,  ebenso  die  Lage  der  y'-Aie  gegen  die- 
selben durch  ihre  Neigungswinkel,  deren  Cosinusse  a\  b'  sind.  Die  vier 
_/  Grossen  a,  b;  a,  b'  hHngen  von  der  Bewegung  des 

Systems  ab  und  sind  unter  sich  durch  3  unab- 
h&ngige  Belationen  verbanden,  vermöge  welcher  sie 
auf  eine  reduoirbar  sind.  Projicirt  man  anter 
Toranesetzung  rechtwinkliger  Coordinatea  den 
■^  Linienzug  der  Coordinaten  x  ,  y'  und  zurtlok  nach 
i^e- 1»-  dem  Ursprung  auf  die  absoluten  Axen,  und  anderer- 

seits den  Linienzug  der  x,  y  und  zurück  zum  Ursprung  auf  die  relativen 
Axen,  so  erh&lt  man: 


^-ax+a,- 

.'-..  +  SS 

S  —  hx+  bUJ 

,'  -  a  .  +  S-j 

wobei  die  Relationen  bestehen: 

a'  +  »■  -  1 

„■  +  o'«  _  1 

a'  +  !,•■_  1 

6"  +  S-  -  1 

ad  +  SS-  —  0 

ah  +  aV  —  0 

von  denen  jedesmal  die  zwei  ersten  ausdrücken,  doss  a,b, .  . .  Richtungs- 
cosinns  einer  Geraden  sind,  während  die  zwei  letzten  die  Bechtwinkligkeit 
der  Axen  darstellen. 

3.  Besitzt  das  bewegliche  System  die  allgemeinste  Bewegung,  so  genUgt 
eine  Com bination  der  beiden  vorigen  FSlIe,  um  die  relativen  Coordinaten  zu 
bestimmen.  Denkt  man  sich  nämlich  dnrch  den  Ursprung  der  beweglichen 
Axen ''zwei  Hulfsaxen  der  f,  i),  welche  während  der  Bewegung  den  festen 
Axen  fortwährend  parallel  bleiben,  so  hat  man,  wie  bei  2.: 

''' °  **-!  t  ^.''     and  zugleich:     ^  =  ^  ' '^' 
mitliin  aus  diesen  Gleichungen  zusammen: 

X  =a(x  —  xC)-\-hiji  —  y,) 
y  ■=  a{x  —  Xi)  +  6'(y  —  y,) . 
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§.  8.    Die  THITerentiatJoa  der  Fonneln  des  §.  7.  liefert  die  Componenten 

dx     dy     dz 

-  —  ,   —- ,  -r-   der  Geschwindigkeit  der  relativen  Bewegung. 

dt-     dt      dt 

1.  Bei  einer  Tnmslatiousbeweguiig  des  Sjsteroa  sind  de  daher 

dx        dx       dXi      dy        dy       dyi 

^dt^'di~~äi'      di        di~  dt' 

Da  die  Geschwindigkeit  des  beweglichen  ürsprangs  (x, ,  y,)  die  TransUtions- 

geschwindigkeit  des  Systems,  also  die  Gescbwindigkmt  jedes  SystemponkteB 

an^ht,  so  erkennt  man  hierin  die  üeberelnsümmung  mit  dem  Satse  §.  5.,  a.  E. 

2.  Besitzt   das  System    eine  ßot&Üon   um    einen  Punkt,   den   festen 
Ursprung,  so  ist  nach  Nr.  2.  des  §.  7.: 

dd       (    dx       ,dy\    ,    f,    da  db\ 

dl        \    dl^      dlJ^\     dl^"  dlJ 
Hierin  bedeuten  die  Glieder 

dt^     dt'        dt^      dt 
&a    ProjectionsBnmmen    der   Componenten  — ,  —  der  absoluten  Geschwin- 
digkeit auf   die  beweglichen  Azen;  also  die  Projeotionen  dieser  Geaobwin- 
digkeit  selbst  auf  diese  Axen.    Die  übrigen  Glieder 

da  j^     äh  da'  db' 

bedeuten,  wie  sofoii;  gezeigt  werden  soll,  die  Componenten  der  Geschwindig- 
keit des  mit  dem  Punkte  (x,  y)  znsammenfaltenden  Systempunktes  parallel 
den  beweglichen  Azen.  Za  dem  Ende  gestalten  wir  sie  etwas  um,  indem 
wir  X,,  y  auedrticken  mit-Hfilfe  der  Gleichungen 

z  =•  ax  +  a'y' ,    y  ^bx'  -{-  b'y  , 
sie  hierauf  ordnen  und  die  aus  der  Differentiation  der  Nefaenrelationen 

a*  +  6*  =  1 ,     o'*  +  6'»  =  1 ,     oa'  +  fc6'  =  0 
entspringenden  Gleichungen 


■          'f.  +  ^T.^o 

^^+^ 

'4-" 

«^•+4- 

-(4:+ 

'•S 

n.    Dadurch  nehmen  sie  die 

Form  an: 

/    da'   ,    .db'\  ,  (  ,da_^  ..dV\   , 
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Für  den  Systempnnkt,  welcher  zur  Zeit  '  mit  dem  Punkte  {xy)  zns&mmen- 
föllt,  Bind  x  ,  y  nach  t  coustaut,  weil  er  im  System  seine  Lage  nicht  ändert. 
Daher  erhält  man  fQr  ihn  die  Componenten  seiner  Geschwindigkeit  parallel 
den  nnbeweglichen  Axen,  indem  man  bei  der  Differentiation  der  Gleichungen* 

x  =  ax  -\-  a'y  ,    y=.bx'-\-  h'y 
bloB  a,  a;  h,  6'  als  verSnderlicb ,  x,  y*  aber  als  constant  ansieht.    Dieselben 
sind  daher 

,da   ,     ,dd        ,db    ,     ,db' 

Indem  man  dieselben  anf  die  beweglichen  Axen  proji<nrt,  d,  h.  sie  reap.  mit 
a,  b;  a,  b'  mnitiplicirt  und  addirt,  liefern  sie  uns  die  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeit des  SystempnnkteB  parallel  den   beweglichen  Aien,  nltmlicb: 


\     dt  ^      dl)^  '      \    dt^      dt) 


Dies  sind  aber  genau  die  entgegengesetzten  von  den  oben  gefundenen  Wertben, 
w.  z.  b.  w. 

3.  Ganz  ebenso  fahrt  die  Differentiation  der  Gleichungen  Nr.  3.  in  §.  7. 
zur  KenntnisH  der  Componenten  der  relativen  Geschwindigkeit  in  einem 
System,  welches  die  allgemeinste  Art  der  Bewegung  hat,  welche  in  der 
£b«ne  mSglich  ist;  nttmlich: 

dy'       (  ,dl,   ^,dr,\   ,   A  da'  ,      db-\ 

7I''y'dt  +  ''dt)  +  \^7I-^^dih 

d|       dx       dx,      dtj       dy       dy, 

'dt'^Tt~Tt'    di'"dt~~'dt' 
Die  GrCssen  6=-«  —  x^,  ij^y  —  Ji  stellen  die  relativen  Coordinaten  in 
Bezog  auf  ein  bewegliches  System  dar,  dessen  Axen  der  |,  »j  fortwährend 

^, 
dt 

ten'  der  relativen  Geschwindigkeit  des  Punktes  x,  y  in  Bezug  auf  diese  Axen. 
§.  9.  um  die  relative  Ellementarbewegnng  eines  ebenen  Systems  £j 
in  eitlem  andern  System  ^  zur  Zeit  t  zu  erbalten,  ertheilen  wir  beiden 
Systemen  zusammen,  wie  einem  Oeeammtsysteme,  die  entgegengesetzte  ab- 
solut« ElementarbeweguDg  von  2^  nm  dessen  Momentancentnim.  Die  aus 
der  absoluten  Elementarbewegung  von  £j  und  der  entgegengesetzten  ab- 
soluten Elementarbewegung  von  £^  resnltirende  Bewegung  ist  die  relative 
Elementarbewegnng  von  £,  in  Bezug  anf  2^ ;  ihr  Momentancentram  ist  das 
relative  Motnentancentrum  und  der  Ort  aller  relativen  Momentancentra  bildet 
eine  relative  Curve  (C)  in  £f ,  welche  in  Bezag  aaf  die  relative  Bewegung 
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VOD  Sj  in  S^  aia  ruhend  anznaeheu  ist.  Uit  dem  relaÜTen  Uomentancentrom 
f^Ilt  ein  gswiaser  Punkt  f  von  Z^,  zusammen  und  sSmmtlicbe  Punkte  dieser 
Art  bilden  eine  gewisse  Cnrve  (f) ,  welche  über  die  Curve  {C)  binroUt,  um 
'die  relative  Bewegung  von  üj  gegen  2^  wie  eine  absolute  Bewegung,  zu 
bestimmen.  Die  beiden  Curven  (C)  und  (7^  haben  aber  eine  doppelte  Be- 
deutnng.  Wshiend  uBmlich  für  die  relative  Bewegung  vcm  Z^  in  J^  die 
Curve  (C)  ruht  und  (r)  sich  Über  sie  hinbewegt,  rubt  für  die  relative  Be- 
wegung von  2^  in  2^1  jene  und  bewegt  sich  diese  aber  sie  ihn,  aber  in  entgegen- 
gesetztem Sinne.  Sind  nSmlich  C^  und  C,  die  Momentancentra  der  absoluten 
Bewegungen  von  2^  tmd  S^  und  a^^,  o>,  die  Winkelgeschwindigkeiten  dieser 
Systeme  am  sie,  so  liefern  a^  um  Cj  und  —  »,  um  C,  zusammen  die 
Uomentanaxe  C  und  die  Winkelgeschwindigkeit  o,  — ta^  um  sie  fOr  die 
relative  Bewegung  von  £,  und  2^  und  ist  C^  C :  CC^  ••=  —  ra,  :  m, .  Ebenso 
liefern  aber  —  oi,  um  C^  und  Uj  um  (7,  die  relative  Ifomentanaxe  0"  von 
2^  gegen  £,  und  die  relative  Winkelgeschwindigkeit  —  (»i  ~H  »i  ^u»  sie, 
so  zwar,  daSB  C,  C"  •■  C"  (7^  =  01^:  —  oji .  Eb  theilen  also  beide  Centra  C 
und  C"  die  Strecke  C^C^  m  demselben  YerhUtniss  und  fallen  daher  zusammen 
und  die  Winkelgeschwindigkeit  um  C"  ist  entgegengesetzt  gleich  der  Winkel- 
geschwindigkeit um  C, 

Diese  Betrachtungen  gelten  ebenso  fllr  zwei  körperliche  Systeme  2^ ,  2^ , 
welche  in  Forallelbewegung  sich  befinden;  statt  „Momentancentram"  ist  nur 
„Uomentanaxe"  zu  setzen  und  die  Momentanaxen  sind  alle  einander  paralleL 

Beispiel. 

Zwei  Systeme  Sy ,  S,  rotiren  fortwährend  um  zwei  parallele  Azen, 
S,  nm  Ci,i:,  um  C,;  der  Abstand  dieser  Aien  sei  a  und  es  besitze  lar 
Zeit  (  da»  System  S,  die  Winkelgeschwindigkeit  a,  nm  C, ,  2;  die 
Winkelgeachwindigkeit  lOj  um  C, .  Man  verlangt:  1.  die  Lage  und  die 
Winkelgeschwindigkeit  fQr  die  relative  Momentaflaze  C  von  2:,  in 
Bezug  auf  £, ,  2.  dasselbe  ffir  die  relative  Bewegung  von  S,  in  Bezug 
auf  £,  und  3.  die  Beschaffenheit  der  relativen  FlKchen  (C)  und  (r)  fDr 
den  Fall,  dasa  das  Verh&ltnisB  <i>,  :  m,  der  Winkelgeschwindigkeiten 
w&hrend  der  Dauer  der  Bewegung  coustant  bleibt. 

Dm  die  relative  Momentanaxe  von  £^  gegen  S^  und  ihre  Winkelgeschwindigkeit 
zn  finden,  haben  wir  die  Resultante  zu  ziehen  von  ta,  um  C,  und  von  — m,  um 
C, ;  dieselbe  ist  <•>,  —  n, ,  ihre  Aze  fällt  in  die  Ebene  C,  C, ,  ist  parallel  mit  (7, 
und  C,  und  stehen  ihre  Abstände  von  diesen  Axen  im  Verhältnisse  o),  :  u, .  Sind 
u,  and  m,  gleichen  Sinnes,  so  l^lt  die  Homentanaze  in  den  an  den  FaralleUtreifen 
C^C,  angrenzenden  Aussenraum,  welcher  der  Axe  der  grosseren  Winkelgeschwin- 
digkeit anliegt;  sind  sie  entgegen  gehetzten  Sinnes,  so  ^It  sie  in  den  Parallel- 
streifen  selbst.  FOr  letzteren  Fall  wird  die  relative  Winkelgeschwindigkeit  m,  -|-  u,  . 
Soll  daa  Verhältniss  der  Winkelgeschwindigkeiten  während  der  Bewegung  fort- 
während conatant  bleiben,  ao  behält  auch  die  Homentanaie  fortwährend  oonstant« 
Absende  a,  a"  von  C,,C,,  fflr  wekhe 
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ist  und  sind  d&her  die  Orte  der  relativen  Homentanaien  und  der  Qenden  dM 
SjBtemi  £^,  welclie  nach  nnd  nach  in  diese  eintreten, swei KreiacfUnder  nmC, ,  C, 
mit  den  Radien  a  ,  a" ,  welche  sieb  längs  dar  Uomentanaie  berühren.  Haben  a, 
nnd  n,  gleichen  8inn,  liegt  mithin  die  relative  Momentanaxe  in  dem  Anssenranine 
voD.CjC^,  so  wird,  wenn  m,  die  grCssere  Wiukelgeichwindigkeit  beieichnet: 

and  folglich 

nnd  berOhreil  nch  die  Qjrlinder  anf  derselben  Seite  ihcei  gemeinichaftlichen  Tan- 
gentenebene ;  haben  aber  m,  nnd  m,  entf(egeng«aetBten  Sinn ,  so  liegt  die  Momenitaa- 
aie  im  FarallelBtreifen  nnd  wird  also; 


«,  +  <»,'  a>,  +  ».      ■ 

die  Cjlinder  berQhren  sich  anf  entgegengeietsten  Seiten  ihrer  gemeinBchaftlichen 
Toagentenebene. 

Fflr  die  relative  Bewegang  von  2^  in  Serag  anf  £,  erhUt  man  dieaelben  Axen 
nnd  Cjlinder,  sie  vertantehen  nnr  ihre  Rollen  nnd  die  relative  Winkelgeschwindig- 
keit wird  m,  —  la^  , 

Einige  LiteratTir-übeT  die  Beweg^Jig  ebener  Srateme. 

Nicomedes  (160  r.  Chr.)  find  die  Conchoide  nnd  die  ConchoideDbewegnag. 
Cartesins  bemerkte  znent  dae  Momentanoentnun  bei  der  Enengnng  der  Cycloide 
(LeUres  de  Descartes,  T.  II,  p.  89,  Augg.  v.  1TS4).  Joh.  BernoDlli  gebührt  die 
Entdeckung  des  Homentancentmmi  fOr  die  allgemeine  Bewegang  eines  ebenen 
Systems  in  seiner  Ebene  (De  ccntro  spontaneo  rotationis.  Opera  Joh.  Bemonlli, 
T.  IV,  p.  866;  174S).  Hieran  reihen  sich,  wenn  anch  vorzogsweise  der  r&nmlichen 
Bew^nng  gewidmet:  d'Älembert,  Traitä  de  la  präoession  des  äqoinoses  (1749), 
in  welchem  Werke  zuerst  eine  „aie  ingtantanä  de  rotatiou"  vorkommt;  EnlCi 
D^converte  d'on  nonveaa  principe  de  Häoaniqne  (Hörn,  de  l'Äcad.  de  Berlin, 
a.  1760);  Da  monvement  de  rotataon  des  corps  solides  antonr  d'un  axe  variable 
(Häm.  de  l'Acad.  de  Berlin,  a.  1768);  Theoria  motus  corpomm  solidonim  aen  rigi- 
donun  (1766);  Formnlae  generales  pro  tranalatioae  qnacnnqne  corpomm  rigidornm 
(Novi  Commentarii  Äcad.  Fetropolit.  a.  1796,  t.  XX). 

Ton  besonderer  Wichtigkeit  sind  folgende  Arbeiten  von  Chasles: 

1.  '  Note  snr  les  propridt^a  gdnärales  du  i^stöme  de  deux  corps  semblables 
entr'  eox,  et  placäs  d'une  maniöre  qnelconqae  dans  Tespace;  et  snr  le  däplacement 
Gni,  on  infiniment  petit,  d'on  coips  soUde  libre;  conunoniqnd  ä  la  soc.  philom. 
6.  Febr.  ISSl  (Bulletin  des  sciences  matlL  p.  Pänasac,  Nov.  1880). 

2.  Propri^s  gtemetriqnea  relatives  aa  mouvement  infiniment  petit  d'an  Corps 
solide  libre  dans  l'espace.  (Comptes  rendns  de  l'Acad.  des  sdenoes  de  Paris,  T.  XVI, 
p.  1420—1432,  ann^  1848.) 

8.  Propriät^s  relaüvas  an  däplacement  Sni  quelconqne,  dans  l'espaoe,  d'nne 
Ggnre  de  forme  invariable.  (Comptes  rendns  de  l'Acad.  de  Paris,  T.  LI:  6.  IMö- 
1860,  10.  Däc  leeO;  1.  LH:  81.  Jan.  1661,  4.  F^vr.   1861,  16.  Hars  1861.) 

4.  Th^rimes  g^ndians  suc  le  d^placement  d'une  figure  plane  dans  son  plan. 
(Comptes  rend.  T.  LXXX,  p,  846.  6.  Pövr.  1876.) 
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ö.  Th^rämea  relatdis  an  d^pl&cement  d'une  figuie  plane  dont  de»  pointt 
gliHBeot  snr  denx  conrbeB  d'ordre  et  de  closee  qnelconqDe.  (Comptea  read.  LXXXII, 
p.  431;  21.  Fövr.   187G.) 

Die  beiden  letstgenaimten  AbhandlaDgen  geben  eine  groste  Menge  toq  SUun 
über  OrdnuDg  und  CluRe  der  bei  der  ebenen  Bewegung  eraengten  Corren,  iiuW 
eondere  beatimmen  aie  die  Ordnung  dar  Carven  (C),  {r).  Chaalee  bedient  sich 
Eur  Entwickelong  seiner  S&tze  des  von  ihm  entdeckten  „Priocips  der  CorrespondeDi". 

An  die  Chasleg'sche  Arbeit  Nr.  2  reiht  sich  unmittelbar  an: 

Jonqui^rea,  Propriät^a  gäomätriqnes  relatives  au  monvement  infinimrat  petit 
d'un  corps,  in  seinem  Werke;  Hälangea  de  Qäom^trie  pure.  Paris  1866,  p.  1— Ül 
(euthUt  eine  Entwickelung  der  Beweise  sn  der  genannten  Chaalei'achen  Abhaadlnog.) 

Briase,  Gur  le  d^placement  fini  quelconque  d'une  figme  de  forme  iDwiaUt 
(Jonmal  de  math.  paroa  et  appliqu^ea  p.  LionvUle,  2"'  S6tie,  T.  19.  1974).  Be- 
weise der  in  der  Chasles'schen  Abhandlung  Nr.  S  anfgestellten  S&tze. 

MObias,  Ueber  die  Zasammeneetznng  unendlich  kleiner  Drehungen.  (Crella, 
Journ.  der  reinen  und  angew.  Mathem,  B.  XVIU,  8.  Ig9~212.  (1856.) 

Chelini,  Dei  moti  geometrici  e  loro  leggi  nello  spoatamento  di  una  %iiis  di 
forma  invariabile.  (Hemorie  dell'  Accad.  di  Bologna  1862),  sowie  deaeen  Eleneati 
di  Uocoanica  raziooale,  Bologna  1860. 

Stegmanu,  Oeoroetrische  Untersuchungen  über  Drehung.    Marhuig  1863. 

Besal,  Traitä  de  cinämatdqne  pnre,  Paris  1863  und  Tnütä  de  mäcaniq« 
g^närale.    Paris  1S73. 

Aronhold,  kinematische  Hittbeilungen.  Grnndsüge  der  kinemaüschen  GeO' 
metrie.  Terhaudlungen  des  Vereina  edt  BefSrdeiung  des  Qewerbfleisaee  in  PretuseiL 
BerUn  1872. 

üeher  daa  Prohlem  der  Rouletten  und  seine  ümkebrungen: 

Steiner,  Zum  Erflnunnngaachwerpnnkte  ebener  Cuiren.  (Crelle's  Joum.  B.  !1, 
p.  88  u.  101.) 

Besant,  Nout.  Ann.  de  maüi^m.  2»  S^rie.  T.  XI,  p.  258,  T.  X,  pp.  SS4,  Xt, 
488,  474,  563.  Diese  üntersachungen  sind  auch  besonders  eneliienen  unter  dtco 
Titel;  Note«  on  RonletteB  and  Glisaettas.   Cambridge  1870. 

Gigon,  Boolettes  ext^rienrei  et  intärieorea.    Nonv.  Ann.  2"  Ser.  T.  VII,  p.46!. 

Zahlreiche  An^ben  Ober  die  ebene  Bewegung  Ton  Terschiedenen  Anfairen  in 
den  Nouv.  *  Annales  de  Hathäm. 

Aonat,  Analyse  infinitesimale  des  conrbea  jlttoea.    Paris  187S. 


VI.   Capitel. 

Die  apUriflOhe  Bewegung  eines  nnverilnderllolieii  Syrtenu  und 
ihre  Gesoliwindigkelten. 
§.  1.  Die  Lehren  Ober  die  Aequivalenz  der  Rotationen  nnd  WinkelgeBchwin^ 
digkeiten  um  Azen,  welche  sieb  in  einem  Punkte  Bchneiden,  reichen  hin,  um  die 
Eigenschaften  der  Bewegung  eines  unTer&nderlicheii  räumlichen  3yat«m3,  wel- 
ches nm  einen  Ponkt  rotirt,  zu  etndiren,  soweit  sie  die  Bahnen  der  Fonkl« 
und  die  Geschwindigkeiten  beti-effen.    Bei  dieser  Bewt^nng  beschreiben  dis 
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Paukte  des  Bystema  sphärische  Bahnea,  welche  concentrischen  KugelflSchen 
angehören,  deren  gemeinaamer  Mittelpunkt  jener  Punkt  ist.  £in  sphKrischer 
Schnitt  desSfeteniB,  um  diesen  Hittelpunkt  geführt,  bewegt  sich  in  seiner 
eigenen  Engetöftche  und  die  Bahnen  aller  auf  einer  durch  den  Mittelpunkt 
gehenden  Qerftden  des  Systems  sind  ähnliche  Curven.  Es  genttgt  daher,  die 
Bewegung  eines  eindgen  solchen  sphärischen  Schnittes  za  untersuchen,  um 
die  Bewegung  aller  Systempunkte  kennen  zu  lernen  und  kommt  das  Problem 
der  Rotation  eines  unveränderlicben  Systems  um  einen  Ponkt  auf  das  ein- 
fachere der  Bewegung  eines  sphKrischen  Systems  auf  der  Sugelfl&che  zurück. 
Eine  solche  Bewegung  nennen  wir  eine  sphSrieche  Bewegung.  Sie  könnte 
auch  wohl  ccnische  Bewegnug  oder  Bewegung  im  StralenbUndel  heissen. 

§.  2.  FOr  die  Bewegung  des  sphSrisclien  Systems  auf  der  Engelfläche 
seien  .£, ,  £^,  2^,  .  . .  eine  Reihe  von  Lagen,  welche  dasselbe  dorchlBuft;  die 
Bewegung  ans  der  Lage  ü^  in  die  Lage  2^  ist  aequivalent  einer  Rotation  luu 
einen  bestimmten  Punkt  C,  der  KugslflBche,  auf  welcher  die  Bewegung  er- 
folgt (oder  um  seinen  Qegenpnnkt,  oder  um  beide),  die  Bewegung  ans  der 
Lage  Z^  in  die  Lage  2^  aequivalent  einer  Rotation  um  ein  zweites  Centrum 
Ci  u.  s.  f.  Wnblt  man  die  Lagen  £j,  S^,  £f,  ...  immer  dichter  und 
dichter,  so  bKufen  sich  die  Rotationscentra  C^,  C^  .  .  .  gleichfalls  and 
werden  die  Amplituden  für  die  Rotation  aus  einer  Lage  des  Systems  in  die 
nSobstf olgende  immer  kleiner.  In  der  Qrenze  gebt  die  Folge  der  Rotationen 
in  die  wirklich  stattfindende  Bewegung  nnd  die  Folge  der  Contra  C  in  eine 
continnirlioUe  Curve  (C)  auf  der  festän  EugelflSche  über. 

Wahrend  der  Rotation  um  (7^  fUlt  ein  gewisser  Systempunkt  /\  mit  0^ 
zusammen,  während  der  Rotation  um  C^  ein  anderer  Systempnnkt  f,  mit 
diesem  u.  a.  f.  Bei  dem  GrenzenUbergange  erhält  man  daher  noch  eine  isweite, 
dem  beweglichen  System  angehörende  Curre  (r),  deren  Punkte  während 
der  Bewegung  des  Systems  nach  und  nach  mit  den  Punkten  der  Cnrve  (C) 
zusammentreffen.  In  dem-  Momente,  in  welchem  die  verschwindend  kleine 
Rotation  um  C^  beginnt,  ist  F^  in  0^  eingetreten  und  verlässt  ^^  den  Punkt  C, ; 
daber  haben  beide  Curven  die  Bogenelemente  (7,(72  undFifj  gemein,  d.h. 
sie  berflhreu  sich  in  Cj .  Fügt  man  diesen  Betrachtungen  über  die  Bewegung 
des  sphärischen  Systems  die  entoprechende  über  die  Bewegung  des  körper- 
licben  Systems  um  den  Engelmittelpunkt  hinzu,  so  gelangt  man  dazu,  die 
folgenden  Sätze,  welche  den  Sätzen  in  Cap.  lY,  §.  2.  analog  sind,  au&ustellen. 
Jede  Bewegung  eines  nnveränderlicben  sphärischen  Systems 
auf  seiner  KugelflScbe  ist  aequivalent  einer  contihuirlicben  Folge 
von  Rotationen  um  die  Erzeugungslinien  einer  bestimmten  Kegel- 
flftehe,  deren  Mittelpunkt  der  Mittelpunkt  der  Kugel  ist  und 
welche  durch  eine  bestimmte  auf  der  Kugelfläche  liegende  Cvirve 
^<7)  hindurchgeht,  oder  auch: 
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Jede  Bewegung  eines  uuverSuderlichen  rHamlichen  Syatems 
um  einen  Pnnkt  ist  aequlvalent  einet  continuirlichen  Folge  ron 
Botationen  um  Azen,  welche  durch  diesen  Punkt  gehen  und  die 
Erzeugnngalinien  einer  bestimmten  tos  der  speoielles  Natur  der 
Bewegung  abh&ngigen  Kegelfläche  des  absoluten  Banmes  sind. 

-Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  Hph&rischen  Systems 
auf  seiner  Engelf  lache  ist  aequivalent  dem  Bollen  einer  bestimm- 
ten Curve  (r)  des  beweglichen  Systems  auf  einer  bestimmten 
Gnrye  (C)  der  festen  Eugetftftche. 

Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  räumlichen  Systems 
um  einen  Punkt  ist  aequivalent  dem  Bollen  einer  bestimmten, 
dem  beweglichen  System  angehörenden  Kegelfläche  (f)  auf  einer 
bestimmten  Kegelfläche  (C)  des  absoluten  Baumes,  welche  mit 
jener  den  Punkt,  um  welchen  das  System  sich  bewegt,  zum  ge- 
meinschaftlichen Mittelpunkte  hat. 

§.  3.  Jeder  Lage  des  beweglichen  Systems  entspricht  eine  bestimmte 
Gerade  C  des  Kegels  (C) ,  um  welche  dasselbe  eine  unendlich  kleine  Rotation 
ausfuhrt,  um  in  die  folgende,  jener  unendlich  nahe  Lage  zu  gelangen.  Diese 
Gerade  heisst  die  jener  Lage  entsprechende  Uomentanase  des  Systems 
und  die  naendtich  kleine  Botation  um  sie  die  Elementarbewegung  des 
Systems.  Die  Uomentonaze  ist  eine  Doppellinie  der  beiden  aufeinander- 
folgenden imendlich  nahen  Lagen  des  Systems  und  slbnmtliche  Momentan- 
azen  laufen  durch  den  allen  Lagen  gemeinsamen  Doppelpunkt,  nämlich  den 
Punkt,  um  welchen  das  System  sich  tlberhanpt  bewegt.  VermCge  der  £le- 
mentarbewegung  beschreibt  jeder  Systempunkt  ein  Element  seiner  Bahn  als 
einen  unendlich  kleinen  Kreisbogen,  dessen  Mittelpunkt  der  Fusspunkt  des 
von  ihm  auf  die  Momentanaze  getollten  Perpendikels  ist.  Dieser  Kreisbogen 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Bichtung  seiner  Tangente  ist  senk- 
recht zu  der  Ebene,  welche  durch  dies  Perpendikel  und  die  Momentanaxe 
gelegt  werden  kann,  d.  h.  die  Ebene,  durch  den  beschreibenden  Funkt  und 
die  Momentanaze  gelegt,  ist  die  Normalebene  der  Bahn  des  Punktes.  Daher 
schneiden  sich  die  Normalebenen  der  Bahnen  sSmmtlicfaer  System- 
punkte  in  den  Funkten,  welche  ein  und  derselben  Lage  des  Systems 
angehSren,  in  der  dieser  Lage  entsprechenden  Momentanaze.  um 
also  die  Normalebene  und  die  Tangente  an  die  Bahn  eines  Systempanktes 
zu  constmiren,  bedarf  es  nur  der  Aufsuchung  der  entsprechenden  Momen- 
tanaxe. 

Für  die  Bewegung  des  sphSrischen  Systems  auf  seiner  Eugelfläche 
ändert  sich  blos  die  Nomenclatur  ein  wenig.  Die  Momentanuse  wird  ver- 
treten durch  zwei  Punkte,  von  denen  jeder  als  Momentancentrum  ange- 
sehen werden  kann.    Vermöge  der  Elementarbewegung  beschreibt  der  System- 
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'  pnnkt  das  Element  eines  Kreisbogens,  der  um  das  Uomentancentrum  mit 
dem  sph&rischen  Abstände  des  Syxtempunktes  yon  diesem  bescbrieben  werden 
kann.  Sie  sphärischen  Normalen  der  Bahnen  aller  Punkte  laufen 
durch  das  zugehörige  Momentancentrnm.  Die  Normalebenen  der 
Bahnen  aller  Punkte  schneiden  sich  jn  einer  Geraden,  der  Mo- 
mentan ase. 

Ist  d^  die  unendlich  kleine  Amplitude  der  Elsmentarbewe^pmg,  so  ist 

die  Winkelgeschwindigkeit  m   um  die   Momentanaxe  m  =  —-   und  die  6e- 

at 

schwindigkeit  v  der  Punkte  im  Abstände  r  von  dieser  Axe  v'^tor.  Die 
Funkte  der  Axe  selbst  haben  die  Geschwindigkeit  Null;  sie  kann  daher 
auch  die  Axe  der  Geschwindigkeiten  heissen. 

Die  Funkte  eines  spbäriBchen  Hauptkreises  (eines  grössten  Kreises 
der  KugelflBcbe,  einer  sphärischen  Geraden)  beschreiben  vermfige  der  Ele- 
mentarbewegnng  um  die  Homentanaxe  C  mit  der  Amplitude  ä&  Bogen- 
elemente  Terschiedener  Bichtungen.  Nur  dann,  wenn  der  Hauptkreis  durch 
das  Momentancentmm  geht,  ist  die  Neigung  aller  gleich  in.  unter  den 
Punkten  des  Hanptkreises  sind  nur  zwei,  deren  Bahnelement  in  den  Haupt- 
kreis fällt,  nBmlich  die  Fusspunkte  P  der  vom  Momentancentrum  auf  ihn  ge- 
füllten sphSrischen  Normalen.  Nach  dem  Parallelogramm  der  Winkelge- 
schwindigkeiten ist  die  Winkelgeschwindigkeit  ta  um  die  Momentanaxe  C 
aequivalent  einer  Winkelgeschwindigkeit  <o,  um  den  durch  P  gehenden 
Durchmesser  der  Kugel  und  einer  Winkelgeschwindigkeit  eo,  um  den  zur 
Ebene  des  Hanptkreises  senkrechten  Durchmesser  oder  was  dasselbe  ist, 
die  Winkelgeschwindigkeit  «i  ist  aequivalent  m,  um  einen  Fusapunkt  P 
der  Normalen  und  oi,  am  den  Pol  Q  des  Hauptkreises.  Vermöge  cd,  gleitet 
der  Hauptkreis  in  sich,  vennGge  tOj  rotirt  er  um  P.  Nur  die  Haupt- 
kreise,  welche  durch  C  geben,  gleiten  nicht.  Die  Pnnkte  P,  füi  welche 
bloB  Gleiten  stattfindet,  heissen  Gleitungspunkte  des  Hauptkreises. 

Der  Hauptkreis  umhttUt  während  der  Bewegung  eine  sphärische  Garve, 
die  Fusspunkte  der  sphärischen  Normalen  sind  die  Berührungspunkte  mit  der 
Enveloppe.  Aebnlicbes  gilt  von  der  Enveloppe  irgend  einer  sphBriBchen  Gurre; 
die  Fusspunkte  der  vom  betreffenden  Uomentancentrnm  auf  sie  gefällten 
Normalen  sind  die  Berührungspunkte  mit  der  Enveloppe  nnd  Gleitungspunkte. 
FDr  jede  Lage  des  beweglichen  sphärischen  Systems  auf  der 
Kagelfläche  achneiden  sich  daher  die  Normalebenen  aller  Enve- 
loppen  in  einer  Geraden,  der  Momentanaxe  und  also  die  sphäri- 
schen Normalen  im  Momentancentrum.  Jede  Eb^ie  des  Botations- 
ponktes  umhOllt  eine  Kegelfläche;  die  Normalebenen  dieser  Kegelfläcben 
geben  alle  durch  die  Momentanaxe. 

Ist  r  der  sphärische  Abstand  CM  eines  Punktes  M  eines  sphärischen 


DigiLizedbyCoOJ^Ic 


262  BeitimmuDgearten  der  BphAriscben  Benegnog.     II.Th.,Cap.  V1,S.  4. 

HanptkreiBes  yom  MomeDtanoentnim  C^  bo  beschreibt  dieser  Fonkt  ein 
Bogenelement  sin  r  .  tl#  and  wenn  CM  mit  dem  Hauptkrose  den  Winkel  y 
bildet,  BO  ist  sin  r  sin  ^dQ  die  Projection  dieses  Bogenelementee  auf  den 
Hanptkreis.  Nun  ist  aber  sin  r  sin  f|/  ^  sin  p  der  Sinns  der  spbSriscben 
Normale  p,  welcbe  vom  Centrum  C  auf  ihn  geftllt  wird,  daher  ist  die  Pro- 
jection des  Bogenelementes  sin  p  .  d9  nnabhfingig  von  i^ ,  d.  h.  unabhlngig 
von  der  Lage  des  Punktes  M  auf  dem  Hauptkreise.  Die  Projeotiojien 
der  Bogenelemente,  welche  die  Punkte  eines  Uauptkreises  ver- 
möge der  Elementarbewegung  beschreiben,  auf  die  Richtung  des 
Haaptkreises  sind  daher  alle  einander  gleich,  nSmliob  gleich  dem 
Bogenelemente,  welches  der  Fusspnnkt  der  sphärischen  Normalen 

beschreibt.    Indem  man  mit  dem  Zeitelemente  dt  dividirt,  wird  —  die 

Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  um  die  Momentanaxe  und  Binjj.io  die 
Componente  der  Geschwindigkeit  eines  Punktes  des  Haaptkreises  auf  die 
Bichtung  seiner  Tangente.  Piese  Componente  ist  daher  fClr  alle  Punkte  des 
Haaptkreises  von  derselben  Grösse. 

In  Bezug  auf  die  sphärischen  Cnrven  (<7),  (r)  und  die  KegelflSchen 
((7),  (f ),  welcbe  durch  ihr  Bollen  auf  einander  die  Bewegung  defi- 
niren,  gilt  derselbe  Dualismus,  wie  er  für  die  ebene  Bewegung  und  die 
Farallelbewegung  Cap.  lY,  §.  5.  nachgewiesen  wurde.  Die  Umkehrung  der 
Bewegung  erhält  man,  indem  man  die  bewegliche  Curve  oder  Fläche  {T) 
festlegt  nnd  die  Curve  oder  Fläche  ((7),  welche  nrsprttnglicb  anbeweglich 
war,  auf  ihr  in  umgekehrtem  Sinne  rollen  lässt. 

§.  4.  Nach  Cap.  I,  §.  13.  a.  E.  ist  ein  nnverftnderlicbes  System  ans  einer 
ersten  Lage  in  eine  zweite  übergegangen,  wom  drei  nicht  in  gerader  Linie 
liegende  Pnnkte  desselben  in  ihre  neuen  Lagen  gelangt  sind.  Daher  ist  die 
Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  überhaupt  bestinunt,  wenn  die 
Bewegung  von  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  bestimmt  ist. 
In  dem  vorliegendem  Falle  der  Kotatlon  um  einen  Punkt  kann  man  den 
ruhenden  Punkt  als  den  einen  von  diesen  ansehen  und  bedarf  es  nur  noch 
der  Eenutniss  der  Bewegung  von  zwei  mit  diesem  nicht  in  gerader  Linie 
liegenden  Punkten,  um  die  Bewegung  aller  Systempunkte  ermitteln  zu  kOnnen. 
Da  die  Systempunkte  nur  sphärische  Curven  beschreiben  können,  so  ist  die 
Bewegung  des  Systems  bestimmt,  sobald  zwei  Cnrven  auf  zwei  mit  dem 
festen  Botationsmittelpunkte  concentrischen  KegelflSchen  (die  auch  in  eine 
KngelflSche  zuBammenfallen  können)  als  Bahnen  zweier  Pnnkte  gegeben  sind. 
Statt  dessen  können  auch  die  beiden  KngelflSchen,  welche  diese  Curven  ent- 
halten und  im  Botationsmittelpunkte  concentrisch  sind,  als  Orte  fllr  zwei 
Gerade  des  Systems  angenommen  werden. 
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Die  BediDgnngen,  welche  eine  BphäriBche  Bewegung  definiren,  kSimeti 
auf  mannigfache  andere  Arten  gegeben  sein.  In  dieser  Hinfiicht  ist  es  in- 
teireseant  nud  lehrreich,  die  Betrachtangen,  welche  wir  In  Cap.  IT,  für 
die  Bewegang  eines  unTerfinderlichen  Syiitemfl  parallel  einer  Ebene  oder 
für  die  Bewegung  eines  ebenen  Systems  in  seiner  Ebene  dnrchgef&hrt  haben, 
zu  Übertragen  auf  die  bier  vorliegende  Bewegung  eines  Systems  nm  einen 
festen  Punkt  oder  die  Bewegung  eines  sphärischen  Systems  auf  seiner  Engel- 
ßSche.  Das  Allgemeine  dieser  Uebertr^nng  ist  sehr  leicht,  die  Lösung 
spedeller  Aufgaben  complicirt  sich  aber  in  dem  Ma&sse,  als  die  SpbKrik 
weniger  einfach,  als  die  ebene  Geometrie  ist. 

Sind  die  sphSrischen  Corven  (C),  (t)  oder  die  Kegelflücben  (0),  (r) 
selbst  gegeben,  so  kommt  das  Problem  der  Bewegang  unseres  Systeme  auf 
das  Problem  der  sphärischen  Bouletten  zurück.  Ist  z.  B,  (T)  ein  gerader 
Kreiekegel,  (C)  eine  Ebene,  so  sind  die  Bahnen  der  Systempunkte  sphttriflche 
Cyclolden.  Eine  sehr  allgemeine,  viele  Einzelprobleme  enthaltende  Aufgabe  ist 
die:  „Die  Bewegung  des  Systems  zn  bestimmen,  wenn  eine  Eegel- 
flScfae  desselben  zwei  andere  feste  EegelflBchen,  welche  mit  ihr 
den  Punkt,  um  den  das  System  sich  bewegt,  zum  gemeinsamen 
Mittelpunkt  haben,  fortwfihrend  berührt."  Die  Aufgabe,  bei  welcher 
an  die  Stelle  der  hier  genamiten  Kegelfl&chen  andere,  beliebige  Flachen  treten, 
welche  Yon  einer  gleichfalls  beliebig  gewählten  FlSche  des  Systems  fort- 
wShrend  beruht  werden  sollen,  ist  nicht  allgemeiner,  als  die  Yorstebende, 
weil  die  Tangentenkegel,  welche  von  dem  Botationsmittelpnnkte  an  die 
Fischen,  die  festen,  wie  die  beweglichen,  gelegt  werden  können,  jene  FlBcben 
selbst  vertreten  können. 


§.  B. 


>iele. 

erändeTliches  System  rotirt  um  einen  Pnnkt  0  (Fig.  118), 
»BS  zwei  seiner  Oeradeo,  OA,  OB,  welche  durch  0  gehen, 
fortwährend  auf  zwei  festen,  unter  dem  Winkel  9 
gegeneinander  geneigten  Ebenen  00,  X  und  00^  F 
bleiben;  die  Geraden  bilden  mit  einander  einen 
rechten  Winkel  and  ist  die  Winkelgeschwindig- 
keit (0,  bekannt,  mit  welcher  die  Gerade  OÄ  sich 
in  der  Ebene  00,  X  nm  0  cur  Zeit  (  dreht,  man 
soll  die  Homentanaxe,  die  Winkelgeschwindig- 
keit tu  der  Klementarbewegung  nm  sie  und  die 
Winkelgeschwindigkeit  m,  bestimmen,  mit  wel- 
cher die  Gerade  OB  in  der  Ebene  00,  7  sich  am 
0  dreht. 

Die  Lage  der  Momentanaie  OC  eq^bt  sich  als  die 
Schnittlinie  zweier  Ebenen,  welche  durch  OA  and  OB 
senkrecht  zu  den  Ebenen  0  0,  jf  und  O  0,  y  geführt  werden. 
SteUt  die  Figur  einen  Sagelschnitt  des  Systems  um  0  vom 


Radius  gleich  der  Einheit  dar  und  beieichaet  man  ( 


)  Bogen  0,  A  und  0,  B  mit 
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i  und  1],  BO  beBteht,  weil  AB  c~  ^n,  zwüchen  £  nnd  >,  die  Belation 

CO!  £  coa  7)  -|-  Bin  £  Bin  i;  cos  #  — i  0 
oder 

tg  G  tg  7)  COB  fr  ■—  —   1  . 

wahrend  des  ZeitelementoB  dt  beschreiben  die  Punkte  Ä  and  B  die  BogMi. 
elemeote  i£  und  dij  und  sind  mithin 

Differantiirt  man  daher  die  TOrige  Qleiohnng,  wodurch  roan  erhält: 

Bo  wird  d&B  TerhältniiE  der  Winkelgeschwindigkeiten  ra,  :  ta, , 

^,~  ~  einSC 
welches  tnan  mit  HOlfe  der  Qleichnng 

tg  £  tg  .,  COB  *  -  -  I 

aU  Fnnotion  TOn  £  darBtellen  kann.     Man  erUlt  niLmlich 
cos»  Bin  2E 
COB*  £  +  cos'  *  sin'  £ 
nnd  hiermit 

m,  cos  9 

(0,        1  —  Bin*  #  Bin'£  ' 
wodurch  o,  gefunden  wird,  wenn  <»,  bekannt  ist;  m, ,  m,  sind  die  GeBchwiodig- 
keiten,  mit  welchen  A ,  B  sich  in  ihren  Bahnen,  den  Hanptkreisen  O,  X  nnd  0, 1' 
bewegen ;  ihr  Yerh&ltnisB  o,  ;  m,  erreicht  sein  Maximum  fOr  £  •-  -J  k  und  sein  Hini- 
mnm  für  £  =-  0  . 

Indem    man   die   Oeschwindigkeiten   m, ,  m,   der  Punkte   ji,  S  als  dorch  die 
Winkelgeschwindigkeit  m  nm  die  Homentanaxe  OC  erzengt  ansieht,  hat  man 

n,  —  m  sin  {AC) ,     oi,  —  m  sin  {BC) 
nnd  hiemit  wird  das  SinuSTsrhBltniss  der  WinkelabBt&nde  der  Homentaoaxe  C  von 
den  Oeradea  OA,  OB: 

anjAC)       1  —  sin'  »  sin*  £ 
sin  (SC)  ■"  COB  ff 

Bedenten  A,  B  Winkel  des  Dreiecks  f\AB,  so  hat  man 

ain  (^C)  =>  cos  £  ;  sin  C,    cob  (7  »  —  sin  ji  sin  it ,    sin  .d  —  sin  fr  sin  ij , 
sin  S  —  ein  fr  sin  £  , 
nnd  man  erbUt: 

«in  (4C)  -  ]/— ^7.t'.*,^E  _  l^jjn'frsin'f 

r  1  -  Bin«  fr  sin' £  sm' ij       j/T— sin'fr  sin'J  —  nn^fr  sin't  co«'£ 
wenn  man  nftmlich  i,  mit  HQlfe  der  Gleicbnng  ig£tgi,cosfr=>~l  eliminiit. 
Ffli   die   Winkelgeschwindigkeit  nm  die    Momentonaxe   ergibt  sich   hienuu 
■cbliesslich 

m,  yx  —  Bin'  fr  sm'  £  —  sin*  fr  sin*  £  eoi'  j 
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Dia  Ebene  dea  beweglicbeo  Qabdnuiten  umhüllt  einen  Kegel  (weiten  Qradei, 
welcher  die  beiden  festen  Ebeoen  l&ngB  Ewei  Stralen  berflhrt,  welche  mit  der 
Schnittlime  der  fetten  Ebenen  Winkel  \  *  bilden  und  welche  alao  die  Lagen  der 
Staalen  OA ,  OB  sind  fQr  die  F&Ue ,  vo  die  Ebene  des  Quadianten  mit  den  featen 
Ebenen  tnwnunenfUU*). 

Die  TOrliegende  Anfgabe  ist  von  Wichtigkeit  fQr  die  Bebandlung  des  nnter 
dem  Namen  des  UniveTBalgelenkeB  bekannten  MecbaninnnH,  einer  limireicben 
Erfindmig  Ton  Cardano**).  Eine  Combiuation  iweier  Univenalgelenke  liefert  die 
in  der  Nantik  verwandte  Cardaniache  Aafh&ngnng. 

2.  Die  vorige  Aufgabe  kann  als  ein  specietler  Fall  der  Umkehrnng  der  fol- 
genden anfgehsst  werden: 

Ein  «pb&rischeH  Sjatem  bewegt  sich  auf  der  Engelfl&cbe  lo,  d&an 
einHaaptkreis  deeselben  fortwährend  dnrch  einen  festen  Punkt  geht 
and  ein  Punkt  dieses  Hauptkreises  einen  Engelkreis  beschreibt,  man 
soll  das  Momentanoentrnm  (C.  r),  die  Orte  (C)  und  (r),  n.  s.  w.  finden. 

Die  Dmkehmng  derselben  ist:  Ein  aphäriscbes  System  bewegt  sich  auf 
der  Kngelfl&ohe  so,  dasa  ein  Haoptbogen  von  constanter  LKnge  mit 
aeinen  Endpankten  auf  einem  Hanptkreise  und  einem  Kugel  kreise  fort- 
rfickt,  deaeen  Mittelpnnkt  anf  jenem  Haaptkreiae  liegt. 

Die  Kegel  ((?),  (F)  sind  Kegel  vierten  and  achten  Oradea.  FQi  den  Radius  des 
Kngelkreiaei  gleich  {  n  degeneriit  der  Kegel  vierten  Grades  in  zwei  eoincidirende 
Kegel  zweiten  Qrades. 

Vgl  Bnka,  lieber  das  sph&riiiche  Karbelgetriebe  nnd  seinen  Bpecialfall,  das 
Hooke'sche  Gelenk,    Inaugura1di«iert.    GOttingen  1876. 

S.  Bin  weiteres  Beispiel  entlehnen  wir  der  Bewegung  der  Erde,  die  Pr&cea- 
sion  der  Nachtgleicben.  Wenn  der  bewegliche  Kegel  {T),  welcher  auf  dem 
feiten  Kegel  (C)  rollt,  sich  anf  eine  Gerade  redncirt,  d.  b.  wenn  die  Homentanaxe 
r  im  beweglichen  System  eine  nnver&nderliche  Gerade  ist,  ao  iat  das  Bollen  nicht 
mehr  möglich.  Denn  dasselbe  besteht  in  dem  fortlaufenden  Abwickeln  der  Ele- 
mente der  einen  Fläche  auf  der  andern;  eine  Gerade  hat  aber,  als  KegelfiAche  an- 
gesehen ,  keine  Ftächenelemeute.  Ist  daher  die  Homentanaie  im  System  fortwährend 
ein  und  dieselbe  Gerade  F,  so  iat  auch  ihre  Lage  G  im  absoluten  Banme  immer 
dieselbe  and  das  Spätem  rotirt  stets  nm  dieeelbe  feste  Aie.  Umgekehrt  redncirt 
sich  der  feste  Kegel  ifi)  anf  eine  Gerade,  so  kann  die  Homentanaie  r  im  System 
nicht  wechseln.  Beobachtet  man  daher,  daea  eintAyatem  sich  fortwährend  um  ein 
und  dieselbe  Gerade  des  Systeme  dreht,  während  ihre  Lage  im  absolnten  Itannie 
wechselt,  so  kann  diese  Gerade  nicht  die  Homentanase  sein  nnd  moss  die  Be- 
obachtung inexact  sein. 

Zerl^en  wir  die  Bewegung  der  Erde  in  die  Translation sbewegung ,  vermöge 
welcher  ihr  Mittelpunkt  die  Ekliptik  beschreibt  und  die  Rotation  nm  ihren  Mittel- 
punkt und  betmcbten  wir  die  letztere  Bewegnngscomponente  fär  sich.  FQr  die 
gewöhnlichen  Bedflrfiiisse  der  Astronomie  genügt  e«,  diese  Rotation  ala  am  die 
Erdaie,  die  Verbindungslinie  der  Pole,  erfolgend  aninaehen,  welche  unter  einem 

*)  Vgl.  Steiner,  systematische  Entwickelung  der  Abhängigkeit  geometrischer 
Geatalten  von  einander,  3.  219.  —  Okatow,  Aber  die  Kegel  angenblicklicher  Dreh- 
aien  am  Univergalgelenke  (Bullet  de  l'Acad.  de  St.  Päterebonrg,  1866). 

**}  TgL  Bedtenbacher,  Maschinenbau,  Bd.  I,  S.  967  u.  Taf.  XX(,  Fig.  I2i 
Grashof,  Theoretische  Maschinenlehre,  Bd.  II,  S.  167— 1&9. 
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Winkel  von  23"  27'  22"  gegen  die  Axe  der  Ekliptik  geneigt  iat.  Dieae  Aie  wflrde 
nach  dem  ohen  Bemerkten  die  Homentanaxe  Bein,  wenn  sie  im  abaolaten  Raome 
eine  feste  ßichtung  beibehielte.  Oenaaere  Beobachtungen  haben  aber  wbi  bftld 
geseigt,  daas  dies  nicht  der  Fall  ist,  eoDdern  daas  sie  eine  Eegelfläche  am  die  Aie 
der  Ekliptik  beschreibt  nnd  £war  mit  rQckl&afiger  Bewegung,  d.  h.  lehrend  die 
Erde  von  Westen  nach  Oeten  rotirt,  erfolgt  jenes  Fortachreiten  der  Erdaie 
nm  die  Axe  der  Ekliptik  im  nmgekehrten  Sinne.  Auf  der  Aie  der  Ekliptik 
steht  die  Ekliptik  Belbat,  anf  der  Erdaxe  die  Ebene  des  Aeqnatora  wnk- 
recht.  Die  Schnittlinie  beider  iat  die  Aeqninoctiallinie,  welche  senkrecht  iat  nr 
Ebene,  welche  durch  die  beiden  Axen,  die  Eidaxe  and  die  Aie  der  Eklfptik  hin- 
dnrchgelegt  werden  kann.  Mit  dem  FortriJckea  der  Erdaxe  dreht  sich  diese  Ebene 
nm  die  Aze  der  Ekliptik  in  rücklänfiger  Bewegung  um  und  schreitet  daher  die 
AequinoctiaUinie  in  der  Ebene  der  Ekliptik  in  demselben  Sinne  fort  Das  Fort- 
rQcken  dieser  Linie  wird  die  PräcesBion  der  Nachtgleichen  genannt;  es  er- 
folgt sehr  langsam,  betragt  50"  im  Jahr  (filr  einen  Stemtag  0",136795)  und  würde 
ein  vollständiger  Umlauf  derselben  25668  Jahre  erfordern  (grosses  Platonischea  Jahr). 
Diese  Beobachtung  in  Verbindnng  mit  den  obigen  Bemerkungen  über  die  Momentau- 
aie  eines  rotirenden  Systeme  zeigt  deutlich,  dass  die  Erdaxe  nicht  die  Homentan- 
axe der  Erdrotation  sein  kann,  dass  diese  Momentanaxe  vielmehr  im  System  der 
Erde  wechseln  musB,  dass  aber  der  Kegel  (F)  der  Uomentanaxe  sehr  eng  sein 
werde,  damit  das  Bollen  desselben  im  Kegel  (C)  des  absoluten  Baumes,  für  welchen 
die  Äxe  der  Ekliptik  eine  besonders  wichtige  Be- 
deutung haben  wird,  so  langsam  erfolge,  wie  es  die 
Bsobachtongen  zeigen.  Zugleich  zeigt  die  RQckl&ufig- 
keit  des  Fh&nomenB,  dass  der  schmale  Kegel  (F)  im 
Innern  des  weit  geöffneten  Kegels  (C)  um  die  Ax«  der 
Ekliptik  rollt.  Ist  daher  ON{Fig.  lU)  die  Äxe  der 
Ekliptik,  On  die  Erdaie  und  OC{Or)  die  wirkliche 
Momentanaxe  oder  die  Berührungslinie  beider  Kegel, 
so  werden  diese  drei  Geraden  in  eine  Ebene  hllen, 
za  welcher  die  Aequinoctiallinie  WW  senkrecht  isL 
Ans  der  bekannten  Winkelgeschwindigkeit  m  der  Erde 
um  ihre  Axe  On  und  der  Winkelgeschwindigkeit  «' 
^^*'  der  Ebene  ONn  um  die  Axe  der  Ekliptik  kuu  daher 
\  f^-^'  di*  Winkelgeschwindigkeit  A  nm  die  Momentanaxe 

-'*■  Or  mit  Hülfe  der  Proportionen 


sin  (PN)  Bin  {Fn)  sin  {Nn) 
und  des  Parallelogramms  leicht  gefanden  werden, 
welches  man  vollenden  kann,  indem  man  von  O  aus 
anf  der  Axe  ON  der  Ekliptik  die  Winkelgeschwindig- 
keit m  nach  dem  Nordpol  der  Ekliptik  hin,  die 
*  Winkelgeschwindigkeit  m  der  Erde  aber,  weil  im  nm- 

^'*-  "*-  gekehrten  Sinn  erfolgend,  nach  dem  Südpol  der  Erde 

gerichtet  anf  der  Erdaxe  auftragt,  und  die  Diagonale  üeht.  Letstere  stellt  alsdann 
die  Winkelgeschwindigkeit  Ü  am  die  wahre  Momentanaxe  OC  dar.  Ihr  Sinn  er- 
klärt die Rilckl&aSgkeit  der  Axe  0«,  indem  er  zeigt,  dass  der  sehmale  beweghohe 
Kegel  (F)  im  Innern  des  festen  Kegels  (C)  rollt. 

Nimmt  man  den  Sterntag,  die  Umdrehungsseit  der  Erde,  als  Zeitmnheit,  so  ist 
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0.136796     . 
"  "     '  '     "   ""  180.60.60  "  ■ 
AuB  den  vorigeD  Proixniioiien  folgt  aber 

j  -  m^ = -^"MP  -  -i"  <-' "'« (-' +-<"«'■ 

wodurch  maa 

erbUt,  wo  (Ifn)  —  2S<'27'32"  Ut.    Dies  liefert 

(rn)  —  0".0087 , 
sodasB  also  fQr  die  genOhnlichen  Bedaifnisse  der  AstrODomen  die  Homeutanaie  T 
all  mit  der  Erdaxe  On  inaammenfallend  angeiobeD  werden  darf.    Weiter  folgt  am 
den  Proportionen 

rd._(  jr») 

Serif)"- 

Der  Kegel  (C)  nia  die  Aie  der  Ekliptik  ist  übrigena  kein  Ereiekegel,  Tielmehr  findet 
eine  geringe  periodiiche  Schwankung  der  Erdaze  gegen  die  Aie  der  Ekliptik  statt, 
die  MgenanDte  Natation  der  Erdaxe,  die  aber  nnr  9  Sekanden  Abweichung  von 
der  mittleren  Lage  botitgt  und  in  der  langen  Periode  von  181  -^^^  erfolgt. 

In  dem  IT.  Tbeile  dieses  Werkes  werden  wir  auf  die  Probleme  der  Prftcession 
nnd  Notation  genauer  eingehen. 

§.  6.  Neben  der  WinkelgeBchwindigkeit  a  um  die  Komentanaie  Ut 
noch  ein«  andere  Geschwindigkeit  von  Bedeatnng ,  nBmlich  die  Geschwindig- 
keit, mit  welcher  die  Ifomentanaxe  wechselt.  Die  Momentcuiaxen  bilden  im 
Kanme  der  Bewegung  die  feste  KegelflSche  (0) ,  anf  welcher  die  EegelflBche 
(f)  des  Systems  hinroUt,  deren  Urzeognngslinien  die  Geraden  des  Systems 
sind ,  welche  der  Reihe  nach  Momentanase  werden.  Beide  KegelflSofaen  haben 
den  Botationsmittelpnnkt  0  zum  gemeinBcbafUichen  Mittelpunkt  und  berOhren 
sieb  zur  Zeit  t  l&ugs  der  Uomentanaxe  {C,  V) ,  d.  h.  sie  haben  die  FlBcheo- 
elemente  OC,  ri*  gemein.  Bezeichnet  da  den  unendlich  kleinen  Kreisbogen 
auf  einer  Kugel  vom  Radius  gleich  der  Einheit,  um  0  beschrieben,  welcher 
den  Winkel  (C(7') -B  (r/^)  misst,  so  ist  die  Wecfaselgesohwindigkeit  tp 
der  MomentanaxB 

da 

Sie  ist  eine  Winkelgeschwindigkeit  um  die  in  0  errichtete  gemeinsame  Nor- 
male der  beiden  Kegel  und  ist  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  a  dnrch  eine 
Gleichung  verbunden,  ähnlich  der  in  Cap.  IV,  g,  15.  entwickelten.  Legen 
wir  nSmlicfa  in  der  Einheit  des  Abstandes  von  0  senkrecht  zu  der  Grzeugungs- 
linie  {C,  r),  ISngs  welcher  die  Kegel  sich  berühren,  eine  Schnittebene  and 
bezeichnen  die  Contingenzwinkel  der  beiden  Schnittcurren,  wie  dort  mit  dt 
und  äs   und  ihre  Krammungsbalbmesser  mit  f  und  p',  eo  stellt  unter  den- 
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selben  Bedingungen,  wie  dort  dS='dB~\-de'  die  Amplitude  der  ElemenUr- 
bewegang-um  die  Momentanaxe  dar  und  erhSlt  man 

d»_a^        de  +  dt'  _  1   _i_   1 
da       ^  da  Q        p' 

wobei  die  Vorzeichen  von  q,  q  zu  berUckeichtigen  sind,  je  nachdem  die 
beiden  Regel  auf  entgegengesetzte  Seiten  oder  auf  dieselbe  Seite  ihrer  gemeiD- 
achaftlichen  Tangentenebene  falten.  Die  Summe  der  Krümmungen  entspricht 
dem  ersten  Falle.  Vermüge  dieser  Relation  kasu  eine  der  GrCssen  »,  i^,  (,  (' 
gefunden  werden,  wenn  die  drei  andern  bekannt  sind  nnd  bleibt  dieselbe 
constant,  wenn  jene  constant  bleiben.    Sind  die  Kegel  so  beschaffen,  dsss  die 

relative  Kr  Ummong 1 — y  dorchweg  constant  bleibt,  so  werden  lo  und  f 

9        9 
einander  proportional  und  sind  zusammen  constant  oder  variabet. 

Die  Ebene  der  beiden  Schnittcurven,  deren  KrOmmangsbalbmeeser  f 
und  if   sind,  ist  die  Tangentenebene  der  mit  der  Einheit  als  Radius  wbO 
Pi^  beschriebenen  Kugel.  Construiren  wir 

-^i^sL^  die     KrOmmungskreise     der    beiden 

^/f^^L,,  Schnittcurven   (Fig.  115)   und  seien 

■■'/     ^  3  "^i  y  il^«   Mittelpunkte.    Zwei  Kegel 

/    /     "- .  ^)  y    von  0  aus    durch    die  Schnittcnrven 
//  ,  -    "  gelegt,    sind    Schmiegnngskegel  der 

\,\J^.  -  Kegelflachen  (C) ,  (r) ,  indem  sie  mit 

O  ihnen  zwei  aufebander  folg^ende  Flft- 

'^-  '"'-  chenelementegemeinbabenuodkennen 

diesen  FlSchen  wahrend  der  Elementarbewegung  um  die  Momentanaxe  Bub- 
stituirt  werden.  Senkrecht  zu  den  Geraden  Oc^  Oy  legen  wir  durch  das 
Bogenelement  da  zwei  Ebenen.  Sie  schneiden,  da  sie  zu  den  Ebenen  dei 
Krttmmungskreise  antiparallel  in  Bezug  auf  die  Schmiegungskegel  liegen, 
diese  gleichiallB  in  zwei  Kreisen  mit  den  Radien  r,  r  und  den  Uittelpnnkten 
c,  y'tmfOc,  Oy.  Diese  Kreise  gebCren  zugleich  der  um  0  mit  dem  Badius  1 
beschriebenen  Kugelfifiche  an.  Bezeichnen  wir  die  Winkel,  welche  die  Ge- 
raden Oc^  Oy  mit  00  bilden,  mit  1,1',  so  wird  r^ainl,  *■' ^  sin  l'. 
Nun  kann  das  Bogenelement  da  aufgefasst  werden  als  um  die  Axe  Oc  mit 
dem  Abstände  r  beschrieben  und  wenn  liT)  die  Elemenlaramplitude  hiexo 
ist,  80  wird  rd^  —  da.  Ebenso  kann  da  aber  auch  durch  Rotation  om 
die  Axe  Oy  um  eine  Elementar  am  plitude  di{  beschrieben  werden,  so  dass 
auch  r'dif  ■=  da  ist.  Die  Winkelgeschwindigkeiten,  welche  diesen  beiden 
Rotationen  entsprechen,  sind 

dij       da     1  ^       df{'       da     1        ^ 

Tt       Tt'7~r'     'di'^Tt'V'^?' 
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Wir  wollen  diese  Winkelgeschwindigkeiten  auf  den  Axen  Oc,  Oy  nach  OrSsse 
und  Sinn  aufgetragen  denken.  Zogleich  fahren  wir  sie  an  die  Stelle  von  ^ 
in  die  Oleichung  fflr  ca :  ^  ein  und  erhalten 

"  p  "'   p'  ""  ti(  '  p  "'"  d(     p' 
Nun  ist  aber 


and  biemit  geht  diese  Gleichong  aber  in 

Hieraus  erhellt,   daaa 

Paj^lBlogramms ,    dasa  also  c"  ''""  ■RflaultanjÄ  -arm  — '-    — '- 
man  wegen  r  ^  sin  1 ,  r'  ^  sin  1' 


I  diese  Gleichungen  mit  der  vorigen  verbindet,  erfaKlt  mau 


Wir  folgern  am  diesen  Betrachtungen: 

1.    Die  Summe  derComponenten  derWinkelgeschwindigkeiten 

— ,  —  -  ,  mit  welchen  wShrendderElementarbewegungzurZeitMie 

Scbm-iegungskegel  der  FlEchen  (^),  (r)  sich  um  ihre  Azen  relativ 
gegen  einander  drehen,  um  die  Uomentanase  ist  gleich  der  Winkel- 
geschwindigkeit (o  um  die  Momentanaze  and  3.  die  Componenten 

von  -=- ,  —  senkrecht  zurMomentanaxe  sind  von  gleicher  Grßsse 

und  emtgegengesetztemSinne  und  atellea  dieWechselgeachwindig- 
keit  ^  dBi-  Ifomentanaxe  dar,  die  eine  fUr  die  Bewegung  von  (T) 
Ober   (G),  die  andere  fQr  die  ümkehrung  der  Bewegung. 

1  ^    £l 
dt'  dt 
geschwindigkeiten    um    die    Axe    der   Ekliptik    und    die   Erdaze   und   ist 


gesch windigkeit,  mit  welcher  sie  in  dem  festen  Kegel  fortrOckt. 

§.  7.    Wir  gehen  jetzt  über   zu  der  analytischen  Darstellung  der  Oe- 
schwindigkeiten  in  dem  unveränderlichen  System ,  welches  um  einen  Punkt  0 
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rotirt  (Fig.  116).  Zu  dem  Ende  betrachten  wir  diesen  Punkt  als  den  ge- 
mainsamen  ürsprang  zweier  rechtwinUiger  Coordinatensysteme,  yon  dneo 
das  eine,  das  der  x',  y",  e',  dem  System  angehOrt  iind  sich  daher  mit  diesem 
bewegt,  wBhrend  das  andere,  das  der 
££,  y,  E,  nicht  an  der  Bewegung  Theil 
nimmt.  Die  Coordinaten  x',  y',  ;'  be- 
stimmen demnach  die  Lage  eines 
^^^(**"  Punktes  im  System  nnd  sind  nicht 
mit  der  Zeit  verfinderlicb ,  da  du 
System  selbst  nnverftuderlich  ist, 
w&hrend  die  Coordinaten  x,  y,  t  di« 
Lage  desselben  Punktes  im  absolnton 
Ramne  bestimmen  und  FusctioDen 
der  Zeit  sind,  welche  Ton  der  Art 
der  Bewegung  des  Systems  abhängen.  Die  Cosinusse  der  Winkel,  welche 
die  beweglichen  Äsen  der  /,  y',  /  mit  den  Axen  der  x,  y,  e  bilden,  saeo 
a,b,c  für  die  Axe  der  x,  a,  b',  c  für  die  der  y'  ond  a",  b",  c"  ftr  die  der 
/;  sie  sind  gleichfalls  mit  der  Zeit  verBnderlich  und  bestimmen  die  Lage 
des  Systems  im  absoluten  Baume.  Indem  wir  den  geschlossenen  Limening 
der  Coordinaten  x,  y,  e  eines  Punktes  M  und  dee  von  ihm  nach  dem  Ur- 
sprünge zordckfllhrenden  BadiusTectors  MO  auf  die  Aseu  der  x,  y,  x  projiciren, 
erhalten  wir 

3:=.ai' -(- ay'+ o'V,  a*   +  &*  +c*  =1,  aa    -\-bb'  -\-cc    -=0, 

(1)  y  =  6rc'  +  &V+öV,  a*  +6'*  +c'*=l,  aa"  +  b'b"  +  c'c"'=0, 
e^cx'  -f-c'y'  +  c"/,    a"'+ ö"* +c"*=il,  a"a  '\-b"b  -j-  c"e  =0, 

wobei  die  drei  Gleiohnugen  der  zweiten  Yerticalreihe  anadrücken,  dasc 
'a,  b,  c;  a,  b',  c';  a",  b",  c"  BichtongBOosinaBse  dreier  Geraden  sind  und  die 
der  dritten  Yerticalreihe,  doss  diese  drei  Geraden  paarweise  zu  einander 
rechtwinklig  sind.  Projicirt  man  umgekehrt  den  Linienzng  der  x,  y,  e  auf 
die  Aien  der  /,  i/,  ^ ,  so  erhält  man  Bbnlioherweise: 

x''^ax   +by   +  c«,    o*  +  o'' +  a"»«=l,  oft  +  o'6' +  <i"i''=0, 

(2)  y  =  a'x-\-  6'y  +  <fz,    b*  +  6'*  +  6"*— 1,  bc  +  b'c'  +  ^c'-^-O, 
z  =  a"x  -f-  b"y  -\-  c"e,   c*  -|-  c'*  +  c"*^l,  ca  -f-  c'a'  +  c'a'^^d. 

Das  Bildungsgesetz  der  drei  ersten  Gleiohnugen  jeder  Gruppe  folgt  dem 
leicht  Terst&ndliclieii  Schema: 


»  1 1  1  S'    h" 
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Aueh  «rh&lt  maa  die  drei  ereten  Oleichaogen  der  zweiten  Gruppe  aus  den 
drei  ersten  der  ersten,  indem  man  letztere  der  Seihe  nach  mit  a,  b,  c  mul- 
tipliclrt  and  mit  BQ.cbsicht  auf  die  6  Nebengleichnngen  addirt.  In  Bhnlicher 
Weise  gehen  die  Gleichungen  der  ersten  Gruppe  ans  denen  der  zweiten  durch 
Unltiplication  dieser  letzteren  mit  a,  d,  a"  und  nachfolgender  Addition  hervor. 
Die  directe  AnflCsong  der  Gleichungen  (l)  würde  ergeben: 
lab'  \      ' 


X   — 

V  0 

Vi- 

•  + 

V- 

'  + 

i  — 

h'  r' 

1.+ 

U  +  j 
\'J+  I 


a  h  c 
d  h'  c 
ah"c" 


»'(.' 


Die  Determinante  J  der  nenn  Coefficienten  a,  6,  c;  d,  b\  c;  a",  b",  c"  hat 
den  Werth  1  oder  —  1 ,  je  nach  Beschaffenheit  der  beiden  Coordinaten- 
sjsteme.  Nimmt  man  n&mlich  auf  den  drei  Coordinatenaien  der  x',  jf,  z 
in  der  Einheit  der  Entfemoug  vom  Ursprung  die  Punkte  A^  B,  C  an,  ho 
sind  a,  6,  c\  d,  l',  6\  a",  Ii",  c"  ihre  Coordinaten  und  daher  stellt  nach  einem 
bekunten  Satze  die  Detenninaate  A  den  sechsfachen  Inhalt  des  Tetraeders 
OABO  dar.  Der  Absolntwerth  dieses  Tetraeders  ist  aber  ^,  Dnrch  Ver- 
gleidiimg  der  Auflßenng  mit  den  Gleichungen  (2)  folgt: 

I    '*'*''      I  ^  I    '^'    "'     I  J        l  I    "'  ^'     I  A 


I? 


d'b"  I 


=  ^ .  b". 


^  ab'   j "    • 

Sind  nun  die  beiden  Coordinatensysteme  so  beschaffen,  dasa,  wenn  die  po^ 
tiven  Axen  der  x'  und  jf'  mit  den  positiven  Azen  der  x,  y  zur  Coniddenz 
gebracht  werdenj,  auch  die  positiven  Azen  der  e,  z  sich  decken,  so  nennt  man 
die  Coordinateosysteme  consentirend  (congment),  feilen  aber  in  dieser  Lage 
der  x'-  und  y'-Axen  die  positive  /-  und  die  negative  x-kie  zusammen,  so 
heisaen  sie  diisentirend  (gymmetriscb  gleich).  Im  ersten  Falle  hat  J  den 
Werth  -|-  1 1  >m  zweiten  Falle  den  WerUi  —  1 .  Denn  fUr  den  Fall  des  Con- 
sentirena  haben  fOr  du  Zusammenfolien  der  Azen  die  9  Cosinusse  die  Werthe: 

a—1,     6—0,     c=0 

a'  =0,     &'  —  1,     c'  —  0 

fl"  —  0 ,     6"  —  0 ,     c"  =  1 

nad  hiemit  reducüi  sich  z.  B.  die  Gleichung  ..  "=*  ^.c"auf  1—J;  für 
den  Fall  des   Dissentireos  ist  aber 
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a"  =  0. 


6=0,  c  =0, 
b'  =1,  c'  =  0 , 
6"  =  0 ,     c"  =  —  1 , 


wodurch  dieselbe  Oleichung  flbergebt  in  —  1  =  A . 

In  der  Mechanik  wendet  man  vorzugsweise  consentireiide  CoonünateD' 
Bysteme  an  und  werden  wir  daher  ^  =  1  setzen. 

§,  8.  Die  Qeschwindigkeit  v  des  Systempnnktes  (a;',  y',  /;  jc,  y, «)  kam 
sowohl  parallel  den  beweglichen  Aien 
der  X,  y,  .e,  als  auch  parallel  den  festen 
Axen  der  fr,  y,  b  in  drei  Componenten 
V«',  c^,  w,-;  D,,  V,,  V,  zerlegt  werden 
(Fig.  117).    Die  letzteren  Componenten 


'  dt' 


"  dl' 


dl 


und  findet  man  sie  darch  Differentation 

der  Gleichungen  (l)  des  vorigen  Pa- 

graphen  nach  t,    wenn  man  bedenkt, 

',  y,  e   von  t  nnabhSugig  sind.    Die  Ausführnng  dieser  Differentiation 


,da 


.da 


(1) 


wosn  sich  die  Nebengleichnngen: 


r+'  ^-0. 


(2) 


„da 
"    dt 


dl 


de 


,    ,,  dl."   ,     ,dc-\        /„ 

+  '  -W  +  'HTJ  +  V 


\    ,    (  ,  da    ,    „   dl    ,     ,   dc\ 
„  dV    ,     ,  dc\ 

'dr  +  '^)-''' 

da    ,     ..  dh    ,     „dc\    ,    /     da'   ,    .    db"   ,        dc"\ 
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gesellen.    lu  Besag  aaf  die  drei  letzten  derselben  woUen  wir  die  Abkürzungen 


,  da    ,   „   db    ,     ,   de  /     da'    ,    ,   'db'    ,        dc\ 

w  »ir  +  ' 77  +  "-« — (.»17  +  "  77  +  «  «-)-''■ 

da     ,    ,    db"    ,        de"  /„da    ,    .„  d6    ,     „  dc\ 

''-dr  +  ''  -dr  +  '  -dr--\'  ^  +  ''-di-  +  '  -dT)-"- 

Die  Componenten  »z' ,  v,' ,  v«'  der  Gesobwindigkeit  v  parallel  den  beweg- 
lichen Axen  erhKlt  man,  indem  man  den  Linienzng  der  tt,,  Vy,  v,  und  der 
im  entgegengesetzten  Sinne  genommenen  Gescbwindigkeit  v  aof  die  beweg- 
lichen Axen  projicirt,  nSnüich 

v,'  =  av^-\-bvy-\-cv., 
(4)  «/  ^  d  v^-\-  b'  Vf  +  c  w, , 

«.•-«"».  +  !■■•.,  +  »"•,. 
Entwickelt  man  diese  Qrüssen,  indem  man  die  Ausdrücke  (l)  einsetzt,  nach 
x',  tf',  e  ordnet  tind  die  Gleichnngen  (2)  nnd  (3)  zu  Httlfe  nimmt,  so  nehmen 
sie  die  Form  an: 


(5)  %  ^rx  —pe  =\    ,  ^  I , 

Fflr  die  Systempnnkte  x',  y',  «' ,  welche  zar  Zeit  t  auf  der  Momentanaxe 
liegen,  ist  t>  >~  0,  also  anch  Vx<  <=  f /  «  v,' ^  0 ;  daher  sind 

g/_ry'  =  0, 

rx'  —  ptf  ^  0 , 

py  —qx''-0, 
oder  in  anderer  Form 


die  Gleichungen  der  Geraden  (T)  des  Systems,  welche  zur  Zeit  t  Momentan- 
axe ist,  in  Bezog  auf  das  bewegliche  Coordinatensystem.  Hierdurch  ist 
die  Lage  dieser  Geraden  im  System  bestämmt.  Sie  bildet  mit  den  Axen  der 
x',  y,  B   Winkel  o',  j3',  y,  fBr  welche 

cos  ä         cos  ^  COB  /  1 
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Fflr  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  v  des  SyatempiuikteB  (x\ji,t) 
erhält  man,  da  v'  =  vi'  +  Vg'  +  e?  ist, 

•'  -  (««•  -■  ••,-)'  +  (r«  ~  j,/)"  +  (>!,■  -  ,zy 

=  Cp'  +  «'  +  -^  («'■  +  y'  +  '•')  -(?:■'  +  »■  +  "?  • 

Bezeichnet  miui  (Fig.  118)  die  EntfemoDg  des  Punktes  {x'y'e)  Tom  BoIa- 
I  tionscentrum  0  mit  d ,  den  Winkel  Bwischen  il 

und  der  Momentanaxe  mit  t  und  setzt 

so  wird 


oder  da  d  ain  i  ^^  k  den  Abatand  des  System- 
punktes von  der  Momeutanaxe  darstellt, 

V  =  ptfl. 

HierBDB  ersieht  man,  dass  ca  nichts  anderes,  als  die  Winkelgeschwindig- 
keit um  die  Momentanaxe  und  p,  g,  r  ihre  Componenten  om  die  beweg- 
lichen Azen  sind. 

§.  9.  Za  den  Formeln  (5)  des  vorigen  Paragraphen  für  die  Componenten 
der  Geschwindigkeit  eines  Systempunktes  parallel  den  beweglichen  Axen 
kann  man  auf  folgende  Weise  unmittelbar  gelangen.  Wir  denken  ans  die 
Winkelgeschwindigkeit  m  um  die  Momentanaze  anf  dieser  nach  GrSsse  uid 
Sinn  aufgetragen ,  zerlegen  sie  in  ihre  Componenten  p,  q,  r ,  welche  in  die 
Axen  der  x\  y,  b  fallen  und  bestimmen  die  Bestaadtbeile,  welche  jede  der- 
selben zur  Bildung  der  Geschwindigkeitacomponenten  v^' ,  v^',  v,'  liefert 
Hiehei  gelten,  wie  dies  aus  der  Natur  des  Projidrens  folgt,  j),  i^,  r  als 
positiv  oder  negatir,  je  nachdem  ihr  Sinn  mit  dem  Sinne  der  positiven  oder 
negativen  Coordinatenaxen  Übereinstimmt,  in  deren  Biohtung  sie  fallen.  Bin 
positives  p  drttckt  demnach  eine  Winkelgeschwindigkeit  um  die  x'-Axe  ans, 
deren  Sinn  von  der  positiven  ir'-Axe  ans  gesehen  in  der  y' /-Ebene  einer 
Drehung  der  positiven  j/'-Äie  in  die  positive  /-Axe  im  Sinne  der  ühneiger- 
bewegnng  entspricht  u.  s.  f. 

Unter  Yoraus Setzung  dreier  positiver  Componenten  j),  9,  r  von  u,  aU 
des  Normalfalles,  auf  welchen  alle  anderen  Fälle  mit  HDlfe  einer  Zeichen- 
ttndemng  von  selbst  zurückkommen,  sei  nun  zunKchst  d^x'  ^e  unendlich 
kleine  Amplitude,  um  welche  das  Sj^tem  vermöge  der  Winkelgeschwindig- 
keit jt  um  die  x'-Axe  sich  im  Zeitelemente  dt  umdrehen  würde;  mau  hat  dann 

^"   dt- 
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Die  Bichtnng  von  d^^  ist  die  Slchtang  der  Tangente  eines  in  der 
Einheit  der  Entfemnng  um  die  x'-Aze  beschriebenen  Kreisbogens,  dessen 
Ebene  zn  dieser  Axe  senkrecht  ist;  sie  bildet  mit  den  Coordinateoaxen  der 

x',  ^,  e    der  Beibe  nach  Winkel,  deren  Cosinusse  0, ,,  —  sind,  wenn 

('  die  Entfernung  des  Systempunktes  (x'y'e)  von  der  x'-Axe  bedentet.  Die 
Qeschwindigkeii,  welche  j)  diesem  Punkte  ertheilt,  ist  ^p  und  ihre  Com- 
ponenteu  parallel  den  Coordinatenaxen  sind  daher: 
O.ji,  — /i>,  y'Ji. 
Betrachtet  man  die  Axen  der  x.',  y',  d  in  der  Folge  der  Bnchetaben 
als  erste,  zweite  und  dritte  Axe,  so  ist  das  Bildungsgesetz  dieser  AnsdrUcke 
leicht  zu  übersehen.  Sie  sind  aJle  proportional  p ,  der  Winkel-Geschwindig- 
keitecomponente  am  die  erste  Axe;  die  Componente  der  ßesch windigkeit  v 
parallel  der  ersten  Axe  bat  den  Coefdcienten  Null,  die  Componenten  parallel  . 
der  zweiten  und  dritten  Axe  haben  zu  CoefScienten  die  zweite  und  dritte 
Coordinate  in  verwechselter  Folge  und  erhält  dabei  die  der  zweiten  Axe 
entsprechende  Componente  das  Zeichen  ( — } ,  die  der  dritten  Axe  entsprechende 
das  Zeichen  (-{-).  Indem  wir' jetzt  die  Axes  in  der  Ordnung  j/,  /,  x  als 
erste,  zweite  und  dritte  Axe  ansehen,  erhalten  wir  für  die  Componenten 
der  Geschwindigkeit  v ,  herrührend  von  q ,  parallel  den  Axen  der  x',  y',  d 
nach  demselben  Bildungsgesetze 

/«,  0  .  Ji  —  /g 
und  ebenso  fllr  die  Ordnung  /,  x',  jr'  die  TOn  r  berrOhrenden  Componenten: 

—  y'r,  x'r,  O.r. 
Sammeln  wir  jetzt  alle  denselben  Axen  parallelen  Bestandtheile,  so  erhalten 
wir  ftlr  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  v  des  Systempunktes  (x'j/V) 
parallel  den  Axen  des  x\y,z': 

«y  —  9/  —  ry  , 
f»'  =  rx  —  p  2  , 
V,-  '^  py  —  qx' , 
wie  froher. 

g.  10.  'Dm  die  Lage  der  Momentanaxe  gegen  die  Axen  der  x,  y,  e, 
welche  nicht  an  der  Bewegung  des  Systems  theilnehmen,   za  Mstimmen, 
projiciren  wir  den  Linienzug  der  p,  q,  r  und  des  m,  letzteres  im  entgegen- 
gesetzten Sinn    genommen,   auf  die  Axen  der  x,y,z.    Dies   liefert  uns, 
wenn  a  mit  diesen  Axen  die  Winkel  ayß,y  bildet: 
»  cos  «  =  op  +  aq  +  a'V, 
tu  coB  (3  =  fcj)  +  6'?  +  h"r, 
w  00s  y  =  cp  +  f^'  ?  +  *^'f  ■ 
Man  kann  Übrigens  die  Frage  nach   den  Componenten  i'x,  Vy,  v^  der  Ge-. 
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scbwindigkeit  t'  porallBl  den  Axen  der  x,  y,  B  und  der  Lage  der  Homentan- 
aie  gegen  diese  Axen  auch  direkt  behandeln.  Setzt  man  nKmlich  in  deo 
Gleichungen  (l)  des  §.  8.  Vx=^v^^v,'^  0,  ao  erhBlt  m&n  als  Glüchnngeii 
fUr  die  BestimmuDg  der  Uomentanaxe: 


dt    ^   "   dt   ^       dt 
,db    ,     .dl'        ,db"       ^ 

,äc    •    ,dc'    ,     ,dc' 

aus  welchen  man  mit  Hülfe  von  (2)  in  §.  7.  x',  y',  z'  elinümren  imd  mit 
RQckaicht  auf  die  dortigen  Nebengleichungeu  and  die  sich  aus  ihnen  dnith 
DifferentiatioTi  ergebenden  Folgerungen  weiter  erhält; 

/^da   ,    ,.da    ,    „,da"\       ,    {  da    .     .da    ,     „«io"\ 

\dt^     dt^       dt)     ^\dt^      dt^       diJ  ' 

{  de   ,     ,dc'   ,     „dc'\       ,    /,  de   ;  ,,dc    ,    ,„dc"\ 

welche   Gleichtmgen   sich   in   Form   der   folgenden  Proportionen   schreiben 


wo  abktlrzend 

'  dt~^  ^   dt~^        dt  \    dt^      dl  ~        dt)       * 

gesetzt  ist. 

Sind  CE ,  ^ ,  }*  die  Winkel,  welche  die  Uomentanaie  mit  den  Aien  der 
rc,  y,  B  bildet,  so  hat  man 

cos  a        cos  |3        COB  y  1 

Die  GrSsBen  P,  Q,  S  haben  in  Bezug  auf  die  Axen  der  x,  y,  r  eine 
ganz  analoge  Bedeutung,  wie  die  OrOssen  p,  q.,r  in  Bezug  auf  die  AieD 
der  :/,  y' ,  /.  Sie  sind  nSmlicli  die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit 
um  Axen,  die  zur  Zeit  t  mit  den  Azen  der  x^  y,  b  zns&mmenfolleB.    Fuhrt 
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mftn  nBmlicb  in  die  Gleichungen  (l)  des  §.  8.  fllr  x\  y',  j^  ihre  Werthe, 
sowie  fDr  die  oben  bezeichneten  Combioationen  der  Grössen  a,  l,  c,  . . .  und 
ihrer  Differentialquotienten  die  Grössen  P,Q,  R  ein,  so  konunt,  wenn  man 
nach  X,  S,  e  ordnet 

-  =  S  =  e'-*«. 

Hieraus  folgt 

„■  -  (g»  -  B,y  +  (ü»  -  Pif  +  (P)  -  «»)■ 

_  (i.  +  «.  +  ff,  (>j  +  ^  +  ^)  -  (Pi  +  e,  +  S,)' 

und  wenn  man 

jf»  4-  ^  -I-  fl*  =,  F» 

setzt  und  den  Winkel,  welchen  der  Abstand  ij  ■=  Yic*  +  y*  +  «*  des  Punktes 
(xi/e)  vom  Punkte  0  mit  der  Momentanase  bildet,  mit  l  bezeichnet,  sodass 

CO.» ^- 

wird,  so  folgt  weiter 

v=  VdBinl, 

woraus  man  erkennt,  dass  Y  die  Winkelgeschwindigkeit  a  um  die  Uomentan- 

axe  ist,  und  das  F,  Q,  R  ihre  Componenten  um  die  Aseo  sind,  welche  mit 

den  Äsen  der  x,y,z  zaBammenfallen. 

§.  11.    Es    ist  noch    von    Interesse,    die   Bedeutung    der    Differential- 

du     dh     de 
Quotienten  -j-,   -77,  -r->  otix  kennen  zu  lernen.    Nun  bat  man  einerseits 
dt     dt     äl 


dt  dt    '   "   dl    '        dt  ' 

andrerseits  erh&lt  man  dieselben  Componenten  der  Geschwindigkeit  v ,  indem 
man  die  Componenten  Vz' ,  Vy- ,  f,'  in  (5)  des  §.  8.  auf  die  Aien  der  x,p,  x 
projicirt,  n&mlich 

V,  =  a{qe'  —  ry)  +  a'{rx'  —  pz)  +  o"(py'  —  qx) , 
Vy  —  h{q^  —  ry)  +  b'irx'  —  p^)  +  l"(py'  —  qx')  , 
V,  —  c(q/  —  ry)  +  c  (rar'  ~  p/)  +  c"(py  —  qx). 
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Durch  Yergleichung  der  Coefficienten  von  x',  y',  e   erhfilt  man  daher: 

da         ,  ,,        da  „  da"  , 

__.,_„,,     _._„j,_„,     __„5_„j,, 

de,  „         de'        „  de' 

T,-'"-"-    ll-"-"-    lü-'"-"- 

Man  kann  diese  Pormeln  auch  auf  geometrischem  Wege  finden,  Kenn 
man  bedenkt,  dasa  a,  a,  a  die  Coordinaten  eines  auf  der  x-Axe  in  der 
Einheit  der  Entfernung  von  0  liegenden  Punktes  in  Bezog  auf  das  beweg- 
liche Coordinatensystem  sind  und  daas  also   seine  Qeachwindigkeitsoompo- 

,  da  dl 
'^^"*^"  d^'  i?' 
n.  s.  w. 

§,  12.  Die  nenn  Cosinusse  a,  6,  c;  d^h^C'^  a",  b",  c",  welche  die  Lage 
des  beweglichen  Coordinatensystems  bestimmen,  sind  nicht  ron  einander  unab- 
hängig, vielmehr  bestehen  zwischen  ihnen  sechs  Relationen  (S.  §.  7.),  vermOge 
welcher  sie  auf  drei  redacirbsr  sind.  Bnler  hat  zuerst  gezeigt,  wie  man 
dieselben  durch  die  trigonometrischen  Functionen  dreier  Winkel  ausdrucken 
kann,  welche  hinreichen,  um  die  Lage  des  beweglichen  Systems  zn  be- 
stimroen.  Diese  Winkel  sind:  1)  der  Winkel  if>,  welchen  die  Knoteolinie 
der  Ebenen  der  %y'  and  der  xy  mit  der  Aie  der  a:  bildet,  2)  der  Winkelt, 
welchen  diese  beiden  Ebenen  oder  also  auch  die  beiden  auf  ihnen  senk- 
rechten Aien  der  s  und  /  mit  einander  einsobliessen  und  3)  der  Winkel  qi , 
welcher  von  der  Axe  der  x'  und  jener  Enotenlinie  gebildet  wird.  Den  Sinn 
dieser  Winket  wollen  wir  folgendermassen  bestimmen.  Wir  denken  ans  das 
System  der  ;E'yV  zunächst  Eusammentallend  mit  dem  der  xye  und  drehen 
dasselbe  um  die  2- Axe  im  positiven,  von  der  positiven  f-Axe  ans  gesehen, 
mit  der  ührzeigerbewegung  ttbereinstimmenden  Sinn,  bis  die  positive  z'-Aie 
mit  dem  beliebig  wfihlbaren,  abar  ein  für  allemal  fixirten  positiven  8imi 
der  Knotenlinie  znsammenftllt,  die  Amplitnde  dieser  Drehung  ist  der  Winkel  if 
und  ilir  Sinn  der  Sinn  desselben;  wir  drehen  hierauf  das  System  am  die 
Enotenlinie  im  positiven  Sinne,  bis  die  Ebene  der  %  ^  in  ihre  Lage  gelangt; 
die  Amplitude  dieser  Drehung  ist  der  Winkeln  nnd  der  Sinn,  in  welchem 
dieser  Winkel  genommen  wird,  ist  der  Sinn  dieser  Drehung;  wir  drehen 
endlich  das  System  um  die  «'-Axe  in  der  Lage,  welche  sie  nunmehr  erlangt 
hat,  im  positiven  Sinne,  bezeichnen  die  Amplitnde  dieser  Drehung  mit  \p  und 
nehmen  diesen  Winkel  im  Sinne  dieser  Drehung.  Durch  die  Folge  dieser 
drei  Drehungen  ist  das  System  der  x\y',z'  in  seine  definitive,  dnrch  die 
Winke^  qp ,  9 ,  *f>  bestimmte  Lage  gelangt.    Um  die  AbhSogigkeit  der  obigen 
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1  CosinoflBe  von  den  drei  Wiakeln  9,  #,  iff  zu  erkennen,  denken  vir 
^  ,        nm    das   Botationscentrum    0    mit    der  Einheit  als 

Radius  eine  Kngel  beBchrieben  (Fig.  II9J;  anf  ihr 
markdren  die  Aien  der  x,  y,  e  die  drei  Ecken 
eines  Octanteu,  die  Axen  der  x,  y,  e  die  eines 
zweiten  Octanten,  die  erwBhnte  EnotenUnie  einen 
Punkt  £,  den  Schnittpunkt  der  Bogen  xy  und 
x  y' ,  welche  die  Ebenen  der  xy  und  3:' y' vorstellen. 
Man  hat  aisdann  !tK  =  ip  ,  Kx'  =>  ip  und  ee  =  & 
Flg.  119.  und  erhält 

aae  deu  Bph&riBchen  Dreiecken 
a   '=coBx'x,     b    =coBx'y,     c   ■=coax'z,        x'Kx,     x'Ky,    x'Ez, 
ä  =coey'a!,     b'  =aoBy'y,     c   =coay'z,        y'Kx,    y'Ey,    y'Kx, 
a"  •=coBz'x,     b"  =  aos  /y,     c"  =  cos  ^  «,        z'Ex,    /Ey,    e'Ee, 
nSmlich 

a  ^  cos  tp  cos  ^  —  sin  y  sin  i(<  cos  # ,   a  =  —  sin  ip  coa  ^  —  cos  ip  sin  1/1  cos  fr 

b  ^  coB  y  sin  ■^  —  sin  q)  cos  ^  cos  fr ,  i'  =■  —  sin  9  sin  i(j  -|-  cos  qj  cos  iff  coa  fr 

c  ^  sin  qi  ain  fr ,  c  =      cos  9  sin  fr 

a"  =       Bin  if  sin  fr 

h"  =  —  cos  ^  sin  fr 


Man  kann  die  Eiern entarbewegung  deB  Systems  um  die  Me- 
in drei  unendlich  kleine  Botationen  um  die  Azen  OK,  Ob,  Od 
auflesen;  dadurch  zerfallt  die  Winkelgeschwindigkeit  o)  in  drei  Componenten 
CO»,  m,p,  lOf,  nm  diese  Axen,  deren  Werthe  sind: 

dfr  d-if  dtp 


dt' 


dt  ' 


dt 


Indem  man  diese  Winkelgeschwindigkeiten  auf  ihren  Aren  nach  Grösse 
und  Sinn  auftiUgt  und  den  Linienzug  deraelben  in  Verbindung  mit  der  auf 
der  Momentanaxe  aufgetragenen  Winkelgeschwindigkeit  id  ,  dieae  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  genommen,  auf  die  Aieu  der  x',  y\  g'  projlcirt,  erhält 
man  p,  g,  r  auagedrUckt  darch  (09,  to,/,,  u^,  nSmlich: 


P  =  —  foa  cos  9>  +  ojy.  sin  9  sin  fr  = 


dfr 

dt' 


dt 


n  9  +  (fl,;,  C08  9  sin  fr  =  ^ —  —  sin  9  +  - 


Indem  man   diese  Gleichungen  nach  09,  u^,  at^  auflSst,   oder   aucb, 
indem   man    den  Linienzug  der  p,  l,  r,  —  <a    auf  die   Axen  OK,  Oü,  0/ 
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projicirt,   erhBlt  man   weiter  to^ ,  a^,   m^   auHgedrUokt    dnrcb   p,  g,  r, 
nKmlich: 

<o,p  sin  9  ^  p  sin  ^  -\-  Q  cos  q> 

o)y  sin  #  ^=  r  sin  #  —  p  ein  9  cos  #  —  9  coa  9  cos  # . 
§.  14.  Während  das  Zeitelamentes  dt  beschreibt  der  Badiusvectoi 
0M=^  eines  Systempanktes  M  einen  aneadüch  kleinen  8ecior'0 MM'^=  dS; 
derselbe  ist  als  ein  unendlich  kleines  gleichaohenkliges  Dreieck  anzusehen,  dessen 
eine  Seite  das  Bogenelement  MM'  =  ds  der  Bahn  des  Syetemponktes  ist, 
und  dessen  bdden  andre  Seiten  die  nach  den  Endpunkten  31  und  M'  dieses 
Elementes  gezogenen  BadieuTectoren  OM  ■"  OM'  =  ^  sind.  Dieser  Sector 
wird  in  einem  mit  dem  Sinne,  in  welchem  dos  Bogenelement  duirchlanfen 
wird,  UbereinsUmmenden  Sinne  beschrieben.  Die  Fl&che  desselben,  dividirt 
durch  das  Zeitelement,  wird  die  Sectorengeschnindigkeit  oder  FlAohen- 
geschwindigkeit  des  Systempunktes  M  in  Bezug  auf  das  Botaticnecentrum 
genannt.  Bezeichnen  wir  sie  mit  1) ,  sowie  den  unendlich  kleinen  Winkel 
MOM'  der  beiden  Badienvectoren  mit  (j#,  so  wird  ' 

^  =  i/=*P    Tt' 

Errichten  wir  in  0  senkrecht  auf  die  Ebene  des  Sectors  AS  eine  Gerade 

nnd  zwar  nach  der  Seite  dieser  Ebene,  ron  welcher  aus  gesehen  der  Sector 

Obereinstimmend  mit  der  ührzelgerbewegung  beschrieben  erscheint,  so  soll 

diese  Gerade  die  Axe   der  SectorengeschwiDdigkett  heisaen.    In  Bezug  auf 

eie  stellt  —  eine  Winkelgeschwindigkeit  dar.    Die  Grösse  i)  tragen  wir  anf 

dieser  Axe  in  ihrem  Sinne  als  L&nge  auf. 

Bezeichnet  r  den  Abstand  des  Punktes  M  von  der  MomentAnaxe,  BO 
hat  man 

und  besteht  zwischen  der  SectoreDgeschwindigkeit  tj  des  Punktes  X,  seinen 

Abständen  tt  und  r   vom  Rotationscentram   nnd   der  Uomentanaxe,  sowie 

der   Winkelgeschwindigkeit  u    um    letztere    oder   auch    der  Geschwindig- 

ds 
keit  V  ='  —  des  Sjstempnnktes  die  Gleichong 

Es  wird  demnach  die  Sectorengeschwindigkeit  durch  den 
Inhalt  des  Dreiecks  dargestellt,  welches  die  anf  der  Tangente 
der  Bahn  des  Systempnnktes  aufgetragene  Geschwindigkeit  c  als 
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BasiB  mit  dem  Rotationecentrum  aU  gegenüberliegende  EcVe 
bildet 

W&hrend  einer  endlichen  Zeit  beachreibt  der  Badinsrector  9  eines  System. 
Punktes  M  einen  BphSrisoben  Ausschnitt  einer  Eegelfläche,  von  welchem  dS 
das  Differential  ist.  Die  Sectoreogeschwindigkeit  ist  im  Laufe  der  Bewegung 
nach  Grösse  ond  Axenrichtung  im  Allgemeinen  verUnderlicfa. 

Projiciren  wir  das  bewegliche  System  auf  eine  Ebene,  welche  an  der 
Bewegung  nicht  Theü  nimmt,  z.  B.  auf  die  a:y-Ebene,  so  wird  das  projicirte 
System  im  Allgemeinen  ein  TerSnderlicbes  ebenes  System  sein.  Die  Pro- 
jection  m  des  Punktes  M  beschreibt  im  Zeitelement  das  Bogenelement  mm' 
und  die  Projection  9,  des  Badiusvectors  p  den  unendlich  kleinen  Sector  mOm' , 
dessen  Inhalt  \^\d9y  ist,  wenn  d#,  die  Projection  des  imendlich  kleinen 
Winkels  d(f  bezeichnet.  Der  Winkel  #, ,  dessen  Differential  ij#,  ist,  kann 
als  der  Winkel  aufgefasst  werden,  den  ^f^  mit  der  Axe  der  x  bildet  and  es 
sind  daher  die  Coordinaten  x,  y  des  Punktee  m  durch  die  Gleichungen 
X  c^'  9,  cos  #, ,  y  =  ff^üm^i  bestimmt,  ans  welchen 

und  hiermit  weiter 

.„         xdy  —  ydx 

und  ^so 

ej  ii#,  =*  xdy  —  ydx 
folgt.    Daher   wtlrde   die  Sectorengeschwindigkeit   des  Punktes  m   in   der 
rr^-Ebene  sein: 


Wir  wollen  nim  mit  iS^,  dS^,  dS,  die  Frojectionen  des  Mementarsectors 
dS  aaf  die  Ebenen  der  yg,  ex  und  xy  und  die  den  drei  Projectionsbe- 
wegungen  von  M  in  diesen  Ebenen  entsprechenden  Sectorengeschwindigkeiten 
mit  «ix)^vi^i  bezeichnen.  Unter  Anwendung  der  symmetrischen  Vertauschung 
der  Buchstaben  giebt  uns  dann  die  vorstehende  Betrachtung  sofort; 
dS,  (dl         dy\       ,  ,  . 

dS,        J    dx  <»A        ,  ,  , 

dS.  I    dy  dx\        ^,  . 

Die  Axen  dieser  drei  Sectorengesch windigkeiten  sind  die  Axen  der 
X,  y,  z.  Bildet  nnn  die  Axe  von  1]  mit  den  Coordinatenaxen  die  Winkel 
et,  ß ,  Y,  Bo  wird  nach  bekannten  SStzen  der  Geometrie 
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und  folglich  auch 


d«,         dSg         dS,        dS  ' 
(JS*  =  dSi  +  dSl  +  dSi 


+  vi   +  n-- 


Vn.  Capiiel. 

Die  WindtingBbewegimg  des  nnverSnderUohen  Sratem»  ond  ih»         | 
'  Qesaliwindigkeiten. 

§.  1.    Nachdem  wir  im  IV.  und  VI.  Capitel  die  specielleren  Bewegungen       |' 
dea  unTerBnderlichen  Systems,  die  ebene  oder  Farallelbewegung  und  die  sphl- 
rische  Bewegung,  bei  welchen  die  Systempnnkte  sftmmtlich  coDgruente  odei 
Ähnliche  Bahnen  beschreiben,  erläutert  haben,  schreiten  wir  zur  Betrachtong 
der  allgemeinsten  Bewegung  eines  solchen  Systems,  die  wir  die  Windungs-       : 
bewegang  nennen  wollen.    Sie  ist  dadurch  charakterisirt,   dass  je  ivei       ] 
aufeinanderfolgende  Lagen  des  beweglichen  Systems  im  Allgemeinen  keine;i 
Doppelpunict  besitzen.    Zum   Veratändniss  derselben  dienen  ans  die  81^«       ' 
Über  die  Aequivalenz  der  Rotationen  nnd  Winkelgeschwindigkeiten  mit  dei 
Schranbenbewegung  nnd  der  Schranbengeschwindigkeit. 

§.  2.  Es  seien  £,,  2^,  2^  .  .  .  eine  Reihe  von  Lagen,  welche  d»s 
bewegliche  System  Z  während  seiner  Bewegung  durchlBuft,  von  welobeo 
keine  zwei  aufeinanderfolgende  einen  Doppelpnnkt  besitzen.  Die  BewegongT 
welche  £  aus  der  Lage  2^  nach  £^  fUhrt,  ist  aequivateni  einer  Schranben- 
bewegung von  der  Amplitude  #,  und  der  Translation  ti  nm  eine  gewis» 
Axe  0^,  die  Bewegung  ans  der  Lage  2^  nach  £^  ist  ebenso  Squivalent 
einer  zweiten  Schraubenbewegung  (#,,  t^)  um  eine  zweite  Axe  C^  n.  e.  ^ 
Conetruiren  wir  alle  diese  Azen  und  ertheüen  dem  Systeme  £  statt  seiner 
wirklichen  Bewegung  nach  und  nach  die  Schraubenbewegungen  {9,,  %}• 
(ffi.  Tj),  (#»,  Ig)  .  .  .,  so  ergibt  sich  eine  Bewegung,  welche  mit  der  wirt- 
lich stattfindenden  in  den  Lagen  £^,  2^,  £^  .  .  .  übereinstimmt,  im  Uebri- 
gen  aber  im  Allgemeinen  von  ihr  abweicht  Schaltet  man  aber  zwischen 
je  zwei  aufeinanderfolgenden  dieser  Lagen  andere  Lagen  des  bewegUeben 
Systems  ein  und  wiederholt  die  Construction  der  Schraubenbewegungen. 
wobei  sowohl  die  Amplituden,  als  auch  die  Translationen  und  nicht  minder 
die  Axen  sich  andern,  so  ergibt  sich  eine  Bewegung,  welche  sich  der  wirV- 
lichen  Bewegung  weit  inniger  anschliesst.  Bei  Fortsetzung  dieses  ProzesKs 
b&nfen  sich  die  Axen  immer  dichter   nnd  dichter,  nehmen  die  Ana^toden 
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tmd  TraaslaÜonen,  weil  die  Lagen  des  Syetems  immer  näher  aneinaader- 
rtlokeii,  ohne  Ende  ab  tmd  nfthert  sich  der  Ort  aller  Äsen  einer  bestimmten 
geradlinigen  Flache,  die  ganze  Bewegung  aber  der  wirklich  stattfindenden 
Bewegung  ohne  Ende  ale  ihrer  Qrenze.  Durch  die  Vollziehung  dieses  Grenz- 
überganges ergibt  sich  daher  der  Satz: 

Die  Windnngsbewegung  eines  unTerftnderlichen  Systems  ist 
äquivalent  einer  oontinuirlichen  Folge  versohwindend  kleiner 
Schraubenbewegungen  um  die  BrzengnngBlinien  einer  bestimm- 
ten  geradlinigen  FUehe  (0)  des  absoluten  Raumes. 

W&brend  das  System  die  Schraubenbewegung  um  die  Aze  C,  erleidet, 
fUllt  eine  bestimmte  Linie  T,  des  Systems  mit  C,  lusammea  und  verschiebt 
sich  in  Folge  der  Translationscomponente  der  Scbraubenbeweguug  in  ihr; 
durch  die  folgende  Schraubenbewegung  um  (7,  verlftsst  ^^  die«e  Linie, 
wKfarend  derselben  f&llt  aber  eine  zweit«  Linie  J",  des  Systems  mit  Cj  zu- 
aammenj  ebenso  wttbrend  der  Bewegung  um  C^  eine  dritte  Linie  Fg  mit 
C,  n.  E.  f.  Der  geometrische  Ort  aller  dieser  Geraden  r,  welche  nach  und 
nach  mit  den  Sobraubenaxen  C  inaunmen&llen  und  in  diesen  gleiten,  ist 
in  der  Grenze  eine  bestimmte  geradlinige  FlKche  (f)  des  beweglichen 
Systems.  Beide  FlSchen  (C)  und  (r)  berflbren  sich  während  der  Bewegung 
IHngs  der  zusammenfallenden  Erzengungslinien  Cj  und  F,,  Cf  und  F,  u.  s.  f., 
d.  h.  sie  haben  tBngs  diesen  in  allen  Paukten  gemeiuschaftliche  Tangenten- 
ebenen. Denn  durch  die  Bchranbenbewegnng  um  (7,  z.  B.  gelangt  fg  in 
die  Axe  C^,  wBhrend  7\  in  C^  bleibt  und  C^  erst  in  dem  Momente  ver- 
ISsst,  in  welchem  F^  in  Cj  eintritt;  mitbin  haben  die  FUchen  in  diesem 
Moment  zwei  aufeinanderfolgende  Erzengungslinien  gemein,  und  berflbren 
sich  folglich  IBngs  der  ersten  von  ihnen.    Man  hat  daher  weiter  den  Satz; 

Die  Windungsbewegung  eines  unveränderlichen  Systems  ist 
äquivalent  dem  Gleiten  nnd  Bollen  einer  bestimmten  geradlini- 
gen FUche  (r)  des  beweglichen  Systems  auf  einer  bestimmten 
geradlinigen  Fläche  {C)  des  absoluten  Baumes. 

Sind  die  beiden  Flächen  Eegelflächen  mit  gemeinsamem  Mittelpunkt, 
so  ist  dae  Gleiten  ausgeschlossen  nnd  redudrt  sich  die  Bewegung  der 
Flächen  anf  das  blosse  Bollen  der  einen  auf  der  andern;  die  Bewegung  ist 
die  in  Cap.  VI  behandelte  Rotation  des  Systems  um  einen  Punkt.  —  Sind 
die  Flächen  CylinderflSchen,  welche  nicht  anf  einander  gleiten,  sondern  bloe 
rollen,   so  ist  die  Bewegung  die  in  Cap.  V   behandelte  Parallelbewegimg, 

Es  sei  A  ein  beliebiger  Punkt  des  beweglichen  Systems  und  seien 
Äi,  Af,  .äg  ...  die  Orte,  welche  er  in  S^,  .£,,  2^  .  .  .  der  Reibe  nach 
einnimmt.  Durch  die  Schraubenbewegung  um  C^  gelangt  er  von  A,  nach 
A^,  durch  die  um  Cf  von  A^  nach  Ag  u.  s.  f.  Ziehen  wir  durch  ^d, ,  A^, 
A^, . . .  Axen  Cj,c^,c^  . . .  resp.  parallel  den  Sohraubenaien  Cj,  C^,  C^ . , ., 
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BO  ist  nach  Cap.  I,  §.  13  die  Schraubenbewegung  um  C,  a«quivalent  der 
Rotation  #j  um  c,  in  Verbindang  mit  der  Translation  dea  Systems  gleich 
A^A^,  die  Subranbeabewegung  um  C^  aequivaleiit  der  Rotation  &^  um  c^ 
und  der  Translation  A^A^,  u.  b.  f.    Daher  der  weitere  Satz: 

Die  WinduDgsbewegung  eines  unver&nderlicben  Systems  ist 
aequivalent  der  (im  Allgemeinen}  krummlinigen  Translation  des 
Systems,  welche  durch  die  Bahn  eines  beliebigen  seiner  Punkte 
angegeben  wird,  in  Verbindung  mit  einer  continuirlichen  Rota- 
tionsfolge  um  Axen,  welche  durch  die  aufeinanderfolgenden  Orte 
dieses  Punktes  parallel  den  ihnen  entsprechenden  Lagen  der 
Sobraubenaxe  gelegt  werden. 

Während  der  Bewegung  des  Systems  beBChreibt  der  Punkt  A  die  Bahn 
AiA^Ag  .  .  .  und  fallen  mit  den  Axen  c,,  r^,  c,  .  .  .  gewisse  Linien  }•„ 
Y2,  yt  ■  ■  ■  ^^^  Systems  zusammen,  welche  sBmmtlicb  durch  A  hindurchgehen 
und  eine  gewisse  KegelflUche  (y)  bilden,  deren  Mittelpunkt  A  ist.  Durch 
die  Rotation  am  (cj,  }>,)  wird  y^  parallel  c^  und  durch  die  Translatiun 
A^Aj  wird  /,  pai-altel  mit  sich  in  die  Axe  Cg  geschoben;  w&hrend  der 
Rotation  um  (c,,  y^)  wird  y^  parallel  c^  uod  durch  die  Translation  A^A^ 
mit  c^  vereinigt  etc-  Der  Kegel  (7)  erleidet  daher  die  Translationsfolge 
A^A^,  A^Af,  .  .  .  und  die  Rotations  folge  €',  ,€',,#,...  um  c,,  c,,  «^  .  .  . 

Denkt  man  sich  ein  bewegliches  Hülfssystem  £',  welches  mit  2^ 
ursprünglich  zusammenßUlt  und  nach  und  nach  die  Translationen  Ay  A^, 
A^A^ . .  .  erleidet,  und  zieht  durch  den  Punkt  A\  welcher  in  ^^  mit  Aj 
und  A  zusammentut,  Gerade  yt,  yi,  y^  .  .  ■  parallel  zu  i',.  Cj,  c,  .  .  .,  so 
bilden  diese  in  ü"  eine  KegelflScbe  (/),  deren  Erzeugnngstinieu  während 
der  Translation  von  £'  nach  und  nach  mit  c^,  c^,  Cj, . .  .  zusammenfallen. 
In  diesem  Holfssystem  bewegt  sich  £  so,  dass  durch  die  Rotation  &,  um 
y,  die  Gerade  yi  in  y^  eintritt,  durch  die  Rotation  #j  um  7,  die  Gerade 
yi  mit  y^  vereinigt  wird  u.  s.  f.,  so  dass  der  Kegel  (y)  auf  dem  Kegel  (y) 
hinroUt  tmd  durch  dies  Rollen  in  Verbindung  mit  der  Translation  des  Hfllfs- 
systems  £"  das  System  £  nach  und  nach  alle  seine  Lagen  erreicht.    Daher: 

Die  Windungsbewegnng  eines  unver&nderlicben  Systems  igt 
aeqnivalent  dem  Rollen  eines  dem  System  angehGrlgen  Eegels 
(7)  auf  einem  andern  gleichfalls  beweglichen,  einem  Hülfssystem 
angehCrigen  Kegel,  welches  eine  Translation  besitzt,  welche 
durch  die  Bahn  des  Mittelpunktes  des  ereteren  Kegels  bezeich- 
net wird. 

§.  3.  Jeder  Lage  des  beweglichen  Systems  entspricht  eine  bestimmt« 
Gerade  C  der  Flflche  {C),  um  welche  dasselbe  eine  unendlich  kleine  Schrau- 
benbewegung ausfuhrt,  um  in  die  folgende  unendlich  nahe  Lage  zu  gelan- 
gen.   Diese  Gerade  nennen  wir  die  Momentanase  fUr  die  fragliche  Lage 
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des  S^Etems  and  die  anendUch  kleine  Schranbenbeweguiig  um  sie  die  jener 
Lage  entsprechende  Elementaibewegung  des  SyatemB.  Diese  Elemen- 
tarbewegung  hat  zwei  Componenten,  die  Elementarrotation  mit  der 
Elementaramplitade  d&  um  C  und  die  Elementartranslation  di 
parallel  C.    Die  Elemeataramplitade  d&,  durch  das  Zeitelement  dt  dividirt, 

gibt  die  Winkelgeschwindigkeit  ca  =  -—  um  die  Momentanaxe,  die  Elemen- 
tartranslation ebenso  die  Tran slatioitsgeech windigkeit  Vg  parallel  derselben. 
Die  Systempunkte  im  Abstände  r  von  der  Uomentanaie  haben  die  Geschwin 
digkeit  v  =  Yvl  +  r*w* ;  die  der  Axe  selbst  insbesondere  ti  =  r^  Die 
.Momentanaxe  kann  fDglich  auch  die  Aze  der  Geschwindigkeiten  genannt 
werden.  Manche  Antoren  nennen  sie  auch  die  Pol&xe  und  dem  entsprechend 
die  Flächen  ((7)  und  (P)  die  Polaxenflftchen ,  auch  wohl  Axo'ide*). 

Das  VerhSltniss  p  ^  -^  ^  -^  der  Elementartranslation  zur  Elemen- 

taromplitude  oder  der  Translation sgesch windigkeit  zur  Winkelgeschwindig- 
keit nennen  wir  das  WiDdungsyerfaSltniss  oder  den  Parameter  der 
Elementarbewegnng. 

In  Folge  der  Elementarbewegung  beschreibt  jeder  Punkt  des  Systems 
ein  Element  seiner  Bahn  als  Element  einer  gewissen  gemeinen  Cylinder- 
scbraube;  ist  daher  die  Momentanaxe  und  ihr  Parameter  bekannt,  so  hat 
die  Aufgabe,  die  Tangente  nnd  Kormalebene  der  Bahn  zu  bestimmen,  keine 
Schwierigkeit.  Die  Cylinderachraube  hat  ttbrigena  mit  der  Bahn  des  Punk- 
tes bloB  ein  Element  gemein  und  bertthrt  sie  folglich  blos  in  der  ersten 
Ordnung;  sie  ist  wesentlich  verschieden  von  der  Schmiegungsscbraubenlime, 
welche  die  Cnnre  weit  inniger  berührt**).  Sjstempankte  gleichen  Abstandes 
r  von  der  Momentanaxe  beschreiben  Bogenelemente  gleicher  Neignng  i 
gegen  die  Momentanaxe;  die  Neigung  derselben  Ist  Null  ftlr  die  Punkte 
der  Axe  selbst,   nimmt   proportional  mit  r  zu   und   wird  ^ic  für  r  ^  <X>. 

Es   ist  allgemein  tg  »  ^  —  ^  —  - 
«"o  P 

§,  4.  Die  Momenianaxe  mit  den  beiden  auf  ihr  au&utragenden  Strecken, 
der  Winkelgeschwindigkeit  a  um  sie  und  der  Translationsgeschwindigkeit 
Vq  parallel  zu  ihr,  besitzt  alle  Eigenschaften  der  Centralaxe  eines  Strecken- 
Systems  mit  der  Resultanten  B  und  dem  Axenmomente  G^g  (s.  Th.  1,  Cap.  IV) 


•)  Man  hat  Grund,  mit  der  Wahl  der  vom  Worte  iJ*©!"  al^leiteten  Be- 
nennmigen  vornchtig  EU  lein,  da  die«  Wort  aelbst  bereite  in  sehr  verschiedenen 
Bedeutungen  gebraucht  wird.  Die  Beieichnung  „Axoid"  ist  unrichtig  gebildet,  die 
FUlcben  (C,  F)  sind  keine  „aien&hnlichen  Gebilde". 

**)  Vgl  meine  „Allgemeine  Theorie  der  Curven  doppelter  Krümmung,  Leipzig 
1859",  p.  84. 
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und  beHÜmmt  daher  ebenso,  wie  dieses  einen  Complex  ersten  Grades.  So- 
wie nfimlich  dort  aus  der  Combination  (i?,  6g)  für  die  Centralaxe  fig  jede 
andere  für  einen  beliebigen  Stral  (t  im  Abstände  r  von  fig,  nSmlich  (B,  G), 
wo  ff  =  (ff i  +  B»r*)^  ist,  hervorging,  indem  man  das  Paar  (Ä,  —  B)  mit 
dem  Arme  r  znfQgte,  bo  kSnnen  wir  auch  hier  die  Combin&ten  (<a,  Vg)  f^r 
die  Momentanaxe  in  eine  ihr  aeqoivalente  umwandeln,  indem  wir  dnrch 
irgend  einen  Punkt  M  einen  Stral  parallel  zur  Centralaxe  ^hen  und  ISngs 
desselben  die  beiden  sich  tilgenden  Gröasen  tu  und  — ta  znftigen,  welche  in 
Verbindung  mit  (ra,  Vg)  liefern:  <u  auf  dem  Strale  des  Panktes  M  nebst  Vg 
parallel  demselben  und  ein  Paar  (w,  — u),  aeqoivalent  räner  Translations- 
geschwindigkeit  senkrecht  zur  Ebene,  welche  den  Punkt  M  mit  der  Momen- 
tanaxe verbindet,  gleich  dem  Uomente  ar  dieses  Paares,  wenn  r  der  Ab- 
stand des  Punktes  M  von  der  Momentanaxe  ist.  Die  beiden  Translatdons- 
gesch windigkeiten   t>g   und   or   liefern,    da   sie   senkrecht  sn    einander  sind, 

die  Translationsgeschwindigkeit  {vi  -\-  (o*r*)  mit  der  Neigung  —  ge^eu 
die  Momentanaxe.  Man  sieht,  daes  die  nnverSnderliche  Resultante  B  «  m 
und  das  Paar  ff  ■=  (ffj  +  BV)^  —  (vi  +  wV)*  d.  h.  dass  B  die  Win- 
kelgeschwindigkeit und  das  Moment  ff  die  Geschwindigkeit  des  Sjstem- 
punktes  M  bedeutet,  dnrch  welchen  der  Parallelstral  gezogen  ist.  Eben- 
so wie  (B,  ff)  aequivalent  ist  zwei  Strecken  (r,  p)  längs  zwei  coi^'ngirten 
Geraden,  ist  auch  hier  (m,  v^)  aequivalent  zwei  Winkelgeschwindigkeiten 
(lo,,  Uj)  um  zwei  conjagirte  Geraden.  Femer  sind  die  Normalebenen  der 
Bahnen  der  Sjstempankte  M  die  Nnllebenen  and  die  Punkte  Jtf  ihre  Pole 
und  die  sSmmtlichen  Normalen  der  Bahnen  der  Punkte  M  bilden  die  Strslen 
des  Complexes  ersten  Grades.  Die  Momentanaxe  verdient  daher  den  Namen 
der  Centralaxe  der  Bewegung.  Wir  ziehen  hieraus  einige  Folgerungen 
für  die  Bewegung  einer  Geraden  und  einer  Ebene, 

1.  Die  Normalebenen  der  Bahnelsmente,  welche  die  Punkte 
M  einer  Geraden  ff  vermöge  der  Elementarbewegnng  beschrei- 
ben, schneiden  sich  alle  in  einer  Geraden,  nämlich  in  der  in  g 
conjngirteu  Geraden  g'.  Daher  sind  die  Tangenten  an  die  Bah- 
nen der  Punkte  Jtf  sSmmtlich  parallel  der  zu  g'  senkrechten  Ebene 
und  bilden  ein  hyperbolisches  ParaboUd. 

2.  Die  Elementarbewegung  einer  Geraden  g  ist  aequivalent 
einer  unendlich  kleinen  Rotation  nm  die  conjngirte  Gerade  g' 
und  umgekehrt.  Denn  man  kann  die  Elementarbewegung  des  Systems 
zerlegen  in  2  Rotafionen,  eine  um  g,  die  andere  um  g';  die  Rotation  um 
g  ertheilt  aber  dieser  Geraden  keine  Bewegung,  mithin  redudrt  sich  ihre 
Bewegung  auf  die  Rotation  um  /.    (Eine  Gerade  g  kann^  auf  nni&hlige 
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ArtoD    durch    Schranbenbewegnng  in    eine    andere   Lage   abergehen,    unter 
diesen  verschiedenen  Arten  des  Uebergangea  findet  sich  nur  eine  Rotation.) 

Die  Projectionen  der  Bahnelemente  MM'  der  Fnnlite  M  einer 
Geraden  ff  aaf  diese  Gerade,  sowie  die  Componenten  der  Geschwin- 
digkeiten  der  Punkte  M  einer  Geraden  g  längs  dieser  Geraden 
sind  gleich.  Denkt  man  sich  nSmlich  die  Gerade  g  dnrch  Rotation  um 
die  conjagirte  Gerade  ff'  in  ihre  folgende  Lage  Übergefahrt  nnd  legt  durch 
M  eine  Ebene  senkrecht  za  ff',  so  fSllt  MM'  in  diese  Ebene  und  ist,  wenn 
0  der  Schnitt  dieser  Ebene  mit  ff'  nnd  d^  die  Amplitude  der  Botation 
um  ff  ißt,  MM'  =  OM  .dfy.  Projicirt  man  nun  ff  auf  diese  Ebene,  so  ■ 
sei  a  der  Winkel,  den  MM',  ß  dar,  welchen  g  mit  seiner  Projection  y  bildet 
nnd  l  der  Winkel  zwischen  MM'  und  ff.  Dann  hat  man  wegen  der  Recht- 
winkligkeit der  Ecke  M  für  die  Projection  Mm  tou  MM'  auf  g  die  Gleichungen 

Mm  a=  MM'  .  COB  i  ==  OM .  cos  A  .  d#  =  OM  .  eoa  u  coa  ß  .  d». 
Es  ist  aber  der  Winkel  ^  den  der  Stral  OM  mit  y  bildet  i);  =  -Jn  —  a 
und  daher  Mm  =  OM  sin  ifi  cos  ßd^  und  da  OM  .  sin  if  ^  jj  die  von  0 
auf  y  gsföllte  Normale  ist,  so  wird  Mm  =  p  cos  ß  d^,  also  constant  fUr 
alle  Punkte  .3f  der  Geraden  g.  Dlvidirt  man  mit  dem  Zeitelemente  dt,  so 
folgt  die  andere  Hälft«  des  Satzes. 

4.  Ist  eine  Gerade  ff  senkrecht  zur  Tangente  der  Bahn  irgend 
eines  ihrer  Punkte,  so  ist  sie  zugleich  senkrecht  za  den  Tan- 
genten der  Bahnen  aller  ihrer  Punkte.  Denn  ist  MM'  senkrecht  zu 
ff,  so  ist  seine  Projection  Mm  auf  ff  gleich  Null  und  sind  nach  Satz  3 
die  ProjecUonen  aller  Elemente  wie  MM  gleich  NnlL  Eine  solche  Gerade  g 
kann  nicht  durch  Botation  um  ihre  conjugirte  ff'  in  ihre  folgende  Lage  ge- 
langen. Denn  die  Kormalebenen  ihrer  Punkte  schneiden  sich  inihr  selbst, 
sie  fällt  daher  mit  ff'  zusammen.    Sie  ist  eine  Doppellinie  des  Nullsyateme. 

6.  In  jeder  Ebene  des  beweglichen  Systems  gibt  es  einen 
einzigen  Pnnkt,  dessen  Geschwindigkeit  senkrecht  zu  der  Ebene 
ist,  nämlich  ihr  Pol.  In  ihr  gibt  es  eine  Gerade,  deren  Punkte 
Geschwindigkeiten  besitzen,  welche  in  die  Ebene  fallen,  die 
Charakteristik,  Alle  andern  Punkte  haben  mehr  oder  weniger  geneigte 
Gescbwind^keitsrichtungen.  Die  Bewegung  der  Ebene  ist  aequivalent  einer 
unendlich  kleinen  Rotation  um  die  Normale  der  Ebene  im  Pol  in  Verbin- 
dung mit  einer  Botation  nm  die  Charakteristik. 

6.  Die  Normalebenen  der  Bogenelemente,  welche  die  Punkte 
einer  Ebene  in  Folge  der  Elementarbewegung  beschreiben, 
schneiden  sich  sämmtlich  in  einem  Punkte,  nämlich  im  Fol  der 
Ebene.  Denn  die  Schnittlinien  der  Normalebenen  der  Bogenelemente  mit 
der  Ebene  der  Punkte  sind  die  Complezetralen  der  Ebene  und  laufen  als 
solche  durch  ihren  FoL 
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7.  Um  die  Lage  und  die  Winkelgesohwisdigkeiten  a^,  o>,  zweier  con- 
jogirter  Geraden  ff„  g^  zu  ermitteln,  genttgt  es,  die  Betracbtnngen  tob 
Cap.  n,  §.  16.  umzaketiren.  Der  kürzeste  Abstand  von  g^,  g^  Bctmüdct 
die  Momentanaze  C  rechtwinklig  in  einem  Punkte  C.  Sind  A,  S  seine  Fnaa- 
punkte  auf  ^, ,  g^  so  ist 

Durch  die  Elementarbewegung  um  die  Uomentanaxe  erlangt  der  Punkt 
B  eine  äeschwindigkeitscomponente  CB .  m,  herrOhread  von  der  Winkel- 
geschwindigkeit <o  um  C,  senkrecht  zu  C  und  eine  Componente  Cg  parsllel 
C,  gleich  der  Tranelationsgeschwindigkeit  des  Systems.  Die  TangsDte  der 
Neigung  ^  der  Qeschwindigkeit  v  ='¥  vi  -{-  CB  .  cd*  des  Punktes  B  ge- 
gen die  Momentanaze  ist  daher  tg  ^  ■«  CB  ■  —  oder  es  ist  CB  .  u  ^  «^  tg  f . 

Fassen  wir  nun  die  Geschwindigkeit  von  B  anf  als  erzeugt  durch  die  Win- 
kelgeschwindigkeiten 01^.  o),  am  die  coiyugirten  Graden  ffi,  g^  so  verdankt 
B  seine  Geschwindigkeit  blos  co^,  da  es  g^  angeh&rt.  Daher  fftllt  v  in  «bb 
Normalebene  zu  ;,  und  ist  v  senkrecht  zu  g^,  Ziehen  wir  also  durch  B 
eine  Parallele  ■)>  zu  ?j,  so  sind  die  Winkel  i^  nud  {yC^  oder  also  auch  <p 
und  (ßiC)  Complement Winkel,  also  tg  ^  .  tg  ^^C^)  ^  I.  Damit  geht  die 
Gleichung  CB  .  lo  =  iig  tg  ^  über  iu 

CB.tg(y,C)  =  ^ 

und  erhUt  man 

^  C .  tg  (Cg,)  =  CB.i«(g,C)~~^. 

Nimmt  mau  also  die  Äze  j;,  willkürlich  an,  so  htngt  die 
Neigung  (Cg^)  der  zweiten  Axe  g^  gegen  die  Uomentanaxe  nur 
von  dem  Abstände  AC  der  ersten  Aie  ;,  von  der  Uomentai- 
aze  ab. 

Sind  die  Axen  g„  g^  zu  einander  senkrecht,  d.  h.  ist  jode  die  Bieb- 
tung  der  Geschwindigkeit  eines  ihrer  Punkte,  so  ist 

tg(C«,)_tgO,C)! 
mithin 

AC.CB=-  \ 

Für  die  Winkelgeschwindigkeit  Uj  um  g^  hat  man 
la,  .  {AC -^  CB)  =  V    oder     <dJ  .  (.^10  +  CB)» -=  pj  +  CB* .«' 
nud  ebenso  fUr  die  Winkelgeschwindigkeit  w,  um  g^ 
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«',  ■  Tb'  — 1-;  +  Je' ,  ■.'. 


CB--''-(»lg(j,C)-5-! 


«(?,c) 


I»     Bin  (i7iC)' 
so  erhslt  man  hiemit: 


[JC.  «I  ein  (j,C)  +  ».  cos  (ji,C)]"  ' 
,  u\vl  +  ÄC*  .  CO*)  Bin*  fgt  C) 

"■  ~  MC . » .in"5;cy+".7coV(j7cii"' ' 

Das  VerhSltaiiss  der  beiden  WinkelgeBchwindigkeiten  ist: 


«1        cJ  +  ^C'.w»     "»'(ftC) 
Es   ist  aber,   wenn  man  die  Bewegung  ron  Ä  als  Rotation  um  g^ 


=  Bin'  (Cy^; 


«>,  t\ü(ßyC) 

t  üebereinatimmang  mit  Cap.  II,  §.  16  u.  Cap.  III,  §.  26. 
Endlich  hat  man 


and  also 

8.  AIb  Constractionen  für  die  Uomentanaxe  IcSimen  die  Cap.  I,  §.  14. 
uad  Cap.  III,  §.  27  angefUhrten  gebraucht  werd^,  erstere,  indem  man  Ou, 
Oß,  Oy  durch  die  Bahnelemeute  dreier  Funkte  oder  ihre  Geechwindig- 
keiten  vertreten  Usst. 

§.  6.  Die  indiTiduelle  Natur  der  Bewegung  des  Systems  wird  durch 
die  beiden  geradlinigen  FISchen  (C),  (/*)  bestimmt,  von  denen  die  letztere 
auf  der  ereteren  rollt  und  gleitet.  So  viele  derartige  flBchenpaare  denk- 
bar sind,  Bo  viele  verschiedene  Bewegungsarten  des  Systems  sind  möglich. 
Darunter  gibt  ob  jedoch  Fälle  von  einer  gewissen  Unbestimmtheit.  Denn 
nicht  immer  sind  die  Elemente  der  Sohraubeubewegung,  Translation  und 
Amplitude,  durch  die  Beschaffenheit  der  FlScben  bestimmt  nnd  es  können 
z.  6.  zwei  Cylinder  auf  mannigfache  Weise  rollen  nnd  gleiten. 

Die  Bewegungsarten  des  Systems  lassen  sich  eintbeilen  nach  dem  Ge- 
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Biohtspimkte ,  dass  die  Flächen  (C),  (P)  beide  windschief,  oder  beide  ab- 
wickelbar sind.  In  jedem  Momente  berühren  sich  diese  Flächen  Ifings  einei 
BTzeugungslinie,  der  Uomentanase,  d.  h.  aie  bähen  zwei  aofeinonderfolgende 
Erzengungalinien  nebst  den  zwischen  diesen  enthaltenen  FlScbenelementen 
gemein.  Daher  können  eine  abwickelbare  und  eine  windschiefe  FUche 
mcht  Flachen  {C)  and  (r)  sein;  denn  die  Fischenelemente  der  ersterea 
fallen  in  ein  nnd  dieselbe  Ebene,  die  der  andern  nicht.  Ebenso  können 
nicht  alle  Arten  abwickelbare  Flficheu  anf  einander  rollen  nnd  glüten, 
s.  B,  eine  Kegelflfiche  und  eine  Cylinderfl&che.  Wir  wollen  jetzt  die  Be- 
dingungen anfeachen,  welche  erfüllt  sein  mUssen,  damit  Bollen  und  Gleiten 
fOr  zwü  windschiefe  Flftchen  anf  einander  möglich  sei 

Es  sei  g  (Fig.  120)  eine  Erzengnugslinie  einer  windschiefen  FUche,  g 
eine  ihr  unendlich  nahe,  welche  sie  unter  dem  unendlich  kleinen  V^nkel 
da  kreuzt  und  von  ihr  den  kürzesten  Abstand 
dp  hat.  In  allen  Punkten  A  von  g  erricblen 
wir  Perpendikel  auf  g,  welche  g'  ia  den  Punk- 
ten B"  schneiden.  Die  Ebenen,  welche  g  nnd 
*^-  '«>■  diese  Perpendikel  AB"  enthalten,  sind  die  Tan- 

gentenebenen in  den  Punkten  A  längs  g.  In  dem  Ebenenbltsehel  der  Tan- 
gentenebenen der  Fläche  längs  der  Erzengungslinie  g  ist  eine  ausgezeichnete, 
die  Centralebene  des  Btlschels;  sie  ist  diqeuige,  welche  den  kfltzesten 
Abstand  A^B,,  von  g,  g  enthält.  Ziehen  wir  dorch  den  Fusapunkt  A^  des 
kürzesten  Abstandes,  den  Centralpnnkt  von  g,  eine  Gerade  y  parallel?', 
mien  von  B  auf  y  das  Perpendikel  BQ  und  verbinden  C  mit^,  so  stellt 
in  dem  bei  (7 rechtwinkligen  Dreieck  ABO^tsr  Winkel  B  die  Neigung 9 der 
Tangentenebene  in  A  gegen  die  Centralebene  dar.    Es  ist  daher 

\%9='AC:CB 
d.  h. 

tg  d  =  A^A  .ia:d$ 
oder  wenn  wir  A^A  =  x  setzen, 

,     „        d«  X 

tg#  = 


äp 


I  LSnge  dar,  die  wir  mit  k  be- 


zeichnen und  den  Parameter  der  Erzeugnngslinie  g  der  windschiefen  FUche 
nennen.  Derselbe  ist  das  YerfaSltniss  des  kürzesten  Abstandes  dp  von  der 
nächsten  Erzeugnngslinie  zum  Kreuznngminkel  da  beider  Erzengungstinisn. 
Für  #  ■=  J^«  wird  «■«»(,  wodurch  eine  wwtere  Bedeutung  von  %  gegeben 
iet.  FUr  die  Tangentenebene  in  einem  zweiten  Punkte  .4'  von  g'  seien  / 
und  &'  der  Abstand  vom  Centralpunkte  und  die  N^gong  der  Tangentesebene 
gegen  die  Centralebene',  f^  ihn  ist 
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t^  #'  =  ^■ 
und  mithin  besteht  die  Gleichung 

ig».tg»'  =  ^- 

Nehmen  wir  den  Funkt  A  ao  an,  daaa  seine  Tangentenebene  auf  der  Tftn- 
gentenebene  des  Punktes  A  senkrecht  steht,  so  wird  die  Tangentenebene  des 
Punktes  A!  Nonnalebene  in  A  und  die  Tangentenebene  von  A  Kormalebene 
in  Ä  und  da  in  diesem  Falle  tg  #  tg  #'  ^  +  1  werden  musa,  so  folgt 
XX  ■=  +  **. 
Jede  Tangentenebene  einer  windschiefen  FlAche  ist  zugleich  Normal- 
ebene  in  einem  Punkte  der  Erzeagungslinia,  welche  sie  enthalt  and  dieser 
Punkt  nnd  ihr  BerOhrnngspankt  gehCren  einer  Punktinvolntion  an,  für  welche 
der  FuBspnnkt  des  kürzesten  Abstandes  der  Centralpnnkt  ist.  Da  diese 
Involution  durch  den  Centralpunkt  und  den  Parameter  k  bestimmt  ist,  so 
ist'  es  auch  die  ihr  entsprechende  Involution  der  TangentenebenAi. 

Sollen  nun  Kwei  windschiefe  Flachen  (ß)  und  (F)  sich  längs  einer 
Kneugnngslinie  C  berühren,  so  mtissen  sie  den  Ebenenbflsohel  aller  Tan- 
gentenebenen gemein  haben,  d.  h.  die  Centralpunkte  beider  FlBchen 
auf  der  BerUhrnngeerzeageadeti  C  müssen  zusammenfallen  und 
ihre  Parameter  müssen  gleich  sein.  Diese  Bedingung  mnss  für  alle 
Paare  von  entsprechenden  Geraden  C,  T  beider  Flachen  erfDllbar  s«n,  wenn 
das  BoUen  und  Gleiten  der  einen  auf  der  andern  mö^ch  sein  soll.  Durch 
daa  Gleiten  wird  die  eine  Flache  so  längs  der  Erzeugungslinie  verschoben, 
dass  die  successiven  Centralpunkte  sich  vereinigen,  durch  das  Bollen  wer- 
den die  Centralebenen  und  folgenden  Erzeagungslinien  zur  Coincidenz  ge- 
bracht. 

Der  Ort  der  aufeinanderfolgenden  Fusspunkte  A^  der  kürzesten  Ab- 
stände dp  ist  eine  Curve  auf  der  windschiefen  Fläche,  die  Striotions- 
linie.  Dieselbe  ist  im  Allgemeinen  schief  geneigt  gegen  die  Erzeugungs- 
lisien.  Schneiden  die  Striotionslinien  beider  Flächen  (C),  (r)  die  Eixengungs- 
liuien  unter  demselben  Winkel,  so  ist  das  Gleiten  Null  nnd  rollt  die  FlSche 
(r^  Mos  auf  der  Fläche  {fi)\  sie  wickelt  sieb  auf  ihr  ab,  ahnlich  wie  eine 
abwickelbare  Fläche  auf  der  andern. 

Für  abwickelbare  Flächen  wird  der  kürzeste  Abstand  <ij)  e=  0  und 
diunit  der  Parameter  x  ->  0.  Der  Centralpunkt  wird  der  Schnittpunkt  der 
Erzeuguagelinie  mit  der  folgenden.  Da  für  eine  Cj'linderflSche  der  Central- 
punkt  im  Unendlichen  liegt,  für  eine  Kegelfläche  aber  nicht,  so  können 
solche  FlBchen  nicht  auf  einander  rollen  und  länge  der  Bertthmngslinie 
gleiten. 
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Die  Torstehenden  Betrachtungen  Über  die  Tangentenebene  windfichiefer 
Flfiehen  wurden  ran  Chasles  gegeben  (Sur  quelques  propri^t^s  gän^rales 
dea  Borfaces  gaucbes.  (Lionville,  Journal  de  uafb^ni.  T.  n  (1837),  p.  413); 
die  Anwendung  auf  die  FlBchen  (C),  (f)  rührt  von  Bour  her  (Conrs  de 
U^canique  et  Uachinea,  Cin^matiqne,  p.  138). 

§.  6.  Die  beiden  auf  einander  folgenden  Lagen  des  beweglichen  SysteniB, 
die,  ans  welcher  heraus  und  die,  in  welche  dasBelbe  dnrch  die  Elementar- 
bewegung  geführt  wird,  geben  auBser  dem  Compleie  ersten  Gradea  der 
BBmmtlichen  Normalen  aller  Babnelemente  noch  zu  einem  Compleze  zweiten 
Grades  Veranlassung.  Derselbe  wird  von  den  Tangenten  der  Halmen  als 
ComplexBtralen  gebildet.  Dieselben  sind  die  Verbindungslinien  der  homo- 
logen Punkte  der  beiden  congmenten  Systeme,  welche  jene  Lagen  bilden, 
um  dies  zu  erweisen,  haben  wir  mit  Bflcksicht  auf  Th.  I,  Cap.  V,  §.  8. 
nur  zu  zeigen,  dass  die  sSmmtlichen  Stcslen  einer  beliebigen  Ebene  einen 
Kegelschnitt,  als  Linie  2.  Classe,  umhnllen  und  daas  die  Straten  eines 
Ponktes  einen  Kegel  2.  Ordnung  bilden.  Es  sei  t  eine  Ebene  des  ersten 
Systems,  V  die  ihr  homologe  des  zweiten  und  seien  a,  h'  die  beiden  in 
ihrer  Schnittlinie  vereinigten,  im  Allgemeinen  nicht  homologen  Geraden. 
Der  Geraden  b'  in  e'  ist  homolog  eine  gewisse  G;er8de  bat.  Beide  Ge- 
raden b,  l)  enthalten  congraente  homologe  Ponktreihen,  liegend  in  t.  Ke 
Stralen,  welche  deren  homologe  Punkte  verbinden,  nmhtUlen  eine  Parabel. 
Da  E  eine  beliebige  Ebene  ist,  so  ist  hiemit  der  erste  Theil  des  Satzes 
bewiesen. 

Es  sei  feiner  P  ein  Punkt  des  ersten  Systems,  P'  der  ihm  homologe 
und  seien  a,  b'  die  beiden  Stralen,  welche  in  die  Linie  PF"  bin<Hnfklten. 
Dem  Strale  b'  des  StralenbUndels  P'  entspricht  ein  Stral  b  von  P  und  dem 
Ebenenbttscfael  um  h'  der  Ebenenbüscbel  um  b.  Diese  beiden  EbenenbDschel 
sind  congruent  und  erzeugen  daher  die  Schnittlinien  ihrer  homologen  Ebe- 
nenpaare einen  Kegel  2.  Grades,  welcher  h  und  Ii'  enthtUt  und  P  zum 
Mittelpunkte  hat  Jede  Schnittlinie  homologer  Ebenen  u,  a  ist  aber  tn- 
gleioh  Verbindungslinie  homologer  Punkte.  Denn  als  eine  Linie  g  von  a 
ist  sie  einer  Linie  /  von  ä  homolog  und  da  g  und  g  sich  schneiden, 
weil  sie  beide  «'  angehfiren,  so  entspricht  ihrem  Schnittpunkt  &'  als  einem 
Punkt  des  zweiten  Systems  ein  gewisser  Punkt  G  des  ersten,  welcher,  da 
G  auf  g  liegt,  auf  g  liegen  mu83.  Daher  ist  g  Verbindungslinie  homolo- 
ger Punkte  G,ff'. 

Ans  diesen  Betrachtungen  folgt,  dass  die  Biohtungen  der  Ge- 
schwindigkeiten im  beweglichen  System,  welche  durch  einen 
Punkt  gehen,  einen  Kegel  2.  Grades  bilden. und  die  Richtungen 
derselben,   welche  in  eine  Ebene  fallen,   eine  Parabel  berflhren. 

Die  Punkte  A  des  Systeme,  deren  Geschwindigkeitsriohtnn- 
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gen  durch  einen  Funkt  P  gehen,  geh&ren  einer  cubiscben  ElHpee 
an.  Denn  dem  Ponkte  P  als  einem  Ptmkte  ^  des  zveiten  Systems  ent- 
spricht  ein  gewisBer  Pnnkt  Q  des  ersten  Systems,  welcher  ihm  noendlich 
nah  liegt  and  dem  StralenbUiidel  ^  das  ihm  congrnente  <j.  Die  Sbalen 
des  letzteren  gehen  dorch  die  Punkte  A,  iKe  des  ersteren  durch  die  homo- 
logen  Punkte  A'.  Die  Tangenten  AA'  gehen  aber  alle  durch  P{Q').  Da- 
her schneiden  sich  die  Straten  beider  BOndel  in  den  Punkten  A'  oder  in 
der  Grenze  in  den  Pankten  A.  Der  Ort  der  Punkte  A  ist  also  die  Cnrve, 
in  welcher  sieh  die  Stralen  zweier  congruenter  StralenbUndel  schneiden, 
welche  überhaupt  einander  begegnen.  Diese  Curve  ist  der  Schnitt  zweier 
Kegel  zweiten  Grades  (denn  die  Oomplexatralen,  welche  durch  P  gehen, 
liegen  auf  einem  solchen  and  ihm  ist  ein  ebensolcher  homolog),  welche  die 
Schnittlinie  PQ  gemein  haben. 

Sie  ist  vom  dritten  Grade,  weil  der  Gesammtschnitt  beider  Kegel,  der 
aus  ihr  and  dieser  Scheitellinie  besteht,  vierten  Grades  ist.  Die  Curre  hat 
nur  einen  anendlich  fernen  Punkt  Denkt  man  sich  idmiich  mit  dem 
Stralenbtlndel  Q  concentrisch  ein  anderes  ^',  welches  Q'(P)  cougruent  und 
parallel  ist,  so  haben  Q  und  Q"  nur  einen  Doppelstral.  Denn  hatten  sie 
zwei  solche,  so  h&tten  sie  nach  Cap.  I.  §  9.  lauter  Doppelstr&len.  Daher 
haben  Q  und  ^  auch  nnr  einen  Parallelatral  und  mithin  hat  unsere  Carre 
mir  einen  unendlich  fernen  Ponkt  Eine  solche  heisst  aber  eine  cubieche 
Ellipse. 

§.  7.  Ein  freier  Punkt  ist  nach  allen  Bichtangen  des  Baumes  beweg- 
lich; eine  Bedingung,  welcher  er  unterworfen  wird,  beschi^nkt  seine  Be- 
weglichkeit Diese  Bedingung  kann  aber  so  beschaSen  sein,  dass  sie  ihn 
auf  eine  bestimmte  Fl&che  als  geometrischen  Ort  itwingt,  oder  dass  sie  ihm 
zwar  Beweglichkeit  in  einem  gewissen  Theile  des  Ranmes  gestattet,  ihm 
aber  Tersagt,  in  gewisse  andere  Theile  desselben  einzudringen.  Bedingun- 
gen der  ersten  Art  kann  man  zwingende,  solche  der  letzteren  einsütig  hin- 
dernde Bedingungen  nennen.  Die  Bedingung,  dass  der  Punkt  constante 
Summe  seiner  AbstBnde  von  zwei  festen  Punkten  haben  solle,  ist  eine 
zwingende^  sie  nüthigt  ihn  auf  einem  Rotationsellipsoid  zu  bleiben;  die 
Bedingung,  dass  diese  Summe  kleiner  als  eine  gegebene  Grüsae  sein  solle, 
hindert  ihn  in  den  Baum  ausserhalb  eines  Rotationsellipsoids  einzudringen, 
wUirend  sie  ihm  die  Bewegung  im  Innern  desselben  gestattet  Wir  wol- 
len hier  blos  von  den  zwingenden  Bedingungen  reden  und  nur  solche 
meinen,  wenn  wir  das  Wort  „zwingend"  nicht  ausdrücklich  hinzufltgen. 

Drei  Bedingungen  bestimmen  die  Unbeweglichkeit  eines  Punktes,  zwei 
gestatten  ihm  Bew^Iichkeit  auf  einer  Linie,  eine,  Bew^lichkeit  auf  einer 
FlKohe.  Eine  Gerade  ut  nnbeweglich,  wenn  zwei  ihrer  Punkte  es  sind. 
Die   ünbewegliohkeit   des  einen  erfoi-dert  3  Bedingungen;   da  der  andere 
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bereits  der  Bedingung  genttgt,  oonstaiiten  AbstAnd  von  jenem  zu  besitzen, 
so  sind  für  seine  UnbewegUobJEeit  blos  noch  zwei,  im  Ganzen  also  ftlnf  Be- 
dingungen für  die  [Jnbewegliohkeit  «ner  Geraden  in  allen  ihren  Funkten  er- 
forderlich. Vier  Bedingungen  gesiatten  Bewegung  der  Geraden,  so  daaa 
alle  Pnnkte  bestimmte  Bahnen  beschreiben,  drei,  daas  die  Punkte  aof  be- 
stimmten Flächen  m  bleiben  genöÜiigt  sind.  Soll  die  Gerade  nur  eine 
feste  Lage  haben,  in  ihrer  Situationslinie  aber  gleiten  kSnnen,  so  ^Ilt  von 
den  5  Bedingungen,  welche  die  ünbewegUchkeit  ihrer  Punkte  bestimmen, 
eine  hinweg  und  gentigen  4  Bedingungen;  drei  Bedingungen  gestatten  ihr 
Bewegung  im  Banme.  Sechs  Bedingungen  bestimmen  die  ÜnbewegUchkeit 
^ea  unveränderlichen  Systems.  Denn  dasselbe  liegt  fest,  sobald  drei  nicht 
in  gerader  Linie  liegende  Funkte  desselben  fest  sind.  Jeder  derselben 
wQrde  für  sich  hiezu  3,  sie  .alle  zusammen  also  9  Bedingungen  fordern; 
da  aber  vermttge  der  Unverftnderlichkeit  ihrer  Verbindung  unter  «nander 
bereits  drei  Bedingungen  bestehen,  nimlich  die,  dass  ihre  drei  AhstS^de 
von  einander  constaat  bleiben,  so  ertlbiigen  blos  6  Bedingungen  für  die 
ÜnbewegUchkeit  des  Systems. 

Fflnf  Bedingungen  gestatten  dem  System  BewegUchkeit;  jeder  Punkt 
beschreibt  eine  bestimmte  Linie.  Vier  Bedingungen  gestatten  Beweglichkeit 
auf  unendlich  viele  Arten;  jeder  Punkt  bewegt  sich  auf  einer  FlSche  (ge- 
wisse Funkte  beschreiben  dabei  immer  dieselben  Bahnen,  wie  auch  die  Be- 
wegung im  üebrigen  abgeändert  werden  möge).  Drei  Bedingungen  ge- 
statten Bewegung  so,  dasa  ein  Punkt  eine  beliebige  Richtung  einschlagen 
kann  (dabei  sind  gewisse  Funkte  gezwungen,  auf  bestimmten  Flächen  zu 
bleiben). 

Man  unterscheidet  verschiedene  Grade  des  Zwanges  und  der  Früheit 
für  Systeme  und  Punkte.  BUn  System  ohne  beschränkende  Bedingung  f^ 
seine  Beweglichkeit  ist  vom  nullten  Grade  des  Zwanges  und  vom  sechsten 
Orade  der  Freiheit  (absolute  Freiheit);  ein  solches  mit  einer  Bedingung 
vom  1.  Grad  des  Zwanges  und  dem  5.  Grade  der  Freiheit,  bei  2  Bedin- 
gungen vom  2.  Grade  des  Zwanges  und  4.  Grade  der  Freiheit,  bei  3  Be- 
dingungen vom  3.  Grade  des  Zwanges  und  3.  Grade  der  Freiheit,,  bei  4 
Bedingungen  vom  4.  Grade  des  Zwangs   and  2.  Graden  der  Freiheit,  bei 

5  Bedingungen  vom  5.  Grade  des  Zwanges  und  1.  Grade  der  Freiheit;  bei 

6  Bedingangen  ist  das  System  unfrei.  Der  Giad  des  Zwanges  and  der 
Freiheit  kann  dabei  aber  für  verschiedene  Punkte  des  Systems  verschie- 
den sein. 

Die  Bedingungen  der  BewegUchkeit  iür  das  System  kfinnen  süsser- 
ordentUch  miuinigfaltig  sein,  z.  B.  fUr  den  ersten  Grad  der  Freiheit  ken- 
nen gegeben  sein  5  Systempunkte  P,,  P, .  ■ . .  Pg,  welchä  auf  5  Flächen 
F,,  i'g, . . .  i\  zu  bleiben  gezwungen  sind.    Fallen  hiebei  2  Punkte  P^,  P, 
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in  einen  Punkt  sBB&nunen,  weloher  sich  auf  den  beiden  Flächen  F^,  f,,  d.  h. 
auf  deren  DurchschnittBlinie  bewegt,  bo  erhält  man  den  Fall,  dass  4  Funkte 
gegeben  sind,  von  denen  einer  anf  einei-  Cnrve,  die  drei  anderen  auf  drei 
Fl&chen  an  bleiben  genStbigt  sind.  Fallen  noch  zwei  andere  Punkte  in 
einen  zusammen,  so  ergibt  sioh  die  Bewegung,  bei  welcher  2  Funkte  Cur- 
ven  beschreiben  und  ein  dritter  anf  einer  Flftcbe  bleibt  Laset  man  drei 
Punkte  in  einen  zusammenf&Uen,  so  wird  derselbe  fest;  er  befindet  sich  in 
einem  der  Dnrchs^dmittspunkte  dreier  FlSchen,  man  erbftlt  die  Bewegung 
des  Systems,  wobei  ein  Punkt  ruht,  3  andere  auf  gegebenen  FlSoben  blei- 
ben. An^  kSnnen  die  fünf  Pnnkte  verschieden  sein,  aber  von  den  6 
Fischen,  aof  weUhen  sie  sich  bewegen  2  oder  3,  1  oder  alle  5  in  eine 
zusammenfallen.  Eine  andere  Beihe  von  FSUeu  erhslt  man  durch  Um- 
kehmng  des  ebenerwUinten  allgemeinen  Falles  und  fernere  Specialiaation. 
Es  kOnueo  n&mlicli.  6  Fl&chen  durch  5  gegebene  Punkte  gehen;  swei 
Flttohen,  d.  h.  ihre  SiämittUnie  durch  einen  Punkt,  drrä  andere  FlKehen 
durch  drei  weitere  Punkte  gehen  u.  b.  f.  Andere  Gruppen  bilden  sich, 
wenn  die  BerQhning  von  FlAchen  mit  Flfiohen  and  Cnrren  in  Betracht 
gezogen  wird.    Aehnliches  gilt  für  die  versohiedenen  Grade  der  Freiheit 

§.  8.  Ba  sind  5  Punkte  Pj,  Pj,  Pj,  P,,  P^  eines  anverfinder- 
lichen  Systems  gezwungen,  sich  anf  5  Fisches  f,,  F^,  F^,  F^,  F^ 
zu  bewegen,  man  soll  fOr  irgend  eine  Lage  des  Systems  die 
Momentanaze  C,  die  Winkelgeschwindigkeit  und  Translations- 
gesch windigkeit  für  sie  finden  und  ferner  die  Normalebene 
der  Bahn  eines  beliebigen  Punktes,  die  Normale  der  FlSche, 
welche  eine  beliebige  Bystemcurve  beschreibt  und  die  Berfih- 
rungslinie  bestim-men,  IKsgs  welcher  eine  SystemflKohe  ihre 
EoTcloppe  berührt. 

Han  ziehe  die  tOnf  Normalen  Ni  der  fünf  Flfichen  Fi  in  den  fUnf 
Funkten  P(  und  bilde  die  fünf  mSgUchen  Combinationen  derselben  zu  vieren. 
Jede  Normale  JT«  ist  eine  Gerade  des  Systems,  welche  senkrecht  ist  zu  der 
Bahn  eines  ihrer  Paukte  Pi^  sie  ist  daher  senkrecht  zu  den  Bahnen  aller 
ihrer  Pnnkte  (§.  4,  Nr,  4)  und  mithin  ein  Stral  des  Complezes  I.  Grades, 
welcher  durch  die  Elementarbewegung  des  Systems  bestimmt  ist.  Jede  der 
5  Combinationen  m  vieren  wird  von  zwei  Geraden  geschnitten;  es  süen 
(Z^Xi),  (Xgii),  (ig ig),  (i^ii),  (L^Li)  die  diesen  Combinatitmra  zuge- 
hörigen &  Paare  Transversalen.  WBhlt  man  eine  Gerade  eines  solchen 
Paares  zu  der  wnen  von  zwei  conjugirten  Rotationsaxen,  z.  B.  X,,  so  ist 
die  zweite  Xi ,  die  andere,  ihr  coi^ugirte  fiotationsaxe,  weil  sie  die  4  Com-  - 
piexstralen  der  Combination  schnöden  muss.  Ber  kttrzeste  Abstand  d, 
beider  achneidet  die  Centralaxe  des  Complexee  rechtwinklig.  Ebenso  schneidet 
der  ktlrseste  Abstand  d^  von  (.X,X^  dieselbe  rechtwinklig.    Daher  ist  der 
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kfineete  Abstand   von  dj,  ^  die  Ceatralaxe  C  selbst.    Das  WindongBrer- 
hSltniss    —  ist  gleich  dem  kürzesten  Abstände  zwischen  C  und  L  multipli- 

cirt  mit  ig  ipl''). 

Zieht  man  durch  irgend  einen  Sjstempunkt  IS  die  5  Geraden  Ni,  wekbe 
die  5  Geradenpaare  (X^Zv)  schneiden,  eo  sind  sie  Complexetialen  und  senk- 
recht zu  der  Bahn  des  Ponktes  M.  Sie  fällen  daher  alle  ^Inf  in  die  Nor- 
malebene der  Bahn  von  M  und  zwei  von  ihnen  genfigen,  nm  dieae  Ebene 
zu  bestimmen.  Der  Satz,  dass  fünf  Gerade  eines  Punktee,  welche  fUnf  Pur 
Goi^jugirter  Geraden  eines  Compleses  schneiden,  in  einer  Ebene  liegen, 
wnrde  zuerst  ?on  Sylvester  (Comptes  resdus  T.  52,  p.  713  (1861)}  ge- 
funden. 

um  die  Normale  in  einem  Punkte  M  der  Flache  (M)  zu  finden, 
welche  eins  Cnrve  (m)  des  Systems  beschreibt,  bedenke  man,  dass  dieselbe 
in  der  Norrnalebene  der  Carve  (tu)  im  Punkte  Jlf  und  in  der  Normalebene 
der  Bahn  des  Punktes  M,  welche  auf  der  Fläche  (Jlf)  liegt,  enthalten  sün 
und  also  die  SchnitÜiuie  dieser  beiden  Normalebenen  sein  muss. 

Die  Curre,  längs  welcher  eine  Systemfläche  ihre  Enveloppe  berührt, 
ist  die  Schnittlinie  der  Fläche  mit  ihrer  folgenden  Lage.  Da  die  Punkte 
dieser  Gurre  Bogenelemente  beschreiben,  welche  auf  der  Fläche  liegen,  eo 
sisd  sie  die  Fusspunkte  der  Normalen  der  Fläche,  welche  zwei  conju^rte 
Gerade  schneiden. 

Die  vorstehende  Lösung  der  Au^abe  ist  auch  für  die  Fälle  brauch- 
bar, bei  welchen  ein  Sjstempunkt  eine  gegebene  Curve  beschreibt.  Mu 
kann  diese  Curve  als  Schnitt  irgend  zweier  Flächen  ansehen,  welche  siefa 
in  ihr  schneiden.  Man  kann  also  zwei  beliebige  Normalen  der  Curve  ziehen 
und  mit  ihnen  weiter  construiren. 

§.  9.  Es  sind  vier  Punkte  P^,  P,,  Pj,  P^  des  beweglichen 
Systems  gegeben,  welche  sich  auf  vier  festen  Flächen  F^,  F^, 
fg,  i\  bewegen;  man  soll  fftr  irgend  eine  Lage  des  Systems  die 
Normale  der  Fläche  (3f)  finden,  auf  welcher  sich  ein  beliebiger 
Systempunkt  .2f  bewegt  und  die  sämmtlichen  Momentanazen  fOr 
die  möglichen  Bewegungen  des  Systems  bestimmen. 

Die  vier  Normalen  Ni  der  vier  Flächen  Fi   in  den  vier  Funkten  Pi 

sind  Gerade,  welche  senkrecht  sind  zu  den  Bahnen  ihi-er  Punkte.    Denkt 

man  sich  daher  irgend  eine  der  miJglichen  Bewegungen  des  Systems,  welche 

den  Bedingungen  der  Aufgabe  entspricht,  so  sind  sie  vier  Stralen  des  Com- 

-   plexes,  welcher  durch  die  Centralaie  dieser  Bewegung  und  deren  Parametei 

«°  • 

—  bestimmt  ist.     Sie    smd    daher   gemeinschaftliche   Stialen    aller    Com- 

plexe,  deren  Centralasen  den  unendlich  vielen  verschiedenen  m(^Iifdien  Be- 
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begangen  des  Systems  entspreoiien.  Diese  vier  Geraden  werden  von  2 
TnmBTeFB&len  [L,  L")  geschnitten,  welche,  wie  beim  vorigen  Problem  con- 
jngirte  Kotationsaien  sein  mOsBen  und  zwar  gemeinschaftlich  fUr  alle  mög- 
lichen Bewegnngen.  Eine  Gerade,  welche  man  von  M  so  zieht,  daes  sie 
L,  L'  schneidet,  ist  ein  Complexstral  flU'  alle  Compleze,  mithin  Normale 
für  alle  Bogenelemente,  welche  M  beschreiben  kann,  d.  h.  Normale  der 
Fliehe  (M). 

Das  geometrische  Stralengebilde,  welches  ans  den,  zweien  Complexen 
1.  Grades  gemeinsamen  Stralen  besteht,  heisst  nach  Plflcker  eine  Con- 
gruenz.  Vier  Stralen  bestimmen  die  Congmenz.  Ks  gibt  nnifiblige  Com- 
plexe,  welche  die  Stralen  der  Congmenz  gemein  haben.  Sie  alle  bilden  oIdq 
Gnippe,  welche  nach  Flücher  eine  zweigliedrige  Grappe  von  Complexen 
heisst,  indem  zwei  dieser  Complexe  gentigen,  rnn  die  Congmenz  zu  bestim- 
men. Die  zwei  Geraden,  welche  die  vier  die  Congrnenz  bestimmenden 
Stralen  schneiden,  heissen  die  Directricen,  ihr  kürzester  Abstand  die 
Axe  und  die  Ebene,  welche  diese  Axe  rechtwinklig  halbirt,  die  Central- 
ebene  der  Congmenz.  Die  Congmenz  besteht  ans  allen  Stralen,  welche 
die  Directricen  sohneiden.  In  jedem  Complexe,  welcher  die  Congmenz  ent- 
hSlt,  sind  die  Directricen  ein  Faar  conjngirte  Gerade.  Jeder  solche  Com- 
plex  hat  eine  Centralaxe  und  alle  diese  Axen  bilden  eine  gewisse  cubisehe 
geradlinige  Flache,  die  Axenflftche  der  zweigliedrigen  Gmppe. 

um  die  Centralaxe  irgend  eines  der  Complexe  zn  finden,  bedenken 
wir,  dass  sie  den  kürzesten  Abstand  der  IMrectricen  X,  L'  rechtwinklig 
gclmeidet  nnd  ihn  in  dem  Verh&ltniss  der  Tangenten*  der  Winkel  theitt, 
welche  sie  mit  den  Directricen  der  Congmenz  bildet.  Beschreiben  wir  also 
nm  dw  kürzesten  Abstand  AA' =^  2d  der  Directricen  mit  beliebigem 
Badins  einen  Kreiscylinder  und  legen  an  ihn  eine  Tangentenebene,  welche 
L,  L'  in  den  Punkten  Q,  <^  schneidet;  der 
ktlrzeste  Abstand  CG'  von  AÄ  nnd  CC 
wird  eine  Centralaxe  sein.  Denn  projioirt  mau 
die  Figur  auf  die  Centralebene  der  Congmenz 
(Fig.  121)  nnd  bezeichnet  mit  kleinen  Bneh- 
staben  die  Frojeotionen  der  mit  den  entsprechen- 
den grossen  Buchstaben  bezeichneten  Funkte  etc., 
so  ist 

tg  (Xg)   __  g^        AC 
tg(CXO        c's' ""  <^^' 
WKhlt  man  die  Ebenen,  welche  durch  die  Aie  der  Congmenz  geben 
und  die  Winkel  {LL')  halbiren,  zusammen  mit  der  Centralebene  zu  Coor- 
dinatenebenen,  so  dass  die  Axe  der  Congmenz  die  z-Axe  ist  und  bezeich- 
net  mit   9)   den   Winkel,   den  ec'   mit  der  x-Axe  bildet,    so  besteht  für 
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irgend    einen    Punkt    (xge)    der    Centralaxe   CC    eines     Complexea   die 
BeUtion 

ÄC  _  d J-^  _  tg (g  +  y) 

(74'        d  —  «  ~  tg  («  —  q.) ' 
wo  2(f  den  Winkel  (LL')  bedeatet.    merans  folgt 

£  =  -; -—  ■  Bin  2  Ol. 

sin  2  ff  ^ 


Bmq>  =  — ,    cos  9!  ==  — ,      f  =»  yai'  +  y  i     sm  2y  ■—  — j- 
und  daher  die  Gleichung  dar  Fl&cbe  aller  Centnüaxen  der  Complexe 
/  i_L    *,  2d 

Dieae  Äzenfltlche  wurde  von  Flacker  (Philosoph.  Transsrct^  VoL  165, 
p.  756  (1665)  nndNeue  Qeomstrie  des  Baumes,  S.  97  [1868]  )gefiu)dei];  ihn 
Bedeatung  für  die  Mechanik  bemerkte  zuerst  Ball  (The  Theory  <£  screws, 
a  geometric&l  study  of  tbe  kinematjcs,  equUibriom,  and  sotall  osdllationB  of 
a  rigid  body.  Transact  of  tbe  B.  Irieh  Academy,  Vol.  XXV  <8eieiice),  p.  157 
(1871)  und:  Theory  of  sorews;  a  study  in  dynamioB  of  a  rigid  body.  Dablin 
1876).    Ball  nennt  sie  nach  Cayle/s  Vor3chlag  „Cylindroid". 

Ab  Lösnng  der  Aufgabe  erhalten  wir  also  das  Beanltat: 

Ein  System,  von  welchem  Tier  Punkte  aof  yier  gegebene 
Flftoben  gezwungen  sind,  kann  sich  nur  so  bewegen,  dass  di« 
Normalen  der  Bahnen  aller  Systempunkte  zwei  Gerade  schneiden. 
Die  Punkte  des  Systems  bewegen  sich  anf  FlBchen  mit  Aasuahme 
der  Punkte  dieser  beiden  Geraden,  welche  immer  dieselben  Linien- 
elentente  beschreiben,  wie  auch  im  Üebrigeu  die  Elementarhe- 
wegung  des  Systems  beschaffen  sein  mag.  (Denn  jede  von  ihnen 
rotirt  um  die  andere.)  Die  Uomentanaxen  fUr  alle  möglichen  Elementar- 
bawegungeu  erfüllen  ein  Cylindroid,  die  AxenflOche  der  Congruenz,  welche 
durch  die  Normalen  der  vier  gegebenen  Pläohen  bestiinmt  ist  und  deren 
Direotricen  die  beiden  diese  vier  Normalen  schneidenden  Geraden  sind. 

Die  LOaung  der  Aufgabe  genügt  auch  für  die  Fälle,  dass  ein  Punkt 
auf  einer  Curve  und  zwei  Punkte  auf  Fliehen,  oder  zwei  Punkte  auf  Gurren' 
laufen,  welche  man  durch  das  Zusammen&llen  von  je  zwei  Punkten  Ton  den 
Tier  gegebenen  Punkten  erhalt. 

§.  10.  Wenn  drei  Punkte  Pj ,  f„  P,  des  beweglichen  Systems  sieb  auf 
drei  gegebenen  Fl&ohen  F^,  F^,  J*,  bewegen,  so  kann  im  Allgemeinen  jeder 
Punkt  des  Systems  sich  nach  jeder  Richtung  des  Baumes  bewegen.  Duut  erst 
durch  das  Hinzufügen  einei'  vierten  Bedingoug  wird  er  auf  eine  bestimmte  FUch« 
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gmCthigt.  Die  drei  Normalen  Nj,  N^,  K^  der  drei  Ft&shJti  in  den  Funlitett 
Pi,  Pj,  fg  sind  gemeinBOhaftliche  Stralen  aller  Compleze,  deren  Centralazen 
HomentiuiaxQn  der  Terachiedenen  mSglichen  Bewegangen  des  Sjstems  sind. 
Würden  wir  eine  vierte  Bedingung  zufflgen,  indem  wir  einen  vierten  Punkt 
auf  eine  FUcbe  nOthigten,  so  erhielten  wir  eine  Congmenz,  welcher  die  vier 
Fllchennormal«!  angehörten;  die  Directricen  derselben  wKren  conjugirte 
Rotationsaxen  und  schnitten  alle  vier.  Da  wir  die  vierte  Bedingung  beliebig 
modiäciren  können,  so  erhalten  wir  unzKhlige  Coagruenzen,  deren  Directricen 
alle  die  drei  Normalen  N^,  N^,  N^  schneiden.  Hieiaua  folgt,  dass  jedes 
Paar  Erzaugimgslinien  L,  L'  des  durch  die  drei  Normalen  N  bestimmten 
einfachen  Hjn^rbolojds,  welche  nicht  zu  derselben  Schaar,  wie  die  N  ge- 
hören, conjugirte  Axen  fDr  die  möglichen  Bewegungen  des  Systems  sind. 
Dies  Hyperboloid  gehört  daher  den  sSmmtlichen  Complexen  an,  welche  den 
möglichen  Bewegungen  zugehören.  Drei  solche  Complexe  bestimmen  aber 
dos  Hyperboloid.  Denn  drei  der  Complexe,  SL^,  £1^,  £1^  bestimmen  zd  zweien 
drei  Congruenzen  ^i'^g,  2^,  £g^  mit  drei  Paar  Directricen  (L„  Li),  (Xj,  Li), 
(L^ ,  L's) .  Diese  sechs  Directricen  schneiden  die  gemeinsamen  Stralen  aller 
drei  Complexe,  insbesondere  also  drei  von  ihnen,  z.  B.  X^,  Xg,  X,;  daher 
bilden  die  gemeinsamen  Stralen  der  drei  Compleze  die  eine  Schaar  eines 
Hyperboloids,  zu  dessen  anderer  Schaar  die  Directricen  X  gehören.  Plücker 
nennt  die  Gesammtheit  aller  Complexe,  welche  die  Btralen  einer  Schaar 
eines  Hyperboloids  gemein  haben,  eine  dreigliedrige  Gmppe  von  Compleien, 
das  Hyperboloid,  ihre  gemeiasame  LinienflSche,  wird  auch  ihr  Begulus 
genannt, 

Ein  beliebiger  Punkt  des  Systems  kann  jede  beliebige  Be- 
vregungsrichtnng  haben,  nnr  die  Punkte  des  Hyperboloids  sind 
genöthigt  auf  bestimmten  Flfichen  zu  bleiben.  Denn  jede  Gerade, 
welche  durch  einen  Systempunkt  hindurchgehend ,  zwei  Directricen  achneidet, 
ist  eöne  Normale  einer  der  fUr  ihn  möglichen  Bewegungsrichtungen.  Liegt  er 
aber  auf  dem  Hyperboloid,  so  kann  man  dnrch  ihn  nur  eine  Gerade  ziehen, 
welche  irgend  zwei  der  Directricen  schneidet,  weil  diese  Directricen  die  eine 
Schaar  Geraden  des  Hyperboloids  bilden,  daher  gibt  es  fUr  alle  seine  Be- 
wegnngsriobtungen  nur  eine,  allen  gemeinsame  Normale,  mithin  kann  es  sich 
nur  auf  einer  FlSche  bewegen,     ' 

Die  Momentanaxen  aller  möglichen  Bewegungen  des  Systems  bilden 
eine  Doppelschaar  von  Cylindrolden,  von  denen  jedes  Über  zwei  Erzengusgs- 
Itnien  des  Hyperboloide,  welche  der  Schaar  der  X  angehören,  conatruirt 
werden  kana 

g.  11.  Sind  zwei  Punkte  Pj,  Pj  gegeben,  welche  auf  zwei  gegebenen 
Flfiohen  Fl,  F,  zu  bleiben  genöthigt  sind,  m  sind  die  Normalen  Ni,  N^ 
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dieser  Fl&Ghen  in  Pi,  Pg  Gerade,  deren  Paukte  aioh  aeskrecbt  zu  ihnen 
bewegen.  Eine  dritte  Badio^ng  lieferte  eis  UTperbotoid,  dessen  Erzeugnngs* 
linien,  welche  N,,  N^  acbneiden,  paarweise  co^jngirte  Botationsaxen  sein 
könnten  fOr  die  dann  mOgliohen  Bewegungen.  Da  diese  dritte  Bedingnng 
willkttrlioh  ist,  so  ist  es  auch  das  Hyperboloid  und  sind  je  zwei  Gerade, 
welche  S,,  N^  Bchaeiden,  conjugirte  Azen.  Alle  conjugirten  Aien  bilden 
daher  eine  Congruenz,  deren  Directricen  ^j ,  N^  sind.  Die  Momentanaxen 
erfüllen  eine  vierfache  Sohaar  von  Cylindroiden. 

Ist  endlich  nur  ein  Punkt  P,  genötbigt  auf  einer  FlBche  Fi  zu  bleiben, 
so  wird  von  der  Congruenz  des  eben  behandelten  Falles  die  Directriz  N^ 
unbestimmt  und  kennen  also  je  zwei  Gerade  L,  L',  welche  die  Normale  von 
t\  in  P^  schneiden,  als  conjngirte  Botationsaxen  für  eine  mögliche  Be- 
wegung des  Systems  gewählt  werden.  Alle  diese  Geraden  bilden  eisen 
Comples,  indess  einen  speciellen,  uBmlich  einea  solchen  der  aus  allen  Ge- 
raden besteht,  welche  eine  gegebene  Gerade  schneiden  (im  Endlichen  odet 
im  unendlichen). 

Aus  dem  Gange  der  Entwicklungen  der  §§.  8  u.  ffg.  ersieht  man,  wenn  man 
ihn  umgekehrt  geht,  dass  eine  der  obigen  Bedingungen  für  die  Bewegungen  des 
Systems  die  wählbaren  Paare  conjugirter  Axen  auf  die  Geraden  eines  Com- 
plexea  beschrankt,  zwei  Bedingungen  auf  die  Straten  einer  Congruenz,  drei 
auf  die  eine  Schaar  ErzeugungsUnlen  eines  Hyperboloids,  d.  h.  aaf  die  cod- 
jug^i-ten  Geraden  einer  dreigliedrigen  Gruppe  von  Complexen,  vier  auf  die 
coiyugirten  Geraden  einer  zweigliedrigen  Gruppe  von  Complexen,  ßlnf  auf 
die  coi^ngirten  Geraden  eines  einzigen  Complezes. 

Die  Untersuchungen  tlber  die  Bewegung  uQverfinderlicher  Systeme  unter 
Bedingungen,  welche  die  Beweglichkeit  einzelner  Punkte  besohrflnken,  ver- 
dankt man  Mannheim,  dessen  Arbeiten  übw  diesen  Gegenstand  grundlegend 
sind.  Seine  Hauptschrift  ist:  Etüde  sur  le  d^placement  d'nne  figure  de  forme 
invariable.  Nouvelle  m^thode  des  normales.  (M6m.  des  Savans  eta«ngers, 
T.  XX,  p.  1,  oder  Journal  de  l'Ecole  polytöchn.  Cah.  XLIH,  pp.  57—121.) 
Sie  rUhrt  ans  dem  Jahre  1869  her;  sie  benutzt  noch  nicht  formell  die 
Theorie  der  Complexe  und  Congruenzen.  Eine  vollstfindige  Theorie,  welche 
zeigt,  dass  jede  Bedingung,  welche  die  Bewegung  des  Systems  beschränkt, 
durch  einen  Complex  ausgedruckt  werden  kann,  gab  zuerst  Somoff  (Sur  les 
vitesses  virtuelles  d'nne  figure  invariable,  asaujetties  ädes  äquations  de  con- 
ditions  quelconques  de  forme  lineüre.  (Bulletin  de  l'Acad.  Imp^r.  des  sciences 
de  St.  Petersburg,  4/16.  Avril  1872  und:  Theoret.  Mechanik,  Ubers.  von 
A.  Ziwet,  I.  Theil,  Cap.  XVI,  p.  371.)  Eine  „Zusammenstellung  der  SStze 
von  den  abrigbleibenden  Bewegungen  emes  ECrpers,  der  in  einjgen  Punkten 
seiner  Oberfltlche  durch  normale  Stutzen  unterstützt  wird,  etc."  gab  Okatow 
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(Schlömüoh'B  Zeitschrift  f.  Math.  n.  Phya.  Bd.  XVHI,  p.  224  (1873)).  Die 
oben  erw&hnten  Arbeiten  von  Bali  Bind  von  g&nz  besonderer  Bedentung, 
wir  werden  aber  zweckmBssig  erst  später,  bei  Gelegenheit  des  Princips  der 
virtaellen  Geschwindigkeiten,  auf  sie  nShet  eingehen. 
§.  12.  Beispiele  zar  weitereu  AnsfOhrung. 
1.  Ein  nnTerSnderlicheB  System  bewegt  sieb  so,  dass  ein  Punkt  des- 
selben eine  feste  Cnrve  doppelter  Erttnunoug  beschreibt,  eine  Gerade  dieses 
Punktes  fortwährend  Tangente  an  dieselbe  und  eine  dnrcb  sie  gehende  Ebene 
Schmiflgnngsebene  bleibt.  Unter  den  fUnf  Bedingungen  der  Bewegung  ist  eine 
doppelte;  der  Punkt,  welcher  die  Curve  beschreibt,  Tertritt  die  Stelle  von 
zwei  Pnnkten,  welche  sich  auf  zwei  FlSchen  bewegen,  deren  Schnittlinie 
die  Cnrre  ist  Zerlegt  man  die  Glementarbewegung  in  eine  Translation 
gleich  dem  Bogenelemente  der  Curve  und  eine  Rotation  um  use  dnroh  den 
Endpunkt  des  Bogenelementes  gehende  Axe,  so  si^t  man  leicht,  dass  die 
Ebene  parallel  den  beiden  auf  einander  folgenden  Hauptnonnalen  senkrecht 
zur  Uomeutanaxe  sein  muss  nnd  dass  diese  also  die  recüficirende  Gerade 
ist,  welche  senkrecht  auf  dieser  Ebene  steht  (Ebene  der  ganzen  Erttmmnng). 
Die  Translation  der  Elementarbewegung  ist  daher  die  Projection  des  Bogen- 
elementes auf  die  rectificirende  Gerade  nnd  die  Amplitnde  der  Winkel  zweier 
Hanptnonnalen  (Winkel  der  ganzen  Krümmung).  Die  Momentanaxe  Allt  in 
die   rectificirende  £bene  (Ebene  der  Tangente  und  Binormalen)  und  bildet 

mit  der  Tangente  «nen  Winkel,  dessen  Tangente  —  ist,   wo  p  nnd  r  den 

Q 
Krüoimnngs-  nnd  Sclimiegnngshalbmesser  der  Curve  bedeuten*).  Die 
Charakteristik  und  der  Fol  der  Schmiegungsebene  sind  die  Tangente  und 
die  KrQmmungsaxe  mit  den  Amplituden  da  und  dt,  lAmlicb  dem  Contingenz- 
winkel  und  dem  Scbmiegungswinkel.  Die  Uomentiuiaxe  ist  die  Aze  einer 
Cylinderscbranbenlinie,  welche  sich  der  Gurre  so  innig  als  möglich  an- 
schmiegt. 

2.  Eine  Curve  doppelter  Erttmmnng  K"  rollt  auf  einer  andern  K  so, 
dass  die  BchmiegungsebeDen  beider  fortwährend  zusammenfallen.  Dies  Rollen 
ist  aof  zwei  Arten  mOglich,  n&mlich  so,  dass  die  Krümmnngskreise  der 
Curven  auf  entgegengesetzte  Seiten  oder  auf  dieselbe  Seite  der  Tangente 
fimen.  Sind  dr,  dt'  die  Contingenzwinkel,  do,  d^  die  Scbmiegungswinkel 
der  Curven,  so  ist  die  Rotationscomponente  um  die  Binorma]e  dx  ■\^  dx', 
um  die  Tangente  da  ^  di/  und  mithin  um  die  Momentanaxe,  welche  in 


*)  VgL  meine  Schrift:  AUgemeine  Theorie  der  Curven  doppe1t«r  Krümmung, 
in  rein  geometdBoher  Darstellung.  Leipzig,  B.  Q.  Tenbner,  1S59,  8.  82,  sowie 
S.  Sl  u.  M. 
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die  rectificironde  Ebene  fSllt,  [(dt  +  dr')*  +  (de  +  di/)*]* .  Die  Tangente 
der  Neigung  dieser  Aie  gegea  die  Tangente  ist  ■     ~r  ,  >• 

3.  Ein  SjEtem  bewegt  sieb  so,  daaa  drei  xn  einander  rechtwinklige 
Ebenen  fortwährend  ein  festes  Ellipsoid  berfiliren. 

4.  Ein  System  bewegt  sieh  so,  dass  drei  bestimmte  Fu&kte  einer  eeinei 
Geraden  sieb  auf  drei  festen  Ebenen  bewegen. 

§.  13.  Ausser  der  Geschwindigkeit  dw  Sjatempunkte,  welche  mit  HOlfe 
der  Winkelgeschwindigkeit  ta  um  die  Momentanaie  und  der  Translations- 
geschwindigkeit  fg  parallel  zu  ihr  dargestellt  wird,  kommt  die  Wechsel- 
gesohwindigkeit  der  Momentan&xe  in  Betracht.  Statt  der  unendlich  Tielen 
Momentanaxen,  welche  die  FlKche  {C)  bilden,  kann  maji  sich  eine  einzige 
bewegliche  denken,  welche  im  Laufe  der  Bewegung  nach  und  nach  die  Lage 
aller  annimmt,  Der  üebergang  dieser  Axe  aus  der,  der  Zeit  t  entsprechenden 
Lage  C  in  die  Lage  C,  welche  der  Zeit  t-\-dt  entspricht,  erfolgt  selbst  wieder 
durch  eine  (ideelle)  Schraabenbewegoog,  deren  Axe  die  Linie  des  kürzesten 
AhstsJides  von  C  imd  0'  ist,  nfimüch  eine  Translation  in  der  Bichtung  des 
kürzesten  Abstandes  um  die  Längere  desselben  und  eine  Rotation  um  die- 
selbe von  der  Amplitude,  gleich  dem  Winkel  de,  welchen  C  and  C  bilden. 
Die  Wechselgeschwindigkeit  hat  daher  die  Componeuten 

•  de  dg 

U  —  j^,      ^_— , 

von  denen  die  erstere,  die  Tr&nslationsgeschwindigkeit,  auch  die  Ortho- 
gonalgeschwindigkeit des  Systems  genannt  wird. 

§.  14.  Zur  analytischen  Behandlang  von  Problemen  der  Windungs- 
bewegung eines  nnverBnderlichen  Systems  bedient  man  sich  eines  dem  ab- 
soluten Baume  angehSrigen  CoordinatenaystemB  der  x,  y,  e  und  eines  be- 
weglichen, mit  dem  System  feet  verbundenen  der  sc,  y',  / . 

Sind  x^,  y,,  s:^  die  Coordinaten  des  beweglichen  Ursprunges,  so  werden: 
31  =  a!,  +  I,  I  -=  ai'  +  «Y  +  a"e,  a;'  =  aj  +  6)i  +  üt,  |=a!— a:, 
S=Si  +  V>  »I  =  fta:' +  hY  +  ö"«' ,  9  =a  t  +  b''^-\-e  i,  ij=i/— y, 
*  -=«1  +  ?t  f  -"  ca:'  +  cY'  +  c"/,  B  =a"|  -f  b"f)  +  c"t,  £=j— £,, 
wo  l,rj,  £'  die  Coordinaten  des  Punktes  {x,y,e)  in  Benig  auf  ein  drittes,  dem 
festen  paralleles  Coordinatensystem  bedeuten,  welches  mit  dem  beweglichen 
den  Ursprung  gemein  hat.  Alles  was  Cap.  VI,  §§.  7.  8.  9,  entwickelt  wurde, 
gilt  auch  hier  in  Bezug  auf  die  Coordinaten  |,  t],  t,  cc,  y,  /,  wenn  £, «;,  t 
an  die  Stelle  der  dortigen  x,  y,  z  treten. 

Die  Differentiation  dieser  Gleichungen  fUhrt  zur  Kenntniaa  der  Ge- 
schwindigkeiten. Nach  §.  2,  kann  die  Bewegung  des  Systems  zerlegt 
werden   in   die  Translationsbewegung,   welche  durch   die  Bewegung   eines 
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Sjatetupimktea  angegebon  wird  und  die  Botaüon  nm  eine  durck  diesen 
Pankt  gehende,  znr  Momentanaze  parallele  Gerade.  Dieean  Sfstempniikt 
wXhlt  man  zam  Ursprung  0'  des  beweglichen  Coordinatenajatema  der  x,  y,  d 
nnd  ungleich  zu  dem  der  g,  t;,  £.  Die  Geschwindigkeit  irgend  eines  Syatein- 
punktes  ,kami  dann  dargeBtellt  werden  durch  die  geometrische  Somme  der 
Geaohwindigkeit  des  Punktes  (f  und  der  Geschwindigkeit,  welche  der  Funkt 
durch  die  Winkelgeschwindigkeit  »  um  die  zur  Momentanaxe  parallele  Aze 
des  Punktes  </  erlangt  Die  üntersuohimgen  des  C^.  VI,  §.  8.  bestehe  daher 
nngefindert  auch  hier,  nur  treten  zu  den  Componenten  der  Geschwindigkeit 
dortselbst  hier  noch  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Pimktea  O 

%.  15.  Um  die  relative  Bewegung  eines  Panktes  P  in  einem  in  Be- 
wegung begriffenen  unveränderlichen  System  £  zu  untersuchen,  ertbeileu 
wir  ähnlich,  wie  in  Cap.  V  in  Bezug  auf  die  relative  Bewegung  in  der 
Ebene  geschah,  Punkt  und  System  zusammen  die  entgegengesetzte  Bewegung 
des  Systems.  Das  Sjatem  kommt  dadurch  lor  Ruhe,  die  relative  Bewegung 
des  Punktes  in  ihm  wird  auf  eine  absolute  rednclrt  und  erscheint  als  die 
Besultante  ans  seiner  absoluten  Bewegung  und  der  fiewegiog  des  System- 
punktes, der  mit  ihm  zusammenfällt.  Dieser  Systompunkt  wechselt  von 
Uoment  zu  Voment.  In  Folge  dessen  ist  auch  die  relative  Geschwindigkeit 
eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  Z  die  Besnitante  aus  der  abaolnten  Ge- 
schvrindigkeit  desselben  nnd  der  ratgegengesetzten  Geschwindigkeit  des  mit 
ihm  zusammen&Uenden  Systempunktes. 

Je  nachdem  die  Elementarbew^uug  in  jedem  Momente  mne  Trans- 
lation oder  eiue  Rotation  oder  eine  Sehraubenbewegung  ist,  ergibt  sich  die 
relative  Geschwindigkeit  eines  Punktes  mehr  oder  weniger  einfach. 

Die  analytische  Behandlung  des  Problems  der  relativen  Bewegung  eines 
Punktes  P  kommt  auf  das  Problem  der  Coordinatentransformatioa  zurück. 
Die  Coordinaten  von  P  in  Bezug  auf  ein  festes  rechtwinkliges  Coordinaten- 
aystem  seien  x,y,B\  in  Bezug  auf  ein  dem  System  angehSngea  zweites 
rechtwinkliges  System  seien  sie  x',  ^,  d .  Beiderlei  Coordinaten  sind  Func- 
tionen der  Zeit  i.  Die  Coordinaten  des  zur  Zeit  (  mit  P  znsammenfallendeD 
Systempunktes  sind  ebenfalls  x',  /,  ;',  httngen  aber  nicht  von  (  ab,  weil 
dieser  Funkt  als  dem  System  angebSrig,  seine  Lage  im  System  mit  der 
Zeit  nicht  wechselt 

1.  Hat  das  System  bloa  eine  Translationsbewegung,  so  bewegen  sich 
die  Azen  der  x,  y,  e  mit  sich  parallel  und  wenn  man  die  feat«n  Azen  der 
X,  y,  z  dieser  Kchtnng  gleichfalls  parallel  wählt  und  die  Coordinaten  des 
beweglichen  Ursprungs  mit  x^^  y,,  £,  bezeichnet,  so  bestehen  zwischen  den 
beiderlei  Coordinaten  die  Gleichungen 

x'  ■=x  —  Xi,    y'  =  y  -  y, ,    /  =  «  —  £,, 
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welche  die  relaÜTeii  Coordingten  x',  y,  %   von  P  dnrcli  die  absoluten  und 
die  Coordinaten  des  beweglichen  üraprunge  daratellen. 

2.  Hat  das  System  eiae  Eoiation  um  eiueir  festen  Punkt  0,  so  hat 
man,  indem  man  diesen  sowohl  zum  Ursprung  des  festen  CoordinatensyetemB 
dei  X,  y,  t  als  auch  in  dem  des  beweglichen  der  af,  y',  /  wählt  und  die 
KiohtungBcosinnsae  der  beweglitdion  Axen  der  x',  y,  d  gegen  die  festen  resp. 
mit  a,  6,  c;  a,  b',  c';  a",  &",  c"  bezeichnet,  swischen  den  absoluten  Coordi- 
naten X,  y,  B  des  Punktes  f  nnd  seinen  relatiren  o:',  y',  /  die  Gleichnngen: 

äc  ■=-  ax  ■\-  a'y  -\-  «"/,  x  =  a  x  -\-'b  y  +  c  f, 

y  —  6a:'  +  ^'y  +  6"/,  y'  —  o'  a;  +  fr'  y  -(-  c  «, 

^  =  c«  +  c'y  +  c"/;  /  =  a"x  +  6"y  +  c"«:; 

rt»    +Ö*    +c»   =1,  a»  +  a'»  +  o'^=l, 

«•»  +  t'»  -1-  c''  —  1,  6»  +  Ä'»  +  &"*  —  1, 

rt"*+ö''*  +  c"»=l;  c'  +  c'^+c"*  —  1; 

ao'    +&6'    +cc'    -=0,  ah  +  ah'  -{-ah"  =^0, 

da"  +  6'ft"  +  cc"  =  0,  6  c  +  6'c'  +  h"  c"  —  0, 

o"o  -f-  6"(»  -f-  c"c  =0;  CO  +  c'  a'  +  c"a''  ■=  0 . 

3.  Im  allgemeinsten  Falle  der  Bewegung  des  Systeme  seien  Xi,jri,'t 
die  Coordinaten  des  beweglichen  Ursprungs  und  nehme  man  ein  Coordinaten- 
System  der  |,  if,  ^  zu  Hülfe,  dessen  Ursprung  mit  dem  beweglichen  Urspnmg 
zusammenflUlt,  dessen  Aien  aber  während  der  Bewegung  mit  den  Axen  der 
absoluten  Coordinaten  x,  y,  e  fortwährend  parallel  bleiben.  Man  hat  dann 
zwischen  den  absoluten  Coordinaten  x,  y,  z  des  Punktes  P,  dessen  relativen 
X,  y',  /,  den  Coordinaten  x,,  y^,  r,  des  beweglichen  Ursprungs  nnd  den 
Hülfscoordinaten  |,  i;,  £  von  P  die  Gleichungen 

a!'  =  a|  +  6ij-+-ct,  %  =  x  —  Xi, 

y'  =  «  1+  &'  1  +  C  f ,  t)  =  y  —  yi , 

d  =  a"l  +  V'n-\-c"t\  t=^-r,. 

Die  Differentiation  der  betreffenden  Ansdrflcke  liefert  in  den  drei  Ffillen 

dl!    dj/    dd 

die  Componenten  -;-,  -^-,  —;-  der  relativen  Geschwindigkeit  des  Punktes 

dt      dt      dt 
P,  nämlich  im  FaUe  1): 

dx        dx       dxi      djf       dy       dy,      de        dt       dz^ 
~di^'dt~~di'    'dt  '^ 'dt  ~ 'dt  '    ~dt'^Ji~~dt' 
im  FaUe  2): 

dt     V  dt^    dt^    dt)  ^  V    dl  ^ ^  dt  ^    dl/' 

dy        (  ,dx         ,dy         ,de\    ,    (    da'  db'    ,       dc\ 

ii       (,.dt^,.,iS.„dt\(da.       dV,      dc'\ 
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Die  Glieder,   welche   in    den  Klammem    der   ersten  VerticHlreihe    stehen, 

stellen   die   ProjectionBanrnme   der   absoluten   Oeschwindigkeitscomponenten 

dxi    dy    dz  ,     ,    , 

TT ,  ^- ,  ^-  auf  die  beweglichen  Axen  der  x,  y,  e ,  d.  h.  die  Componenten 

at      dt     dt 

der  absoluten  Geschwindigkeit  von  P  parallel  den  beweglichen  Axen  dar. 

Die  Glieder  der  zweiten  Terticalreihe  stellen,  wie  leicht  gezeigt  werden  kann, 

die  Component«n  der  Geschwindigkeit  des  mit  P  zneammenfallenden  System- 

ponktes  parallel  den  beweglichen  Axen  im  umgekehrten  Sinne  genommen 

dar.    Han  gestaltet  sie  nSmlich  mit  Hfllfe  der  Gleichungen 

/■/-."-  da    ,    ,     db    ,        de 

.-a.  +a/  +  a^,    a  — +  6   — +  .   — -0, 

»-'''  +  »•»+«.  «•^  +  '-|  +  .'^-o, 

,    ,     .  .    ,     ,.  >      „da     ,    ,„di"    ,     „de" 

'-"+"»+"•  '  -01+"  -dT  +  '  -dT-"- 

da'    ,   ,    db'  de  /  ,  da    ,    „    db    ,     ,  de  \ 

'■-dr  +  ''  -df  +  '  -dT--\''Tf  +  ''  -dr  +  '  w)--' 

,  da"  ^,,  db''        ,  de"  1  „  da    ,    ..  dV    ,     „  dc'\ 

,    ..  db    I     „  de  1     dd'       .    db"   ,        ie\ 

leicht  so  am,'daBB  sie  die  Form  annehmen: 
r^  —  qe 
pe'  —  rx 
qd  —  py  . 
POr  den  Sfstempunkt,  welcher  zur  Zeit  t  mit  dem  Punkte  "P^^,  y,  e)  zu- 
siunmenfallt,   sind  3^,  y,  ^  nach  t  constant,   daher  erhiUt  man  für  ihn  die 
dx    dy    de 
dt'  'dt'  'dt  ^ 

Azen  durch  Differentiation  der  Oleicbnngen  x  =  az'  -^  a'y  -\-  a"e',  etc., 
indem  man  blos  a,  a',  a"^  b,  b',  b";  c,  c',  d'  als  TerSnderlich  ansieht, 
nSmlicb 

,da        ,da'        ,dd' 


,.da 


dt 

+  y 

dt 

+  ^ 

dl  • 

dh 
dt 

+  !/ 

dV 
dt 

+  .' 

db~ 
dt  ' 

de 

+  » 

ii 

At 

+  ' 

de" 

At 

Indem  man  diese  Componenten  auf  die  beweglichen  Azen  projicirt,  d,  h. 

D.,r.,i.db,(,,OOglC 
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sie  resp.   mit  o,  b,  c;  a,  h',  c';  a",  h" ,  c"  mnltiplicirt  und  addirt,   erhält 
man  nach  Abkürzung  mit  Hülfe  der  Nebenrelationen  die  Ausdrucke 

qi^  —  rxf,  rx  —  pe\  py'  —  qx  , 
welches  die  vorhin  entwickelten  Oröesen  mit  dem  entgegengesetzten  Zeichen 
genommen  sind. 

Im  Falle  3)  hat  man 

''''  -(„''ij.  1,   '■'  -1-  ,.   ''^\  J.  ('s  ''«  4.  „   ■"    4.  t  ''A 

-di-\''i,  +  ''  ii  +  '  rJ  +  l^iF  +  'ir  +  ^iFJ- 

d!        (  ..di    ,,.,<l,   ,     „dS\       (da'  ■ii",    .-iA 


d, 

dt 

dy 

di 

di 

dl 

dt        dt         dt 

§.  16.  Die  relative  Elementarbewegang  eines  Systems  Z^  in  einem 
andern  Systeme  £^  erhält  man,  indem  man  dem  Systeme  2^  zu  seiner  ab- 
soluten Elementarschraubenbewegung  die  entgegengesetzte  absolute  Elementar- 
bewegung des  Systems  2^  um  dessen  Momentanaxe  erüieilt;  die  Elementar- 
schraubenbewugung,  welche  aus  der  Vereinigung  beider  resoltlrt,  ist  die 
gesuchte  relative  Elementarschraubenbewegung  von  .£,  in  jE^ ,  ihre  Axe  die 
relative  Momentanaxe  C  und  der  Ort  {C)  aller  relativen  Momentanaxen 
eine  gewisse  relative  Fläche  (C')  im  System  S^,  welches  tut  die  relative 
Bewegung  von  X^  als  ruhend  anzusehen  ist. 

Mit  der  relativen  Momentanaxe  C  fällt  eine  gewisse  Oerade  F"  von 
Sf  zusammen  und  sämmtliche  Geraden  dieser  Art  bilden  eine  gewisse  FlBobe 
(r")  in  2^ ,  welche  über  die  Fläche  (C)  rollt  und  gleitet,  um  die  relative 
Bewegung  von  £,  gegen  2^  wie  eine  absolute  zu  bestimmen.  Aus  den  ab- 
soluten Winkelgeschwindigkeiten  u^,  a^  und  den  absoluten  Translations- 
geschwindigkeiten D, ,  Vg  der  Systeme  £, ,  ^  mit  den  absolnten  Momentan- 
axen C, ,  Cj  lässt  sich  nach  dem  Gesagten  die  relative  Wiakelgesoh windig- 
keit ffi'  und  die  relative  Translationageschwindigkeit  v'i  mit  der  relativen 
Momentanaxe  (C,  F")  von  ^  und  ebenso  auch  die  relative  Winkelgeschwin- 
digkeit Q>"  und  Translationageschwindigkeit  v"  mit  der  relativen  Momentanaxe 
(C",  r")  von  £i  finden.  Die  beiden  Flächen  (C),  (r*)  haben  aber  eine 
doppelte  Bedeutung.  Während  nemlich  für  die  relative  Bewegung  von  2^ 
in  .2^  die  Fläche  (C)  ruht  and  (r')  sich  aber  sie  hinbewegt,  ruht  für  die 
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relative  Bewegang  von  S^  in  £,  die  Fläche  (J^)  und  bewegt  sieb  (C)  Qber 
sie  hin,  d.  h.  es  ßlllt  (C")  mit  (7^)  nnd  (C)  mit  (F")  zusammen  and 
findet  im  letzteren  Falle  Bollen  nnd  Gleiten  im  umgekehrten  Sinne  statt, 
wie  im  ersten  Falle.  Denn  es  liefern  (Uj,  Cj  in  Verbindung  mit  —  u«,  — 1>, 
die  Momentanaxe  C  mit  m'  =  [to,}  —  [oj,] ,  v  ^  [«,]  —  [«)]  als  Oeschwindig- 
keitscomponenten  der  Elementarb ewegong  um  sie;  andererseits  aber  ist  für  die 
Momentanaae  C"  ebenso  <»"=  [wj]  —  [«,]  und  »"— "  [ti^] —  [c,].  Es  ist  daher 
[(d"J=i  —  [to']  und  [ti"]««  —  [v].  Zugleich  wird  der  kürzeste  Abstimd  C^Cj 
darch  C  nnd  der  kürzeste  Abstand  C^O^  durch  C"  naeh  dem  Verh&ltnisa 
—  ir~~ ,   resp.  —  ;^ — ^  getheilt,  so  dass  C   mit  C   zusammenfallt. 

g.  IT.   Beispiele. 

1.  Zwei  nDTeränderliche  Sjsteme  X,,  ^  rotiren  mit  den  Winkel- 
geschwindigkeiten (D,,  (0,  um  zwei  Aien  C^,  C^,  welche  sich  in  einem 
Punkte  0  anter  dem  Winkel  u  schneiden;  man  eoll  die  relativen  Ho- 
mentanaxen  and  ihre  Winbelgeachwindigkeiten,  die  Lage  dieser  Axen 
und  die  relativen  Fl&chen  (C),  (1^)  bestimmen,  fQr  den  Fall,  dass  das 
Verhaltniss  der  Winkelgeschwindigkeiten  oi,  :  to,  während  der  Be- 
wegung constant  bleibt. 

TrKgt  man  u,  anf  C,,  —a,  auf  £7,  nach  QrOsse  nnd  Bichtang  von  0  ans  auf, 
so  stellt  die  Diagonale  de*  Aber  ihnen  construirten  FanUlelogramma"  die  relative 
Momentaoaxe  C  von  S,  in  £,  nebst  ihrer  Winkelgeschwindigkeit  m',  letztere  zu- 
gleich nach  OrOsae  nnd  Sinn  dar.  Diese  Axe  iUllt  in  den  Nebenwinkel  von  a 
nnd  theilt  diesen  Winkel  so,  dass 

Bin  (CO.)       sin  (CG.)       sin  a        ,,  ,    ,      , 

> — - — ~i-  ^  — S-  =  ■ — —  ,     o  *  ■>  «1  4-  0l  —  Sm.  m,  COS  a. 

Bleibt  das  Terhältnise  der  Winkelgeschwindigkeiten  o, ,  to,  wKhrend  der  Be- 
wegung constaat,  so  behält  auch  die  relative  Momentanaxe  C  dieselbe  Lage  ge- 
gen C, ,  C,  bei  uod  ist  daher  der  Ort  aller  Geraden  r"  von  2J, ,  welche  nach  und 
nach  in  C  eintreten,  ein  Rotatioaskegel  nm  C,.  Aehnliohes  gilt  von  der  relati- 
tiven  Bewegang  von  Z,  in  £,.  Der  Ort  der  Momentanaien  im  Sjiten]  27,  bildet 
einen  Botationakegel  um  C„  welcher  den  ebengenannten  Kegel  fortwährend  längs 
der  Geraden  C  berOhrt.  Die  Kegel  berühren  sich  auf  entgegengesetzten  Seilen 
oder  auf  derselben  Seite  der  gemeiaacbafUichen  Tangentenebene,  je  nachdem  C 
mit  beiden  Axen  CiO,  spitie  Winkel  oder  mit  der  einen  einen  spitzen,  mit  der 
andern  einen  stampfen  Winkel  bildet;  bildet  sie  mit  einer  dieser  Axen  einen 
rechten  Winkel,  so  gebt  der  eine  Kegel  in  eine  Ebene  über. 

2.  Dieselbe  Aufgabe  fflr  den  Fall,  dass  die  Axen  C,,  0,  sich  im 
kürzesten  Abstände  a  von  einander  unter  dem  Winkel  a  kreuzen.  Wir 
tragen  ai, ,  o,  auf  C, ,  C,  von  den  Fusspuakten  Ai ,  J,  des  kürzesten  Abstandes 
AiA,  nach  GrOsee  nnd  Sinn  anf.  Dm  die  relative  Momentanaxe  C  von  ^  in  2^ 
nnd  ihre  Winkelgeschwindigkeit  »'  zu  finden,  haben  wir  m,  anf  C,  mit  —  w,  auf  C, 
EU  verbinden. 

Nach  Cap.  II,  §.  16  (S.  108,  n.)  a.  Cap.  IIl,  %.  26  theilt  C  den  kOrzesten  Ab- 
stand A,.i,  in  C  so,  dasa 

Ä,  C        (0,  m,  +  a>,  (SOS  a 
C  Af        <o,  m,  —  CD,  cos  (t ' 
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indem  der  dortige  Winkel  (ab)  =  »  —  a  nnd  die  dortigen  -ri^  "in  "jT  "  ~"i 

Bind.    Die  Winkel,  welche  C  mit  C,  nod  (7,  bildet  nad  die  Winkel geachwbdigkeit 

<a'  am  C  folgen  den  Gleicboagen 

sin  C,  C        ain  C'C        Bin  b         „  ... 

■  -  «. i  — :  ,     (0  '  c"  mj  +  »I  —  S»!  o,  COR  a 

nud  die  TrauBlatiouBgeschiriiidiglceit  v  der  Homeutan&ie  wird 

Für  rechtwinklige  Kreoznog  ist 

(TA,  \aj 
Bleibt  wUtrend  der  ganzen  Dauer  der  Bew^ting  das  Verh&lbiiss  u,  :  m,  itt 
Winkelgeschwindigkeiten  der  Systeme  um  die  abaoloten  Äzen  (7,,  C^  constaot,  H 
geht  die  Momentanaie  fortwährend  durch  deoBelben  Pnnkt  des  kOrzesten  AbataJidet 
nnd  bleiben  ihre  Neigungen  gegen  die  Axen  C^,  C,  gleichfalls  dieselben;  der  Ort 
der  Qeroden  im  System  Z', ,  welche  nach  und  Dach  in  die  Momentaoaxe  eintreten, 
ist  daher  ein  einfaches  Rotation sbyperboloid  um  die  Aie  C, ,  dessen  Kehlkrds  den 
Radius  Ä,  C  hat.  Ebenso  ist  der  entsprechende  Ort  ffli  die  relative  BewegiuK 
des  Systenies  £,  in  Besug  auf  S^  ein  einfaches  Rotationshyperboloid  nm  die  Aie 
<7,  mit  dem  Eehlcadiue  A^  C .  Diese  zweite  Fläche  ist  sugleich  der  Ort  der  reis- 
tiven  Momentanaxen  fQr  die  relative  Bewegung  des  Systems  E^ ,  auf  welchem  du  ' 
erste  Hyperboloid  rollt  und  gleitet,  nnd  die  erste  Fl&che  spielt  dieselbe  Bolle  be- 
zCIglich  der  relativen  Bewegung  von  E^  in  Bezug  auf  £, .  Beide  Hyperboloide  be- 
rühren sieb  während  der  Bewegung  der  Systeme  beslAndig  längs  einer  Enengongs- 

Die  vOTstehendeu  Aufgaben  nebst  der  zugehörigen  in  Cap,  V,  |.  8  sind  ron 
Wichtigkeit  für  die  Theorie  der  Zahneingriffe  cylindrischer ,  conischer  iind  hjper 
boloidischer  Kader.  [Vgl  bierflber  z.  B.  Belanger,  Traitö  de  cinömatique  S.  91, 
129  u.  144  u.  folg.,  sowie  die  Abhandlungen  von  PQtzer:  „üeber  den  spiraloidiactieii 
Zabneingriff"  in  der  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure  Bd.  IT.  (1^" 
S.  234  a.  261  nnd  Keller:  „Beitrag  zur  Theorie  der  BewegongsObertragung  zwiscbeo 
beliebig  im  Raum  liegenden  Aien."    Ebend.  Bd.  XIV  tl870).) 

§.  18.  Zwei  unveränderliche  Systeme,  welche  sich  zugleich  bewegen, 
werden,  rein  geometriech  aufgefasst,  im  AUgemeinen  ineinander  eöndringe», 
so  dasB  Punkte  nnd  Theile  des  einen  zwiBchen  Tbeile  des  andern  gelangen, 
Über  diese  hinweggebra,  etc.  Von  den  vielen  lIQglichlieiten,  welche  in  dies« 
Einsicht  stattfinden  können,  wollen  wir  hier  blos  die  ftlr  die  relative  Be- 
wegung wichtige  Betrachtung,  dass  zwei  Flftchen  der  Systeme  fortwährend 
in  Berührung  bleiben,  bebandeln.  Diese  Flächen  sind  in  der  Begel  die  Ober- 
flächen der  physischen  Kfirper,  welche  in  den  Anwendnngen  die  nnveränder- 
lieben  Systeme  oder  wenigstens  Theile  von  ihnen  repräsentiren. 

Hinsichtlich  der  Berührung  zweier  Flächen,  d.  h.  wenn  dieselben  g^ 
meinschaftliche  Tangenten  ebene  und  Normale  und  den  BerOhrungapunkt  der 
ereteren  zum  gemeinsamen  Doppelpunkt  ihrer  Schnittcurven  besitsen,  sind 
insbesondere  folgende  Fälle  hervorzuheben: 
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a.  Die  BerQhraiig  findet  blos  in  einem  einzigen  Punkte  statt,  welcher 
wahrend  der  Bewegung  fOr  beide  CUcheu  nicht  wechselt. 

b.  Die  Berllhruiig  findet  in  einem  einzigen  Funkte  statt,  welcher  zwar 
auf  der  einen  Fi&che  immer  derselbe  bleibt,  auf  der  anderen  aber  conti- 
nuirlich  wechselt  (eine  springende  Bewegung  ist  ausgeschlossen),  so  dass 
die  versobiedenen  Punkte  einer  Cnrve  der  zweiten  Fläche  nach  und  nach 
mit  demselben  Puditte  der  ersten  FlSche  zur  Berührung  kommen.  In  diesem 
Falle  gleitet  jede  Fläche  an  der  andern  hin. 

G.  Die  Berahmng  findet  in  einem  Funkt«  statt,  welcher  auf  beiden 
Flächen  continoirlich  wechselt,  so  dsss  es  auf  jeder  Fläche  eine  Curre  gibt, 
deren  Pmkte  nach  und  nach  mit  den  Punkten  der  andern  zi^r  Berührung 
kommen.  Die  Tangenten  dieser  Cnrven  in  jedem  Berührungspunkte  der 
Flächen  liegen  in  der  gemeinsamen  Tangentenebene  der  Flächen.  Fallen  sie 
zusammen  und  sind  die  vom  Berührungspunkte  auf  beiden  Curven  durch- 
laufenen Bogen  gleich,  so  findet  Rallen  der  Flächen  auf  einander  statt;  sind 
diese  Bogenlängen  ungleich,  Rollen  und  Gleiten.  Schneidet  die  eine  Tan- 
gente die  andere,  so  gleiten  die  Flächen  an  einander.  Der  Fall  b.  ist  als- 
dann eine  SpecialitSt  dieses  Falles,  welche  eintritt,  wenn  die  eine  Curve 
sich  anf  einen  Punkt  reducirt.  Der  Winkel  der  Tangenten  kann  während 
der  Bewegung  veränderlich  sein  und  hie  und  da  momentan  zu  Null  werden, 
so  dass  ein  üebergang  vom  Gleiten  ins  Bollen  und  umgekehrt  nicht  aus- 
geschlossen ist. 

d.  Die  Berührung  findet  in  mehreren  Punkten  statt. 

e.  Die  Flächen  berühren  sich  in  allen  Punkten  einer  Linie. 

f.  Sie  berühren  sich  mit  allen  ihren  Pimkten.  In  diesem  Falle  ist  die 
Bewegung  eine  schleifende.  Sie  findet  statt,  wenn  eine  Ebene  auf  einer 
Ebene,  eine  Eugelfläche  oder  eine  Scbraubenfläche  auf  einer  ihr  congruenten 
Kogelfläche  oder  Schraabenfläche  fortrückt. 

Wir  wollen  sehen,  wie  diese  Fälle  in  Folge  der  relativen  Elementar- 
bewegung zweier  Systeme  Si ,  S^  zu  Stande  kommen.  Es  seien  S',  S"  die 
beiden  sich  fortwährend  berührenden  Flächen.  Es  genügt,  die  relative  Be- 
wegung der  einen  Fläche  gegen  die  andere  zu  untersuchen  und  reduciren 
wir  die  relative  Bewegung  von  £i  gegen  2^  auf  eine  absolute,  indem  wir 
X,  zn  seiner  absoluten  Bewegung  die  umgekehrte  von  2^  zufügen  und  ^ 
nebst  der  Flächet"  mbend,  £,  mit  S'  in  Bewegung  begriffen  denken.  Es 
sei  C  die  Momentanaxe  dieser  Bewegung  von  £, ,  el#  und  dx  seien  'die 
Elementaramplitude  und  Elementartranslation  für  irgend  eine  Lage  von  X, , 
B  einer  der  Berührungspunkte  der  Flächen  iS',  S"  und  BP  sein  Abstand 
von  C .  Wir  ersetzen  die  Elementarrotation  um  C  durch  eine  ihr  gleiche 
um  die  durch  B  gehende,  zu  C  parallele  Axe  c  und  iügen  die  hieraus  ent- 
springende Tranalationrdd,  welche  rechtwinklig  zur  Ebene  (C  c')  ist,  hinzu; 
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sie  setzt  sich  mit  dt  zu  der  resultirenden  Translation  du  =■  y^T*  +  r*rf&* 
zusammen,  so  doss  d9  um  <f  und  du  die  gesammt«  Elementarbewegung  von 
X,  darstellen.  Im  Berührungspunkt  B  haben  nun  die  Flachen  S",  S"  eän 
Element  in  der  Tangentenebene  gemein.  Damit  dieselben  nach  AnsfUhrung 
der  Elementaibeweguug  sich  in  einem  folgenden,  dem  Punkte  B  nnendlich- 
nahen  Ponkte  von  Neuem  berühren,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dasa  die 
Translation  du  der  gemeinschaftlichen  Tangentenebene  in  B  parallel  sei 
In  allen  FStlen,  in  welchen  dd'  ='  0  ist,  findet  Gleiten  der  Flächen  anf 
einander  statt.  Sie  Flachen  berühren  sich  mit  anderen  und  anderen  Punkten, 
deren  Tangentenebenen  also  jedesmal  zusammenfallen;  es  geschieht  dies  aber 
allein  in  Folge  einer  Translation  du.  Ist  die  Translation  .du=*0,  ohne 
daes  d&  um  c  verach'windet,  so  muss  dz  ^0  und  r  <=  0  seinj  es  geht 
mithin  die  Momentanaze  C  durch  den  Punkt  B.  Durch  Botation  um  sie 
gelangen  zwei  folgende  Ponkte  der  Flachen  zur  Berührung  in  einem  ge- 
meinsamen Punkte  B"  und  wenn  jetzt  wiederum  die  Translation  Null  iät, 
so  rotirt  das  System  um  eine  durch  ff  gehende  Uomeutanase  n.  s.  f.  In 
allen  solchen  F&llen  findet  ein  Rollen  der  Flachen  anf  einander  ohne  Gleiten 
statt.  Es  ist  hiebei  nicht  nSthig,  dass  die  Azen  c'  in  die  Tangentenebenen 
der  Punkte  B ,  B^  fallen;  findet  dies  nicht  statt,  so  kann  man  die  Botation 
d&  um  c  in  zwei  Componenten  zerlegen,  deren  Azen  in  die  gemeinsdiaft- 
liche  Normale  und  die  Tangentenebene  fallen.  Die  erstere  dreht  die  Tangenten- 
ebene  von  S'  in  der  Tangentenebene  von  S",  die  zweite  hebt  sie  aus  dieser 
heraus.  Die  erstere  verleiht  der  Bewegung  von  8"  den  Charakter  der  Bohr- 
bewegung. In  den  FKllen  des  Rollens  der  Flachen  gehen  die  Normalebenen 
der  Bahnen  aller  Syatempnnkte  durch  die  Momentanaxe.  Sollen  die  FISchen 
S' ,  S"  sich  nicht  blos  in  einem  Punkte,  sondern  in  mehreren  bertthreo  und 
soll  in  allen  diesen  ein  Rollen  derselben  aufeinander  stattfinden,  so  mUasen 
alle  auf  der  Uomentanaze  liegen,  und  sollen  die  Flachen  auf  einander  rollen 
und  sich  ISngs  einer  Linie  berühren,  so  kann  letztere  nur  eine  Gerade  sein, 
welche  mit  der  Momentanaze  znsammenfUllt.  Es  kennen  daher  nur  gerad- 
linige Flachen  aufeinander  rollen  und  sich  dabei  längs  einer  Linie  bertlliTen, 
diese  Linie  kann  nur  eine  Erzeugungslinie  sein. 

In  ^len  Fällen,  in  welchen  du  und  d»  nicht  Null  sind,   findet   ein 
Rollen  und  Gleiten  der  Flächen  S',  S"  anf  einander  zugleich  statt. 


Einige  Lltentnr  fiber  die   Bewegung   des   nnvei&iderliohen  T&om- 
liolieu  Bystenu. 
Die  ersten  Untersuchungen  fiber  die  Bew^nng  eines  räumlichen  Systems  rüh- 
ren von  D'Alembert  and  Euler  her.    Bei  D'Alembert  kommt  in  dem  Traitä  de 
la  pT^esiion  des  äqninoxee  (1T4S)  znerst  in  Bemg  auf  die  Bewegung  am  einen 
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festen  Punkt  eine  aie  ingtantanö  de  rotatiOD  (p.  88)  TOr,  Kurze  Zeit  nachher  be- 
nie«  Enler  in  der  Abhandlung:  Däconverte  d'DU  Donveaa  principe  de  M^caniqne 
(Häm.  de  TAcadäinie  de  Berlin  p.  IT&O,  gedruckt  1763)  gleicbfalla  die  Existeiiz 
der  Momentanaie  fflr  die  Rotation  um  ein«n  Punkt  und  bediente  Bich  derselben 
in  Beinen  Schriften:  Dn  moaTemeut  de  rotation  des  corpa  eolidea  autour  d,'nn  axe 
variable  (Häm.  de  l'Acad.  de  Berlin  p.  17GS ,  gedr.  1765)  und  Theoria  taotne  cor- 
porum  Bolidorum  een  rigidorum  (1766),  dem  dritten  Theile  seiner  Mechanik,  deren 
beide  ersten  bereits  1T3S  erschienen  waren.  In  allen  diesen  Schriften  ist  blOB  Ton 
unendlich  kleinen  Bewegungen  die  Rede.  Die  Entdeckung  des  Satzes,  dass  ein 
System  aus  einer  ersten  Lage  in  jede  andere  dnrch  eine  Rotation  in  Verbindung 
mit  einer  Translation  auf  unendlich  viele  Arten  Übei^filhrt  werden  könne,  ge- 
bührt Ealer  (Formuiae  generale«  pro  translatione  qnacunque  corpornm  rigidorum. 
Novi  Commenterii  Acad.  Petrop.  a.  1775,  T.  XX,  p.  199;  1776)  und  zum  Theil 
L  exell  (Tbeoremata  nonnuUa  generalia  de  translatione  corporum  rigidorum.  Ibid. 
p.  239—270),  indem  er  gewisse  analytische  Schwierigkeiten  des  Problems  über- 
wand. D'Alembert  bewies  hieranf  ebenfalls  die  von  Ealer  gefundenen  Resultate 
(Opnsc.  mathem.  T.  VII,  p.  872,  (a.  1780)). 

Von  den  Euler- D'Alembert'Bchen  üntersnchnngen  Sber  die  nneodlich  kleine  Be- 
wegung eines  Systems  war  unr  noch  ein  kleiner  Schritt  zur  Auffindnng  der  Ele- 
mentarschraubenbewegnng,  nämlich  die  Erkenntniss,  daas  unter  den  unendlich 
vielen  Combinationen  von  Rotation  und  Translation,  welche  das  ^stem  in  eine 
folgende  Lage  fiberführen  kOnnen,  eine  sei,  für  welche  die  Translation  parallel  tur 
Rotationsaxe  sei.  Weder  der  eine,  noch  der  andere  grosse  Mathematiker  hat  ihn 
gethauj  vielmehr  gebührt  dies  Verdienst  dem  Florentiner  Giulio  HoeeI,  dessen 
Schrift:  Disoorso  matematico  sopra  il  rotamente  momentaneo  dei  corpi  (Napoli 
17S3)  meist  diesen  Sats  enth&lt.  Die  Entdeckung  Moszi's  wurde  weder  von  seinen 
Zeitgenossen  beachtet,  noch  wnrde  sie  weiter  bekannt.  Selbst  Chaslea  kannte' 
dieselbe  nicht,  fand  vielmehr  18S0  selbständig  die  ElementoiBchraubenbewegung 
(Note  Bor  les  propriät^  göndralea  dn  systöme  de  deui  corps  aemblablcB  entr'em, 
et  placäs  d'nne  maniäre  quelconqae  dans  l'espace;  et  snr  le  deplacement  fini,  ou 
inßniment  petit,  d'un  Corps  solide  libre;  commnniquä  il  la  Soci^tä  philom.  S^nee 
du  5.  Fevr.  1831.  Bullet,  des  scieuceB  mathämat.  p.  F-ärniiBac,  Novemb.  1830). 
Auf  Mozn  machte  erat  Giorgini  1836  aufmerkaam  (Memorie  di  matematica  e  di 
fisica  delta  Society  italiana  T.  XXI;  Modena  1836).  Qie  weiteren  bisher  gehöri- 
gen Schriften  von  Chaales  nnd  die  seiner  Commentateren  sind  bereits  S.  267  er- 
t^hnt.  Neben  Chaslea'  Forachnngen  sind  die  von  Poinaot  von  besonderer  Be- 
dentung  geworden.  Die  Mechanik  verdankt  ihm  die  Einführung  der  Kräilepaare 
and  die  sich  an  sie  anschliessende  Rednction  der  Kräfte,  inabeeondere  die  für  die 
Centralaze.  Die  Analogie  führte  ihn  fast  von  selbst  auf  die  [tednction  der  Rota- 
tionen oder  Winkelgeschwindigkeiten  nnd  die  Elementarschranbenbewegung.  In 
aeiner  Theorie  nouvelle  de  1a  rotetion  des  corps  (Liouville,  Journal  de  Hath^mat. 
T.  SVl,  p.  9  und  289  (1861),  auch  separat  erschienen  1862  in  4"  nnd  S"),  deren 
erste  Bearbeitang  er  bereits  1834  der  Pariaer  Acodemie  in  einer  kleineren  Abhandlung 
vorgelegt  hatte,  entwickelt  er  vollatHndig  dieae  Idee,  sowie  die  des  Rollens  der 
beiden  Kegel  aufeinander  während  der  Bewegung  des  Systems,  welches  um  einen 
Pnnkt  rotirt.  Seine  Arbeit:  Präceasion  des  äquinozes  (1867)  gibt  hiesn  die  in- 
tereaaantesten  Anwendungen.  Die  Idee  der  beiden  geradlinigen  Flfichen,  welche 
während  der  Bewegung  des  Systems  auf  einander  rollen  und  gleiten,  acheint  in- 
dessen zuerat  Poncelet  er&sat  zo  haben. 
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Die  Nenzeit  bat  den  bisher  genumten  Entdecknogen  Bedeutende«  binsogeßgi. 
Die  Theorie  der  Complexe  von  Flacker  (Neue  Qeomatrie  des  Raumes,  Leipzig 
1868)  and  die  Bjothetiech-geomehischen  ForBcbimgen  MObins',  die  zahlreichen 
und  tiefgehenden  Arbeiten  TOD  Mannheim,  aowie  inabesondere  auch  die  Arbeiten  von 
Ball  und  Somoff  (S.  S.  800)  haben  die  Lehre  Ton  der  Bewegnng  nnd  dem  Geechwin- 
digkeitaznstande  einee  onTeränderlichen  Sjetems  zu  einem  hoben  Oiada  der  Aus- 
bildnng  geführt.  Eine  sehr  werthvolle  Uebenicbt  Qber  die  nenere  Entwickelnng 
dieser  Theorien  gibt  Fiedler  [Oeometrie  und  Geomechanik.  EUne  Ueb^ücht  nu 
Eennieichnang  ihres  Zusammenhangee  nach  seiner  gegeuw^rtigeQ  Ekitwickelong. 
Tierteljahrschrift  der  Züricher  naturforaoh.  Oesellachaft,  Jahrg.  1876,  p.  60—68). 


Ym.  Capitel. 

Beaobleniilgwig  der  Bewegong  eines  Fonktea;  Frojeetionen  and  Gom- 
poneoten  derselben,     Arbeit  der  Beaohleaoigang.     Seetoren- 

besohlennlgiing, 
§.  1.    Die  Geschwindigkeit   eines  Punktes  ändert  sich  im  Laufe  der 
Bewegtmg  continnirlicb  und  zwar  im  Allgemeinen  sowohl  der  Grösse,  als 
aach  der  Kichtung  nach.    Ist  (Fig.  122)  MV*—v  die  Geschwindigkeit  in 
^  ^,  ^  M  zur  Zeit  (,  M'  V  =  v   die  in  31' 

■""^      "2^"^"^^— ~£^   ^3^»--=<t^^     zur  Zeit  ( -j-  J(,  ao  construire  man  an 
\,         -  "  irgend  einem  Funkte  0  zwei  Strecken 

pig,  IM.  OV,  OV  geometrisch  gleich  v,  v', 

die  Strecke  T  V'  stellt  dann  die  Aenderung  der  Oeech windigkeit  v  nach 
Grösse  und  Richtung  dar.  Sie  ist  die  geometrische  Differenz  zwischen  v'  und  v , 
d.  h.  die  Geschwindigkeit,  welche  zu  v  hinzutreten  mUsste,  um  v  in  v 
umzuändern.  Mit  ahnebmendem  Jt  nähert  sich  M'  dem  Punkte  M,  ver- 
schwindet der  Winkel  F'  0  F  als  der  Contingenzwinkel  der  Bahn  im  Punkte 
M  tind  gibt  die  verschwindende  Differenz  W,  das  geometrische  Differen- 
tial von  v,  die  unendlich  kleine  Componente  an,  welche  zur  Geschwin- 
digkeit V,  welche  der  Zeit  t  entspricht,  hinzutritt,  um  die  Geachwindi^eit 
v'  für  die  Zeit  t  -i-  dt  zu  bilden.  Diese  unendlich  kleine  Geschwindigkeits- 
componente  oder  das  geometrische  Differential  von  v  heisst  die  Elementar- 
beschlennigung  von  v  zur  Zeit  t.  Wir  bezeichnen  sie  mit  du  und  den 
Winkel,  welchen  sie  mit  der  Sichtung  der  Geschwindigkeit  v  bildet,  ^it  a. 
Würde  nicht  blos  zur  Zeit  f,  sondern  in  jedem  Zeitelemente  der  auf 
t  folgenden  Zeiteinheit  in  der  Richtung  von  du  dieselbe  unendlich  kleine 
Geschwindigkeits componente  von  neuem  hinzutreten,  so  wtlrde  der  Quotient 

--r-  die  totale  Aenderungscomponente  der  Geschwindigkeit  v  wShrend  der 
auf  die  Zeit  t  folgenden  Zeiteinheit  darstellen,   wenn  die  Geschwindigkeit 
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während  dieser  fortwHbrend  in  dereelben  Weise  sich  änderte,  wie  im  Zeit- 
elemente  dt,  welches'  auf  l  folgt.  Diese  auf  die  Zeiteinheit  bezogene  Aen- 
derungBcomponente  der  Geschwindigkeit  heisst  die  Beschleunigung  des 
beweglichen  Pnnktes  zur  Zeit  t.  Bezeichnen  wir  die  Bescbleunigung  mit 
ip,  so  besteht  demnach  die  Gleichung 

du        d[v] 

'^'^Tt'^'dr 

nnd  folgt  ans  ihr  die  Elementarbeachleunigung  du  =  ipdt  >=  d[v].  Die 
Richtung  der  Beschleunigung  ist  die  Bichtnng  der  Element&rbeschleunigung. 
Die  Beschleunigung  ip  ist  die  geometrische  Derivirte  der  Ge- 
schwindigkeit nach  der  Zeit,  wie  die  Elementarbeschleunigung 
das  geometrische  Differential  derselben  nach  der  Zeit  ist.  In  den 
Ausdracken  „geometrische  Deriyirte"  und  „geometrisches  Differential"  sind 
die  Beziebongen  der  Grösse,  der  Bichiting  nnd  des  Sinnes  zngleicbent  halten. 
Die  Sichtung  der  Besohlennigm^f,  durch  den  beweglichen  Punkt  ge- 
zogen gedacht,  Altt  in  die  Ebene  der  beiden  auf  einander  folgenden  Tan- 
genten, d.  b.  in  die  Scbmiegungsebene  der  Bahn,  welcher  die  Ebene  dos 
unendlich  schmalen  Parallelogramms  0  Y'  parallel  ist.  Der  Sinn  der  Be- 
schleunigung zeigt  in  der  Scbmiegungsebene  nach  der  Seite  der  Tangente  hin, 
auf  welcher  der  Krttmmungsmittelpunkt  liegt.  Denn  nacfa  dieser  Seite  hin 
wendet  sich  die  Tangente. 

Je  nachdem  der  Winkel  «,  welchen  die  Beschleunigung  mit  der  Ge- 
schwindigkeit bildet,  kleiner,  gleich  oder  grßsser  als  ^n  ist,  ist  v  grOsser, 
gleich  oder  kleiner  als  v,  d.  h.  nimmt  die  GrOsse  der  Geschwindigkeit  v 
zu,  bleibt  ungeKndert  oder  nimmt  ab  durch  das  Hinzutreten  der  Elemen- 
tar beschlennigung  du.  Umgekehrt:  Kndert  die  Geschwindigkeit  ihre  Grösse 
wachsend,  bleibt  ihre  Grösse  dieselbe  oder  nimmt  sie  ab,  so  ist  a  kleiner, 
gleich  oder  grosser  als  ^  je.  Im  Falle  dass  die  Geschwindigkeit  sich  der 
Grösse  nach  nicht  ändert,  hat  die  Beschleunigung  die  Richtung  der  Haupt- 
normalen  der  Bahn  (Normalen  in  der  Schmiegungeebene)  und  ist  ihr  Sinn 
nach   dem  Krtlmmungsmittelpunkte  hin  gerichtet. 

Aendert  die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t  blos  ihre  GrSsse,  nicht  ihre 
Richtung,  d.  h.  fällt  die  Tangente  des  folgenden  Punktes  M'  mit  der  Tan-  ' 
gente  von  M  zusammen,  so  fHlIt  du  in  die  Tangente  und  wird  gleich  dem 
Differentiale   dv   der  Geschwindigkeit  v  im   gewöhnlichen  Sinne,   nSmlich 

dem  Differentiale  blos   in  Bezug  auf  Grösse  und  ebenso  wird  tp  ^  -■-   die 
Derivirte  von  v  in  Bezug  auf  Grösse  allein. 

Der  Hodograph  Hamiltons  (Cap.  III,  §.  5.)  stellt  die  Aenderung  der 
Geschwindigkeit  sehr  zweckmassig  dar.  Da  sein  Radinsvector  die  Geschwin- 
digkeit V  ist,  so  ist  sein  Bogenelement  die  Elementarbeschleunigung.   Denkt 
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man  sich  einen  beweglichen  Punkt  den  Hodographen  beschreibend,  so  dass 
sein  Radiusvector  steta  der  Geschwindigkeit  v  des  Hauptpunktes  X  geo- 
metrisch gleich  bleibt,  so  ist  seine  Geschnindigkeit  die  Bescbletmigaiig  des 
Hauptpunktes. 

g.  a.    Beiipiele. 

1.  Ein  Punkt  beschreibt  mit  conitanter  Qeschwindi^keit  einen 
KreJB  vom  Radius  t,  man  soll  Beine  BeBchlennigung  nach  OcOsse  nnd 
Richtung  bestimmen. 

Da  die  Qesch windigkeit  v  constant  ist,  so  ist  das  unendlich  kleine  Dreieck 
OVV  (Fig.  123)  gleichschenklig  nnd  mithin  V V  eenkrecht  znr  Richtung  der 
Geschwindigkeit.  Daher  ist  die  Beschleunigung 
normal  zu  dem  Ereiee  und  fortwUireud  noch 
dem  Mittelpunkte  desselben  gerichtet.  Hinsicht- 
lich der  OrOsse  7  der  Beschleunigung  erb^t 
man  aus  jenem  Dreiecke  zunächat  die  Elemca- 
tarbesohlennigung  äv  =  ipdt  —  OV  .  (TO  V) 
oder  da  der  Winkel  V  OV  der  Contingenzwin- 
kel  des  Kreises  nnd  gleich  dem  Winkel  MCX 
""'  ""■  der  beiden  Normalen  in  den  Endpunkten  M,  M" 

des  Bogen  dementes  MM'  =>  ds,  also  gleich  —  ist,  ipdt  =  v  ■  —  •    Es  ist  aber 

weiter  -j-,  =  e  und  somit 


Denkt  man  sich  den  beweglichen  Punkt  als  einem  System  angehSrig,  welches 
um  eine  durch  den  Mittelpunkt  gehende  znr  Kreiaebene  senkrechte  Aie  gleichffir- 
mig  TOtirt  nnd  bezeichnet  die  Winkelgeechwindigkeit  dieeei  Rotation  mit  u,  so 
wird  V  =m  lor  und  läest  sich  die  Beschleunigung  auch  darch  den  Ausdruck  ip  e=  n'r 
darstellen.  Die  Beschleunigung  der  gleichförmigen  Kreisbewegung 
eines  Punktes  ist  nach  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  gerichtet!  sie 
ist  die  dritte  Proportionale  mm  Radius  und  der  GeHchwindigkeit' 
nnd  kann  durch  das  Produkt  des  Radius  und  des  Quadrats  der  Win- 
kelgeschwindigkeit dargestellt  werden;  der  Hodograph  ist  ein  Kreis 
vom  Radius  gleich  der  Geschwindigkeit. 

2.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Ellipse  und  zwar  so,  dass  der  Sec- 
tor,  welchen  der  von  einem  der  beiden  Brennpunkte  nach  dem  be- 
schreibenden Punkte  gezogene  Radinsvector  während  der  Bewegung 
durchläuft,  der  Zeit  proportional  wachst,  welches  ist  die  GrOsse 
und  Richtung  der  Beschleunigug  ffir  diese  Bewegung? 

Ist  der  Sector  der  Zeit  proportional,  so  ist  die  Sectorengeachwindigkeit  (Cap.  IV. 
g.  14)  eine  Constaute  c.  Ist  (Fig.  124)  MM'  =  da  =*  vdt  uud  p  das  vom  Ursprung 
F  der  Radienvectoren  auf  die  Tangente  geilte  Perpendikel,  so  ist  der  Elemen- 
tarsector   MFM'  =  ^pvdt  und   daher   \pv  °a  c  oder  f  <v  —  d.  h.   ffir   jede 

Bewegung,  bei  welcher  die  Sectorengeschwindigkeit  in  Bezug  auf 
einen  Punkt  F  constant  ist,  ist  die  Geschwindigkeit  umgekehrt  pro- 
portional ihrem  Abstände  7on  F. 
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F&lh  mMi  TOnitfanf  den  folgenden  RadiaBvector  FM'  das  Perpendikel  MQ, 
«0  wird  dsH  unendlich    kleine  Dreieck  FMQ'  gleichachenklig  und  werden  die 


Winkel  PMF  and  QMM"  complement&r;  daher  geben  die  rechtwinkligen  Drei-* 
ecke  PJtfJ'nod  güM"  die  Proportion  FP:  FM=  MQ  :  MM'  d.  h.  p.ds^r.MQ, 
wenn  der  Radiosvector  FM  =•  r  ist.  Dieser  Radiuavector  rotirt  um  F  mit  einer 
gewisien  Winkelgeachwindigkeit  m  and  wird  MQ  =>  rtodt.    Hiemit  gibt  die  eben 

entwickelte  Gleichong  pv  —  r'io  oder  oi  •» -j  d.  h,  die  Winkelgeschwin- 
digkeit am  den  DrspTang  der  Sectoren  ist  dem  Quadrate  des  Kadiug- 
vectora  umgekehrt  proportional. 

Ist  p'  da«  von  dem  Brennpunkte  F\  welcher  nicht  ünprnng  der  Sectoren 
ist,  wofflr  die  Sectoren  gesch  windigkeit  constimt  iat,  aof  die  Taagent«  geftllte  Per- 
pendikel, M  ist  in  der  Ellipse  pp'  —  6*,  wenn  b  die  kleine  Axe  bedeatet.  Hie- 
mit geht  der  obige  Ansdmck  v  —  Se  i  p  fiber  in: 

worin  nach  bekannten  Sätzen  F' H -^  3p'  and  FH  die  grosse  Äie  Sa  der  Ellipse 
ist.     PQt  den  folgenden  Pankt  M'  ist  ebenso 

Die  beiden  Perpendikel  F'  H  und  F'  W,  welche  von  F'  auf  die  Tangenten 
ia  M  und  M'  gef&tlt  werden,  bilden  mit  HU'  ein  nneudlich  kleines  Dreieck 
F'HH',  dessen  Seiten  F' Huoi  F" H'  den  Geschwindigkeiten  v,v'  in  den  Punk- 
ten M,M'  proportional  sind.  Zieht  man  daher  darch  den  Pnnkt  M,  atuser  der 
Tangente  noch  eine  Gerade  paraUel  znr  Tangente  des  Punkte«  M'  und  tAgt  anf 
diese  beiden  Linien  die  Geschwindigkeiten  d,  d'  als  Längen  MV,  MV  anf,  so 
erhAlt  man  ein  weiteres  Dreieck  MV  V,  welches  dem  Dreieck  F'HH"  ähnlich  ist 
und  Ewar  ist  das  TerhEUtniss  der  Seiten  c :  6'.  Die  uneadlich  kleine  Linie  V  V 
des  Dreiecks  MW  ist  aber  die  ElementarbescblenniguDg  du  =•  ^dt  fQr  den 
Punkt  M  und  erhUt  man  daher 

ipdt  =  ~i  ■  HH\ 

Da  HH'  ^  2audt  ist,  so  wird  hiemit  <p  —  -jj-  •  a  oder  mit  Hülfe  des  obi- 
gen AoBdrackes  für  die  Winkelgeschwindigkeit  an 
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iac' 

Dieaem  Änadracke  kani]  man  noch  eine  atwaa  andre  Form  geben,  indem  mu 

die  ConBtantB  c  durch  die  Umlaufezeit  T  dAratellt.  Es  ist  nämlich,  da  die  See- 
toreu  der  Zeit  proportional  sind,  cT  »^  «a&,  nämlich  gleich  dem  Inhalt  der  gui- 
zen  Ellipse  ;>hiemit  erhält  man 


Um  die  Richtung  der  BeschlennigDng  zn  be«timnien,  ist,  da 
FH  =  FH-  ^  2a, 
das  nnendlich  schmale  Dreieck  FHH'  gleichschenklig  und  steht  HH"  in  dei 
Grenze  seukrecht  aaf  der  Ricbtnng  des  RodiasTectora  FM.  L&sat  man  daber  du 
Dreieck  F' HR'  am  den  Winkel  -iir  sich  nmdreheo,  so  wird  HW  parallel  FU; 
da  aber  alsdann  die  Seiten  des  Dreiecks  F'  HH'  den  homologen  Seiten  des  Drei- 
.«ecks  MW  parallel  liegen,  so  folgt,  das«  die  Richtung  von  FF'  parallel  zu 
FM  ist  and  mitbin  die  BeschUnnigiing  in  die  Riohtang  des  Badinevectors  ftllt 
und  nach  dem  Brennpunkte  hinieigt.  Bei  der  vorliegenden  elliptischen 
Bewegung  ist  die  Besohlennigung  fortwährend  nach  dem  Brenn- 
punkte hin  gerichtet,  welcher  die  Spitze  des  der  Zeit  proportioni- 
len  Sectors  ist  und  ist  dieselbe  nmgekehrt  proportional  dem  Qua- 
drate des  RadiuBTectora. 

§.  3.    Für  die  Projection  der  Bewegnng  eines  Punktes  M  anf  ein« 
Ais  X  ändert  die  Geschwindigkeit  v,  ihre  Richtung  nicht  und   ist  daher 
dvx 
"Ti' 

keit  in  Bezug  anf  Grösse.  Projicirt  man  das  Dreieck  OYV  (Fig.  122), 
dessen  Seiten  v,  ^u,  v  sind  aaf  die  Axe,  so  ist,  wenn  die  £Ienientarhe- 
sohleunigung  du  mit  der  Axe  den  Winkel  a  bildet,  v,  -f-  dt* .  cos  «  —  v'j"  0, 
also  dvx  —  du  .  cos  a  nnd 

dvi       du 

d.  b.  die  Beschleunigung  der  Projectionabewegnng  auf  eine  Aie 
ist  die  ProjectioB  der  Beschleunigung  der  Hanptbewegung  auf 
dieselbe. 

Da  nach  Cap.  HI,  §.  9.  ^i  ^  -j:  'st,  so  wird 

d.  h.  die  Beschleunigung  der  Frojectionsbewegung  ist  die  iweite 
Derivirte  der  auf  der  Axe  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte 
an  gerechneten  Abscisse. 

Piojicirt  man  die  Bewegung  eines  Punktes  M  in  der  Ebene  auf  recht- 
winklige Coordinatenasen  OX,  OY  nnd  sind  x,g  die  Ooordinatui  Ton  Jf 
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zur  Zeit  t,  bo  bestehen  ftlr  die  BoBcbleunigun^n  <p„  ipy  der  beiden  Pro- 
jectionabewegonges  und  die  Neigung  a  der  Beschleomgung  91  der  Hai^t* 
bewegnng  die  Gleiahongen 

^=9*.    J^=Vy,   'P'^«<"^<P',   9Bino— 91^,   9^  =  ipl+<p;,  *g«"~- 

Constrtdrt  man  von  0  aus  als  Pol  der  Radienvectoren  r'  ■»  t>  den  Hodo- 
graphen  der  Bevregang  des  Panktee  M{x,  y)  und  sind  x',  y  die  Coordinaten 
des  Endpunktes  m  von  r ,  sowie  ds  das  Bogenelement  desselben,  welches 
die  Elementarbeechlennigung  darstellt,  so  ist: 

, A%        , Ay 

^  ~li'    ^  ~di' 
äs' 

Ebetfto  hat  man  für  die  Projectionen  der  rSomlichen  Bewegung  eines 
Punktes  ]if(x,  y,  z)  auf  drei  rechtwinklige  Axen  OX,  OY,  OZ,  wenn  u,  ß,  y 
die  lUcbtnngswinkel  7on  tp  sind: 

cPx  ^y  (?* 

cos  ff        cos  fi        cos  V         1  ,  i    ,       1    ,       t 

——  =  — —  ■= — .     V  ™  W  +  V»  +  9». 

fpx  9v  9'  V 

und  ftlr  den  Hodographen  die  Gleichungen: 

dt'    ^        dr  dt' 

Sind  die  Coordinaten  des  beweglichen  Punktes  M  als  Functionen  der  Zeit, 
gegeben,  so  liefern  zwei  aufeinander  folgende  Differentiationen  die  Formel- 
systeme  für  die  Oe  seh  windigkeit  v  und  Beschleunigung  9,  sowie  deren 
Richtungswinkel  (a,b,  c)  und  («,  ß,  y),  nämlich: 

x'^'^ii),  p.-tXO,  f'-^i  +  ^j  +  vJ, 

y  *™    zCOi     "„  =    j;'((),     cos  a       cos  6       cos  c        1 

<px  =  *"(() ,     V*'='pI  +  'pI  +  9- 1 
fpf=   x"(0'     coB "       cos  (J       cos  y        1 
tp,  -=  -»"(Ol       V'  9v  9'  9 

Ist  aber  die  Bewegung  des  Punktes  M  nicht  selbst  gegeben,  sondern  sind 
blos  9>i,  9>y,  9.  bekannte  Functionen  Ton  allen  oder  einigen  der  Grössen 
t,  X,  y,  z,  «x,  v^,  Vi ,  so  liefert  das  System  der  Differentialgleich ungSB  zweiter 
Ordnung 

^x  d*y  (^e 

^  =  9^'    ^  =  9'.,     j^  =  <P, 
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durch  Beme  ereten  Integrale  den  Oeschwindigkeitszostand  des  Punktes  V 
und  durch  seine  zweiten  Integtale  die  Coordinaten  deaaelben  als  Fanctioneo 
der  Zeit  t,  wie  sp&ter  ansftlbrlicli  erörtert  werden  soll.  Man  nennt  diese 
Oleicbangen  die  Gleichungen  der  Bewegung;  sie  wurden  zuerst  von  Mae- 
laurin  aufgestellt  (Treatise  of  Flozions,  1742). 

S.  4.   Beispiele. 

Die  gleichfermige  Ereisbewegnng  (vgl.  Cap.  III,  §.  12.)  wird  a.a! 
eine  Gerade,  e.  B.  anf  einen  Dnrchmesaer,  projicict,  man  soll  die  Be- 
schleanigang  der  geradlinigen  oscillatorischen  Projectionsbewegnog 

Ist  m  die  Wiakelgesch windigkeit  der  Ereisbewegnng ,  r  der  Badius  des  Krei- 
ses, so  ist  die  BeBcbleunigung  q)  i^  m'r  nnd  nach  dem  Mittelpaukte  des  EreiKt 
gerichtet.  Beieichoet  tp  den  Winkel  3f„  CM,  welchen  (h.  Fig.  77,  8. 197)  der  Radius 
CM,  mit  der  Frojectionsaie  bildet,  so  ist  x  — ^  der  Winkel  der  Bescblennigung  v 
mit  dieser  Axe  und  folglich  die  Beschleanigung  der  Projectionabewegnng 

qu, mVoosifi, 

oder  wenn  Cm  =•  x  die  Abscisse  des  Panktea  3f  ist,  9  z  -•  —  m'x.  Sie  ist  lOch 
dem  Ereismittelpuakte  C  gerichtet.  Man  bat  daher  ffir  die  oicillatori»obe  Be- 
wegung die  Gleichung 

Dasselbe  Resultat  ergibt  sich  auch  aas  der  Formel  -j-  =  ^riaännt,  dk 
r  cos  mt  »  X  ist. 

Fftr  die  geradlinige  OBoillatorische  Bewegung  eines  Pnnktes, 
welche  die  Projection  einer  gleicbfSrmigen  Kreisbewegung  ist,  ist 
die  Besohleunigungdem  Abstände  des  beweglichen  Punktes  von  einem 
.festen  Pnnkte  der  Geraden,  nämlich  von  der  Projection  des  Eteii- 
mittelpnnktes,  proportional  und  fortwährend  nach  diesem  Packte 
hingerichtet;  sie  wechselt  den  Sinn,  so  oft  der  bewegliche  Punkt  dnrcb 
das  TcBte  Centrnm  hindurchgeht  nud  ist  noabbängig  Ton  der  OscilU- 
tionBamplitade. 

umgekehrt  kann  jede  geradlinige  Bewegung,  fOr  welche  die  Beschlennigimg 
nach  einem  festen  Punkte  der  Geraden  gerichtet  und  der  Entfernung  von  diesem 
proportional,  i^mlich  <px  ■—  xz  ist,  als  die  Projection  einer  gleichfSrmigen  Ereli- 
benegnng  um  den  festen  Punkt  als  Mittelpunkt  angesehen  werden.  Die  Winkel- 
geschwindigkeit derselben  ist  m  •—  I^k  und  die  Oecillationsdaner  2*  =  —=■    Da 

Durchmesser  des  Ereises  ist  der  Abstand  der  beiden  änssersten  Lagen,  welche  der 
Punkt  w&hrend  seiner  Bewegung  erreicht  (die  Oscillationsamplltade). 

Frojicirt  man  die  gleichförmige  Ereübewegung  anf  zwei  eu  einander  recbt- 
winklige  Azen  des  Mittelpnnktes  als  Axen  der  x,  y,  so  bat  man  fOr  die  beiden 
Projectionsbewegungen  die  Gleichungen 

a;>— rcoemt,       y  =  räumt, 
ans  welchen  die  Geschwindigkeiten  derselben 

Vi  ^  —  <nr  sin  at,      Vf  BB  (sr  cos  «it. 
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sowie  deren  Beachleaitiguagen 

(fit  —  —  a'x,        q>f—  —  to'i/ 

folgen.  Beide  Bewegungen  lind  an  sich  identiacb,  nur  sind  ihre  Perioden  bo  ver- 
«chobeo,  daas  die  Haiima  der  Abst&nde,  Geacbwiadigkeiten  and  Beachlcnnigmigea 
(im  abBoluteo  Sinne  genommen)  der  einen  mit  den  Minimis  der  enUprechenden  Ab- 
atände,  Geschwindigkeiten  nnd  Betchleauigungen  de*  andern  gleichzeitig  eintreten. 
§.  6.  Wird  die  Bewegung  eines  Funktea  aaf  eine  Ebene  piojicirt,  so  folgt 
ans  der  Projaction  des  Dreieck»  OFF' (Fig.  122),  daas  die  Beschleunigung  der 
Projectionabewegnng  die  Projection  der  Beschlennignng  der  Haupi- 
bevegDDg  ist. 

Die  gleichförmige  Sreisbewegnng  eines  Punktes  wird  auf  eine 
Ebene  projioirt,  man  soll  die  BeschleaniguDg  der  Projectionsbewe- 
gnng  finden. 

Die  Projection  der  kreiefSTmigen  Bahn  de*  Punktes  JU  ist  (Fig.  IStt)  die  el- 
liptiecbe  Bahn  des  ProjectioDipanktaa  nt,  der  Mittelpunkt  c  derselben  die  Projec- 
tion des Hittelpnnktes  C  jener;  die  grosse  Axe 
2  a  der  Ellipse  liegt  parallel  der  Schnittlinie 
der  Ebenen  beider  Cnrren  und  ist  gleich  dem 
Durchmesser  2a  des  Kreises,  die  kleine  Axe 
2b  f&Ut  in  die  Ebene  des  Neigongawinkels  te 
beider  Ebenen  nnd  ist  6  *  n  cos  tf.  Ist  ■•  die 
Wiakelgeschwindigkeit  der  Ereisbewegnng,  to 
ist  0  ^  am  die  Geschwindigkeit  des  Punktes 
Fig.  IIS.  M  nnd  9  ^  am'   seine   Beschlennignng   nnd 

hat  die  Richtung  MC  nach  dem  Ereismittel- 
pnnkt.  Die  Bescblennigung  v  der  elliptischen  Bewegung  ist  die  Pro- 
jection von  if  und  folglich  nach  dem  Mittelpunkte  c  der  Ellipse  gerich- 
tet nnd  hat  die  Grösse  i^  =■  qi  cos  (qo,  *)  =  rt»\  wenn  der  Radiostector  cm  der 
Ellipse  mit  r  beieicbnet  wird;  sie  ist  der  Entfernang  Tom  Mittelpunkte 
proportional. 

Bei  der  gleichförmigen  Kreisbewegung  ist  die  Sectorengesch windigkeit  c  fOr 
den  Mittelpunkt  des  Kreises  als  Ursprung  der  Sectoren  conataot  e  — •  x  a'  :  3', 
wenn  T  die  CmlaufsEeit  bedeutet,  welche  durch  die  Winkelgeschwindigkeit  m 
mit  Hfilfe  von  wT>b2«  ansgedräckt  werden  kann.  Da  der  Sector  der  Kreis- 
bewegung, welcher  in  einer  endlichen  oder  unendlich  kleinen  Zeit  beschrieben 
wird,  dieser  Zeit  proportional  ist  und  die  Sectoren  der  Ellipse  die  Projectionea 
der  Sectoren  des  Kreises  sind,  so  sind  auch  diese  der  Zeit  proportional  und  ist 
fOr  die  elliptitche  Bewegung  die  Sectorengesch  windigkeit  conetant ,  nämlich 
d  •=>  c  CO«  a.  Da  die  ümlanfsieit  fQr  beide  Bewegungen  gleich  gross  ist,  so  hat 
man  c' T  —  nah.  Man  kann  daher  dem  Änsdruck  für  die  Beschleunigung  y  auch 
noch  die  Farm  geben: 

ih—  *"'.r  —  —  -r  —  — . 

Wählt  man  die  Hauptaxenrichtungen  ea  nnd  eh  der  Ellipse,  als  Axen  der 
X,  y,  so  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  tn  leicht  als  Functionen  der  Zeit  tu 
erbalten.  Ist  u&mlich  M  zur  Zeit  t  -■  0  in  ^,  so  wird  AM  =-  amt  und  der  In- 
halt des  Dreiecks  ACM  gleich  ^a*  sin  nt,  der  seiner  Projection  ist  aber  ^ay; 
daher  erhUt  man  die  Gleichung  y  ^  b  äa  mt,  zu  welcher  man  x  ■■  a  cos  «t  au 
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der  Oleicbung  1 — j  +  (-^1  =  1    der  Ellipae  fipdet.     Für  die  Polarcoordimlai 
cm  ^  r  und  ^  actn  ^  tf  des  Punktes  m  erbült  man  r'  =b  a*  cat'at  -(-  h*  üa'al, 

tg»-Atff„(. 

Aas  dem  Vorstehenden  Bchlieast  man  leicht  umgekehrt,  das«,  wenn  ein  Punkt 

eine  Ellipse   beschreibt  unter  Einfluss   einer   nach   dem  Hittelpnnkt  geriebteten 

BeBchlennigQiig,   diese   dem   RadinBTeptor  proportional  nad   daes  die   Sectoreoge- 

Hchwindigkeit   der   Bewegung   constant   sein    masa.    Denn    es   gibt  immer  eiuei 

Ereie,   deaaen  Projection  die  Ellipse  ist  und  in  ihm  eine  Bewegnog,  welche  der 

elliptiachen  Bewegong  folgtj  fOr  diese  i«t  alsdann  die  Beechlennignng  Dsdi  des 

Mittelpunkt  gerichtet  und  dem  Badins  proportional,  folglich  die  Geachwiadigkeit 

der  Kreisbewegung  conatant. 

§.  6.    Die  ElementarbeBchleunigimg  du  kann  ab  eine  unendlich  kleäne 

Geschwindigkeit,   wie  jede  Geacbwiudigkeit  auf  maunigfache  Art  in  cwä 

oder  mehrere  Componenten  zerlegt  werden,  deren  geometiisohe  Somme  m 

du 
ist.    Dasselbe  gilt  von  der  ihr  proportionalen  Beschleunigung  tp  =  —• 

Eine  besonders  wichtige  Zerlegung  von  <p  ist  ihre  Zerlegung  nach  der 
Tangente  und  Hauptnormalen  der  Bahn  oder  die  Zerlegung  in  die  Tangentisl- 
^Tg,     i^>id  Normalbeschleunigung  9/  und 


FT 


I. 


~~1b^%'     fn-    Bildet  if  mit  der  Tangent« 
den  Winkel  a,  so  ist  (Fig.  126) 

9i(  ■—  9»  cos  a,     9,  =  9>  sin  a. 
In  dem  mehrfach  benutzten  unend- 
lich kleinen  Dreieck  0  7V',  des- 
sen  Ebene  der  Sohmiegungsehaie 
parallel,  dessen  Seiten  die  Qeschwindigkeiten  zu  den  Zeiten  t  und  dt  und 
die  Elementarbeschleunigung  du  darstellen,  falle   man  TOn    V  oder   F"  die 
Perpendikel   VQ,  V'Qf  auf  die  Seiten   OV,  OV,  so  ist,  da  Winkel 

r'v<^  =  rv'o  =  tt 

wird, 

vg_     or  —  or    dv     i_dv 

VQ        OV.dt       vdi        v^ds 
"""""fF'"     ff'     '"äu'^fdt' 
WO  de  den  Contingenzwinkel  bedeutet.    Hiemit  erh&lt  man 
dv  de 

lic  ist  zugleich  der  Winkel  der  beiden  aufeinanderfolgenden  Kormalen  MC,  M'C 
und  stellt  —  die  Winke^esch windigkeit  des  beweglichen  Punktes  um  den 
Erttmmongsmittelpunkt  C  dar.    Dem  Ausdrucke  fdr  9.  kann  man  noch  iweä 
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andere  Formen  geben,  wenn  man  die  bekannte  Beäebang  zwiachen  Bogen- 
element,    Contingenzwinkel  and   Ki-flmmangsholbmeeser   in   Yerbindoug  mit 
dem  Ausdrucke  fOr  die  Geschwindigkeit  heranzieht,  nämlich: 
ds  ds 

Eliminirt  man  hiemit  ans  91.  einmal  dB ,  das  audremal  v ,  so  erhlUt  man  noch : 

Daher; 

Die  BeschleaniguDg  eines  Punktes  kann  in  zwei  Componenten 
lerfSllt  werden,  in  die  Tangentialbeschleunigung  und  die  Nor- 
malbeschleaaigang,  erstere  längs  der  Tangente,  letztere  ISngs 
der  Hanptnormalen  nach  dem  Krtlmmungsmittelpunkte  hin  ge- 
achtet Die  Tangentialbeschlennigung  ist  die  Derivirte  nach 
ÜTCsae  von  der  Geschwindigkeit, in  Bezog  anf  Zeit,  die  Normal- 
beschleanigung  ist  der  Qaotient  ans  dem  Quadrate  der  Ge- 
schwindigkeit durch  den  Krümmungshalbmesser,  oder,  was  hier- 
mit gleicbbedentend  ist,  das  Produkt  ans  dem  KrUmmnngshalb- 
messer  und  dem  Quadrate  der  Winkelgeschwindigkeit  nm  den 
KrQminnngsmittelpankt,  oder  auch  das  Product  aas  der  Oesohwin- 
digkeit  t>  und  dieser  Winkelgeschwindigkeit. 

Die   Normalbeschlennigung   beisat   auch    die  Centripetalbeschlen- 
nignug,  weil  sie  nach  dem  Krflnunnngsmittelpunkte  hin  gerichtet  ist. 

Die  Zerlegung  der  Beichlennigung  in  ihre  tangenUelle  und  normale  Compo- 
nente  itt  ronngsweise  detwegan  bo  wichtig,  weil  eie  den  Antheil,  welchen  die 
8««eMeimigniig  an  der  Äenderung  der  Richtung  der  Qeich windigkeit  hat,  ron 
dem  bennt,  den  sie  an  der  Aenderung  ihrer  GxCsse  nimmt  Der  Auadmck  der 
Tuigentialbeflchleunignng  enthUt  nichts,  wa«  sich  auf  die  Krümmung  der  Bahn 
und  mithin  nichtB,  was  sich  auf  die  Abweichnng  der  Tangente  bezieht,  dagegen 
enttiMt  die  NonDalbeechlennigung  daa  die  Krümmung  der  Bahn  bestimmende  Gle- 
neat.  Die  TangentialbesohlenniguDg  beschleunigt  daher  den  Fnnkt  in  lainer  Bahn 
allein,  i.  h.  Teiändert  die  Qeachwindigkeit  binsichtlicb  der  QrOaee  allein ,  die 
Nonnalbeschlennignng  krfimmt  die  Bahn,  ohne  Einflnss  anf  die  Aenderung  der 
ßrAue  der  Geschwindigkeit  zu  haben.  Ist  daher  eine  Oleichnng  gegeben,  welche 
1:1  ili  Function  der  Zeit  oder  des  Abstandea  ansdrQckt,  so  kann  man  die  Be- 
veguDg  des  Pnukte«  in  der  Bahn  nnabhilngig  von  der  Kenntnis»  der  Bahn  unter- 
nclien  mid  bleibt  dieselbe  unTer&ndert  dieselbe,  wenn  die  Normalbeachleunignng 
nch  M>  Lodert,  dass  die  Bahn  sich  anders  krdmmt.  Andererseits  hängt  aber  die 
KoriDslbeschlennigttng  nicht  blos  von  der  Krümmung  der  Bahn,  sondern  aach 
«>n  der  Art  der  Bewegung  des  Punktes  in  der  Bahn  ab,  denn  ihr  Ausdruck  ent- 
l>SU  neben  dem  Erfimmnngshalbmeseer  ancb  die  Geschwindigkeit. 
Ist  £e  Bahn  geradlinig,  so  wird  p  ~  00,  mithin 

^v  «  „ 

"  "  Üf  ""  *  '     T-  — 0,   o  — 0. 
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Die  Beacblennigaag  redaoirt  üoli  hol  die  TaDgentülbeBchleiiniguDg.  Iit  di«  Be- 
we^niig  gleichfSrmig,  alio  t>  cooBtant,  so  wird 

ipt  ^  0,    ipB^  —  =■«,   teoi  =  oo. 
9 
Die  Richtung  der  BeaohlenDignng  iat  normal  edt  Bahn. 

Ans   dea   äloichuugea   «b  ^  m  bid  a  =  —   folgt  moäaa  ^'t^.    f» 
Q 
ist  aber  p  sin  o  die  halbe  Sehne  ^c,  welche  die  Richtung  der  Beschleunigniig, 
durch  den  beweglichen  Pnnkt  gezogen,  in  dem  Krümnmngskreiae  bestimmt 
(BeecfaleunignngBschne).   Daher  die  Gleichung: 

d.  h.  die  Geschwindigkeit  ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen 
der  Beschlennigung  und  der  halben  Beschleunignngssehne.  Ein 
Kreis  um  M  mit  der  Geschwindigkeit  v  als  Radius  bagtinunt  auf  der  i^b- 
tung  der  Beschlennignag  diesseits  und  jen§eitB  von  Jlf  zwei  Punkte  A,  B,  Jn 
Bezog  auf  welche  der  Endpunkt  der  Beschleunigung  und  die  Mitte  der 
Sehne  c  conjugirte  harmonische  Punkte  sind. 

§.  7.  Wahrend  der  bewegliche  Punkt  von  M  aus,  wo  er  sich  mi 
Zeit  t  befindet,  mit  veränderlicher  Geschwindigkeit  seine  Bahn  beschreibt 
nnd  nach  der  Zeit  t  ■{■  &  in  M'  angelangt  sein  wird,  wollen  wir  glöcb- 
leitig  einen  zweiten  Punkt  von  M  abgehen  lassen,  welcher  mit  coufitastei 
Geschwindigkeit,  n&mlich  mit  der  Geschwindigkeit  t>,  welche  der  Haupt- 
punkt zur  Zeit  t  mM  besitzt,  sich  auf  der  Tangente  bewegt  and  lar  Zeil 
i  -\-  &  die  Lage  N  erreicht  haben  mag.  Die  Verbindungslinie  NJW  beider 
Punkte,  welche  nach  GrOsse  und  Richtung  mit  &  verftnderlich  ist  und  mit 
&  verschwindet,  steht  mit  der  Beschleunigniig  <p  in  der  doppelten  Bemehimg, 
dasB  l)  die  Richtung  von  NM'  bei  abnehmendem  0  aich  dar 
Richtung  der  Beschleunigung  <p  als  ihrer  Grenzlage  nBhert  cad 
2)  der  Quotient  des  Abstandes  NM'  durch  das  halbe  Quadrat  tod 
#  in  der  Grenze  in  dieGrCsae  der  Beschleunigung  Übergeht  Die 
verschwindend  kleine  Strecke  NM',  welche  die  Abweichung  des  bew^liebca 
Punktes  von  der  Tangente  in  der  Richtung  der  Beschleunigung  missi,  wird 
die  Deviation  d  des  beweglichen  Punktes  genannt. 

Zum  Beweise  genfigt  es,  die  Bewegungen  der  beiden  Punkte  w&brend 

zweier  auf  t  folgender  Zeitelemente  dl  in  ver- 

■   a~  a-    _j\^  folgen.    Wahrend  des  ersten  derselben  bewhiei- 

■^  ,^  »"  ben  beide  Funkte  das  Element  Km— ds— pd', 

^-  (Fig.  127),  welches  die  Tangeute  in  JK  mit  dem 

^^    KrUmmungskreise  gemein  hat.  Wahrend  deeiwev- 

Fig.  in.  ten  Zeitelementes  dt  durchläuft  der  Hauptpunkt  da; 

Babnelement  mM'  =^  (v  +  dv)dt,  welches  zugleich  der  zweiten  Tuigente 
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Qud  dem  Erflmmungskreiae  angehOrt,  w&hrend  der  zweite  Ftmkt  auf  der 
ersten  Tangente  daa  Element  mN  =  vdt  =3  Mm  zurücklegt.  In  dem  nn- 
endlicli  kleinen  Dreiecke  mNM'  sind  also  die'  Seiten  mN  nnd  mM"  den 
Qeschwindigkeiten  f  nnd  v-\-dv  proportional,  deren  BicMimgen  sie  beaitien. 
Constroirt  man  daher  mit  mV  =  v,  mF'  =  v  +  (iw  das  Dreieck  mW, 
so  wird  die  Demtion  NM'  parallel  der  Elementarb eschlennigung  T  V=<päL 

Die  Linie  NM'  schneidet  nnn  den  ErUmmirngskreiB  xum  zweitenmale 
in  einem  Punkte  F  and  ist  daher,  weil  mN  den  KrftmmnngBkreia  bertüui, 
^2P  =  S  .  NF. 

Da  aber  NF  die  Richtung  der  Beschleiuiiguig  hat,  so  geht  ee  in  der 
Grenze  in  die  BeschleimignngBsehne  c  Aber,  und  da  mN=vdt  ist,  so 
erl^t  man  die  Relation  v'd^  '=  S  .c,  welche  in  Verbindung  mit  v'  >«  ^cq> 
(§.  6.)  Uefert: 

Die  hieraoB  folgende  Gleichung 

i~^^d^, 

zeigt,  dase  die  Deviation  des  beweglichen  Punktee  ein  unendlich 
Kleines  zweiter  Ordnung  ist,  und  erhalten  wird,  indem  man  die 
halbe  Beachleunigung  mit  dem  Qnadrate  des  Zeitetementes  mul- 
tiplicirt  Ein  Punkt,  welcher  in  der  Bichtung  der  Beschleunigmig  ohne 
Anfangsgeschwindigkeit  sich  wShrend  des  Zeitelementes  mit  oonstant«r  Be- 
acbleanignng  91  bewegen  wtlrde,  wttrde  in  dieser  Zeit  den  Weg  S  zurOck- 
legen.    Denn  ist  |  sein  Abstand  von  M  zur  Zeit  t,  so  ist  seine  Beschleu- 

rngnug  —f  =  9> ,  mithin  seine  Geschwindigkeit  --  «>  9  .  i  nnd  sein  Ab- 
stand I  =  ^9>t',  mithin  fOx  i  ^  dt  gleich  \qidf  -=  S.  Man  kann  daher 
die  Bewegung  eines  Punktes  auf  der  krummlinigen  Bahn  wahrend  des  Zeit- 
elementes. ansehen  als  aus  zwei  andern  Bewegungen  zusammengesetzt,  einer 
gleichförmigen  l&ngs  der  Tangente  von  der  Geschwindigkeit  v,  wie  sie  der 
Ptmkt  zu  Anfang  des  Zeitelementes  besitzt,  und  einer  gleichfSrmig  ver- 
Underlichen  in  der  Richtung  der  Beschleunigung,  mit  der  Beachleunigimg  tp . 
8.  8.  Um  den  vorstehenden  Sati  analftiscb  va 
erweiMD,  aeien  os,  y,  e  die  Coordinaten  des  beweg- 
lichen Punkte«  M  (Fig.  128)  lur  Zeit  i .  An«  ihnen 
erhUt  man  die  Coordinaten  des  Pauktes  M' ,  d.  h.  de« 
Ortea  des  beweglichen  Punktes  nr  Zeit  I  -f  # ,  indem 
man  \n  <e,t/,t  an  die  Stelle  von  t  die  QrOue  <  -f-  fr 
treten  lässt  Da  fr  blosB  filr  sehr  kleine  Werthe  in 
Aniipruch  genommen  wird,  ao  kann  man  die  Coordi- 
naten des  Pnnktee  M'  nach  dem  Tajloi'aohen  Satse  in 
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Reihen  entwickeln,  welche  ouh  ganzen  Potenzen  von  #  fortschreiten ,  wodmcti 
man  erUlt 

Die  Coordinaten  des  Punktes  N  und,  wenn  ce,  ß,  y  die  Bichtnngswinkel  dei 

Tangente  in  M  sind,  wegen  MN ^  v9  gleich 

X  -{-V»  cos  a,     y  +  V*  cos  ^ ,     «  +  ti#  COi  y 

oder  weil  p  cos  a  ,  v  cos  ß,    e  cos  y  die  Componenten  -jr  >   ^jf  >    Tj  ^**'*  "  ^"»d: 


Snbtrahirt  man  diese  Coordinaten  von  den  Cooidinaten  des  Funktea  M\ 
erhält  man  für  die  Projectionen  der  Linie  NM'  anf  die  Ajcen: 


>-[g'+tS»+- ■]■ 


deren  Quadiatanmme  das  Qoadrat  von  ^Af'  bildet.    Hiemos  folgt  sofort  beim 
GrenzenQbergange  für  abnehmende  9 : 


■  (^) -v(sr +(!;?)■ +a"= 


Die  Cosinusse  der  Neigung  von  NM'  gegen  die  Äxen  sind  proportional  den 
Projectionen   von   NM'  auf  diese  Äxen,   also   in   der  Grenze   proportioDal    den 

GrOasen  ^rrif  t    j^  i   j7i  ^-  ^-    ^en  Componenten  der  Beschleunignng  ip   parallel 

diesen  Äxen,    Daher  hat  NM'  in  der  Qrenilage  die  Richtung  der  Bcschleumgiiag. 

§.  9.    Eine  andere  gleichfalls  wichtige  Zerlegung  der  Besehlennignng 

ist  die,  deren  Componenten  parallel  nnd  senkrecht  zur  Richtung  des  Badias- 

vectors  eines  Polarcoordlnatensystems  (r,  d)  sind. 

Die  Componente  "r  ™  -jr    der    Geschwindigkeit 

Ungs  des  Badiusvectors  besitzt  eine  Beschlennigung 

Vr  vi-  (Fig.  129) ,  welche  im  Allgemeinen  in  zwei 

^t'-*       '  Componenten    EerfUllt,   in   eine   QVr   gleichfalls 

»-^^ j:  ^^^       ^^ 

FI«  I»  länge  des  RadiDerectors  gleich  -r-  •=  — ^    nnd 

=  —  —  •    Die  Componente 
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V9  =  r  —  der  Qesoliwmdigkeit  aber,  welche  senkreobt  $aia  Badinsvector 
ist,  hat  eine  Besobleanigang,  von  deren  Componenten  die  eine,  VgR,  länge 
dea  BadiüBTectors   gerichtet,    den  Wertb   r(^)   i   die   andere   senkrecht 

zum  Badiaayector,  aber  den  Werth  YiVTi  ^'*^-  ^i^  beiden  Bestand- 
theile  der  BeBchleanigang,  welche  in  die  Bichtosg  des  Badinsvectors  &llen, 
haben  entgegengesetzten  Sinn,  -j-^  abgewandt,  ''(3-)  dem  Pols  0  zuge- 
wandt; Bie  liefern  daher  als  GeBammtbesolileuoigungscomponente  9>r  ISngs  des 
Badiusrectors  die  Differenz  fir  =  js  —  '"(jt)  '  ^^  beiden  Beschleu- 
nigungsbestandtheile ,  deren  lUchtong  senkrecht  zum  BadiuBvector  ist,  nKmlich 

— —-  und  '.-- Ir-T-)   haben  gleichen  Sinn  und  liefern  als  Oesammtcom- 

dt  at  dt\    dt/  ° 

ponente  91^  der  BeBohleimigDng    Eenkrecht   zum  Radiuavector   die   Summe 
drd9,       rf*»         1    ^  /  s  '**\ 

TJm    dieaa    Resultate    analytiach    zu    erhalt^u,    differentiire  man    die 
Gleichungen  3;  =  rcoed,  y  '=  r  im&  zweimal  nach  t ,  welches  liefert 
«Fi        r<Cr  MHY]        ,        r^d'dO    ,      "i"»!    .    . 

•fs        [fr  «»Nl    .     .    ,    Y^ird»    ,      cfttl      , 

d-\sf-  '•b)  J  •'»  *  +  L^  ä,  Ti  +  'i?\'°" 

und  projicire  diese  Beachlennignngacoinponeiiteii  parallel  den  Äzen  der  x,  y 
auf  den  Badiasrector  und  eine  zu  ihm  senkrechte  Gerade.  Die  Componente 
parallel  zum  Badiosvector  wird 

fi\a  A  J^   .   .  ?    »in    A  ,^=  

die  senkrecht  zu  ihm 


^^c»»  +  -,.m»_.2--  +  .-^. 

§.    10.    Für    die   Tangentialcomponente   qi,    der    Beschleunigung    ist 
dv 
7^  =  9i(.    Ist  also  <pt  als  Function  der  Zeit  dargestellt,   so  folgt,   wenn 

^'  'i  ^01  's  zQsammengehQrige  Werthepaare  sind: 
V  Vq  •=    i  ipi .  dt . 
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Die  Aendernng,  welche  die  Qesch windigkeit  wShreod  irgeDd 
eines  Zeitintervalles  erleidet,  ist  gleich  dem  Integrale  deiTin- 
gentialbeachleunignng,  ausgedehnt  über  dasselbe  ZeitinterTall. 
d.  h.  gleich  der  Summe  aller  tangentiellen  Elementarbeschlen- 
nigungen  in  dieaer  Zeit  Ist  die  Bewegung  geradlinig,  so  ist  ip,^^, 
^  9>><  ■=  0  ist. 

Aus  den  Gleichungen  ~ti  '^  ft  iiod  "t:  =  f  folgt  durch  Elimination  tod 

d<  die  Gleichung  V—  ^  ipt  oder  d  .  ^  v'  <=>  91 .  ds.   Wenn  also  ^t  als  Fonetion 

des  Abstondes  s  von  irgend  einem  Aniangspunkte  auf  der  Bahn  gedadit 
wird  und  man  integrirt  noch  s  zwiflchen  den  Grenzen  So,  s,  welchen  &t 
Warthe  Vg,  v  der  Geschwindigkeit  entsprechen,  90  kommt 


i"'— ifj=  r?«. 


ds. 


Das  Produkt  aus  der  Tangentialbeschleunigung  <pi  und  dem  W^e  ii 
des  Punktes  im  Zeitelemente,  welches  Produkt  das  Element  des  lategial^ 
auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  bildet,  wollen  wir  der  Analogie  mit 
sp&teren  Begriffen  wegen,  die  wir  in  der  Theorie  der  ErOfte  finden  werdeii, 
die  Elementararbeit  der  Beschlennigung  und  das  Integral  selbst,  die 
Summe  dieser  Elementararbeiten,  die  totale  Arbeit  oder  kurz  die  Arbeit 
der  Beschleunigung  ISngs  des  Weges  s  —  s^  nennen. 

Die  Aendernng,  welche  das  halbe  Quadrat  der  Geschwindig- 
keit beim  üebergang  des  Punktes  aus  einer  ersten  ineinezweitt 
Lage  erleidet,  ist  gleich  der  Arbeit  der  Beschlennigang  ling» 
des  durchlaufenen  Weges. 

Ist  tt  der  Winkel,  welchen  die  Beschleunigung  »p  mit  der  Tangente  bildet, 
so  ist  die  Elementararbeit  tpt.d8'=ipix>iu.ds.  Indem  man  den  Factor  cos« 
zu  ds  rieht,  stellt  ds  cos  «  die  Projection  des  Elementarweges  auf  die  Achtung 
der  Beschleunigung  dar.  Man  kann  daher  auch  deGuiren:  Die  Elementar- 
arbeit der  Beschleunigung  ist  das  Produkt  aus  der  Beschleunigung 
und  der  Projection  des  Elementarwegea  auf  die  Bichtung  der- 
selbsn.  Man  pflegt  sogar  den  BegrifT  der  Elementararbeit  noch  dahin  » 
erweitem,  dass  an  die  Stelle  des  im  Zeitelemente  wirklich  durohlaofenea 
Elementes  ds  eine  andere  unendlich  kleine  Linie  irgend  welcher  Bichtung, 
um  welche  der  bewegliche  Punkt  ganz  abgesehen  von  den  wirklichen  Cm- 
sUnden  seiner  Bewegung  rerschoben  gedacht  werden  kann,  tritt.  Eine  solche 
gedachte  Verschiebung  nennt  man  eine  virtuelle  Verschiebung  and  die 
ihr  entsprechende  Elemeutararbeit  virtuelle  Elementararbeit.  Die  Be- 
zeichnung „Tiiiuell"  (von  w/rtus,  die  Ffthigkeit,  Möglichkeit)  soll  ausdrOckcai, 
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daes  diese  VerHchiebnngeu  nnr  ala  möglich  godocbt  werden,  nicht  wirkliob 
erfolgende  za  sein  braachen.  Statt  „virtuelle  Verecbiebmig"  ist  vielfach  der 
weniger  possntde  Aosdiuck  „virtuelle  Gesohwindigkeit"  Üblich. 

Ist   Fig.   130   MN   eine   virkliche   oder   virtuelle   Verschiefaimg   des 
Punktes  31  in  dun  Sinne  Jlf^,  so   ist  die  eutsprecbende  Elementarurbeit: 

Dieselbe  ist  positiv,  Null  oder  negativ,  je  uacbdem  a  <,\n,  «^  \it  oder 
a>^»  ist.    Im  ersten  Falle  haben  die  Verschiebung  und  die  Componente 
,     -  Jlf^  der  BeBcbleunigung   gleichen  Sinn  und 

V"-'^^^  i^-^  '^—'^-^'  «rleidet   der  Punkt   eine  fieschlensigimg   im 
j  \  ^^>^  Sinne  seiner  Verschiebung,  im  letzten  Falle 

,    U  I.  Nf^   I     haben  beide  entgegengesetzten  Sinn  und  wird 

Jlf  im  entgegengesetzten  Binn  der  Verschiebong 
besofalennigt;  oder  mit  Zugrundelegung  der 
Ausdrneksform  tp  .  MQ:  im  ersten  Falle  fBllt 
die  Frojeetion  des  Wegelementes  MN  auf  die  Richtung  der  Bescbleu- 
nignng  im  Sinne  dieser,  im  letzteren  im  entgegeogesetzten.  Im  ersten 
Falle  wird  der  Punkt  in  seiner  Bahn  beschleunigt,  d.  b.  wSchst  seine  Ge- 
schwindigkeit, im  zweiten  Falle  wird  er  verzögert,  nimmt  die  Geschwindig- 
keit ab. 

Man  kann  sich  dieae  Beziehongen  an  dem  Beispiele  der  ja^lichen  Bewegung 
der  Erde  verdeutlichen.  Abgesehen  von  der  Axendrebnng  uud  den  Dimeniiouen 
der  Erde  beacbreibt  dei  Mittelpunkt  derselben  im  Lanfe  des  Jahres  eine  Ellipse, 
von  deren  Brennpunkteii  der  eine  der  Sonaannittelpunkt  ist.  Die  Bewegung  in 
dieser  Ellipse  befolgt  die  Oesetze  der  in  §.  2.  erl&uterten  ellipti«cheu  Bewegung 
und  üt  die  Beschleunigung  foTtwährand  noch  jenem  Brennpunkte  gerichtet.  In 
den  Endpunkten  der  grossen  Axe  (Feriheliom  uod  Aphelium)  ist  die  Richtung  der 
Beschleunigung  senkrecht  gegen  die  Bicbtung  der  Tangente,  in  welche  der  Ele- 
mentarweg fällt  und  während  die  Erde  vom  Peribelinm  Eum  Apbeliom  geht,  ist 
der  Winkel  beider  Bichtnngan  stumpf,  während  sie  vom  Aphelium  sum  Peribelinm 
zurückkehrt,  ist  er  spiti.  Im  PeriheUnm  und  Aphelium  ist  die  Elementararbeit 
der  Beachleuoigung  Nnll,  längs  der  Bahn  vom  Perihelium  mm  Aphelium  ist  sie 
negativ  and  nininit  folglich  die  Geschwindigkeit  ab,  längs  der  Bahn  vom  Aphelium 
xum  Perihelium  ist  sie  positiv  and  wachet  also  die  Qeschwindigkeit.  Dies  stimmt 
Qberein  mit  dem  Satze,  nach  welchem  die  Qeschwindigkeit  umgekehrt  proportional 
ihrem  Abstände  von  dem  Brennpunkte  ist,  nach  welchem  die  Beechleonignng  ge- 
richtet ist. 

Ist  9  cos  a  constant,  so  ist  die  totale  Arbeit  der  Beschleunigung  ISngs 

des  Weges  s  —  «o  gleich   /  9  cos  ce  da  c~  (s  —  s^)  9>  cos  « ,  nämlich  gleich 

dem  Produkte  aus  der  constanten  tangentielleu  Beschlennigungeoomponente 
und  dem  Wege  des  Punktes. 
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Ist  di«  BeEchleanigung  ihrer  Grösse  Da«h  constant,  so  ist  die  ArWt 

/  ipcoB  vds  =*  ip  j  cos  a  .  ds  6.  h.  gleicb  dem  Prodakte  ans  der  constuiteo 

Beschleunigung  und*  der  Summe   der  Projectionen  der  Wogelemente,   d.  h. 
der  Projection  des  Weges  auf  die  Richtung  derselben. 

Indem  man  91  cos  a  als  die  Ordinate  einer  Corre  fllr  s  als  Abscisse 
Gonstruirt,  kann  man  die  totale  -  Arbeit  als  den  übet  der  Basis  s  —  s^ 
stehenden  Flacbenraum  dieser  Cuire  erhalten,  sei  es  durch  directe  bte- 
gration  oder  durch  mechanische  Quadratur.  Der  mittlere  Werth  ^  der 
Beschlennigangscomponente  91=9  cos  er  ist  daher  gegeben  dnrch  die  Gleichung: 


(s  —  S(|)  ■  V(  ==    /  qo  CO8  <t  rfs . 


'"? 


Nach  §,  7.  ist  v*  =  ^eip;  also  kann  man  den  Satx  von  der  Arbeit  der 
Beschlennigung  anch  mit  Ilttlfe  der  Werthe  c,  (^  der  Beschlennigungsselina, 
entsprechend  v  und  v„  darstellen,  nftmlioh: 

icy  — iCoVo=  y  vcostt.ds  —  ip*  — ic*. 

§.  11.  Das  Produkt  aus  einer  Strecke  [a]  und  der  Projec^on  einer 
andern  Strecke  [6]  auf  sie,  nSmlich  die  Grösse  a&  cos  o,  wenn  «t  der  Winkel 
zwischen  a  und  b  ist,  ist  eine  fUr  die  Mechanik  wich- 
tige Grösse.  Es  wird  yon  Grassmann  inneres  Pro- 
dukt von  a  und  h  genannt  und  mit  [aj&j  bezeichnet: 
Resal  und  Somoff  nennen  es  geometrisches  Produkt 
von  a  nnd  h  und  schreiben  dafür  ab.  FUr  solche  Pro- 
''  dukte  gilt  der  Satz:  ab  ='ba.    Denn  es  besteht,  wenn 

(Fig.  131)  MA  =  a,  MB  =  b,  MA' ~aeoBa,  MB^ -^bcoBa  ist. 
wegen  des  Antiparallelismus  der  Perpendikel  AA'  und  38"  oder  der  Aehn- 
lichkeit  der  Dreiecke  MAA'  und  MBB'  die  Relation 

MA.MB'  =  MB.MÄ. 
Ferner,  wenn 

W  -  W  -I-  [6]  -I-  W  +  ■  ■  •  ™a  M  -  M  +  m  +  M  +  ■  ■  • 

zwei  geometrische  Summen  sind,  ist 

^  =  ä7  +  bä'  -i-  ca  -\ \-  ab'  +  bb'  +  cV-] 

Denn  es  ist  die  Projection  von  s'  auf  3  gleich  der  Summe  der  Projectionen 
Ton  a',  6',  c  ...  auf  s,  d.  h. 

ss'  cos  (ss')  i™  sa'  cos  (sa')  -f-  sb'  cos  (ab')  +  sc  cos  (sc')  +  •  -  - 
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d.  h. 

SS  ^  so!  -\-  sh'  -\-  sc  -\-  •  ■  ■ 
Es  ist  aber  sa   das  Produkt  aas  a'  nnd  der  Projection  von  s  auf  a;  die 
Piojection  von  a  ist  ab«r  die  Summe  der  Projectionen  to&  a,  &,  e, . . .  auf 
a;  daher  sa'  =  aa  -\-  ha  ■{-  ca  -{-  •  ■  ■  u.  s.  f.    Bewicirt  sich  [s\  oder  [«"] 
auf  ein  einziges  Olied  [a]  oder  [a'J,  so  wird 

ss'  =—  aa'  -|-  afc'  +  oc'  +  •  ■  -  =  o'a  -|-  ab  -f-  a'c  -^  ■  -  • 
Die  Elenientararbeit  der  BeBchleonigung  ip  cm  ti .  ds  ist  ein  geometrisohes 
Produkt  aus  ip  und  ds.  Ist  die  Beschleunigung  9>  die  Besoltante  ver- 
ächiedeaer  Beachlennigtuigeii,'  nftmlich  [9]  •=  \if^  -\-  [ip^  -\-  ■  ■■,  w>  ist 
tf  .  ds  =  tp^ds  +  tpfds -\' ■  ■  ■  d.h.  die  Elententararbeit  der  Besul- 
tanten  ist  die  Summe  der  Elementarbeiten  der  Componenten. 
Dasselbe  findet  statt,  wenn  ds  -=  <js,  -}-  ds^  -|-  ' '  '>  *^  ^-  ^^lui  (ü^  ^^^ 
mentarverschiebung  die  geometrische  Summe  von  Terschiedenen  anderen 
Verschiebungen  äs, ,  ds^, . . .  ist. 

§.  \2.  Die  Elementararbeit  <p  cai  u  .  ds -==•  ip  .  MN .  co^or  (Fig.  132) 
kann  man  umgestalten,  indem  man  in  M  auf  MN  die 
Normale  MO  errichtet,  und  MN  =^  MO  .  d&  sU  durch  Ro- 
tation des  Pnnkt«s  M  um  irgend  einen  Punkt  der  Nor- 
malen beschrieben  auftasst.  Es'  ist  nSmlich  in  dem  Aus- 
drucke der  Elementararbeit  9  .  MO  .  cos  b  .  dtf  die  Grösse 
MO  ,  cos  tt  das  von  0  auf  q>  gelUllte  Perpendikel  p  und 
Fig.  i3i.  dieselbe  also   gleich   <pp  .  d9 .    Das   Produkt  tpp   ist  aber 

das  Uoment  der  Beschleunigung  in  Bezug  auf  den  Punkt  0. 

%.  13.  Es  seien  (Fig.  133)  MV  =  v,  Jf' F'  —  v'  -=  v  +  rf«  die  Ge- 
schwindigkeiten des  beweglichen  Punktes  in  M  und 
M'  zu  den  Zeiten  t  und  t  -\-  dt,  sowie  MQ=du=qidt 
,die  Elementarbeschleuiügnng  znr  Zeit  t,  so  dass  die 
Diagoiiale  M  V  des  Parallelogianuns  MVV'Q  gleich 
i/wird.  F&llt  man  von  einem  Punkte  Oder  Schmiegungs- 
Fig.  iK.  ebene  (der  Ebene  des  Parallelogramms)  die  Perpen- 

dikel OP  ■=  j),  On  >=  tS"  und  OP,  =s  j)^  aof  die  Seiten  und  die  Diagonale  der 
Figur,  so  bt  nach  Th.  I.,  Cap.  HL,  §.  4  das  Uoment  der  Diagonale  gleich 
der  Summe  der  Momente  der  Seiten,  nKmlich 

MV'.Pi-^MV.p  +  MQ.Sr. 
Eb  ist  aber  das  onfM'V  gef&llte  Peipeudikel  OP'=p' nur  um  unendlich 
kleinea,  nSmlich   ds  de ,  wenn  ds   den   Contingenzwinkel  bedeutet,   von  j), 
verschieden,  so  dass  Pi  =^  p'  -\-  ds  dt .    Daher  geht  diese  Gleichung  in 
f'(p'  ^^  dsdi)  =  « j»  +  ydt .  'W     oder     v'p'  —  vj)  J^  v'dsdt  =  qidlts 
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Über,  woraus  in  der  Grenze 

d(vp)  =  ifi'<Sdl    oder     —j~  ^  v^  ■ 

wird;  d.  h.: 

Das  Moment  ter  Beschleunigung  in  Bezog  &uf  irgend  einen 
Funkt  in  der  Schmiegungsebene  der  Bahn  ist  die  Deriviite  and 
das  Uoment  der  Elementarbeschlennignng  ist  das  Differential 
des  Ifomentes  der  tieachwindigkeit  fttr  denselben  Pankt,  nacb 
der  Zeit  genommen. 

Ist  die  Bahn  eine  ebene  Cm-ve,  SO  liegt  der  Ponkt  0  in  allen 
Schmiegongsebenen,  in  diesem  Falle  kann  die  Oleichang  integrirt  werden 
und  erii&lt  man 


d.  h.: 


=   fipTSdt, 


Bei  jed«r  ebenen  Bewegung  ist  die  Aendernng  des  Uomentes 
der  Geschwindigkeit  in  Bezug  auf  irgend  einen  Funkt  der  Ebeoa 
der  Bahn,  welche  dieselbe  innerhalb  des  Zeitintervallea  t  —  t^ 
erleidet,  gleich  dem  Integrale  des  Momentes  der  Elementar- 
beschleanigang  ausgedehnt  über  dasselbe  Zeitintervall. 

Geht  die  Beeohleumgung  inabesondere  fortwShrend  durch  ein  und  den- 
selben Fnnkt,  so  ist,  wenn  man  diesen  als  Funkt  0  betrachtet  t^c^O 
and  folglich 

d.  h.: 

Bei  jeder  ebenen  Bewegung,  bei  welcher  die  Beschleunigung 
fortwährend  nach  einem  festen  Punkte  gericf^tet  ist,  bleibt  dsB 
Moment  der  Geschwindigkeit  in  Bezug  auf  diesen  Funkt  oonstant 
und  ist  mithin  die  Gesohwindigkeit  umgekehrt  proportional  dem 
Abstände  der  Tangente  von  diesem  Funkte.  Ein  Beispiel  hiezu  bot 
die  elliptische  Bewegung,  welche  wir  §.  2.  behandelten,  dar. 

Berührt  die  Kchtung  der  Beschleunigung  fortwährend  einen  Kreie,  so 
ist  ftlr  dessen  Mittelpnnkt  als  Mittelpunkt  der  Momente  'W  coastant  nnd 
geht  die  obige  Gleichung  über  in 


^P  —  i>oPo~'^  f  V^f- 


Das  Mommt  der  Geschwindigkeit  vp  Iftsst  sich  noch  etwas  anders  deuten. 
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f  =  i<pi!r 


II.  Th.,  Cap.  Till,  §.  13.  Sectorenbescbleniiigniig. 

Setzt  man  nfimlioh  fBr  i 

Eb  ist  aber  pds  der  doppelte  Inhalt  des  unendlich  Hchmaleu  Sectors 
OMM'-^  2dS  (Fig.  134),  welchen 
der  Badiasvector  OM  im  Zeitelemente 
darchlSuft,  wo  iS  den  endlichen,  in  der 
Zeit  t  —  if,  durchlaufenen  Seotor  be- 
zeichnen soll.   Man  erh&lt  nach  §.  13. 

«,.  IM.  ^i»  ' 

and  hieraus  durch  Integration 

dS       /dS\        ,    /•    ^.^ 

d.h.:  Die  Aendeinng  der  Sectorengeschwindigkeit  wKhrend  eines 
Zeitintervalles  t — ^  iat  die  HSlfte  des  Integrals  vom  Momente 
der  Beschleunigung  in  Bezug  auf  den  Pol   der  Radienvectoren. 
Bezeichnen  wir  die  Sectorengeschwindigkeit  mit  ij,  so  dsss 
dS 
''  =  d7 
ist,  so  wird  die  GrSsse 

(PS       rf^ 
dt*  "°  dt ' 
Wir    «ollen   diese    QrÖsso,    die   Derivirte    der  Sectorengeschwindigkeit 
nach  der  Zeit,  die  Sectorenbeeohleunigung  nennen  und  sie  mit  ^  be- 
zeichnen.   Sie  wird  also  definirt  durch  die  Gleichung: 
An        (PÄ 
'''  ^  di  *"  dt»  ■ 

Aus  den  beiden  Gleichungen  ^  ^ 
tion  von  dt 


d^        _dS  ^ 

dt'  "" 


^'  =  t-    d.W^äS, 


und  hierauB  weiter: 


e  Gleichung,  welche  der  Gleichung  ^v*  —  \vl  =   j  qids  als  Analogen 
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zur  Seite   steht.     ipdS   durfte  die  E lernen tararbeit   der  Sectoreubewegiuig 
genuint  werden. 

Ist  die  Beschleunigung  fortwahrend  nach  einem  festen  Punkte  gerichtet, 
so  ist  fttr  diesen  als  Centnun,  wegen  ar  =  0 , 

dl  ~\dt)' 
ä.  h.:  '' 

Bei  jeder  ebenen  Bewegnng,  fflr  welche  die  Besohlennigang 
fortwährend  nach  einem  festen  Centrum  gerichtet  ist,  ist  in 
Bezug  auf  dieses  die  Sectorengeschwindigkeit  constant. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  weiter,  wenn  diese  Constante  mit  c  be- 
zeichnet wird 

s  —  So  =  c('  —  Q 

'd.  h.: 

Bei  derselben  Bewegung  ist  der  in  irgend  einem  Zeitraame 
von  dem  Radiusvector,  welcher  yom  festen  Centrnm  nach  dem 
beweglichen  Punkte  gezogen  werden  kann,  darchlanfene  Sectoi 
dieser  Zeit  proportional.  Die  constante  Sectorengeschwindigkeit  gibt 
den  in  der  Zeiteinheit  durchlaufenen  Sector  tat. 

Der  letztere  Satz  führt  den  Namen  des  Prindps  der  FUchen.  Er  kann 
umgekehrt  werden,  nSmlich: 

Ist  bei  einer  ebenen  Bewegung  der  vom  Badiusvector  durch- 
laufene Sector  der  Zeit  proportional,  so  ist  die  Beschleanignng 
nach  dem  Ursprünge  der  Radienvectoren  gerichtet. 

Denn  aus  der  Bedingung  8  —  S^  ^  c  ((  —  ((,)  folgt  "j:  =  c,  --«  =^  **> 
mithin  Jflj'B'  "=  0  d.  h.  tr  •=  0. 

Yon  den  vorstehenden  Sätzen  werden  wir  gpSter  sehr  nntzliche  An- 
wendungen machen;  vorzugsweise  werden  sie  auf  die  Projectionen  räum- 
licher Bewegnngen  auf  Ebenen  Anwendung  finden. 


IX.  CapiteL 
Probleme  der  geradlinigen  Bewegnng  eines  Punktes. 

§.  1.    Ist  die  Normalbeschleunigung  tpm  der  Bewegung  eines  Punktes 
gleich  Null  und  reducirt  sieb  folglich  die  totale  Beschleunigung  <p  auf  die 

Tangentialbeschleunignng   91,  =  — ,   so  ist  die  Bewegung  geradlinig  nnd 

der  Hodograph  eine  gerade  Linie,  parallel  der  Bahn  des  Punktes.  Für 
jede  geradlinige  Bewegung  bestehen  daher  unabhängig  von  der  individuel- 
len Natur    der  Bewegung  zwischen   den    vier   Grössen  s,  v,  w,  t,  nSmüch 
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zmaohen  dem  Abutande  des  beweglichen  Pnnktes  von  irgend  einem  Punkte 
seiner    Bahn,   der   Geschwindigkeit,    der   BeBchleanigung    nnd   der   Zeit   die 

beiden  GleichuQgen:  t^^^i     j^  ""  V-     Tritt    hiezn    noch    eine    weitere 

Oleichang  d>  (s,  v,  9),  l)  =  0  zwischen  denselben  Grössen,  welche  die  in- 
dividuelle N&tar  der  Bewegung  bestimmt,  so  dient  das  System  dieser  drei 
Gleichungen  dazu,  um  drei  dieser  Grössen  aJs  Functionen  der  vierten  zu 
finden.  Durch  dasselbe  kann  also  die  Aufgabe  gelöst  werden:  die  Be- 
schaffenheit der  durch  die  Gleichung  <I>  «  0  definirten  gerad- 
linigen Bewegang  analytisch  zu  erforschen.  Die  Ziösong  dieser 
Aufgabe  kommt  im  Allgemeinen  auf  die  Integration  einer  Differentialglei- 
chung der  zweiten  Ordnung  zwischen  zwei  Variabein  zurück;  eliminirt  man 
nOmlich  aus   dem  System  der  drei  Gleichungen   die  Grössen  v  und  91,  so 

bleibt  die  Gldohung  ^  (^  -p.  1    -Tä  1  0  ™  ^   '^"^  I"'  üi  dem  besonderen 

Falle,  dass  <»  =  0  die  Beschleunigung  9  nicht  enthält,  wird  dieselbe  von 
der  ersten  Ordnung  oder  gehl  in  eine  algebraische  Gleichnng  Ober,  wenn 
in  ihr  ausser  ip  anch  die  Geschwindigkeit  v  fehlt.  Die  Integration  dieser 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  oder  des  Systems  der  drei  Gleichun- 
gen f^rt  zwei  willkürliche  Constanten  ein  und  um  diese  zu  bestimmen, 
müssen  noch  zwei  weitere  specielle  Bedingungen  gegeben  sein.  Diese  fin- 
det man  darin,  dass  fHr  irgend  eine  Zeit  l^,  deren  Werth  in  den  meisten 
FKUen  gleich  Null  angenommen  werden  kann,  die  Werfhe  s^,  v^  von  s,  v 
bekannt  sind.  Hat  man  nach  AusfUhrung  der  Integration  mit  ihrer  Hfllfe 
diese  Constanten  bestimmt,  so  ist  die  Aufgabe  aber  die  Bewegung  des 
Pnnktes  im  Allgemeinen  als  gelöst  zn  betrachten. 

Die  Gleichung  (P  =  0  nmfasst  1 1  Spezialfälle ,  welche  sich  in  drei 
Gruppen  bringen  lassen,  je  nachdem  nämlich  in  ihr  nur  2,  oder  3  oder 
alle  vier  Grössen  3,  v,  <p,  t  vorkommen.  Die  erste  dieser  Gruppen  enthält 
6  EinzelfSUe,  da  zwei  der  vier  Grössen  auf  6  Arten  mit  einander  verbun- 
den werden  können,  die  zweite  4  solche,  da  vier  Grössen  4  Combinationen 
zu  dreien  bilden  können,  die  dritte  Grnppe  enthält  blas  einen  Fall.  Diese 
Gruppen  sind: 

I.  Omppe:  H.  Gruppe;  III.  Gruppe: 

1.  *  («p,  ()  =-  0  1.  <P  (9,  s,  0  =  0  .  1-  *  (9,  »,  ä,  t)  ■=  0. 

2.  <P  {91,  a)  -=  0  2.  *  (9,  V,  ()  =-  0 

3.  <P(9.,«)  =  0  3.  *(9),  s,i!)  — 0 

4.  *  {v,  ()  =  0  4.  <P  (s,  «,  ()  =  0 
6.  *  («,  5}  —  0 

6.  fl)  (s,  ()  =  0 
Jeder  dieser  11  Spezialfälle  entspricht  einer  bestimmten  Aufgabe. 
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L   Grnppe. 

1.  FrIL    Ans  der  Gleiclinng  #  (qo,  Q  °-  0  dehen  wir  9  =>  f  (Q.    Du  w  in- 
tegrirende  GleichnDgHHjstem: 

n-'-    S-'.  '--^c 

lOst  die  Aufgabe;  Wenn  fär  eine  geradlinige  Bewegung  die  Beachlcn- 
nigang  ip  als  Function  der  Zeit  gegeben  ist,  die  Geschwindigkeit  r 
and  den  Abstand   s   des  beweglichen  Punktes  von  einem  beliebigen 
festen  Änfangapnnkte  der  Bahn  als  Fonctionen  der  Zeit  in  finden. 
Ana  der  2   und  3.  Qleichnug  ethfilt  man  ^  =  Fit),  miUiin 

v-v,-fF(f)dt, 

wenn  v,,  <„  ein  Paar  zu&ammengehSrige  Werthe  von  v  und  t  sind.  Indem  mu 
diese  Qleichong  mit  der  ersten  verbindet ,  erhUt  man  weiter 

nnd  folglich 

g  _  «„  =  r,  (t  -  y  +JdtfF{t)  dl, 

wenn  f,  der  der  Zeit  t,  entsprechende  Werth  von  a  ist. 

Auch  kann  man  nnmittelbar  die  Gleichung  -j--,  •=-  F(f)  behandeln,  die  dnrcb 
Elimination  von  o  und  dv  sich  ergibt,  was  anf  dasselbe  hinanskommt. 

2.  Fall.     Aus  der  Gleichung  *  (qj,  «}  =.  0  entnehmen  wir  qj  —  F(f),  so  d»s> 
das  m  integrirende  Gleichnngaajstem :' 

ds  dv  _,, 

d,-'-      Tt-f-   1'-^'" 

die  Anfgabe  zum  Gegenstande  hat:  Wenn  fflr  eine  geradlinige  Bewegung 
die  Beschleunigung  qp  als  Function  des  Abstandes  s  des  beweglichen 
Punktes  von  einem  Punkte  der  Bahn  gegeben  ist,  die  Geschwindig- 
keit, welche  der  Punkt  in  dem  Abstände  s  besitzt  und  die  Zeit, 
welche  derselbe  gebrancht,  um  diesen  Abstand  zu  erreichen,  in 
finden. 

Cm  die  Geschwindigkeit  e  als  Fnnclion  von  s  m  finden,  eliminiren  wir  dt, 

so  dass  ^^^'™F(«)nndfolgUch^ij'-ipJ— Jr^ds  wird,  wo  »,  imd  »,  sn- 

sammengehSiige  Werthe  von  t>  und  g  sind.  Diese  Gleichung  ist  nichts  anderes  ali 
der  Sats  Ober  die  Arbeit  der  Beschleunigung  längs  des  Weges  s  —  b^.  Ans  der- 
selben folgt  t)  und  mit  dessen  Hfllfe  aus  der  ersten,  nBmlich 


vi  -f  ij  F{»)ds 
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wenn  t^  und  g^  BDiammengehOrige  Werthe  von  t  xmA  s  sind.  Au  der  letzten 
Gleichimg  folgt  noch  durch  Umkehmng  s  aU  Fnnction  von  t  nnd  hiermit  Auch 
V  ab  Fnnotion  dieoer  GrOMe.    Die  Dillerentialgleichang  Eweiter  Ordnmig  w&re  in 

diesem  Falle  -j-^  •—  F(ß).    Man  redncirt  sie  anf  die  erste  Ordnung  durch  die  Sub- 


3.  Fall.    Dio   Gleiohong   $  (<p,  v)  »  0  liefert  tp  —  F  {v)  and  hiermit  du 

System 

dessen  Integratioii  die  Anfgabe  lOst:  Wenn  ffir  eiue  geradlinige  BewegDng 
die  BeBChleunigang  als  Function  der  Qeichwindigkeit  bekannt  ist, 
di«  AbbKDgigkeit  von  Zeit  nnd  Abstand  von  der  Geschwindigkeit 
darzustellen. 

Hau  erhält  suin&chst  3-  =^  Piv)  und  hierans  t  —  (»  =-    /  i.-,~^'     ^^  >  lu 
dt  ,  J  ^  y^' 


finden,  eliininirt  man  dt,  welches  -j—  ^  F(v)  und  » 


/vdv 
Fiv) 


mit  sind  v  nnd  s  als  Functionen  von  t  xo  finden.    Die  DifFerentialgleichnog  zwei- 
ter Ordnung  der  Problems  irtre:  -^  =  F  i^\  ■ 

4,.  Fall.    Die  Qleichnng  #  (v,  t)  —  0  liefert  «  =-  F(t).    Es  ist  in  diesem  Falle 
da«  GleichnngsBystem 


?-F(t),    *"(()=■  9,    «  =  F(t) 


nnd  bleibt  blot  »  als  Function  von  t  ed  finden,  nämlich; 


-frmäi. 


Die  Beschleunigung  ergibt  sich  dorch  Differentiation.    Das  Qleichungssjetem  ICst 
die  Aufgabe:  Wenn  fflr  eine  geradlinige  Bewegung  die  Geschwindig- 
keit als  Fnnction  der  Zeit  gegeben  ist,  den  Abstand  s  und  die  Be- 
schleunigung v  gleichfalls  als  Functionen  der  Zeit  in  finden. 
6.  Fall.     Die  Gleichung  4  (r,  «)  =-  0  gibt  0  ~-  F[s)  und  hiermit 

__„_F(s),    ^-9 

und  der  Sinn  der  Aufgabe  ist:  Wenn  für  eine  geradlinige  Bewegung  die 
Geeohwindigkeit  als  Function  des  Abstandes  gegeben  ist,  die  Be- 
acbleBuigong  und  Zeit  als  Functionen  desselben  darsostellen. 
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•iw  «  —  r^  —    «    o.  »,  w. 

u 

-*-^'  *'*"■  '^  ^'leichunj  ♦  («,  0  -  0  gibt  '  =  F(r  oDd  du  GfeichiingMjdw. 
«WM«rt  Um  die  Irifferentiatioo ,  um  t>  imd  ^  aU  PooetioBen  der  Zeit  itrtt- 
iteU«n. 


1- Fall.  »(T.t,  fj=o.  Dw  M  int^riiende  Gleidiniig»By«teni  I6»t  di*  Aal 
«aw:  Wenn  for  ein«  geradlinige  Bewegnog  eine  Belation  .wittttii 
der  Be«chIeoDignng,  dem  Abstände  und  der  Zeit  gegeben  ist,  di( 
>atur  der  Bewegung  sn  onterinchen.  Mau  gelangt  in  der  Differentil 
ifi*i*h<mg  .weiter  Ordnnng  *  (^ ,  ^  j  )  =,o .  dorcfa  dei«D  einmalige  Inttgi»- 
tioo  eine  Giä^mg  der  Form  F  {p^,  .,  ()  =  C  grfnnd«  wird.    Die  CoEstot 

bcrtimmt  «ich  dnrch  die  Bedingnng,  dara  e  =  ^*  in  r,  mid  i  in  «,  ffir  t  - 1. 
«.ergebt,  »  da«  f(c.,s„ij_  C.  Die  -weite  Integraüon  liefert  ein  RwalW 
»on  der  Form  «  («,  (,  C)  -  C  nnd  wird  der  Werth  von  C  «if  diewlbe  Wtl«, 
wie  der  »on  C  bestimmt,  nämlich  «  («„  („  C)  =  C.  Im  ÄllgenteineQ  gehflrt  der 
voriiegende  Fall  m  den  schwierigeren,  da  es  keine  allgemeinen  RednctioiiMiBti*! 
gibt,  welche  die  Gleichnng  der  zweiten  Ordnung  auf  die  erste  Ordnung  Brfcl 
fllhrt,  wenn  in  derselben  ausser  der  uoabh&ngigen  Variabein  (  auch  die  ta  W 
stimmende  Function  s  selbst  vorkommt 

2.  Fall.  *  (9,  V,  t)  =  0.  Das  Gleichnngsaystem,  dessen  Sinn  die  Lösung  i» 
Au%abe  verlangt:  Wenn  för  eine  geradlinige  Bewegung  eine  BeUtio. 
«wischender  Beschleunigung,  der  Geschwindigkeit  nnd  dex  Zeit  ge- 
geben ist,  die  Beschaffenheit  der  Bewegung  tu  erforschen,  liefert  Ü* 
Gleichung  *  (j(-t ,  ^.  *)  -  0,  welche  immer  anf  die  erste  Ordnung  «urflcir 
führt  wird,  indem  man  den  niedrigsten  Differentialqnoüenten  als  nene  Vari«bl* 
emfflhrt,  weil  n&mlich  eine  der  Grössen  g,  t,  hier  s,  fehlt.  Diese  Gleichung  tntet 
Ordnung  ist!*  g^,„,()_o.    Sie  Uefert  F(„,t)  ~  C,  wobeii^(i..,  (,)  - '' 

und  weiter,  indem  man  p  -  Jf  «tet  and  abermals  integrirt:  y  («,  (,  Cf)  -  C,  wo- 
bei ^  (j,,  („  C)  —  C. 

8.  Fall.    *  (v,  g,  t.)  —  0.    Das  Gleiohungssygtem  liefert  die  Gleichung  i««- 
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ter  Ordnoiif  i  {  7^1  >  j7  >    s  )  =  0,  sie  ainkt  auf  die  erste  Ordnang  herab,  indem 

mm  e  =  —  als  nene  Vanabele  einfahit,  a.  h.  :rr.  ■*  -r:  =—  t^  ■:;-=■  "  -;-  setzt 
dt  at*        at        as     at  aa 

Die  M  IQ  gewinnende  Qleichnng,  welche  aach  ans  dem  System  ethalten  wird,  in- 

dns  nui  q>  nnd  t  elimioirt,  ist:  f  In  -r-  ,  p,  sl  »■  0,  □.  s.  w. 

^  Fall    #  (o,  e,  f)  :=  0.    Das  OleichaDgäsTitem  erfordert  bloa  die  Integra- 

tioD  der  DiffeieaÜalgleichnng  enter  OrdnnDg  ^  (— ,  t,  t)  ==  0,  das  in  dem  Qlei- 

chnngsaystem  aiugesprocbene  Problem  also  auch  nnr  die  Bestimmnog  einer  Con- 
■taoteti,  welcbe  mit  Hfllfe  von  g,,  t,  erfolgt.  Die  Bestimmnag  der  BescbleDiiigaiig 
nimmt  btoe  die  Differentiation  in  Anspruch. 

III.   Ornppe. 
Der  einsige   hier  vorliegende  Fall  #  (9,  e,  t,  t)  =  0,  behandelt  die  Frage: 
Wenn  fQr  eine  geradlinige  Bewegung  swischen  der  Bescblennigong, 
d«i  Oeschwindigkeit,  dem  Abatande  nnd  der  Zeit  eine  Relation  ge- 
geben ist,  die  Bewegung  ed  nnteranchen.    Die  Oleichung  tweiter  Ordnnag, 

du  Besnltat  der  Bliminatioa  von  v  nnd  gi,  ist  4  (tt^i  j^i  *>  ' )  ^0.    Sie  ist  im 

AUgememen  nicht  onmittelbar  auf  die  erste  Ordnnng  redncirbar,  doch  gibt  es 
gTSoere  Qmppen  Ton  QleichcmgBfoTmen  dieser  Art,  wie  die  linearen  und  die 
honogaaen  Qleichnngen,  deren  Integration  nach  bestimmten  Principien  geleistet 
vaden  kann.     Die  Beztimmnag  der   beiden  IntegiatioaBcoastanten   erfolgt,    wie 

f  t    Beispiele. 

1.    Die   Beechlennignng  einer  geradlinigen  Bewegung    sei   fort- 

wlhreod  NnlL     Das   System  Ti™«"!    jr—v.  V""  liefert 

t.-P.,   8-^  =  t.,(. 

Die  Bewegung  ist  gleicbfOrmig. 

!.  Die  Beschlennignag  sei  constant,  gleich  a  nnd   habe  mit  der 
Qegcbwindigkeit  o,    tai   Zeit  f,   gleichen   Sinn.     Das   Gleichnngssyatem 

ji=°e,   j7='Vi   9=-«  gibt  nach  Groppe  I,  Fall  1 : 

e  -  Po  -"« ('  -'.),<-  «0  - ".  c*  -  y  +  \<t  (« -  'ü3'- 

Die  Bew^^nng  iat  eine  gleichförmig  beschlennigte.  Die  Elimination  von  t  liefert 
1"'  — ipj  —  «  (»  —  ««)>  die  Ton  a  liefert  s-«,="  i(«,+ii)  ((—(„).  unbeschadet 
äei  Allgemeinheit  kann  man  tg  —  0  setzen,  d.  h.  die  Zeit  Ton  dem  Momente  an 
aiilen,  wov  ^  e,.  Die  Formeln  werden  dann  etwas  eiofacher,  nämlich,  wenn  man 
>oglrich  noch  die  AbttKnde  »  von  dem  Pmikte  Jf,  an  zählt,  in  welchem  sich  der 
bewegliche  Pnnkt  zur  Zeit  (  =•  0  befindet  (Anfangslage),  wodurch  8^  =  0  wird: 
«-p,  +  «',    s-p,(  +  i«i',    «-i(p,  +  t.)(,    -io»  -  ^cj  -  «8. 

Ist  insbesondere  noch  v,  •=•  0,  d.  h.  geht  der  Punkt  von  M„  ohne  Aofangs- 
eaehwindigkeit  ab,  so  ist  e  — at,    s  — jnt',    s  =  ivt,    {v*  =  at. 

Die  Bewegung  ist  durch  folgende  UmsUnde  charakterisirt:  Die  Geachwin- 
iligkeit  wächst  der   Zeit  proportional,    ihre    Zunahme    beträgt  fBr 
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jede  Zeiteinheit  a;  die  GeBohwindigkeitBCnrTe  ist  eine  gegen  die  Aze 
der  t  unter  einem  Winkel  aro  tg  a  geneigte  Gerade.  Der  Abstand  s 
wird  durch  den  Inhalt  dea  Trapezes  gemeasen,  welchea  Ton  der  Ge- 
HchwindigkeitBliDie,  der  Aie  der  t  and  den  beiden  Ordinalen  v,  und 
e  gebildet  wird;  die  Cnrve  der  Abatände  «  ist  eine  Parabel.  Gebt 
der  Pnnkt  ohne  Anfangegeschwindigkeit  ab,  ao  wachsen  die  Ab- 
at&nde  dem  Quadrate  der  Zeit  proportional  und  die  in  den  aufein- 
anderfolgen den  Zeiteinheiten  durchlanfenen  Räume,  wie  die  unge- 
raden Zahlen,  ea  sind  nämlich  die  B&ume,  welche  resp.  in  der  1.,  2., 

3 i""  Zeiteinheit  (Inrchlaufen  werden  \a,  Jo,  \a ^{21  —  1)  o.    Die 

Arbeit  der  Bescblennignng  längs  dea  Wegea  s  iat  ae. 

Die  Physik  lehrt,  dass  die  Punkte  der  EOrper,  welche  mit  Tranal&tionabe- 
wegung  ohne  An&ngsge schwind igkeib  im  luftleeren  Räume  aue  massigen  HShen 
zur  Erde  fallen,  eine  Bewegung  besitzen,  deren  Projection  auf  die  Vertikale  dea 
Ortes,  von  dem  aie  ausgehen,  eine  gleichfOrmig  beschleunigte  Bewegung  ist,  und 
daas  die  Beschleunigung  a  derselben  im  Mittel  9,81  Heter  betraf  Ein  Punkt, 
welcher  von  dieser  nach  dem  Hittetpunkte  der  Erde  gerichteten  Beschleunigung 
affioirt  wird,  heiast  ein  schwerer  Punkt,  weil  die  Ursache  des  Fallena  sur  Erde 
die  Schwere  heisst.  Die  Beseht eunigang  9,81  heisst  die  Be sehte nnigung  der 
Schwere  und  ihr  Werth  wird  im  Allgemeinen  mit  g  bezeichnet.  Derselbe  variirt 
etwas  mit  der  Erhebung  über  .die  Erdoberfläche  oder  vielmehr  mit  der  Entfernung 
vom  Mittelpunkt  der  Erde  und  in  Folge  dessen  mit  der  geographischen  Breite, 
da  die  Erde  keine  Kngel  ist.  In  der  Theorie  der  Kräfte  wird  hiervon  aasfähr' 
licher  gehandelt  werden.  För  den  fallenden  schweren  Punkt  sind  obige  Formeln 
p  =»  tt,  +  3(,  s  =  v^t  +  ijr*',  P'  -—  iij  =-  2gs  oder  spezieller .p  =  gt,  i  =  ijC, 
V*  ■>  2gs.  An  diese  Gleichungen,  von  denen  jede  als  eine  Folge  der  beiden  an- 
dern angesehen  werden  kann,  knüpfen  sich  leichte  Aufgaben  zwbchen  den  4  Ele- 
menten g,  t,  u,  s,  sowie  weitere  zwisoheu  den  G  Elementen  g,  o„,  t,  c,  s  an. 

9.  Die  Beschleunigung  eines  geradlinig  sich  bewegenden  Pank- 
tes  sei  constant,  aber  ron  entgegengesetztem  Sinne  mit  der  Anfangs- 
geschwindigkeit fg.  Dm  einen  bestimmten  Fall  zu  behandeln,  sei  der  Punkt 
schwer,  also  «  =>  3  und  v^  vertikal  anfwärte  gerichtet.  Für  diese  vertikal  auf- 
steigende Bewegung  hat  man  das  Gleichungssjstem :  j7  =  ''i  j;="'Pi9'=  —  J7 
und  es  sei  ferner  u^CdUndscsO  für  (=0,  Ana  demselben  erhältmanto  — »o^ — gt, 
s  =  »jf  —  -lyl'  =  ■i((!o  +  d)  (,  i«'  —  i^ä  =  —  ps;  die  Bewegung  ist  eine  gleich- 
förmig verzSgerte,  die  Oe  ach  windigkeit  nimmt  in  jeder  Zeiteinheit  um  g  ab  und 
wechselt  nach  einer  gewissen  Zeit  den  Sinn;  der  durchlaufene  Banm  S  wird  er- 
halten, wenn  man  von  dem  Räume  Cgf,  welchen  'der  Punkt  mit  der  Geschwindig- 
keit Vg  gteichfSmüg  in  (  Zeiteinheiten  zurücklegen  würde,  den  Raum  \gt'  ab- 
zieht, den  er  in  derselben  Zeit  vertikal  durchfallen  würde.  Die  Arbeit  der  Be- 
schlennigung  ist  während  des  Aufsteigens  negativ,  nämlich  —  gs.  Hieranknüpfen 
sich  folgende  Fragen;  a)  Wie  lange  steigt  der  Punkt  auf,  d,  h.  wann  wird  seine 
Geschwindigkeit  Null?  Die  Zeit  T  des  Aufoteigens  folgt  aas  e„  —  gT  =  0  näm- 
lich T  ^  ~ ,  wie  sich  von  selbst  versteht,  da  die  Geschwindigkeit  in  jeder  Zeit- 
einheit nm  g  abnimmt,  also  nach  —  Zeiteinheiten  erschöpft  ist.  6)  Wie  hoch  steigt 
der  Punkt?    Die  Steighöhe  H  folgt  aus  ^vj  —  gH  —  0,  iat  also 
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ig  T    t       > 

d.  h.  der  Paukt  steigt  nar  anf  die  Hälfte  der  HObe,  welche  er  in  der  Zeit  T  mit 
GOnstanter  Oetch windigkeit  v„  erreichen  würde.  Nach  der  Zeit  T  ttiit  der  Pnnkt 
wieder,  da  ihn  die  Beachlennignng  g  fortwUirend  vertikal  abw&rte  afßcirt;  ron 
dieMtn  Moment«  an  iat  die  Bewegtmg  die  in  Nr.  i.    e)  Wenn  dec  Pnnkt,  nach' 

dem  er  T  =>  -°  Zeiteinheiten  gestiegen,  hierauf  T  Zeiteinheiten  gefallen  ist,  welche 

Tiefe  f  hat  er  erreicht?  H'  =•  i  gT'  =-  iv^T  —  B.  Er  ist  mithin  an  dem 
Punkte  wieder  angelangt,  von  den  er  ausging,  tt)  Wenn  er,  nachdem  er  die 
Hohe  H  erstiegen,  um  B  hierauf  gefallen  ist,  welche  Zeit  ist  wahrend  des 
Fallens  Terflosaen?  u.  s.  w.  —  Hieran  l&Bst  sich  ein  Schema  f^  Au^ben 
aber  Vf,  g,  «,  c,  t  und  ttg,  g,  H,  T  anreihen,  wie  unter  Nr.  2,  —  Die  Formel 

H  —  \  -"-  gibt  Teranlasning  in  einer   vielfach   Ühlichen  Benennung.    TermOge 

derselben  kann  man  nämlich  zu  jeder  Geschwindigkeit  die  HChe  finden,  welche 
ein  Poiikt  mit  ihr  als  Anfangegeschwindigkeit  ersteigen  kann,  oder  was  dasselbe 
ist,  von  welcher  er  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  herabgefallen  sein  müsste,  um 
jene  Qesch windigkeit  durch  die  Beschleunigung  der  Schwere  zu  erlangen.  Man 
nennt  diese  Hohe  die  Qescbwindigkeitshühe.  Die  Qeschwindigkeitshöbe  ist 
demnach  der  Quotient  ans  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  durch  die  doppelte 
Bescfalennigang  der  Schwere. 

4.  Ein  Punkt  sei  zwei  Beacbleunigungen  unterworfen,  welche 
beide  in  die  Richtung  der  Vertikalen  fallen,  die  eine  sei  die  Be- 
schlennigung  g  der  Schwere,  welche  ihn  abw&rts  treibt,  die  andere 
^  lei  vertikal  aufwärts  gerichtet  und  sei  dem  Quadrate  der  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  proportional  (Beschlenniguug  ,  eines 
Widerstandes).  Wenn  nun  der  Punkt  keine  Anfangsgeschwindigkeit 
besitzt,  welche  Bewegung  wird  er  annehmen? 

Es  sei  'f  ^  tt>*.    Um  s  durch  g  austudrücken ,   sei  h  der  Werth  von  v,  bei 

welchem  ^  ^  ik*  —  g  werden  würde.  Die  Elimination  von  c  gibt  V  ■"  9  n ' 
Die  Besultaate  beider  Beschlennignngen  ist,  wenn  ihr  positiver  Sinn  vertikal  ab- 
wärts gerechnet  wird:  ip  =  g  —  ii  '~  9  ■  — 1^~~  ''"^  hiermit  ist  also  das  Glei- 
chnngssystem  dee  Problems: 

ds  dv  k'  — 1>» 

ji'-v,    5^  =  v.  f^g—p-- 

Aus  diesem  soeben  wir  lui^hst:  1.  die  Geschwindigkeit  v  als  Function  der 
Zeit,  ,2.  den  durchlaufenen  Banm  s  als  Function  der  Zeit  und  8.  denselben  Banm 
als  Function  der  Geschwindigkeit. 

FOr  die  Beantwortnng  der  ersten  Frage  bat  man  die  Gleichving: 
de         *■  —  tt* 

oder  etwas  Kweokm&ssiger  geechriebeu; 

ig  dt  2t  k  —  v  +  k  +  v  1  1 

iA>"i'  —  i>'°"  A"  —  p»         "'ä  +  o'*"*— » 
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and  biaraoB  mit  Bdoksicbt  dornnf,  das«  v  =-  0  fttr  t  ~  0  igt,  durch  iDtegntioo 
2g      k-v 


1  hieraus  =-  e  *    ,  so  erhalt  man  leicht  durch  Addition 


und  Sabstraction  tod    1,    oachherige    Division    der  Resultate  in   einander  und 
RchlieMliche  Multiplication  mit  e     ^    im  Zähler  und  Nenner 


e      +e 
Hiueicbtlioh   der  zweiten  Fi-a^  erhalt  man  mit  diesem   Werthe  von  v  den 
Banm  s  au*  der  Gleichung  rr,^  '"■    ^*   ^^^   Zähler   von  «  bis    auf  den  Faktor 
■j-  der  Differentialquotient  des  Nenncra  ist;    so  erhält  man,   indem  man  diesen 
Faktor  znsetat  and  mit  dem  reciproken  Werthe  -~  desselben  maltiplicirt: 


.=^-•4^ +•"')■ 


um  endlich  die  gesuchte  dritte  Gleichung  zd  erlangen,  würde  man  aas  den 
beiden  eben  gefundenea  f  etiminiren  kOnneu,  allein  man  gelangt  dam  ebenso 
leicht,  wenn  man  aus  dem  gegebenen  aieiohuDgss;sl«m  dt  eliminirt  nnd  die  da- 
durch erhaltene  Qleichunir  t-  •«■  x-  ■  vr i  mit  Rücksicht  auf  die  Nebenbedin- 

dv       2g    t'  —  t' 

gong  V  ^  O.für  t  ^  0  int^rirt.    Dies  Verfabren  liefert 


Ans  diesen  Entwickelungen  zieht  man  nun  nachstehende  Folgerungen: 

Da  die  EiponentialgrOase  e  mit  wachsender  Zeit  sich  der  Null  nähert, 

so  n&hert  sich  die  Geschwindigkeit  der  GrOsse  k  als  Grenze  und  da  k  constont 
ist,  so  folgt,  dasB  die  Bewegung  im  weiteren  Terl&ufe  sich  immer  mehr  der 
gleichförmigen  BeechaiTenheit  nähert.  Es  wurde  oben  k  als  die  Geschwindigkeit 
eingeführt,  bei  wekber  die  Beechleunigong  ip  <^es  Widerstandes  gleich  g  werden 
wOrde.  Soll  dies  eintreten,  so  muss  if  -=  g  —  ^  •—  0,  d.  h.  die  Bewegung  gleich- 
förmig werden.  Die  geführte  Untersuchung  zeigt,  dass  dieser  Zustand  dicht 
wirklich  erreicht  wird ,  sondern  nur  eine  asymptotische  Annäherung  an  ibn 
stattfindet 

Für   sehr  grosse  t  findet  man   einen    Näberungswerth   für   s,   indem   man 

e  der  Nnlt  gleich  setzt    Dadnrch  nimmt  die  Formel  ffir  *  die  Gestalt  an 
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Ein  Punkt,  welcher  Bich  mit  der  GeschwiDdigkeit  k  gleichiSnuig  von  demeelbea 

An&ngapnnkte  ans,  wie  der  gegebene  bewegte,  w&de  in  der  Zeit  (  den  Baum  kt 

'  doTchlanfen,   dieaer  Funkt  wäre  na^h   einer   sebr   groBBen  Zeit  dem  gegebenen 

Funkte  nm  die  Strecke  —  12  voransgeeilt. 

Die  GleiohuDg  ip  ^  g  ■  — p —  =-3(1  —  r-,]  zeigt,  daas  filr  t  =  00  die  hier 

Torliegende  Bewegung  in  die  Fallbewegnng  eineB  schweren  Pnnktee  abergehen  musa, 
indem  tp  •^  g  wird.  Ea  iat  daher  nicht  müntereBaant  ed  aehen,  wie  die  Formeln 
fBr  V  nnd  s  in  diesem  Falle  Bich  auf  e  •—  ^(  und  s  —  igt*  redaciren.  Was  zu- 
i^fhat  D  betrifft,  welches  tüi  k  =  ao  die  nubeBtimmte  Form  00  ■  0  annimmt,  so 
hat  man,  da  der  Nenner  sich  der  Grenze  8  nähert,  blos  za  aochen: 


Die«  ist  aber  identisch  mit 


-■)!• 


Die  Differentiation  von  Zilhler  und  Nenner  zeigt,  daaa  der  Werth  des  Aub- 
dmoka  unter  dem  Zeichen  lim  die  Zahl  2  ist;  daher  ist  der  Werth  des  ganzen 
Ansdmckea  igt  nnd  damit  reducirt  sich  v  auf  gt.    Zu  demselben  Resultate  führt 

auch  die  Gleichung  t  **  '  r-  ^  1.-—  -I ;   indem   man  sie  nämlich  auf  die  Form 
bringt:  gt^^il-, r-;  und  bedenkt,   dass  für  wachsende  k  der  Grenzwerth 


lim(l±|-)  -<±MBt. 

Der  Ausdruck   fflr  a  als  Function   von  t  nimmt  fOr  it  —  00  gleicbfalls  die 
Form  00  •  0  an,  man  findet  aber  seine  Grenze  leicht  folgendermassen. 
Man  hat  nämlich,  indem  man  mit  gt*  mnltiplicirt  nnd  dividirt 

lim  8  =  gt*  ■  lim  — .y- =  jC  .  lim i i—    ,  Um  «  —  0. 

Der  wahre  Werth   des  Bmchea  unter  dem  Zeichen  lim  ist  aber  i  und  daher  er- 
gibt sich  schlieaaLich  s  ■»  \gt^' 

Anch   die   dritte  Gleichung   kann  leicht  zur  Grenze  ftlr  waohaende  k  flber- 
gefOhrt  werden.     Schreibt  man  aie  nämlich  so; 


2g»  ^l 

und  bedenkt ,  dass  lim  ( 
oder  igs=-v\ 

.  +  ^)"=" 

nan ;   2  9  S  e-   l  ■  , 
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Die  Arbeit  der  Beaolileunigung  ip  ^  g  — tj —  ergibt  aich  ans  der  Gleidiinig 
t  =  —  l  -Ti j ,   welche  liefert:  — j^ —  =  e     iF  =  —  ■  q>  ai»: 


f,i.-,f; 


Da  die  Arbeit  der  BeBchleumgung  der  Schwere  rfg  ist,  ao  igt  die  des  Widentui- 
des  i  A*  (l—  <"***)  —  gi.  Die  Arbeit  von  gi  nähert  üch  mit  wachsendem  i 
der  Grenze  \k*. 

El  ist  bekannt,  dose,  wenn  ein  EOrper  eich  in  einem  flOtaigen  oder  gutSt- 
migeo  Mittel  bewegt,  seine  Bewegung  duroh  den  Einfluse  des  Hitteli  modificiit 
wird  nnd  eine  andere  ist,  als  sie  sein  wflrde,  wenn  da«  Mittel  nicht  vorhanden 
'  wSie.  Wenn  der  KOrper  als  ein  unveränderliches  System  angeaaben  wird,  »a  be- 
steht Beine  Bewegimg  jeden  Angenblick  aus  einer  ElementarBchraabenbewegtuig, 
welche  in  die  Tr&UBlation  einee  aeiner  Punkte  and  eine  Rotation  um  eine  loi 
Scbraubenaie  parallele,  dnrch  jenen  Pankt  gehende  Aie  lerfBllt  werden  kann. 
Spätere  ünterenchnngen  werden  zeigen,  Aam  raan  mit  Tortbeil  einen  beBtimmten 
Punkt  des  Systema  KU  jenem  Punkte  wählt,  den  Schwerpunkt,  oder  Hittel- 
punkt der  Massen  und  daBB  derBelbe  aich  bo  bewegt,  alt  ob  an  ihm  Ammt- 
licbe,  die  verschiedenen  Punkte  dea  Sjatema  afGcirenden  Beacbleunigongen  ver- 
einigt wären  und  er  die  Maese  des  ganzen  Systems  enthielte.  Wenn  onn  der 
EinfluBB  dea  widerBtehenden  Mittels  den  verschiedenen  Punkten  der  Ober&Acli« 
verschiedene  Betchlennigungen  eitheilt,  bo  setzen  eich  diese  dennoch  an  jenem 
Punkte  zu  einer  Besnltanten  zusammen  und  von  dieser  ist  die  Rede ,  wenn  mao 
von  der  Bewhleunignt^  des  Widerstandes  redet,  üebrigens  gelten  dieie  Belnch- 
tungen  auch  noch,  wenn  der  Eflrper  immer  kleiner  und  kleiner  angenommen  und 
schliesslich  zu  einem  Punkte  wird,  Diese  Beechleunignug  ist  stets  dem  Sinne  der 
Geschwindigkeit  entgegengesetzt  ond  wirkt  also  venögemd.  Sorgfältige  Experi- 
mente haben  gezeigt,  dass  dieselbe  der  Dichtigkeit  (  des  Mittels,  d.  h.  der  in  der 
Volameueinheit  enthaltenen  Menge  Materie  und  einer  Function  U  der  Oescbwin- 
digkeit  proportional  ist,  welche  für  nicht  sehr  langsame  and  sehr  nacbe  Be- 
wegvngen  o'  ist,  bo  dass  die  Beschleunigung  V  des  Widerstandes  durch  ^p  =•  hqH 
ausgedrückt  wird,  worin  der  Coefficieut  a  den  Werth  von  ^  fQr  (  — '  1  nnd  A  ~*  1 
ausdrückt.  Newton  fand,  dass  für  Kugeln  dieser  CoefGcient  der  Oberfiäche  pro- 
portional ist  und  da  diese  selbst  dem  Quadrate  ihres  HadiuB  r  proportional  ist, 
durch  a  —  6r'  dargestellt  werden  kann,  wodurch  ^  —  br'pA  wird.  Der  Coeffi- 
cient  h  hOagt  übrigens  von  der  phjsischen  BescbaSenheit  der  Kn^l  ab  nnd  ist 
umgekehrt  proportional  der  Masse  derselben,  d.  h.  der  Menge  Materie,  welche  sie 
enthält.    Ist  daher  8  die  Menge  Materie  einer  Volnmeneinheit,  so  lAre 

oder  wenn  man  noch  mit  g  mnltiplicirt  nnd  dividirt  und  —  —  1  setzt. 
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wenn  y  =  J  —  lind  endlich  f  =  ^Ü,  wenn  i  =.  1/  —  -    Die  letzte  Gleichung 

X  IC  f  er 

gibt  den  Ausdruck  fOr  k,  velcher  in  der  obigen  DDtersuchnDg  eine  Rolle  apielt) 
die  Annahme  k  =•  ao,  welche  die  Foilbewegang  im  widerBtehenden  Mittel  in  die 
freie  F&llbewegung  im  luftleeren  Raums  überführt«,  eatipricht,  wie  man  hieraus 
sieht,  dem  Werthe  p  ■—  0,  d.  h.  der  Annahme,  daeg  in  jeder  Volameneinbeit  des 
Medinme  keine  Materie  enthalten  sei. 

6.  Ein  schwerer  Punkt  steige  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  v, 
im  widerstehenden  Mittel  vertikal  auf;  die  Beschleunignng  des  Wider- 
standes ist  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional,  welche 
Bewegnng  wird  der  Punkt  annehmen? 

In  diesem  Falle  haben  die  Beechleuuigangen  4er  Schwere  und  des  Wider- 
standes gleichen,  aber  mit  der  Geschwindigkeit  entgegengesettten  Sinn.   Wird  also 

der  positive  Sinn  vertikal  aufwärts  gerechnet,  so  ist  91^  —  7 — g  r^  =■  —  g  — 7i— 

und  hiermit  das  zu  iutegrirende  Gleichuugi System : 

dt  dv  t*  -|-  p* 

dl--'      äi-'''      T--J— i— ■ 

Wir  behandeln  zunKchst  wieder  die  drei  Fragen  der  vorigen  Aufgabe.    Um 

die  Geschwindigkeit  als  Function  der  Zeit  darzustellen,  hat  man  aus  -j^  —  —  ^  ~^~~ 


die  Gleichung  -|^  (  =  A  i  ji^-  ,— j  d.  h.  -?■  (  =  Arctg  ~  —  Arctg  -r-  und  hier- 
aus Ara%  -T-  •-  Arctg  -.°  ~  -f- '  and  folglich  wenn  man  von  beiden  Seiten  Tan- 
genten  nimmt:  ^  —  tg  |  Arctg  ~ T  '  1  ""  


Po  MB    '    (  -  i  Bin  -f  (  ,  ,   ,       n 


Hiermit  liefert  —  b>  e  sofort  t  als  Function  von  t,  nSmIich 

s—^i-lfr,  sin-^i  +  Äcos-f  (1  ■ 
y        k  \_*         k     ^  k     j 

Den    Ausdruck   für  s  als  Function  von  v  erhält  man    durah  die  Qleichuug 
_  _  _  ,  ^C_.  ,  „,„,„1,  2  j,  _  fj  j-,_j— ,  d.  b. 


f  +  'l 

'i'  +  t.'' 
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An  diese  Formeln  IBsBt  eich  die  Beantwortnng  folgender  Fragen  anknüpfen: 
a)  Wie  lange  eteigt  der  Punkt?   FOr  die  Zeit  T  de«  Anfeteigeoi  ist  in  der  ersten 

Gleichung  -f-  *  =  Arctg  t  —  Arctg  -p  die  Geach windigkeit  v  =  0  zn  Betien; 
dies  Uefert  T  —  —  •  Arctg^-  6)  Bis  za  wolcJier  HOhe  ff  steigt  der  Punkt  anf? 
Man  Hndet  au»  der  Gleichung  e  =  -J—  I  -  |,-x-^|  fflr  e  =  0  die  Höhe 

c)  Wenn  der  Punkt  auf  der  Hohe  H  angelangt,  wieder  in  fallen  beginnt,  mit 
welcher  Oeecbwindigkeit  v,  langt  er  am  Fasse  der  HOhe  H  an  und  welches  ist 
das  VerhaltniBB  —  ?    Der  Formel  s  —  —  I  ■  ^-—  ^  gem&BB  hat  man  hierfür 

woraus  v,   folgt.    Durch  Yergleichnng  dieses  und  des  Torigen  Auadruckee  fOr  H 

ergibt  sich  für  das  Terhältnisg  der  Geschwindigkeiten:  ~  ■«  -   (mint mit- 

hin  V,  <C  Vg  und  kommt  der  Punkt,  nachdem  ec  sui  Hohe  H  anfgestdegen,  am 
FuBse  derselben  mit  einer  kleineren  Geschwindigkeit  an,  als  die  ist,  mit  welcher 
er  von  dort  aufstieg,    c)  Welche  Zeit  Z"  braucht  der  Punkt,  um  die  EShe  H  xa 

durchfallen?  Setat  man  in  der  Formel  (  —  ~  I  -  ^-i-"  in  Nr.  4  Mro  den  Werth 
V,  =i>         °      —  ein,  so  ergibt  sich  ans  derselben 


»0  +  v^:i  +  A" 


Hiernach   bt  die  ganze  Zeit  Z,    nach  welcher  der  Punkt  zn  seinem  Ansgang«- 
punkte  lurflckgekehrt  sein  wird: 


S  =  r  +  r'  _  A      Acctg  ^  +  l 


f.  +  Vn  + 1'\ 


d)  Welche  Arbeit  leistet  die  BeBchlennignng  <p  längs  des  Weges  «f 

Die  Vergleiohung  der  Formeln  fQr  die  Beschleunigung  ip  heä  der  vorliegen- 
den nnd  der  vorigen  Aufgabe,  nämlich 

t*  +  e'  it'  -  «• 

xeigt,  dass  man  die  eine  Untersuchung  in  die  Form  der  andern  einkleiden  kann, 
wenn  man  JcY—  1  für  k  setzt  nnd  den  Sinn  der  Bescblennigung  umkehrt,  wel- 
ches letztere  erreicht  wird,  indem  man  —g  an  die  Stelle  von  g  treten  l&sBt.  Die 
Exponentialftinctionen  setcen  sich  dann  in  trigonometrigche,  nnd  diese  in  jene  um, 
die  Logarithmen  in  Ereisfunctioneii  und  omgekehrt.  Durch  EinfQhmng  der  Gnder- 
mann'sohen  h;perboli sehen  Functionen  kann  dieses  umschlagen  der  Functionen  in 
einander  präciser  ansgedrQckt  werden. 

6.   Ein  beweglicher  Punkt  wird  von  einer  Beschleunigung  kfficirt, 
welche  fortwährend  nach  einem  festen  Centrnm  gerichtet  and  dem 
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Quadrate  leines  Äbatkades  Ton  dieeBm  nmgekehrt  pTOpoTtional  iet. 
Der  Paukt  hat  keine  Aufangageachwindigieit,  welches  ist  seine  Be- 
wegnng? 

Ist  M^C  I—  a  (Fig.  136)  die  Entfemong  des  Ponkte*  vom  Centnim 
•^1      G  vxr  Zeit  t  «■  0  und  M^M  '^  t  der  in  der  Zeit  t  durchlaofene  Weg, 


eo  wird  ^l  — 


wird  tp  • 


I(t  f^g  in  der  Butfemung  ÄC^^r,  »o  daes  also 
'  9  ■  7^~- — Ti  ■"S"*'  *  eliminirt  wird.    Daher  ist  das 


'■'t 


QleicbimgHyBtein  des  Froblema: 


dB 


dv 


Mg.  lU^ 


Dorch  Elimination  von  dt,  oder,  was  dasselbe  ist,  durch  ADwendnng 
des  Sattes  Ton  der  Arbeit  der  BeBoblennigang  eib&lt  man  i  -  ^  n*  > 
und  folglich,  da  t>  —  0  für  9  =  0  iet: 


-«)' 


1  /'    ^'        ?ii!      « 


Hiemm  folgt  ffir  die  QeBchwindigkeit,  mit  welcher  der  Punkt  Jlf  in  .il  ankommt,  in- 
dem mui  »  =  a  —  )-  =  afo-i=-fi  setät: 

hi  daher  die  Entfemnng  h  nicht  beträchtlich,  bo  ist  a  onr  wenig  von  r  venchie- 
dcD;  es  ist  dann  die  Qeichwindigkeit  v  naheEu  gleich  ^igh,  aUo  ebenso  gross, 
sli  Renn  die  Beacblennigang  <p  constant  gleich  g  w&re. 

Um  die  Belation  zwischen  s  nsd  t  zn  finden,  hat  man  mit  Hülfe  der  üleiohnng 


i/5g,d,-j,-|/;^'-j..^^;j--  w.^jij^jji 

=  d  .  Vo»  —  »*  +  ^  o  d  ■  Are  cos  ^     ~  ■  und  folglieh,  da  s  —  0  für  (  ^  0  ist: 

y^  ■  t  -  i«  Arccos  ^-"-^  i  +  yiT- "«* . 

Diese  Oleicfaang  ist  nicht  anflStbar  nach  s,  doch  kann  man  durch  folgende 
geometrische  Constrnction  va  jedem  t  das  ingebarige  s  finden.    Beschreibt  man 
^        .  _  über   dem    AnfangsabttiLDde   3fj  C  —  a 

(Fig.  tse)  als  Durchmesser  einen  Ereis 
nnd  errichtet  im  Endpunkte  M  von 
M^M  —  t  Kai  M„C  das  Perpendikel 
Mm,  so  ist  dessen  Lange: 

Mm  —  y  8  (a  —  g) 
nnd  der  Bogen 


Jtfo"' 


■  Are  cos 
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BO  daea,  weoii'der  Kteie  senkrecht  zu  M^C  um  die  Strecke  J^fi  =•  SfgOi  pu&llel 
mit  sich  verechobeo  vird,  wodurch  der  Punkt  m  nach  N  gelangt, 

MN  =  \a  Are  cos  -;~-  +  Va»  —  »' 
wird.  Die  Cnrre  AN,  welche  von  dem  Punkte  m  besclirieben  wird,  wenn  der 
Kreis  sich  vm  aeiuen  Mittelpunkt  dreht  nnd  parallel  mit  sieb  fortschreitet,  odei 
was  dasselbe  ist,  auf  dem  in  C  auf  C3f,  errichteten  Perpendikel  rollt,  ist  ebe 
Cjclolde  und  wenn  die  zur  Abcisse  M^M  =  a  gehörige  Ordinate  MN  mit  tf  be- 
zeichnet'wird,  so  wird  y— —  -(  =  y  die  L&nge,  welche  in  die  Figur  einiatia- 
gen  ist,  am  die  der  Zeit  t  eofsprechende  Strecke  i  zu  bestammen. 

Die  Newton'ache  Theorie  der  Anziehung  und  die  Beobachtung  haben  flber- 
eiDstimtnend  gezeigt,  dnss  die  Beactalecnigung  der  Schwere  bei  der  Erhebung  über 
die  Oberfläche  der  Erde  mit  dem  Quadrate  der  Butfernang  vom  Mittelpunkte  der- 
selben abnimmt.  Unsere  Aufgabe  behandelt  daher  den  Fall  eines  aohweren  Pnnk- 
t«a  im  leeren  Raune  von  beträchtlichen  EOhen.  Für  den  Fall  des  Punktes  las 
Innere  der  Erde  gilt  jedoch  diese  Entwickelung  nicht,  denn  hierfür  ist  die  Be- 
schleunigung des  fallenden  Punktes  nicht  mehr  umgekehrt  proportional  dem 
Quadrate  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte,  sondern  direkt  proportional  der  ersten 
Potenz  dieser  Entfernung,  wie  später  gezeigt  werden  wird. 

7.  Die  Beschleunigung  eines  Punktes  sei  fortwährend  nach  einem 
festen  Centrum  gerichtet  und  der  Entfernung  des  Punktes  von  dem- 
selben proportional!  wenn  onn  der  Punkt  zur  Zeit  (  ^  0  die  Qeechwin- 
digkeit  v  =-  0  nnd  den  Abstand  a  von  dem  Centrnm  besitzt,  welches 
wird  seine  Bewegung  seinT  Ist  x  (Fig.  137)  der  Abstand  vom  Centrnm  zur 
Zeit  t,  so  ist,  wenn  die  Geschwindigkeit  nnd  Beschleunigung  in  der 
Richtung  M^C  nach  dem  Centrum  hin  von  der  Anfangslage  aus  als 
positiv  gerechnet  werden;  <p  ^  k'a,  wo  it*  leicht  durch  g  aaagedrflckt 
werden  kann.  Das  Gleich ungssystem  der  Aufgabe  Ui  daher ,  wenn 
Jtf„Jtf=« 

dl""'      d"(  =  ''      'P'"^^'    wobeis  +  ;r»«. 
Eliminirt  man  ^  und  v,    so  kommt  zunächst  ^-^  ^^  k^x,  oder  da 

Flg.  187.  -jji  +  *'2^  =  0. 

Dieser  linearen  Gleichung  mit  coostanten  Coefficienten  genügt  als  Particulär- 
ISanng  a:  =  e"' ,  wenn  a  eine  Wurael  der  quadratischen  Oleichung  n'  +  *'  —  0 
ist,  welche  Gleichung  sich  durch  Einsetzen  der  ExponentJalfanction  in  die  ge- 
gebene Difierentialgleichnng  ergibt.  Hierana  folgt  a  =  -^iä  und  mithin  sind 
e*"  nnd  c"**'  PaitiknIärlOsungen.  Aus  beiden  bildet  sich  daher  das  allgemeine 
Integral  x  ~=  C^'  +  C  t~^  mit  den  beiden  Integrationsconstanten  C,  C.  Das- 
selbe kaira,  indem  man  die  Ezpooentialfnnctäonen  durch  die  gleichbedeutenden 
Yerbindungen  der  geometrischen  Functionen  ersetzt,  unter  der  Form  x  —  A  cos  kt 
■\-  B  üakt  dai^estellt  werden.    Daher  erlAlt  man 

x  —  a-»^ÄQOBkl-\-B  ainitt,     v  —  Akä'akl  -  Sft  cos  it 
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and  die  BedingDngtgleiobnngeii  tOt  die  Cotutaateo  sind ,  weil  t>  —  0  und  «  »■  0 
für  f  —  0: 

0  —  a  —  A,    0  =  Bk. 

Daher  ist  endlieh: 

«  1^  a  —  a  coB  kt,    X  "-  a  eoe  kt,    v  •—  ak  na  kt. 
Die  Bewegung  ist  die  bereits  im  Cap.  VIII,  §.  4.  eiUiit«rt«  osdllireDde  Bewegung, 
welche   die  Projection   einer  gleicharmigen  Kreisbewegung  igt    Ihren  Qeietoen 
wärde  ein  Punkt  folgen,  welcher  etwa  durch  eine  enge  Oeffimug  ins  Innere  der 
Erde  eindringen  kSmite. 

Men  kann  die  Gleichung  - 
die  Elementarbeit  integriren. 
v'  =•  —  *•«'  +  C  und  da  ti  ™ 
p  "-  -T7  —  —  ^  ergibt    sieh  dann  weiter  kt  —  Are  cos  —  d.  h.  a:  =■  a  cos  *(. 

§.  3.  Unter  den  Aufgaben,  welche  hierher  gehfireu  und  deren  man  eine  reiche 
Aaswahl  in  dem  vortrefflichen  Werke  von  Jutlien:  Problemet  de  m4canigue  ration- 
neUe,  p.  264—292  findet,  sind  von  besonderem  Interesse  die,  welche  dem  Falle 
*  (»,  c,  y)  =  0  der  »weiten  Gruppe  angehören.  In  diese  Kategorie  gehören  viele 
Probleme  Ober  die  geradliuige  Bewegung  eines  Punktes  im  widerstehenden  Uittel, 
fQr  welches  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  eine  bekannte  Function  der 
Geschwindigkeit  ist  Für  den  besonderen  Fall,  dass  7  »  f(,s)  +  A(a) .  t>*  ist, 
wo  f{s)  und  A(«)  beliebige  Functionen  des  Abstandes  sind,  ist  die  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  des  Problems,  n&mlich 

immer  auf  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung  redncirbar. 


r,  +  k' 

'x  • 

-0 

auch 

mit 

BOlfe 

des   Satses 

über 

Denn 

es 

ist 

d.^v 

>_ 

9i.- 

—  k*xdx. 

also 

),  für  . 

s  = 

■  0  ist:  t>  = 

■M 

^a'  —  X 

V    Mit  Hülfe  von 

■©■- 


dt  dt* 

und  hiemit  die  Gleichung 


-•->T. 


welche  linear  ist  nnd  leicht  integrirt  wird,  indem  man  sie  mit  einer  unbestimm- 
ten Function  ^(s)  multiplicirt  und  diese  so  bestimmt,  daas 


die  Form  des  Differentialqnotienten  eines  Produkts 


^M  =  i^j  -.  <*^ 


de  di 

annimmt 

Aaf  einen  anderen  allgemeinen  Fall  wurde  von  Liouvillo  (Joum.  de  Hath^ 
mat.  I-  Serie,  T.  VII,  p.  134)  aufmerksam  gemacht,  nümlich  auf  Probleme,  welche 
die  Gleichung  erfUlleo: 

dt' 
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Sie  kann  nach  der  Methode  der  Variation  der  Constanten  bebandelt  werden, 
indem  man  die  Conatante,  velche  daa  Integral  der  linearen  Oleichnng 

enthalt,  als  Function  von  s  auneht. 

S.  4.  Die  Hanptlebren  Ober  die  geradlinige,  wie  Aber  die  krnmmlinige  Be- 
wegung eines  Panktea  wurden  bereit«  1S86  lon  Newton  in  seinem  Werke 
„Prineipia  philoMphiac  naturalit"  mit  Hülfe  geometriichet  Metboden  entwickelt 
Das  Oleichnogssystem  —  =  d,  ^  ^  q>,  welches  Aufgaben  über  die  geradlinige 
Bewegung  in  lOaen  geeignet  ist,  mit  den  gleichbedeutenden  Formeln 


.,  =  9, 


findet  sich  zuerst  bei  Tarignon  {Mim.  de  TAcad.  da  sdmix»  de  Paris,  awtie 
1700  p.  20).  Die  letztgenannte  Formel,  nach  welcher  die  Besohlenoigung  der 
DeriTirten  des  halben  Quadrates  der  Geschwindigkeit  gleich  ist,  wurde  von  Da- 
niel Bernoulli  angezweifelt,  welcher  annahm,  dass  die  Beschlennignng  der 
Derivirten  einer  anderen  Potenz  der  Oeachwindigkeit,  als  der  zweiten  proportional 
sein  kCnne  {Commentarii  Academ.  Petropol.  a.  1727,  p.  136).  Euler  widerlegte 
in  seiner  Mechanica,  T.  I,  p.  62  seqq.  diese  irrige  Ansicht. 


X.    Capitel. 
Frolileme  der  kmminlimgeii  BeweKong  eines  Punktes. 
§.  1.    Für  die  Projectionen  einer  beliebigen  Bewegung  eines  Punktes 
auf  drei  rechtwinklige  Coordinatenaien  beetehen  die  Relationen 

dx  dy du  '^''*_        ^£i  ^ 

d?""""  'dl~^^'    ät'"^''  Tl        ''"    dt  "'''"  dt"'''" 
Treten  zu  diesen  noch  drei  Qleichungen  hinzu,   durch  welche  die  Grössen 
X,  y,  z,  i.  Vi,  fy,  f.,  q>i,  %,  ipi  den  indiTidnellen  Bedingungen  der  Be- 
wegung gemäss  beschränkt  werden,    so    dient  das  Sjetem  von  Differential- 
'  gleiohungen: 

&x  dy de 

dt         ''"      dt         '^'"      dt  ~ 


"P,,    -77  =  9.. 


'^li^t  y.  ">  '.  "«1  "j»  *"».  9=«t  9k  V')  =  0, 
(P,(a;,  y,  g,  t,  v„  tJ,,  V.,  9,,  (p„  9!,}  -=  0, 
*s(^i  Ify  ">  '.   ("n  P».  *'il   9ij  Vgl  9»)  "^  0, 
dazu,  die  Beschaffenheit  der  durch  die  Gleichungen  <I>,  «  0 ,  d^g  = 
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näher  beBtimmten  Bewegung  analytisch  zn  uotersnchen.  Indem  man  t>„ 
Vy,  V,,  ipx,  <py,  ip,  eliminirt,  erhsH  man  drei  Differentialgleichnngen  zweiter 
Ordnung  von  der  Form 

TorauBgesetst,  dass  die  Gleichongen  ^z  ^  0 ,  ...  nach  den  Componeoten 
der  BeBcbleonigong  aaflösbar  sind.  In  diesen  sind  X,  Y,  Z  als  drei  aus 
den  Bedingungen  der  Bewegung  abzuleitende  Functionen  von 

x,y,it,  -^,  ~:ri  -r-  anzusehen.    Uan  nennt  diese  drei  Gleichungen  die 

dt     dt     dt 

Gleichnngen  der  Bewegung  des  Punktes  und  gelangt  durch  ihre  Integration  zu 
den  Componenten  der  Geschwindigkeit  und  den  Coordinaten  des  beweglichen 
Punktes  als  Functionen  der  Zeit,  während  sie  selbBt  die  Componenten  der  Be- 
schleunigong  bestimmen.  Die  Integration  dieser  Gleichungen  fUhrt  6  will- 
ktlrUcbe  Constanten  ein  nnd  wenn  die  Lösung  der  Aufgabe  vollkommen 
allgemein  sein  soll,  so  muss  sie  dieselben  nothwendig  erhalten.  Ftlr  die 
Bestimmung  dieser  Constanten  mUss«)  daher  noch  6  weitere  Bedingungen 
gegeben  sein;  dieselben  £ndetman,  sobald  für  irgend  eine  Zeit  ^o  die  Werthe 
der  Coordinaten  x^,  p^,  e^  des  beweglichen  Punktes,  also  sein  Ort  nnd  die 
Componenten  seiner  Geschwindigkeit  v^  ,  ti„  ,  v,  bekannt  sind.  Gewöhn- 
lich ist  *o  ■=  0  und  sind  also  Xf^PoeQ,  v™.  «'jl",  vT  die  Elemente,  wekhe 
den  sogenannten  Anfangszustand  der  Bewegung  bestimmen.  Es  kann  der 
Fall  eintreten,  dass  die  Functionen  X,  Y,  Z  selbst  noch  unbekannte  Be- 
standtheile  enthalten;  in  diesen  Fsllen  müssen  noch  weitere  Beatimmungen 
vorhanden  sein;  derartige  F&lle,  zu  welchen  die  Bewegung  eines  Punktes 
auf  vorgeschriebener  Bahn  oder  auf  einer  gegebenen  Fl&obe  gehdren,  schliessen 
wir  hier  vorläufig  aus,  weil  wir  wenigstens  die  beiden  eben  tiezeicbneten 
von  ihnen  in  zwei  besonderen  Capiteln  behandeln  werden. 

%.  S.  Um  die  Nothwendigkeit  der  6  iDtegrationsconetanteD  darzuthno,  wollen 
wir  da«  System  der  DiffereDtJalgleichnngen  zweiter  OrdnuDg  bilden,  welchem 
durch  drei  Öleichungen  mit  6  ConttaDten  C,,  C, ,  C, ,  D, ,  J), ,  7),  von  der  Form : 

=.  0, 


.nfgelCat,   wodurch  sie 


B  zweimalige  Differentiaition  derselben 
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Integrale  der  BewegiiiigsgIeiohaTi9e&.  II.  Th.,  Cap.X,  gS.a.3. 
■  r,  (I,  0,,  C,,  0„  D,.  »,,  A).  J^  —  f"  <.'•  0,,C,,  0,,  A,  A.  A). 
.fiC,  C,.C>.C,,B,  .A.A).     |^-r,'(l,  0,,0„  Cl,ü,.Bi,  A). 

^- r.  (1, c,,  ci, 0., B,, D,, D,),   ^ _ r; n,  a. »..  o„ a. »„d,)- 

Ans  diesen  6  und  deo  drei  uraprüaglichen  Oleichimgen  kann  man  nnn  ab«r 
die  C  Constanteo  C,,  C,,  £7, ,  2>, ,  D, ,  i>,  eliminiTen  nnd  es  bleiben  alBdann  drei 
Qleicbnngen  von  der  Form: 

d'a:       ,„    /  ,    dx    du    dz\ 

df     *.  \^^.  y. ". '.  ^(.  ^(.  ^t/ 

welche  jene  GrCsaen  nicht  mehr  enthalten  nnd  die  Differentialgleichnngea  iweiUr 
Ordnnog  sind,  welchen  die  gegebenen  Gleichungen  als  Integrale  entsprechen. 
Hierans  erbellt  Eun&chst,  dass  die  Integrale  eines  Systems  dreier  Difiereutial- 
.  gleichuDgen  der  zweiten  Oidnang  sechs  witikfirlicbe  Conatantec  enthatten  ken- 
nen. Hehr  als  sechs  kOnnen  sie  nicht  enthalten,  weil  mfin  aus  9  Gleichungen 
nur  6  Grossen  eliminiren  kann,  wenn  drei  Gleichungen  Qbrig  bleiben  sollen,  welche 
frei  TOn  diesen  sind  and  weil  die  Differentialgleichungen,  welche  durch  die  Coni- 
bination  der  9  Gleichungen  wieder  eihalteo  werden  müHsen ,  von  ihnen  hm  sind. 
Weniger  kennen  sie  auch  nicht  enthalten,  weil  sie  sonst  nicht  die  allgemeineD 
LSsungen  darstellen  wSrden,  da  eben  bewiesen  wurde,  dass  die  Integrale  0  solche 
Constante  enthalten  kOnneo.  Da  die  nTsprünglichen  Ftmctionen  F, ,  f^,  F,  will- 
kürlich waren,  eo  sind  es  folglich  anch  die  ans  ihnen  abgeleiteten  FnnctioneD 
W,,  W,,  W,  nnd  ist  der  Beweis  allgemein,  da  die  Existenz  der  Integrale  der  Dif- 
ferentialgleichungen anderweitig  feststeht. 

§.  3.    Um  das  System  der  Bewegungsgl  eich  äugen 

^—  T      ^_  Y      ^—  7 

dt^       'de       'de       ' 

zu  integriren,  sucht  man   aus  ihnen  Combinationeu  zu  bilden,  welche  die 
ä .  V 

"df 

dx    dtl    de 
ein   vollständiges   Differential   einer   Function   von   x,y,e,t,  371 -^Ti  7, 

enthalt.  Qesetzt,  maa  habe  drei  solche  Combinationen  if, ,  ^^ ,  ifi,  gefonden, 
für  welche  also 

dt  'dt  'dt 

so  können  sie  die  gegebenen  Bewegnngsgleichungen  vertreten  und  liefern 
durch  ihre  Integration  die  sogenannten  drei  ersten  Integrale  derselben, 
nSmlicb'. 
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Aus  ihnen  wUrde  man  drei  Gleichungen  ziehen  können  von  der  Form: 

^='F,(a:,y,«,i,2),.A.^s). 

Diese  Gleichungen  enthalten  bereits  3  der  wiUkUrlichen  Constanten. 
Bildet  man  nun  aus  ihnen  drei  neue  Combinationen  Si,  S^,  S3  Yon  der- 
selben Beachaffenbeit,  wie  vorher,  nBmKoh  so,  dass 

^?  =  o.    ^-#  =  «.    ^-j?  =  «. 

30  können  sie  dieee   drei    ersten  Integrale  ersetzen    und    liefern  durch  ihre 
Integration  die  drei  zweiten  Integrale   der  Bewegungsgleichungen  nämlich: 

A]  =  (7, ,     Sj  =^  Vj  ,     ^  ^"  C3 , 
welche  jetzt  die  6  willkürlichen  Constanten  enthalten,   welche  durch    Ein- 
setzen der  Werthe 

,  =  ,,.-..,,  =  ..,.  =  ..,  f  =  .™g -..;«/,:  =  .?, 

in  die  Gleichungen 

t,  =  i>i ,  ii^g  =  7), ,  ts  =  A  <     'S*,  =  C, ,  Si  =  C^,  Sa  =  Cj 
bestimmt  werden. 

Die  Hanptschwierigkeit  der  Integration  der  Bewegnngsgleichnngen  be- 
ruht in  der  Anffindnng  der  Functionen  ^,,  if^,  i^g,  £/,,  S^,  S^,  Hierfür  dieueD 
in  vielen  FKllen  einige  Satze,  welche  den  Namen  der  „Principe  der  Be- 
wegung" fahren.  Diese  Principe  sind:  l)  das  Princip  der  FlKchen, 
2)  das  Princip  der  lebendigen  Kraft,  3)  das  Princip  des  letzten 
Uultiplicators.  Die  beiden  ersten  sind  nichts  anderes  als  analytische 
Finkleidongen  specieller  Fälle  der  SBtze  über  die  Flachen  nnd  die  Arbeit 
dei-  Beschleunigung,  welche  wir  im  YIII.  Capitel  entwickelt  haben,  das  dritte 
ist  von  Jacobi  gefuuden  worden.  Diesen  Principien  kann  man  ein  weiteres 
anreihen,  welches  aber  kein  Integral  der  Bewegimgsgleichnngen,  sondern 
nur  einen  anderen  Ausdruck  derselben  gibt,  das  von  Manpertuis  bemerkte, 
mit  dem  nicht  zu  rechtferägenden  Namen  belegte  „Princip  der  kleinsten 
Wirkung". 

Es  braucht  kaum  erinnert  zu  werden,  dass  man  die  drei  Bewegungs- 
gleichungen auch  ersetzen  kann  durch  die  andern 
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dt 


dt 


'<Pi> 


wetclieu  man  die  AusdiUoke  für  p  und  die  Riclitungen  der  Tangente  and 
Hauptnormale .  zuzufügen  bat  Auf  diese  Weise  liehandelte  man  früher  die 
Beweg angsprobleme,   bevor  Maclaurin   die   oben  gegebenen  Gleichungen 

—^==X,  u.  B.  w.  aufstellte  {Trmiise  of  Fluxions,  1742). 

Ebenso  können  in  vielen  Fällen  ebener  Bewegung  mitErfolg  die  Gleichung«! 
für  die  Beachleunigungscomponenten  <pr,  919  Ifinga  des  Radinsrectors  nnd  senk- 
recht zn  demselben  benatzt  werden,  n&mlioh 

(8.  Cap.  VIII,  §.  9.) 

Endlich  bemerken  wir  noch,  dass  fUr  den  Fall  einer  ebenen  Bewegung, 
wenn  man  die  Ebene  derselben  zu  einer  Coordinatenebene  wSblt,  die  drei 
Gleichaugeo  der  Bewegong  sich  auf  zwei  rednciren.  Wshlt  man  z.  B.  die 
Ebene  der  Bewegung  zar  a;^-Ebene,  so  ist  die  dritte  Bewegungsgleicbong 
von  selbst  erfüllt,  indem  die  Bescbleonigung  in  der  Richtung  der  ;^Aze 
keine  Componente  besitzt  und  z  zn  jeder  Zeit  Null  ist. 

§.  4.  um  zudem  Prinoip  derFlScben  zagelangen,  combiuirt,  man 
die  Bewegongsgleichungen 

in  folgender  Weise: 


5?- 

-•df 

'''dt 

df 

fx 

y 

•     1 

fsft 

i?d? 

E 

X 

f. 

d>. 

df 

df 

X 

9 

<?i 

fy 

dl' 

df 

T^  r  2 


jE:    IT 
\    Z   X    \ 


X  T  I 
«  9 


indem  man  nSmlich  einerseits  ans  den  Coordinaten  und  ihren  aweiten  Deri- 
Tirten,  andererseits  aus  den  Coordinaten  und  den  GrSssen  X,  T,  Z  die  drei 
Determinanten  bildet  und  resp.  einander  gleich  setzt.  Die  linken  Seiten 
dieser  Gleichungen  sind  voUsUndige  Differentialqnotienten,  so  dass  man  sie 
schreiben  kann: 
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d  f    d£  äy\ 

rA'Tt-'T,)-"^- 


dl 


d_  (    dx._ 
dIV  dt 

dt\     dl 


dx\ 


Ist  nun  die  Beschleunigung  qo  so  beschaffen,  dass  zwUohen  den  Coordinaten 
S,  t/,  z  und  ihren  Componenten  X,  Y,  Z  eine  oder  zwei  oder  drei  der 
öleiohangen 

yZ-zY  =  0, 

eX  ~  a:Z-=0, 

aiT  — yX=.0, 
erfalU  sind,  so  liefert  die  Integration  jener  Gleichnngsoombinationen  un- 
mittelbar erste  Integrale  der  Bewegungsgleichungen,  nBmlich 

de  dy 

'Ti-'Tt-''" 

dx  de 


dt        "  dt 

Jene  drei  Bedingangsgleiohnngen  sind  nicht  von  einander  unabhBngig, 
vielmehr  ist  jede  dne  Folge  der  beiden  andern;  so  ist  z.B.  die  dritte  eine 
Folge  der  beiden  ersten,  wie  man  siebt,  wenn  man  die  erste  mit  x^  die 
zweite  mit  y  multiplicirt  und  sie  hierauf  von  einander  Bubtrahirt.  Daher 
erhalt  man  durch  die  fragliche  Combinaüon  der  Bewegungsgleiohungen  ent- 
weder ein  oder  drei  erste  Integrale.  Die  Bedeutung  der  Bedingnngs- 
gleichungen  liegt  am  Tage.    Die  dritte  z.  B.  ist  identisch  mit  der  Proportion: 

y    y 

und  drUckt  aoa,  daas  die  ProjecUon  912^  der  BoBchleunigung  9  auf  die 
x^-Ebeoe,  deren  Componenten  X,  Y  sind,  fortwShrend  durch  einen  festen 
Punkt,  den  Coordin&tenursprung ,  gehe  oder  das  Moment  xY —  yX  von 
qify  in  Bezug  auf  ihn  verschwinde.  Man  kann  auch  sagen,  dass  diese  Be- 
dingung ausdruckt,  dass  die  Beachleunigung  tp  die  £-Axe  schneiden  mQsge. 
Aehnliohes  bedeutet  jede  der  beiden  anderen  Bedii^angagleichangen  und 
sieht  man  ein,  wie  es  kommt,  dass,  wenn  zwei  von  ihnen  erfüllt  sind,  die 
drilte  gleichfalls  erfUllt  ist.  Denn,  wenn  die  Projection  der  Beschlennigung 
anf  zwei  Coordinatenebenen  durch  den  Ursprung  gebt,  so  geht  auch  ihre 
Projection  auf  die  dritte  Coordinatenebene  durch  denselben  Punkt  Sind 
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zwei,  &Iso  alle  drei  der  Bedingimgen  erfüllt,  so  geht  die  Richtnng  der 
Beschleunigung  selbst  durch  den  Ursprung,  d.  h,  also  überhaupt  durch  einen 
festen^Punkt  and  ist  die  Bewegung  eine  sogenannte  Centralbewegung.  In 
diesem  Falle  ist  die  Bahn  des  beweglichen  Pnnktee  immer  eine  ebene  Curre, 
deren  Ebene  durch  das  Centrum  hindurchgeht.  Dies  erhellt,  wenn  man  die 
drei  ersten  Integrale  der  Bewegungsgleichungen  mit  x,  y,  e  der  Reihe  naeh 
mnltiplicirt  und  addirt,  wodurch  man  erhält 

D,a!  +  Djj/  +  Dje  =  0, 
welches  die  Gleichung  einer  Ebene  ist,  welche  von  den  Coordinaten  x,  y,  e 
des  beweglichen  Punktes  unabhängig  Ton  der  Zeit  erfüllt  wird,  in  welcher 
Ebene  sich  mithin  dieser  Punkt  bewegen  muas.  Hieraus  erhellt  zugleich 
die  Bedeutung  der  drei  Constanten  S^,  D^,  D^,  welche  in  den  ersten  In- 
tegralen der  Bewegungsgleichungen  vorkommen.  Sie  sind  proportional  den 
Cosinassen  der  Winkel,  welche  die  Normale  aaf  die  Ebene  der  Bewegang 
mit  den  Coordinatenaxen  bildet 

Es  ist  leicht,  die  Bedentnng  der  ersten  Integrale  der  Differential- 
gleichungen dar  Bewegung  in  unserem  Falle  vollstSndig  zu  erkennen.  Diu 
dritte  dieser  Integrale  z.B.  Ittsst  sieb  so  schreiben:  xdp  —  ydt  ^  D^dl 
und  drückt  ans,  dass  die  Projection  des  Elementarsectors,  welchen  du 
Bogenelement  der  B^hn  mit  den  nach  seinen  Endpunkten  vom  Ursprong 
gezogenen  Radienvectoren  bildet,  auf  die  a^y-Ebene  dem  Zeitelemente  pro- 
portional oder  daas  die  Sectorengeschwindigkeit  fUr  die  Projectionsbewegnng 
in  der  x^-Ebene  constaat  ist. 

Ist  daher  8  —  S^  der  in  der  Zeit  t  —  1^  von  dem  Radiusrector  durch- 
laufene Sector,  dS  das  DifTerential  desselben  und  bedeuten  äS,,  dSx,  dS, 
die  Projectionen  von  dS  auf  die  xy-,i/z-  und  «x-Ebene,  welche  selbst  Dif- 
ferentiaUen  der  Projecüonen  S.  — sf ,  S^  — S'^\  S^  —  sf  von  S  —  S„ 
sind,  so  kann  man  die  drei  ersten  Integrale  der  Bewegungsgleichungen  so 
schreiben: 

Finden  zwei  dieser  Gleichungen  statt,  so  folgt  die  dritte  von  selbst, 
und  da  dS^  =  dSl  -j-  dS^  ~\-  dS^  ist,  so  gilt  dasselbe  für  die  Hanpt- 
bewegnng,  so  doss 

f.-ivw+i'i  +  m. 

Die  Grössen  D„  2)j,  D^  bedeuten  die  doppelten  in  der  Zeiteinbeit  von 
den  Projectionen  des  Radinsvectors  durchlanfeneu  Sectoren. 

Ans  den  so  interpretirten  Gleichungen  erhält  man  als  erste  Integi-ale 
der  Bewegungsgleiohnngen,  nfimlii^: 
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5,  —  C, +  ^7>/, 

deren   Conatanten    Ci,  C,,  C^   filr   ( =  (^    mit   Hülfe   der   Sectoienwerthe 
5,  ,  5^  ,  S,    bestimmt  werden,  ho  dass  also  schlieBslich 

Ä,-sf'-l»,(i-«, 

s, — s';'— iB,(i— (.) 


wird.  Die  ersten  Integrale  der  Differentialgleichuiigen  der  Bewegung  be- 
deuten also,  dasB  der  yon  der  Projection  des  Radiaavectora  durch- 
laufene Sector  der  Zeit  proportional  ist,  in  welcher  er  beschrieben 

Ans  diesen  Entwiclcelnngen  geht  hervor,  dass  der  Satz: 
„Wenn  fDr  die  Bewegung  eines  Punktes  zwischen  den  Com- 
ponenten    S,   Y,  Z   seiner   Beschleunigung   parallel   drei   recht- 
winkligen Äxen  und  den  Coordinaten  x,y,e  desselben  eine  oder 
iwei  der  drei  Belationen 

yZ  — «y«0,  eX—  xZ  =  0,  xY  —  yX  =  0 
bestehen,    so    kSnneu   ein    oder   drei   Integrale   der  Bewegungs- 
gleichangen  gefunden  werden" 
mit  Becht  den  Namen  des  „Princips  der  FUcheu"  führt. 

umgekehrt  kann  man  zeigen,  dass,  wenn  fUr  die  Projection  der  ße- 
negnng  auf  eine  Ebene  dos  Princip  der  Flächen  gilt,  die  Projection  der 
Beachleunignng  auf  diese  Ebene  durch  den  Coordinatenursprung  geht.  Denn 
ist  z.  B.  S,  —  sT  -=  «('  —  0 .  Bo  folgt  durch  Differantiation 

xdg  —  ydx  =  väl  und  x  -^  ~  *  d?  ° 
vonins  das  Behauptete  hervorgeht. 

§■  6.    um   zu  dem  Frincip   der   lebendigen  Kraft  ; 
combiniren  wir  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung 


äsdnroh,  dass  wir  sie  der  Reihe  nach  mit  --  ,     — ,  -;-    multipliciven  und 

at     dt     dt 
^AÜatn;  dies  liefert 

^^  A.^^^^  A.  —  ^—=   T^-  4-    r^  -i-  7  — 
dt  dfi  "^  dt  dp  "^  dtdi*  dt  "'■       dl'^      dl' 
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Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  der  Differentialquotient  nach  i  von 

*[©'  +  (S)'  +  S)]  =  *"^ 

daher  kann  man  die  Oleichuug  so  echreiben: 

df  l^dt+'dl  +  ^dli''- 

Ist  nun  U  irgend  eine  Function  von  x,  y,  e  und  sind  diese  Variabein  selbst 
wieder  Functionen  von  t,  wSbrend  Ü  die  Grösse  t  selbst  nicht  eiplicit 
entbäU,  so  liefert  die  Differentiation  uacb  l 

dt  "^  dx  dt~^  dy  dt  ~^  dz  dt' 
Diese  Form  hat  der  in  unserer  Gleichung  enthaltene  Ausdruck 

enthalten  also  die  Componenten  X,  Y,  Z  blos  die  Coordinaten  x,  y,  e,  nicht 
aber  die  Zeit  expUcit  und  sind  X,  Y,  Z  die  Differentialquotienten  ein  und 
derselben  Function  U,  partiell  genommen  nach  x,  y,  t,  so  dass 

x_f,    r_^,   z-'Ji, 

Sx  oy  dz 

so  wird 


und  mithin  geht  unsere  Combination  der  Bewegungsgleichangen  Über  in 

"(*■'' -JQ-o. 

dt 
Sie  liefert  daher  ein  Integral  derselben,  nKmlich 

worin  die  Conalante  h  durch  die  Werthe  t\ ,  U^  bestimmt  wird,  welche  die 
Geschwindigkeit  v  und  die  Function  ü  für  die  Coordinaten  x^,  jfg,  z^  irgend 
einer  Stelle  der  Bahn  des  beweglichen  Punktes  annehmen.    Uieniach  ist 

und  folglich  das  gefundene  Integral  mit  bestimmter  Constante 

Wir  haben  daher  den  Überaus  wichtigen  Satz: 

Wenn  die  Componenten  X,  Y,  Z  die  Zeit  nicht  explicit  ent- 
halten und  eine  Function  U  existirt,  von  welcher  sie  die  par- 
tiellen Differentialquotienten  resp.  nach  den  Coordinaten  j,  y,  z 
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genommen  sind,  so  stellt  die  Gleichung  ^v^'^U-^h  ein  Integral 
der  Bewegungsgleichungen  dar. 

Die  Bedingungen  der  Existenz  der  Function  U  sind  bekanntlich 

dX       dY      dT  ■    SZ      dZ       dX 

dg  ^  8x'     dz'"  dff^     3«  "  dB 

and  sie  selbst  wii-d  gefunden  als  das  Integral  das  TollstKndigen  Differentiales 

Xdx+  Ydy  +  Zde. 

Da  dx,  dy,  de  die  Projectionen  des  Elementarweges  ds  des  beweg- 
lichen Punktes  auf  die  Richtungen  der  Beschleunigungscomponenten  X,  Y,  Z 
sind,  so  sind  Xdx,  Ydy,  Zdz  die  Elementararbelten  derselben  und  ist 
Xdx  +  Ydy  +  Zdz  die  Elementararbeit  ihrer  Resultanten,  der  Beschleu- 
nigung tp.  Es  ist  aber  Xdx  +  Ydy  -\-  Zdz  -^  dU ,  daher  ist  U  die 
Function,  deren  totales  Differential  in  Bezug  auf  die  Coordinaten  z,  y,  b 
die  Elementararbeit  der  Bescbleuniguug  darstellt,  folglich  ist  V  —  JJ^  selbst 
die  totale  Arbeit  der  Beschleunigung  längs  des  Weges,  auf  welchem  der 
Punkt  Ton  der  Stelle  {pf^y^z^  zu  der  Stelle  (a;,  y,  e)  gelangt.  Demnach 
drOckt  das  Integral  in  der  Form  \^  —  i f J  =  T3  —  XJ^  nichts  anderes 
aus,  als  den  in  Cap.  VIII,  §.  10.  entwickelten  Satz  Ober  die  Arbeit  der 
Beschleunigung, 

Die  Function  JJ  wird  mit  Rücksicht  auf  ihre  Bedeutung  fUr  die  Theorie 
der  Kr&fte  die  Kräftefunction  genwmt..  In  Folge  einer  nicht  gerade 
sehr  glücklich  gewählten  Beieichnung  TonLeibnitz,  deren  Sinn  gleichfalls  ' 
erst  in  der  Theorie  der  KrSfte  erl&utei-t  werden  wird,  fahrt  der  obige  Satz 
den  Namen  des  Principe  der  lebandigeji  Kraft;  zneckm&ssiger  dürfte 
er  das  „Princip  der  Arbeit"  heissen. 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  Xdx  -f-  Ydy  +  Zdz  >=  0  ist,  welcher 
eintritt,  wenn  entweder  die  Beschleunigung  Null,  also  X=  Y  =  Z  =^  0 
oder  normal  zur  Bahn  des  Punktee  ist,  reducirt  sich  ü  auf  eine  Constante 
und  bleibt-  in  Folge  dessen  die  Geschwindigkeit  constant;  in  diesem  Falle 
nennt  man  das  Princip  vielfach  „Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen 
Kraft". 

g.  6.  Die  KrSftefanction  U  ist  eine  Function  der  Coordinatenx,  ^,  ^^ 
im  Allgemeinen  Sndert  dieselbe  ihren  Werth  von  Punkt  zu  Funkt.  Alle 
Punkte  des  Baumes,  in  welchen  die  KrSftefunction  U  denselben  Werth  c 
besitzt,  liegen  auf  einer  FlBche  U  ^  c,  welche  eine  NiveauflSche  heisst. 
LKsst  man  die  Constante  c  nach  und  nach  alle  Werthe  von  —  oo  bis  -j-  oo 
durchlaufen,  so  erhtllt  man  die  ganze  Scbaar  der  NiveaufiBch'en  des  Problems. 
Die  FlBchen  dieser  Schaar  schneiden  sich  im  Allgemeinen  nicht  und  erzeugen 
also  keine  Enveloppe.  Zwei  aufeinanderfolgende  Niv'eaufl Sehen  sind  als 
parallele  FlSchen  anzusehen.    Durch  jeden  Punkt  des  Baumes  geht  im  AU- 

DigiLizedbyCoOJ^Ic 


358  Kräftefniiction,  NiveaDflIcben.  H.  Th.,  Cap.  X,  g.  6. 

gemeineu  eine  solche  Niveaufläche  und  darch  sie  wird  die  Beschleunigung 
eines  beweglichen  Punktes  an  jenem  Orte  bestimmt;  denn  die  Componenten 
derselben  sind  die  Werthe,  welche  die  partiellen  Differentialquotienten  der 
ErSftefunction  V  in  jenem  Orte  annehmen.  Sind  also  x,  y,  e  die  Coordi- 
naten  des  Punktes,  so  ist  die  Beschleunigung 

und  ihre  Richtung  {imn)  wird  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 


bü 


Dies  sind  aber  die  Gleichungen  fttr  die  Richtung  der  Normalen  der  Niveau- 
flSohe  ü^c,  welche  durch  den  Pnnkt  x,  y,  n  geht.  Daher  besteht  der  Satz: 
Bei  jeder  Bewegung  eines  Punktes,  für  welche  eine  Kräfte- 
function  existirt,  ist  die  Beschleunigung  des  beweglichen  Punktes 
in  jedem  Punkte  der  Bahn  normal  zu  der  NiveauflScbe,  welche 
dureh  denselben  hindurchgeht.' 

Während  der  bewegliche  Punkt   seine  Bahn  beschreibt,  geht  er  con- 
tinuirlich  von  einer  Niveauflächen  zur  andern  fiber,  die  Richtung  seiner  Ge- 
schwindigkeit trifi't  dabei  die  Niveauflachen  im  Allgemeinen  unter  verfinder- 
y       liebem  Winkel,  aber  die  Richtung   der  Beschleunigung  ist 
.■^  y    immer  senkrecht  zu  der  jedesmaligen  Niveaufläche.    Es  sei 
— ~^<y-   •    (P'g-  138)  MM.'  ■=>  As  das  Bogenelement  der  Bahn  zwischen 
/  /\4  zwei  unendlich  nahen  NiveauflSchen,  MF  die  Richtung  der 

/  \]P      Normalen  in  M  und  N  deren  Schnittpnnkt  mit  der  zweiten 

FiB  I9S.  Niveaufläche  und  stelle  die  Länge  MF  die  Beschleunigung 

9  dar.  Das  unendtichkleiue  Dreieck  MNM'  ist  bei  N  rechtwinklig, 
mithin  ist  MN  die  Projection  des  Bogenelementea  MM'  auf  die  Richtung 
der  Beschleunigung  und  folglich  M¥ .  MN  die  Elementararbeit  der  Be- 
sohleuDJgnng.    Daher  ist 

d.iiV^  =  <p.MN=an, 

d,  h.  Beim  üebergange  des  Punktes  von  einer  NiveauflScbe  sur 
unmittelbar  folgenden  ist  die  Aendernng  des  halben  Quadrates 
der  Geschwindigkeit  proportional  der  Dicke  der  Schicht  zwischen 
beiden  NiveauflBcben,  gemessen  in  der  Richtung  der  Normalen 
des  Punktes,  von  welchem  aus  der  Uebergang  erfolgt;  diese 
Aenderung  ist  von  der  Richtung,  in  welcher  der  Punkt  die  Schiebt 
durchdringt, unabhängig.  DieBlementararbeitderBescbleunigung 
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ist  der  Dicke  der  Scbiclit  direct,   die  Beschleunigung  ihr  umge- 
kehrt proportional. 
Die  Gleichung 

zeigt,  dasB  die  Geschnindigkeit  v  jedeamal  denselben  Werth  annimmt, 
sobald  dies  mit  der  Kr&ftefunction  der  Fall  ist  So  oft  daher  der  be- 
wegliche Punkt  im  Laufe  seiner  Bewegnng  dieselbe  NiveauflBche 
erreicht,  bat  er  auch  immer  dieselbe  Geschwindigkeit.  Wenn 
also  der  Punkt  von  einer  Stelle  M^  zu  einer  Stelle  M  gelangt, 
so  ist  die  erlangte  Geschwindigkeit  von  der  Länge  und  der  Form 
des  Weges,  auf  welchem  er  dahin  gelangt,  unabhängig. 

§.  T.  Man  kann  eine  Reihe  TOn  F&llen  ron  yorsherein  beseicboen,  in  wel- 
chen eine  ErUtefanctdon  exietirt,  also  Xdx  -(-  Ydy  -|-  Zdz  ein  volUlftodigeB  Dif~ 
ferential  ist.    Sie  sind  folgende: 

1)  Wenn  die  Bjchtnog  der  Besohleunigong  zu  einer  festen  Ebene  senkrecht 
nnd  ibie  QrSsse  eine  Function  /(p)  der  Entfernung  9  des  beweglichen  Punktei  tod 
dieser  Ebene  ist.  Sind  n&mlich  er,  p,  7  die  Winkel,  welche  die  Beschleunigungs- 
richtnng  mit  den  Äien  bildät  und  ist  (f  der  Abstand  des  Punktes  x,  y,  i  ron 
der  gegebenen  Ebene 

a:  cos  a  +  y  cos  ß  +  e  cos  y  —  ji  —  0 , 
80  hat  man 

X  =  m  008  «,  r  -  /-(e)  cos  p,      Z-  f{q)  CO»  y, 
mithin  . 

Xdx  +  Ydy  +  Zdt  =■  fif)  [  coe  «  .  dx  +  cos  p  .  dy  -f-  coe  v  .  ds  )  ■ 
Eh  ist  aber 

—  p  =  a:  cos  o  +  y  cos  p  +  *  cos  y  —  J>, 
and  daher 

Xdx  +  Tdy  +  Zde  =-  -  /■(«)  dq 
ein  vollständiges  Differential  von 


-/- 


n«)  du  ~  *(.9)  +  h  . 


Die  Niveauflachen  sind  in  dem  vorliegenden  Falle  Ebenen,  parallel  der  gegebenen 
Ebene.    Denn  ans  »(«)  +  A  —  Conit.  folgt  «  —  C,  d.  h. 

a;  COB  o  +  y  coa  p  +  r  cos  y  —  p  "  C . 

2)  Wenn  die  Beacbleunignog  constant  ist  nach  Richtung  und  Gidsie,  wie  bei 

der  Beschleunigung  der  Schwere.    Wablt  man  die  Richtung  der  Beschleunigung 

zur   Richtung  der   poiitiven  e-Äze   und  bezeichnet  ihre  QrOsse  mit  g,  so  wird 

X  —  0,  ¥  =  0,  Z^g,  dU  —  gdt,  U  =  gt  +  h,  Ü  —  U,  =  g  (t  -  ^J, 

Die  NiveanBUchen  sind  Ebenen  e  =•  c. 

8)  Die  Bescblennigung  ist  fottwabiend  nach  einem  festen  Ceotram  gerichtet 
und  eine  Function  der  Entfernung  des  beweglichen  Ptmktes  von  diesem.  Sind 
die  Coordinaten  jenes  Centmma  a,  b,  c,  die  des  beweglichen  Punktes  x,  y,  f  und 
ist  r  die  Entfernung  beider,  so  dose 

,.  _  (:j  _  „)■  +  (j  _  S).  -).(,_  c)', 
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Xdx  +  Ydy  +  Ziz  =■  -  F{r)   \^  -^-^  dx-i^t.  n^  iy  ^  LiLldfX  , 

.    oder  da 

rdr  =  (*  —  «)  d«  +  (y  —  6)  dy  +  (e  —  c)  dt  ist, 

Xdx  +  rdy  +  Zdz=-  F(r)  dr,  ü  =>  j—  F(T)dr  =.  *  (r)  +  k. 

Die  NifeanfläcbeD  Hiod  Eugelu  r  ^  G  bescbriebeo  nm  daa  Cen- 

trum   der  Beschleunignug.    Ist  die  Bescbleuoigang  nicht  nach 

dem  Centram  hin,  sondern  von  diesem  ab  gerichtet,  so  genflgt 

eine  Aenderung   des  Zeichens   von  F(r).    Man  erhält  dieeelbea 

/X'  ßeinltate  direcb  ans  (Fig.  139),  in  welcher  O  das  feste  Centnun, 

A  MM'  ^  ds   das  Bogenelement  der  Bahn  ist    Die  Projectdon 

M  N  desselben  auf  die  Beschleunignugsrichtung  ist  MN  ^  dr 

Fig.  133.  und  folglich  die  Glementararbeit  bei  wachsendem  r  gleich 

-Flr)dr. 
i)  Die  Beschleunigung  ist  die  Besultante  mehrerer  anderer  Beschleunigungen, 
welche  nach  festen  Centris  gerichtet  sind.    In  diesem  Falle  bildet  sich 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz 
aas  einer  Summe 

±  F{r)  dr  ±  F,  (r,)  dr,  ±  ■  ■  ■  =^  S  ±  F(r)  dr  o.  s.  w. 
§.  8.  Dos  Jacobi'scbe  Princip  des  letzten  Uultiplicators  lautet:  Wenn 
ein  System  von  Differentialgleichungen  soweit  integrirt  iet,  dans 
man  alle  Integrale  desselben  bis  auf  eines  kennt,  so  kann  daa 
lotste  fehlende  Integral  gefunden  werden,  indem  man  den  tfnl- 
tiplioato«*  oder  integrirenden  Factor  der  letzten  noch  zu  inte- 
grirenden  Gleichung  in  allen  Fällen  anzugeben  im  Stande  ist. 
Der  bedeutende  Umfang,  welchen  die  Entwickelung  dieses  Überaus  wichti- 
gen Satzes  aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  beansprucht,  wenn 
sie  einigemmBsen  genügend  befunden  werden  boU,  nSthigt  uns,  in  Bezug 
auf  denselben  auf  die  Werke  Über  Analjeis,  sowie  anf  die  „Vorlesungen 
über  Dynamik  von  Jacobi,  herausgegeb.  v.  Clebsch,  Berlin  1866,  p.  71 
und  ffg,"  zu  verweisen. 

§.  9.  Die  parabolische  Bewegung  eines  Punktes.  Ein  Packt  ist  einer 
Beschleanigong  voa  coostanter  QrOsse  and  Richtung  unterworfen; 
seine  Anfangslage,  sowie  seine  Anfangsgeschwindigkeit  nnd  deren 
Richtung  sind  bekannt;  welches  wird  die  Beschaffenheit  seiner  Be- 
wegung sein? 

Y  Dieser  Bewegung  folgt  ein  Punkt,   welcher  nnter  ge-, 

gebener  Neigung  gegen  den  Horisont  im  leeren  Ranme 
geschleudert  wird.  Ohne  die  Allgemeinheit  der  Unter- 
euchaog  zu  beeinträchtigen,  kOnnen  wir  annehmen,  es 
sei  die  Beschleunigung  9  die  vertikal  abw&rts  gerichtete 
Begeh leunignng  g  der  Schwere  und  bilde  die  Anfangsge- 
schwindigkeit Vn  mit  dem  Horizonte  den  Winkel  a.  Die 
Hg.  140.  Anfangslage  M^  des  beweglichen  Punktes  sei  der  Ursprung 

rechtwinkligen  Cgordiaatonsystems  der  x,  y,  z  und  swar  sei  die  zy-Ebene 
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die  Terticalebeoe ,  welche  die  Bichtoog  von  v^  eothBlt,  die  y-Aie  vertikal  und 
poaitiv  Dach  oben  gerichtet,  die  ;e-Axe  der  horizostale  Schenkel  des  Winkel«  a 
nnd  die  2-Aie  gleichfalls  homontal  (Fig.  140).  Die  Componenten  der  Be- 
schleunigung tp  Bind  2  —  0,  y=a  —  (),  2  =  0  und  alM>  die  GleichuDgen  der 
Bewegung: 

d»x       „         d'y  d'*       „ 

TJTi-O,       -jf, 9,        ^.  =  0. 


Die  Integration  deraelben  ergibt  unmittelbar 


dl 


dt 


dC 


A  -  9t, 


dz 


A 


keit  v,. 


.  ^gf,      z  =.  C,  +  D,t . 

1«  sin  K,  0  der  Anfangageschwindig- 


x  —  C^+D,t,  y  =  C,  +  Djt 
1  a,  b,  0  die  CompoDentea  v„  cos  et 
so  liefern  die  Bediugnugen 

X  =  tf  =  1  •=•  0,    e«  —  a,    vg^b,    v,  —  0taTt'—O 
zur  Bestimmung  der  0  Coaetaoten  0,,  C,,  C,,  2>, ,  Z>,,  i>,  die  Gleichnngen 

a  —  B,,    t  —  B,,    0  — D.i     0  =  C,  =.C,  ~C, 
und  damit  als  LOsnng  des  Problems  das  aieichungsaystem ; 


-  al 


-igt' 


y  —  h  —  gt 
»—0  p,  —  0. 

Ans  diesen  Gleichnngea  ergeben  sich  aacbiteheode  Folgerungen: 

1.  Die  Bewegung  erfolgt  in  der  durch  die  Bicbtnog  der  AnfaugsgeschwiDdig- 
keit  gefahrten  Tertikalebeoe.  Denn  es  ist  fQr  jeden  Werth  von  t  die  Coordinate 
«  ^  0.  Die  HorisontalprojectioQ  der  Bewegung  ist  eine  gleichförmige  geradlinige 
Bewegung  von  der  Geschwindigkeit  a  =-  »„  cos  a;  die  Projection  der  Bewegung 
auf  die  Vertikale  ist  gleichförmig  veränderlich,  heBchleunigt  oder  vertögert,  je 
nach  dem  Vorzeichen  von  V. 

2.  Die  Gleichung  der  Bahn,  welche  man  durch  Elimination  von  t  zwischen 
den  Ausdrucken  fSr  x  nnd  y  erhält,  ist 


iah 


+  8  -  »  =  0- 


bringt.     Verlegt  mai 
and  kehrt  den  positii 


Die   Bahn   ist  daher  eine   Patabel  (Fig.    141), 
welche    die  Horizontale  der  Anfangelage  in  den 

Funkten  x  <—  0  und  x  =•  —  sahneidet.  DieAie 

9 
der  Parabel  ist  vertikal  und  ihr  Scheitel  hat  die 
"7  Coordinaten 


wie  man  erkennt,  wenn  man  die  Gleichnng  auf 
die  Form 

daher  den  Drsprung  des  Coordinatensjatems  in  den  Scheitel 

en  Sinn  der  y-Axe  nm,  d.  h.  setzt  x  -j und  —  ly  —  ^ -I 

und  j/,  so  erh&lt  mau  als  Scheitelgleichong  der  Parabel: 
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üet  Parameter  der  Parabel  ist  demoacb  —  und  da  die  Directriz  um  den  vierten 

9 
Tbeil  des  ParameterB  vom  Scheitel  absteht,  m  Vkaß,  ne  in  der  Habe 

mit  der  Horizontales  parallel.  Da  diese  fiOhe  bloa  von  v, ,  nicht  aber  von  der 
Neigung  a  von  v„  gegen  den  Horiiont  abhängt,  so  folgt,  d^ss  alle  Parabeln, 
welche  von  demselben  Anfangspunkte  aus  mit  derselben  Anfangs- 
geschwindigkeit unter  den  verscbiedenen  Wurfwinkeln  von  einem 
schweren  Pankte  beschrieben  werden  kOnnen,  die  Direotrix  gemein 

^   der  Direotrix    aber  dem  Horiionte    ist  die- 
} 

jenige,  zu  welcher  der  bewegliche  Punkt  vermOge  der  Anfanga- 
gesohwindigkeit  %  vertikal  aufsteigen  konnte. 

Die  Wurfweite  (doppelle  AbHcisae  des  Scheitele)  ist  w  =  — ,    die  Wutf- 
hühe  (Ordinate  des  Scheitels)  y^  ^ —- ■ 

3.  Quadrirt  und  addirt  man  die  Auedrttoke  r,  =  a,  e^  =  &  —  gt,  so  erbSlt 
manfflrdie  Geschwindigkeit  c  mit  Rücksicht  auf  ej  =  a'  +  6'  und  y  =  bt—  \gi*- 

Diese  Gleichung  spricht  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  ans;  anch  g.  7  eiiatiit  alkmlicb 
eine  Krältefunction.   Sie  ist  (7  =  —  jy  +  (7,  da  wegen  X  —  0,  y  =  —  jr,  Z  =  0, 

dU='~gdy 
wird.  —  gdy  drflckt  die  Elemeotararbeit  und  —  gy  die  totale  Arbeit  der  Schwere 
l&ngs  des  Weges  von  der  Ordinate  Null  bis  mr  Ordinate  y  ans.  Die  Elementar- 
arbeit —  gdy  iet  negativ,  so  lange  der  Punkt  st«igt,  poettiT,  während  er  f&Ilt, 
'  denn  im  enteren  Falle  ist  dy  positiv,  im  letzteren  negativ.  Die  Niveanflächen  des 
Problems  sind  Horizontalebeoen  und  in  den  beiden  Schnittpunkten  einer  jeden 
derselben  mit  der  Bahn  besitzt  die  Geschwindigkeit  gleichen  Werth,  wenn  auch 
verschiedene  Richtung.    Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  in  der  Form: 

•■-2«(f]-!r)-«»(»-») 

geschrieben  ergibt,  dass  die  Geschwindigkeit  im  Punkte  M  der  Bahn 
dieselbe  ist,  als  ob  der  Punkt  von  der  Directrix  ^2)  bis  enr  Stelle 
M  gefallen  wäre. 

4.  Die  Flugzeit  «0,  w&hrend  welcher  die  Horizontalprojection  des  beweglichen 

Punktes  die  Wurfweite  tc  = zurücklegt  nnd   zu  deren  Ende  der  Punkt  auf 

die  Horizontal  ebene  der  Anfangslage  aufttlllt,  wird  erhalten,  indem  man  u>  durch 
die  Geschwindigkeit  a  der  Horizontalprojection  dividiil    Sie  ist  demnach 


Die  Fingzeit  t^  bis  zum  Auffallen  des  Punktes  anf  eine  durch  die  An&ng*- 
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läge  senkrecht  lur  BahDebene  und  gegen  den  Horizont  unter  einem  Winkel  ß 
gefflhrle   Ebene   xu    finden,  hat    man    die   Gleichungen:   y'^xtgp,     x  =  at, 

y  =  bt  —  ^gt*  TM  combiairen.    Sie  ist  (,  ^    -^^ ■  ,  welche  mit  Hülfe  von 

a  ^  V,  cOB  a,  b  •=  v^  sin  u  die  Fotm  annimmt: 

g..  .in  (.-S 
■'  »  CO.  f 

6.   Far  die  Wurfweite  w  erliielten  wir 

9  ff 

Bei  constantem  c,  wird  dieielbe  ein  Maiimnm  für  3a  —  \it,  d.  h.  für  u  =  |«; 
FSr  swei  Winkel  a  nnd  o",  welche  üch  za  1»  ergänzen,  ergeben  sich  gleich 
grosse  Wurfweiten.    Denn  wenn  a  +  a"  =•  ^s,  so  wird 

sin  ia   =—  sin  2  (^s  —  a")  —  sin  2«"  . 
FQr  die  Wurfweite  tc,  auf  einer  unter  dem  Winkel  ß  gegen  den  Horizont  ge- 
neigten Ebene  y  — ■  x  tg  ß  erhält  man,   wenn  ic,  die  Abscisse  des  Punktes  ist,  in 
welchem  diese  Ebene  von  der  Flngbahn  getroffen  wird: 

•"i  =  — '^i 
cos  fr 

X,    ergibt   sich  aber  durch   Elimination  von  (  ans  den  Gleichungen  nnter  Nr.  4; 

nümlich 

2«i     cos  a  sin  (c- ff 

*'  -  T  ^1 

und  biennit  wird 

2vl     cos  B  sin  («  —  P) 

"''^     g  ioi^T  '  -  ■ 

Diese  GrCsse  wird  bei  conitantem  »„  ein  Maiimnm  fQr 

--t'  +  if- 

Die  Richtung  dieses  Wnrfes  bildet  mitbin  mit  der  Vertikalen  den  Winkel 

und  hftlbirt  also  den  Winkel,  welchen  die  geneigte  Ebene  mit  äec  Vertikalen 
bildet. 

Für  zwei  Winkel  «'  und  a",  welche  sich  zu  ^n  -l-  ß  cr^nzeu,  werden  die 
entsprechenden  Wurfweiten  gleich  gross.  Denn  ans  a  -i-  a"  =  ^  a  -^-  ß  folgt 
cos  a"  =  cos  (^»  +  p  —  a')  =  sin  (a  —  ß)  nnd  sin  («"  —  p)  =■  «in  (^jr  —  tc) 
^  cos  a,  mithin  cos  a"  »in  (a"  —  ß)  ^  coa  a  sin  {a  —  fl  n.  s.  w.  Von  beiden 
Winkeln  liegt  der  eine  um  ebensoviel  über  jenem  Maiimalwerthe  ^n  -{-iß,  als 
der  andere  unter  demselben;  denn  ans  a'  +  a"  —  ^«  +  p  folgt  auch 

«■'-(!■«  f  4(^)  =  a»  +  i^-«^ 
6.  Um  den  Elevationswinkel  a  zu  finden,  nnter  welchem  der  Wort  mit 
der  Anfangsgeschwindigkeit  Vg  erfolgen  muss,  damit  ein  bestimmter  gegebener 
Punkt  erreicht  werde,  dienen  folgende  Bemerkungen.  Liegt  der  gegebene  Punkt 
in  der  Horizontalen  der  Anfangslage  in  der  Eutferunng  a  von  ihr,  so  folgt  a  ans 
der  Gleichang 


n2<Y  —  a 
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mit  swei  LOsuDgen.  Die  beiden  entaprecheudeu  Richtnngen,  die  eine  steil,  die 
andre  flach,  unter  welchen  der  bewegliche  PiiDkt  den  gegebenen  trifft,  sind  gleich 
geneigt  gegen  die  Bichtnog  «  —  ^a:  der  grOMten  Wurfweite. 

Liegt  der  kd  tieffenäe  Pnnkt  nioht  im  Horizonte,  bo  foigt  a  ana  der  Gleichnng 
Bei  CO»  a  ein  («  -  ß) 
g  co8>  p 

wenn  a  die  Entfernung  von  der  Anfongalage  und  ß  die  Neigung  der  Oeraden 
gegen  den  Horizont  bedeutet,  welche  ihn  mit  der  Anfangiloge  Terbindet.  Die 
beiden  LaeuDgen  a,  a"  beutaen  die  unter  6.  erw&hnte  Eigenschaft.  Um  rie  wirk- 
lich danuBtellen,  wollen  wir  lieber  die  Coordinaten  x,  y  dea  zn  treffenden  Fnnk- 
tea  einfahren.  Er  wird  erreicht,  sobald  x,  y  der  Gleichnng  der  Flugbahn  ge- 
nOgen.  Stellen  wir  daher  die  Qleichung  unter  Nr.  S  ho  dar,  daas  wir  a,  h  und 
Vg  durch  tt  nnd  h  anadrficken,  wodurch  sie  die  Form  annimmt 

eec'  a  .  X*  —  4fi  tg  «  .  a;  -j-  Ahy  ^  0, 
und  lOaen  sie  nach  tang  a  auf,  ao  kommt 


ig  a  =  ^  Uh  ±yih{h  -  y)  -  x'\. 


Für  4A  (A  —  !/)  ^  x'  <|  0  ist  der  Funkt  nicht  mehr  va.  erreicheuj  die  änaser- 
aten  Lagen,  fär  welche  er  noch  erreichbar  iat,  sind  die  Punkte  der  Parabel 

lÄ  (A  —  y)  —  «'  —  0  . 
Ffir  Punkte  dieaer  Orenzcnrre  fallen  die  beiden  Wurfrichtungen  in  eine  Eueajn- 
men.    Durch  Verlegung  dea  Coordinatenunpronga  nm  die  OrOaae  A  in  der  Rich- 
tung der  y  mid  Umkehmng  des  Sinnes  der  y-Axe  nimmt  dieae  Gleichung  die  Form 

X*  —  \hy 
an.  Hao  erkennt  daraus,  dass  der  Scheitel  der  Grenzpaiabel,  welche  die  mit  der 
Anfangsgeschwindigkeit  v^  erreichbaren  Pnnkte  {x,  y)  von  den  nicht  erreichbaren 
scheidet,  in  der  HShe  h  vertikal  Aber  der  Anfangslage,  alao  in  der  gemeinsamen 
Directrii:  aller  Flnghahnen  und  der  Breonpnnkt 'in  der  Anfangstage  aelbat  sich 
beßndet.    Ihr  Parameter  ist  ih. 

1.    Die  sElmmtlichen ,  den  verschiedenen  Elevationswinkeln  o:  entsprechenden 
Parabeln  bilden  eine  Enveloppe,   welche  nichts  anderes  ist,  als  die  eben  er-   ■ 
wUinte  Greniparabel.    Nach  der  Theorie  der  Enveloppeu  findet  man  die  Gleichung 
dieser  Carve,  indem  man  die  Gleichung  der  Parabel 

seo'  B  .  x'  —  iÄ  tg  «[ .  K  +  *Ay  =  " 
nach  dem  indifidnalisirenden  Parameter  tg  u  differentiirt  und  ans  ihr  und  der  eo 
gewODDenen  Gleichung  tt  eliminirt.    Diese  Differentiation  liefert 

tg  a  —  2hx  =  0 
und  die  Elimination  von  tg  tt  führt  zu  derselben  Gleichnng  ih  {h  —  y)  —  x'  =  0, 
wie  unter  Nr.  6, 

8.  Die  Aofiuigslage  M„  des  beweglichen  Pnuktes,  welche  allen  den  verschie- 
denen Elevatiooswinkeln  a  entsprechenden  Parabeln  gemein  ist,  steht  von  allen 
Brennpunkten  derselben  ebensoweit  ab,  als  von  ihrer  gemeinsamen  Directriz,  nlm- 
lieb  um  die  Strecke  h.  Daher  ist  der  Ort  aller  Brennpunkte  ein  um  die 
Aufangelage  mit  h  ala  Radius  beschriebener  Ereia  (a.  Fig.  141). 

9.  Die  Cootdioaten  dea  Scheitels  einer  beliebigen,  dem  Winlcel  a  ratspce- 
chenden  Parabel  sind  nach  Nr.  i:  x  •=  —  ,    y  am  ^  —  oder,   wenn  man  a  und 
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b  durch  h  und  a  auadrQckt:  x=—  h  äa  2a,  y  =~  h  Bin*  «.  Mit  ZuhOlfeDahme  der 
B«lation  -^  (1  —  cos  2a)  =^  sin'  a  erhält  man  hieianH,  indem  man  a  eliminirt,  als 
Ort  der  Scheitel  BKmmtticher  Parabeln  die  Ellipse 

deren  Mittelpunkt  in  der  EObe  ^h  aber  der  Anfongslage  M^  liegt  nnd  welche 
eine  horizontale  Haoptaxe  von  der  L&nge  SA  nnd  eine  vertikale  Hanptaxe  gleich 
h  besitzt.  Die  Scheitel  an  den  Enden  der  horizontalen  Haaptaie  entsprechen  den 
Würfen  «  —  i^JT  und  o  =-  J». 

10.  Denkt  man  sich  von  0  aus  in  einer  Vertikalebene  unter  allen  möglichen 
Winkeln  a  continairlich  hintereinander  Punkte  mit  der  Oegch windigkeit  v„  ans- 
geworfen,  so  erhält  man  alle  P&rabeln  der  ganzen  Schaar  zagleich,  wie  eine 
Stralengarbe ,  welche  tou  einer  grosseren  QrenEparabel  nmhfillt  wird.  Erfolgt 
dies  zugleich  in  allen  Vertikalebenen  des  Punktes  0,  so  entsteht  das  Pb&nomen 
einer  idealen  Fontaine.  Die  änstere  Figur  derselben  ist  das  Faraboloid,  welches 
durch  Rotation  der  Grenzparabel  um  die  Vertikale  gebildet  wird  und  die  Scheitel 
aller  Parabeln  liegen  anf  einem  RotationteUipsoid  um  dieselbe  Aze,  dessen  Aeqna- 
toT  die  Hohe  der  Fontaine  halbiri 

Die  Coordinaten  des  Punktes  einer  Vertikalebene,  welcher  unter  dem  Winkel 
«  ausgeworfen  wurde,  nach  der  Zeit  t  sind  x  ^  Vg  cos  «  .  t,  y^c,  sin  «  .  t  —  lff(*; 
eliminirt  man  Heraus  a,  so  erhält  man  fQr  den  Ort  aller  unter  den  verschiedenen 
Winkeln  «  in  der  Vertikalebene  gleichzeitig  abgegangener  Pnnkte  znr  Zeit  t 

^'  +  (S  +  i?**)'  -  («.')'. 
der  Ort  dieser  Pnnkte  ist  mithin  ein  Kreis,  dessen  Mittelpnnkt  vertikal  unter  M„ 
liegt  im  Abstände  igt*  und  einen  Badins  v^t  besitzt.  Beide  GrOuen  sind  von 
der  Zeit  abh&ngig,  der  Mittelpnnkt  sinkt  von  M,  aus,  wie  ein  schwerer  Punkt 
und  der  Radius  w&chst  gleichförmig  mit  der  Geschwindigkeit  Og.  Da  dieselbe 
Betrachtung  tär  alle  Vertikalebenen  gilt,  so  folgt,  doss  alle  Punkte,  welche  zn 
gleicher  Zeit  von  O  ausgeworfen  werden,  fortwährend  auf  einer  veränderlichen 
KugelSäche  liegeii,  deren  Mittelpunkt  wie  ein  schwerer  Punkt  sinkt,  während  ihr 
Badins  gleichförmig  mit  der  Geschwindigkeit  c,  wächst. 

11.  Läsat  man  bei  constantem  Elevationswinkel  a  die  Anfangsgeschwindig- 
keit Cg  Torüren,  so  kann  eine  der  vorstehenden  Untersuchung  coordinirte  Unter- 
suchung gefQhrt  werden. 

Eliminirt  man  i.  B.  aus  den  Gleichungen  für  die  Cooidinaten  des  Scheitels 
der  Flugb^n,  nämlich  x  '^  h  aia  8«,  y  ■-  h  sin'  v  die  GrOsse  h  nnd  damit 
die  Anfangsgeschwindigkeit  e,,  so  ergibt  sich 

y —  itgo  .«, 
d.  h.  der  Ort  der  Scheitel  aller  Bahnen,  welche  der  bewegliche  Funkt  unter  con- 
stantem Elevationswinkel  mit  verschiedenen  Anfangsgeschwindigkeiten  beschreiben 
kann,  ist  eine  durch  die  Anfangslage  gehende  Gerade,  welche  die  vertikalen 
Strecken  zwischen  der  Horizontalen  der  An&ngsloge  und  der  Richtung  der  An- 
fangsgeschwindigkeit halbirt,  so  dass  also  die  Horizontale  and  die  Wurfrichtung, 
die  Scheitelgerade  und  die  Vertikale  vier  harmonische  Stralen  sind. 
Die  Coordinaten  eines  Brennpunktes  sind 

X  —  A  sin  Sa,  y  ■-  A  sin'  a  —  k  cos'  a  ^  —  h  cos  2a  ■ 
Die  Elimination  von  h  liefert  hier 

y  =-  —  cotg  So  .  X, 
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d.  h.  der  Ort  aller  Brennpunkte  ist  gleichfolU  eine  doTCh  die  AnfaDgaloge  gehende 
Gerade. 

12.  Viele  von  den  bisher  analytiscb  entwickelten  Eeealtaten  kann  mun  leicht 
auf  geometriBchcm  Wege  gewinnen,  wie  folgt. 

Eh  Bei  Jlfg  (Fig.  112)  die  AnfAngstage,  HI)  die  gemeiaschaftliche  Directrii 
aller  Parabeln,  welche  derselben  Anfangsgeech windigkeit  v„  ■—  Y^gh  enUpiecheD, 
und  F  der  Brennpunkt  irgend  einer  dieser  Curren,  der  also  wegen  M^F  ■—  M,H 
auf  dem  nm  Jtf,  mit  M^H^h 
beachriebenen  Erei»e  sich  befindet 
Die  Parabel ,  deren  Brennpirnkt  F 
ist,  schneidet  eine  Gerade  3{,G 
in  einem  Paukte  M,  dessen  Ab- 
sttnde  vom  Brennpnnkte  und  der 
Directriz  gleich  sind,  so  dass 
MF^MN.  Der  Punkt  if  ist 
daher  der  Hittelpnnkt  eineaEreiaea, 
welcher  die  Directrix  berührt  und 
dnrch  F  geht.  Da  dieser  Ereil 
den  Ort  der  Brennpunkte  im  All' 
gemeinen  in  zwei  Punkten  F,  F 
schneidet,  so  gibt  es  noch  einen 
Eweiten  Brennpunkt  J^'  und  also 
auch  noch  eine  zweite  Parabel, 
welche  M„G  in  demselben  Punkte  M  achneidet.  Der  änaeerste  Punkt  3f,  der 
Geraden  Mi,G,  welcher  von  einer  der  Parabeln  noch  erreicht  werdea  kann,  ist 
daher  der  Mittelpunkt  des  Ereisea,  welcher  die  Directiix  HD  und  den  Ort  der 
Brennpunkte  berührt  und  der  Brennpunkt  der  zugehörigen  Parabel  der  grOasten 
Wurfweite  ist  der  Berflhruugapunkt  F^ ,  d.  h.  der  Schnittpunkt  von  M,  O  mit  dem 
Orte  der  Brennpunkte.  Die  Richtung  M^,  Tg  des  anasersten  Wnxfee  halbirt  als  Tan- 
gente der  Parabel  in  Jlfo  den  Winkel  HM^F^  zwischen  dem  Eadinsvector  F,ii 
und  dem  Diameter  HM^,  A.  h.  den  Winkel,  welchen  die  Gerade  1U,G  mit  der 
Tertdcalen  HM,  bildet.  Ebenso  halbiren  die  Richtnngea  M^T,  N^T'  je  sweier 
WQrfe,  welche  in  demselben  Punkte  Jf  die  Gerade  M„0  treffen,  die  Winkel  HM,F 
und  HM„F';  hieraua  folgt,  daaa  aie  gleichgeneigt  sind  gegen  die  Bichtang  M,Tt, 
des  weitesten  Wurfes. 

Denkt  man  aich  jetxt  dnrch  M^  alle  Geraden  M„0  gesogen  und  bestimmt  sut 
jeder  von  ihnen  den  Punkt  M,  der  grOasten  Wurfweite,  so  bilden  die  Punkte  üf, 
den  Ort  der  äassersten,  bei  gegebener  Anf^gageachwindigkeit  noch  erreichbaren 
Punkte.  Die  Punkte  M^  sind  aber  die  Mittelpunkte  aller  Ereiae,  welche  die 
Directriz  und  den  Ort  der  Brennpunkte  berühren.  Zieht  man  daher  in  dem  Ab- 
stände HJ  =  HMg  die  Gerade  JE  parallel  mit  der  Directrii  HD ,  ao  stehen  die 
Punkte  Jtfi  von  M„  und  dieser  Geraden  gleichweit  ab.  Daher  ist  der  Ort  [M,) 
eine  Parabel,  welche  die  Vertikale  M„J  zur  Hauptoze,  HD  zur  Scheite Itaogente 
und  Jlfg  zum  Brennpunkte  hat.  Diese  Parabel  berührt  die  einzelnen  durch  die 
Punkte  Jlf,  gehenden  Parabeln,  denn  ihre  Tangenten,  sowie  die  Taugenten  jener 
in  3f,  halbiren  die  Winkel  F,M,N,  . 

Um  die  Stelle  M  zu  finden,  wo  die  Gerade  M^G  unter  rechtem  Winkel  ge- 
troffen wird  (Fig.  143),  bedenke  man,  dass  der  Ereia  um  Jlf,  welcher  HG  in  S 
berührt,  die  Breimpnnkte  F,  F'  der  beiden  Parabeln  liefert,  welche  Jlf  erreichen. 
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.VsD  hftlbirt  Jf,  G  deo  Winkel  FMF'  nnd  die  Tongeote  in  M  an  die  Parabel, 
deren  BroDnpnnkt  F  ist,  den  Winkel  FMN;  eoUen  alto  beide  lu  einander  aenk- 
j  wo       ^^^^    sein,    ao    ihdm   Winkfl   ÜMF'  —  s    werden. 

Ziebt  man  alw  vom  Scbiiittpnnkt« G  An  Geraden  M^O- 
mit  HG  nach  dem  Endpunkte  H'  des  DarcbmesaerB 
HB'  den  Stial  GH',  to  liefert  sein  Scbnittpaukt  mit 
dem  Orte  der  Bretmpnnkt«  den  Punkt  F',  von  welchem 
man  blas  dos  Perpendikel  F' N  auf  HG  zu  fiUlen 
braucht,  um  anf  M^Q  den  geaucliten  Punkt  M  za  be- 
stimmen, velcheT  unter  rechtem  Winkel  getroffen  wird. 
Die  mchtnng  des  Wurfes  ergibt  sich  hierzu  leicht  ans 
dem  Vorigen.  Von  den  beiden  Parabeln,  deren  Brenn- 
punkte F,  F'  sind,  ICat  nur  die  eratere  das  Problem; 
für  die  andere,  deren  Brennpunkt  F'  ist,  ist  M  der 
"■■  ■■"■  Scheitel,  indem  der  EadiuBvector  MF'  mit  dem  Dia- 

meter  NF'  ituammenfKllt,  nnd  iat  also  die  Tangente  iu  M  horizontal. 

Soll  die  grOeate  Wurfweite  fdr  eine  nicht  durch  die  Anfangslage  M„  gehende 
Gnade  OgCf  (Fig.  144}  gefunden  werden,  so  erw&ge  man,  dats  für  irgend  einen 
Pnokt  M  in  G„G,  wenn  er  auf  einer  snm  Brennpunkte  F  gehörigen  Parabel  er- 
ttidibar  sein  soll,  F3f  —  MN  und  die  äusserste  Lage  Jlf,  des  Punktes  M  der 
Uittelpunkt  eines  Kreises  sein  muss,  welcher  die  gemeinsame  Directrix  HD  und 
des  Ort  der  Brennpunkte  berflhrt 


t 


r:^ 


Fig.  Ut.  Vis.  MA. 

tS.  Nach  Nr.  S  ist  die  Qesch windigkeit  in  irgend  einem  Punkte  M  (Fig.  14fi) 
der  puabolischen  Bahn  gleich  der  Geschwindigkeit,  welche  ein  Punkt  durch  den 
FiU  Ton  der  Directrii  ND  aus  erlangt,  d.  h.  es  ist  t'  —  2g  .  MN.  Nun  ist  aber 
Tennflge  der  Eigenschaften  der  Parabel  MN=  MF  nnd  iJlv'  =  2FD  .  AP; 
■lu  indem  man  FD*  beiderseits  addirt 


FW'  —  ^FD  .  AP  +  FD  =  2FD  .  {AP  ^-^FJ))  - 
•       -y--    Daher  wird  jetat 
FN* 


2FD  .  MN. 


Bietwi  folgt  Jtf  ff  = 


Es  ist  miUiin  die  GeechwindigkHt  proportional  der  Länge  FK.  Diese  Linie 
stdt  aber  senkrecht  auf  der  Tangente  des  Punktes  M  und  es  bilden  daher  alle 
Lbien  FN  unter  einander  dieselben  Winkel,  wie  die  Richtungen  der  Geschwindig- 
keit Daher  liegen  die  Pnnkte  N  in  einer  dem  Hodographen  der  parabolischen 
Be««gang  Uinlichen  T<iuie  und  ist  folglich  dieser  selbst  eine  Gerade.    Die 
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Strecken  FD,  DN  sind  propoitioDal  dar  Horiiootal-  und  der  Yeitikalcomponente 
von  V  in  denuelben  Verh&ltuüs,  mit  welcbem  FN  dam  v  eelbrt  proportional  ist. 

§.  10.  Das  balliatifiche  Problem  (Worfbewegnng  im  wideratehenden  Mittel}. 
Ein  schwerer  Punkt  wird  mit  der  Änfangsgescbwiiidigkeit  e,  unter 
einem  Winkel  u  gegen  den  Horizont  in  einem  homogenen,  Widerstand 
leisteuden  Mittel  geworfen,  welche  Bewegnng  wird  derselbe  an- 
nehmen, wenn  die  Bescblennigong  des  Widerstandes  gleich  der  Func- 
tion a+bc'  dar  Geschwindigkeit  ist,  worin  a  und  b  Conataote  be- 
deaten? 

1.  In  Being  anf  ein  rechtwinkliges  Cooidinatens^Btem  mit  dem  Ursprung  in 
der  Anfangslage  M„  des  Punktes,  horitontaJer  a:-Aie  nnd  vertikaler  y-Äie  (poBiÜT 
anfi^rta  und  wenn  die  vertikale  xiy-Bbene  durch  die  Richtung  der  An&ngs- 
gescbwindigkeit  entb&lt)  sind  die  Componenten  der  Beschleunigung,  da  der 
Widerstand  in  der  Richtung  der  Tangente  dem  Sinne  der  Bewegnng  entgegen 
gerichtet  ist: 

und  mithin  die  Gleichungen  der  Bevegung 

d'g       _        1    v  «1  ^  o  +  öe"    d  X 

Die  dritte  dieser  Qleichnngen  lehrt,  dass  die  Bewegung  in  der  xy-Ebene  erfolgt, 
HodasB  die  Untersuchung  sich  von  vornherein  auf  die  beiden  ersten  Gleichnngen 
besehdnken  kann.  Um  zu  einem  Integrale  derselben  eu  gelangen,  combinire  man 
sie  nach  der  Art  des  Flächenprincips.    Man  erbUt 

dx  d'y  __  dy  d^       _     dx 

dt  df        dt  dt'  "°       ^  dt    - 
und  wenn  man  für  -^  seinen  Werth  ana  der  ersten  Qleicbung  einaetrt 

ffl-\-ov  >y^^  ^j,       ^^   df)       ^^  dl' 
Nun  führe  man  den  Winkel  tj  als  nene  Variabele  ein,  welchen  die  Tangente  der 
Bahn  mit  der  «-Aie  bildet,  d,  h.  man  setie  -j-  —  v  cos  ij,    -^  =  c  sin  jj,   wo- 
durch man  erhalt:  «  (o  -1-  bv)  dij  —  y  (cob  tj  de  —  e  sin  ij  dij),  oder 
g  cos  I)  i>~ '""*"''  dp  —  (a  -|-  7  sin  ij)  e~"  dij  — >  bdji . 
Da  die  linke  Seite  in  dem  einen  Qliede  v~'',   im  anderen  das  Differential 
«~  '■" "''  '^  dv  hievon  enthält,  so  wird  man  einen  Multiplicator  K  dieser  Oteichnng  als 
Fnnction  von  t]  so  bestimmen  kOnnen,  dass  die  linke  Seite  nach  der  Mnltiplica- 
tion  mit  —nK  die  Form  des  Differentials  eines  Produkts,  n&mlich  die  Form 

d.  Afc"""  =  — nMp~''+''de+e-"  -j-  ■  dij 
annimmt.    Hiezu  mOssen  K  nnd  Af  den  Bedingungen  genflgen: 
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dM  ^  nK  (_a  -i-  g  aia  tj)  drt ,    1£  =~  gK  coa  q. 
Ans  Dmen  erhUt  mui: 
dS     nla+günii)  ,  siail,     ,  na  dn  ,  ,  ,  na  ,  ,,    „      ,,, 


und  biennit  ein  lateral  der  DifferentJalgleicbnng,  n&mlich 

gj    «Mj) 
Dieae  Formel  gut  tuieb  uooh,  wenn  b  eine  FnnctitHi  TOn  ij  Ut;  auch  fClr  den  Fall, 
doM  a  Function  ron  i]  üt,  tritt  nur  die  Aendening  em,  dau 

3f  »  COS    "i).«' 
wird, 

FOt  di«  weitere  Behaadlang  des  ProblemB  letie  man  tg  ((x  -j-  ^t))  =  r ,  wo- 

dmch  eoe  n  ^  ^ , — ; ,  «n  n  —  .    ,  ■■; ,   — 5_  _  —  wird,  lowie  «or  A1)kflrxnnR 
I       j  +  r'  'l  +  r"cosij        r  '  ^ 

—  ~  c,  ao  erhält  man 
f 

M  =  8—  f-f'-"  (1  +  r*)'  ,    8"  Jf  P— —   r^l'^i)  (l  +  r»)"  ^  ■ 

Iit  n  töne  ganu  ponti*e  Zabl,  lo  erh&lt  man  diei  Integral  in  geichloHenet 

Fora.    Besonden  einflKh  flUlt  daatelbe  ans  fOr  c  —  —  —  ,  n&nüich 

S  " 

,.(i  +  o-.--ä(;^/' +  '■>■+■  +  <;, 

wobei  die  Conatante  dnrch  die  Anfangslage  nnd  Anfiugtgeachwindigkeit  bestimmt 
werden  mnai,  wofflz  r  •—•  tg  (i«  -}-  ^a) ,  ijaa«,  v  ^r  %  . 

Das  gefundene  Integral  beatimmt  v  ala  FnnctioD  von  r;  nachdem  diea  er- 
reicht iat,  iat  ea  leicht,  anoh  t,x,y  ala  Fnnctionen  vom  r  durch  blosse  Qoadra- 
tnren  darxiutellen.  Bezeichnen  wir  D&mlioh  abkdrieod  die  Beacblennignng  des 
Widentandea  mit  m ,  so  liefern  die  obigen  Gleichungen 


d'x 

D  dx          d*y             m  dy                           dij           d'x 
ed('        dT'~~  V  dt"^'        ^"dl'^df 

leicht  das  folgende  Sjstem  von  Gleichnngen: 

dt  — 

d'x 

dx                 s  cos  jj            j    r 
dt 

dx  — 

dx  ^,            V*  ^                %t>*dr 

dy~ 

^.._^^,.,._t^!-^. 

L                                                                                       84 
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Sobald  man  ia  diese  Formeln  v  durch  t)  oder  r  auBgedrfickt  einiettt,  er- 
geben sie  t,  X,  y  durch  bloBge  Quadraturen.  Die  Rednction  anf  Qoadratnm  i>t 
auch  dann  noch  mOglich,  wenn  die  Beachleonigung  des  Widerstandes  a-\-h.U 

ist,  ein  Fall,  der  ans  dem  eben  behandelten  hervorgeht,  wenn  a ond  —  u 

die  Stelle  von  a  nnd  b  treten  nnd  man  hieroof  einen  QceiiEÜbergang  für  n  » 0 
macht,  dabei  aber  berückHicbtigt,  dasB  lim  [n~*(D"  —  1)]  ^  In  für  n  ^  0. 

Die  hier  gegebene  Entwickelnng  verdankt  man  Jaoobi  {Be  motu  pandi  im- 
gtaari».  Crelle'B  Joura.  Bd.  XXIV.,  S.  26).  Bereits  Job.  Bernoulli  hat  in  den 
Actis  «rwjiforum  Ups.  1719,  p.  216  das  ballistiaohe  Problem  behandelt;  von  eeiaeta 
Neffen  Micol,  Bernonlli  enthält  derselbe  Band  eine  Abhandlung  über  denielben 
Gegenstand.  Sp&ter  bat  Legendre  {Sur  Ja  quettion  de  baliatiquej  M^.de  l'Äeod. 
de  Berlin,  176!,  p.  69J  die  Behandlung  des  Gegenstandes  dahin  erweitert,  ittttr 
den  Widerstand  in  der  oben  angenommenen  Fonn  TOraossetzte. 

2.  Far  den  apeuellen  Fall  a=='0,  tK^S  wird  der  Widerstand  dem  QoadrtU 
der  Geschwindigkeit  proportional.  Wir  wollen  diesen  einfachen  Fall  diiect  nnil 
unabhängig  von  der  vorstehenden  allgemeinen  Theorie  behandeln,  cu  diesem  Be- 
hnfe  aber  die  Bewegungsgleichungen  etwas  umgestalten.  Ist  allgemein  B  die 
Widerstandsbescblennigong,  so  lassen  sich  dieselben  achreiben; 

o  ,  .  dy  ,      dy  •       dx     d'y  d'x    ,   dx  dp  ,, 

die  zweite  dieser  Gleichungen  über  in 


/d'x   ,    „  dx\   ,   d;z  dp   , 


nnd  indem  mau  dieselbe  mit  Hfllfe  der  ersten  redncirt,  kann  man  das  System  du 
Bewegungsgleichungen  durch  die  beiden  folgenden  Glächnngen  darstellen: 
d*x    ,     „dx       „         dx  dp   , 

Setzen  wir  der  Vorauesetxnng  gem&ss  -^  "  ^  "*  °~  n  (jt)  >  *''  gehen  ditw 
Gleichongen  Ober  in 

d'x   ,    g  dtdx       „         dp    ,       /dt\* 

Aus  der  ersten  von  ihnen  folgt  -j-r;  s  -r:  =■  —  Ä  -n  '»ud  sie  gibt  durch  InU- 
at'     at  KT  ttt 

graljon 

Für  die  Constante  wird,  wenn  für  <  °-  0  die  horitontale  Getchwindi^eiit- 
oomponente  ^  gleich  v^  cos  a  wird,  l{v^  cos  a)  =  C  nnd  bleiben  folgjidi  für  die 
weitere  Behandlung  des  Problems  die  Gleichungen: 

—  —  (I  *'  ^  _  _         *  h        5l 

dt         "  '     dx  SAoos'ff'  ig 
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Ana  der  ersten  dieaer  beiden  Gkicbnogea  erkennt  man,  daw  die  Horizontalconi- 
ponente  der  GeaehwiDdigkeit  mit  s  abnimnit,  dasa  mithin  die  absteigende  Bahn 
immer  mehr  der  vertikalen  Ricbtnng  aich  an- 
nähert nnd  die  Bewegnng  immer  mehr  gleicfa- 
fSrmig  wird.  Der  absteigende  Cnrvenast  bat 
daher  eine  vertikale  Asjmptot«  (Fig.  116).  um 
die  zweite  Gleichnng  zn  ictegriren,  mnltipliciren 
wir  sie  mit  der  Identität  dx  vT-J-  p'  »■  i» ,  wo- 
dnrch  sie  fibergebt  in 


deren  Integral  ist 


wobei  die  Conatante  dadurch  bestimmt  wird,  dasa  für  s ->  0  ,  p  »  tg  a  wird. 
Setzen  wir  lur  Vereinfachung  P  ■—  p  l/l  -+"/''  "1"  '  (p  +  Vi  +  PV  i  *<>  nimmt 
diese  Gleichung  die  Form  an 

Sie  stellt  die  Bahn  dea  Panktes  dar,  indem  nie  den  Bogen  s  ala  Function  dea  Tan- 
geutenwiokels  gibt. 

Indem  man  mit  ihrer  Hflife  ana  den  drei  Oleichnngen: 


dx  2h  coa'o'    dx       -^ '     dx^  "  \dxl 

a  eliminirt,  erhKit  man  dx,  dy  und  dt  durch  p  und  dp  dargestellt.    Demnach  wird 
das  ganze  Problem  durch  die  drei  Qleichangen: 

dx ^dp(c-  P)-\ 

dy ^'pip{C-Pr'. 

di__  Adp(t7—  P)"^ 

auf  Quadraturen  zurflckgefShrt.    Um  die  Constante  C  durch  die  Anf&ngselemente 

auBzndrSctcen,  sei  p,  der  Werth  von  p  =•  -^  fOr  1  ■•  0,  d.  h.  Pg  >—  tg  a ;  ebenso 

P,  der  Werth  TOn  P  filr  t  —  0.    Dann  liefert  die  Qldcbung  der  Bahn 

C^F^  +  „    J''   .     - 
2pft  cos'  a 

Die  QrOaae  p  >»  -~  beginnt  mit  dem  Werthe  p^  und  nimmt 


Punkte  der  Bahn  verachwindet  si 
mehr  und  mehr  dem  Werthe  — 


hl)chst«n 
gebt  hierauf  ina  Negative  ^ber  und  nähert  eich 
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Die  drei  zuletzt  dargeBtellten  Gleichungen  für  dx,  dg,  dt  liefern  dorcb  In- 
tegratioD  die  Coordinaten  x,  y  und  die  Zeit  t  ai»  Functioiieii  von  p,  nftmlich 

«  =  |  ycG-P)-'dj),    y-jj(C-P)-'pdp,   («1  /(C-P)~*dp. 
p  p  p 

Die  Coordinaten  dea  Scheitels  erhalt  man  inabea^odeie  f fir  p  °-  0,  näinlich 

x^jHC-Pr'dp,    y-^jffp^Pr^pdp. 

Die  Wurfweite  w  ergibt  sich,  wenn  man  zonächet  den  Weith  — p,  von  p  aocht, 
fOi  welchen  y  zum  sweitenmale  verschwindet,  d.  h.  die  Qleichong  annast 


/' 


(c-  pr'päp- 


nnd  den  geftutdenen  Werth  hiemnf  als  Grenze  bei  der  Beetimmnng  t 
n&mlieh 


."-jifl-Fr'dp. 


Die  AbsciMe  der  vertikalen  Äsjmptote  der  Flngbaha  iat  der  Werth  von  a 
welcher  p  =— . —  aa  entspricht,  nämlich 


»--Clß-IT^it. 


Han  kann  leicht  zeigen,  dasa  der  an&teigende  Aat  der  Cnrve  über  den  CooTdioaten- 
nrspmng  rückwärts  verlängert,  eine  gegen  den  Horizont  geneigte  Asymptote  be- 

ittit  (s.  Fig.  144).    Denn  die  obige  Qleichong  fOr  -^  gibt  fQr  s  c—  —  co  den  Werth 

-7^  •»  0 ,  also  p  =  conat. 
dx         '  "^ 

Ans  den  obigen  Formeln  fOr  dx,  dy,  dt  ergibt  sich  weiter  die  Geschwindigkeit 

Ftii  weitere  AaefQhrangen  vgl.  Neil,  Warfbew^nng  im  widerstehenden  Mittel 
nnd  ConstroctJon  der  Fingbahn.  (Ornnert's  Archiv  Th.  46,  S.  361  n.  Th.  47, 
S.  388.)  Daselbst  findet  sich  aach  eine  Tafel  der  Function  P  oder  Aip)  noch  der 
Bezeichnimg  des  Ver&ssers. 

Setzt  man  in  den  obigen  Formeln  i  ^  c»,  so  erhält  man  die  entsprechenden 
der  Warfbewegang  im  nichtwiderstehenden  llittel.  Sind  S,  s  Bogen  der  Bahnen 
fweier  schwerer  Punkte,  welche  beide  von  demselben  Punkte  mit  derselben  Cie- 
Bchwindigbeit  in  gleicher  Richtang  ausgeworfen  werden,  der  erstere  im  leeren 
Baume,  der  zweite  im  widerstehenden  Mittel,  so  hat  man  für  sie 

-'. 

dp  ^     ,     j 1 dp  i^j-x — i       _      * 

^gKi+P   —       2Acos'o'    de   *^'^f'   ~       2Ä0OS'« 
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und  daher 

^-e        «r.d    e       -1  +  ^^S. 

8.  FQr  den  Fall,  daM  pg  und  in  Folge  deaaen  anch  p  sehr  klein  ist,  ao  daas 
die  Flogbahn  immer  nahe  am  Horiioote  bleibt,  kann  man  approiimatiT  setzen 
—  ^  1 ,  g  ■-  X  und  folglich 

IP  =.  _      «** 

(i;c  SA  COR*  a' 

woran«  eich  ergibt 

Die  Coordinaton  des  Scheitels  erh&lt  mui,  indem  maa  p  —  0,  die  Abscigae 
der  Warfweite ,  indem  man  y  *  0  teUi    Bienu  liefert  die  Gleichung 

'Q'  +  f.-' 

mit  Hfilfe  des  Torherigan  Werthee  fttt  -r^  die  der  Absdate  x  entsprechende  Zeit: 


3.  11-  Die  CeatralbewegTiDg.  Ein  Pnnkt  bewege  ticb  nnter  dem  Ein- 
flaase  einer  Beechlennignng,  deren  Richtung  fortwährend  durch  ein 
featea  Centrum  0  hindurchgeht  und  deren  QrOaae  gg  btoa  eine  Function 
der  Entfernung  r  von  demielhen  iat.  Die  Anfangslage  und  die  An- 
fangegeacbwindigkeit  sind  bekannt;  man  soll  die  Natur  dieser  Be- 
wegung arforsohen. 

1.  Indem  wir  den  Hittelpunkt  0  der  Beschlennigung  als  Pol  eines  Polar- 
coordinatensjstema  der  r,  9  mit  beliebig  gerichteter  Polaraxe  ansehen,  sind  die 
Componenten  der  Beschlennigung  IBügs  des  Badiusvectors  und  senkrecht  dacu 
tf  =^'tp,  Va  "  ^1  d.  h.  es  ist  nach  Cap.  VIII,  %.  9,  wenn  tp^  poeitiv  im  Sinne 
nach  0  hin  gerechnet  wird 


'\Tt)  -d?-"'  TTtV  dl)"'- 


Die  Eweite  dieser  Gleichnngen  liefert  sofort  ein  erstes  Integral  r*  -j-  —i  (7.  Es 
dräckt  dies  daa  Princip  der  Flächen  aus,  welches  nach'  §.  4.  für  dae  Problem 
gilt.  Es  ist  n&mlich  der  doppelte  Elementarwotor  2dS -»  r' -jr  und  daher  die 
Sectorengeschwindigkeit  jt  ™  i*^<  »Iw  constaat, 

pv  —  C    und    S  —  S,  =  i  C{t  -  (j) , 
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<1.  h.:  Für  jede  Centralbewegnng  ist  die  Sectoxengeschwiiidigkeit  nnd 
das  Moment  der  Geschviodigkeit  für  den  Pol  der  BadienTeutoren  cod- 
vtant,  der  in  irgend  einer  Zeit  vom  Radinavector  durchstricheneSector 
dieser  Zeit  proportional  und  die  Bahn  eine  ebene  Curve. 

Die  Consbiate  C  des  Fläcbenprincipe  kann  durch  die  der  Zeit  t^  entsprechenden 
Elemente  i',,  p^,  r^,  a  ausgedrückt  werden,  nämlich  die  Qeechnindigkeit,  ihren 
Abstand   von  O,   den  Radiusvector  nnd   die  Neigung  von  r,  gegen  Cg.    Sie  iat 

Die  Elimination  von  -rr  am  beiden  Oleichongeu  gibt  twiichen  r  nod  t  die 
leichnng 

2.  In  Bezug  auf  0  als  Ursprung  rechtwinkliger  Coordinateu  x,  y  in  der  Ebene 
der  Bahn  sind  — x:t,  — y  ;  r  die  tUcbtougscosinusse  der  Beschleunigung  91, 
wenn  diese  dem  Pole  zugewandt  nnd  x  ;  r,  y  :  r,  wenn  sie  ihm  abgewandt  ist, 
daher  sind  die  Gleichungen  der  Bewegnng  im  ersten  Falle 

im  andern  FaUe  genflgt  die  Aenderung  des  Zeichens  von  ip.  Das  FlB^benprincip 
nimmt  die  Form  an 

dt        ^  dt 

3.  FOi    die   Qoschwindigkeit  v    erpbt    sich    mit  HOlfe    von  pv  ~  O  and 


\. 


»e  dg'  —  r'a*'  +  dr* 


oder  schlieeslich 


-[^  +  (- 


4.    Nach   §.  6   gilt  für    unser  Problem  das  Prin- 

cip   der    lebendigen    Kraft    and    ist    fOr    die    Krftfte* 

{xdx  4-  ydy)'=  —  ipdTr^  xdx  -\-  ydy  —  rdr.    Daher  ist 


.  f7o  =  —    /  ipdr 


oder    ie'—  U  +  h. 


Indem  man  diese   Oleichnng  mit  der  Qleichnng  von  Nr.  9  combinirt,   er- 
gibt sich 


»«■[f'+C-w^)']-"*' 


als  Differentialgleicfanng  der  Bahn  in  Polarcoordinaten,  wenn  <p  und  mithin  U 
bekannt  ist,  oder  als  Oleichnng  für  <p,  wenn  die  Bahn  d.  h.  r  als  Fnnction  vod 
fy  gegeben  ist.  Im  letzteren  Falle  gibt  nfijnlioh  die  Differentiation  nach  #  wegen 
dU       dU    dr  dr 
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c-ri      ''Tl 


6.    Man  kann  f^r  die  BesclileaQigDng  noch  eine  andere  bemerkenswerthe  For- 
mel aufstellen.    Combinirt  man  nB.inlicIi  die  Gleichnngen  vp='C  und  v*  ^  2{U-{-  h) 
behnfs  Elimination  von   c*  nnd  differentiirt  die  entstehende  Oleicbmif;,    so  erh&lt 
inaD,  da  d  f7  ^  —  ipdr  ist,  die  weitere  Formet  fQr  ip: 
C'dp 

Nach  einem  bekannten  Satze  beateht  aber  nnn  Eirischen  r,  p,  är,  dp  und  dem 
KrümmnngshalbmeaBer  ;  die  Proportion 

dp  _  T 

Mit  Hälfe  derselben  kann  man  g>  die  Oestalt  geben: 


Den  genannten  Satz  beweisen  wir  bo:  Die  Tangenten  MT,  M' T'  einer  Cnrve 
zwei  aufeinanderfolgenden  Punkten  3f,  M'   (Fig.  148)  bilden  mit  einander  den 
Contingenz Winkel  dl.    Denselben  bilden  die  beiden  von 
0  aus  auf  die  gefällten  Perpendikel 

OP~'p  nnd  OJP'  =p  4-dp. 
Auf  3f 7  bestimmt  OP'  den  Punkt  S  und  wird  KP' 
•-  dpi  ein  Perpendikel  MQ  vom  Endpunkt«  M  des 
Eadin»7ector»  OM  —  r  auf  OM'  —  r  +  dr  geftllt, 
gibt  QM'  —  dr.  Die  beiden  bei  if  und  Q  rechtwink- 
ligen unendlich  kleinen  Dreiecke ' PA P*  und  MQM' 
sind  ähnlich.  Denn  vermOge  der  Gleichheit  der  Winkel 
*  FiB  14*.  POP'  and  PM'P'  ist  PP'  das  Bogenelement  eines 

Kreises,  welcher  dnrch  O  and  M'  geht  und  sind  in  die- 
sem Erei«e  die  Winkel  OP'  P  und  0  M'  P  als  Peripherie  wink  el  über  OP  gleich. 
Daher  besteht  die  Proportion  dp  :  dr  —  PP'  :  MM'.  Der  DurohmeBser  des 
KreiseB  iat,  weil  -^OPM  "  ^«  ist,  OM'  oder  in  der  Grenze  OJtf  =  r;  daher 
ist  PP'  ™  rdr.  Die  Normalen  der  Gurre  in  M  und  M'  bilden  gleichfalls  den 
Winkel  dt  und  ist  MM'  =>  <fde,  wenn  p  der  ErfinunnugshalbmeeBei  in  M  ist. 
Daher  wird  schliesalich  dp  ■■  dr  ^  r  :  f  ,  w.  i.  b.  w. 

6.  FQr  die  Gleichungen  der  Bewegung,  wie  lie  in  Nr.  1  fnr  Polarcootdinaten 
und  in  Nr.  2  fttr  rechtwinklige  Coordinaten  anfgestellt  worden,  besitzen  wir  in 
den  Principen  der  Flächen  und  der  lebendigen  Kraft  die  beiden  ersten  Integrale, 

d  ■  —  ■ , 
namlichr'^-Cund^c'-tr  +  fc,  wo  t.«-iC'  \y,  +  ( g^)  1  «"« 

den  zwei  Conetanten  (7,  h,  welche  durch  den  Anfongszustand  bestimmt  wurden. 
Die  weitere  Behandlung  des  Problems  erfordert  die  Aoffindnug  der  beiden  zwei- 
ten Integrale,  dnrch  welche  die  Polarcoordinaten  r,  #  als  Functionen  der  Zeit 
bekannt  werden.    Man  erhält  hiermit 

Üdr 


d»  —  ^dt~- 


r-y^r'  (Ü  +  A)  —  C 
BO  daas,  wenn  1,  der  Anfangslage  r^,  ^g  entspricht,  zuoftohst  erhalten  wird; 
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J  KSr^f+Aj-C"  J  r  yS"  (!f  +  »)  -  C" 


Diese  beiden  lutegmle  etiuamea  ans  dei  gemeinBiuiiea  Qaelle; 


'-.r 


''^Var-  (t/  +  Ä)  - 


und  kODoeii  durch  partielle  DiSerentiation  nach  den  Constanten  h  nnd  C  am  B 
gebildet  werden,  ao  dim  nämlich 


T.  Han  bemerke,  daae  die  Elimination  von  -j-  ivisohen  den  Gteichnngen 
—  ^  +  f  1-^1  —  ip  nnd  *■'  -Ji  =  *-  '"  '^8'  Gleichung  3.  Ordnung  BwiBchen  r 
nnd  l  führt: 

dP  +  ^^'-T.j-«. 
deren  erstea  Integral  daa  Princip  der  lebendigen  Kraft  yertreten  kann.    Sie  gibt 
i^nilich  durch  Hultiplication  mit  -vi    in    IntegraÜon,  da   -^i  >-Vr  dieOeichwin- 
digkeitflcompouentä  lUngs  r  ist, 

Aach  kann  man  die  beiden  Oleichnngen  -j-^  -| 91  kb  o ,   -r^  ^.  Z  qi  =  0 

mit  Hülfe  von  -jr^  +  (ip -5]  —  0  in  lineare  Gleichungen  Ewiacheo  — ,  —und 

#  umaetien.    Man  erUllt  nämlich 


welche  Oleichnng  so  geschrieben  werden  kann: 

oder,  indem  man  r'  mit  HQlfe  TOn  r*  -jr  =  C  eliminirt,  da 


Ans  diesen  Gleichongen  erUlt  mau  für  die  Bahn  dea  Funktea 
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—  =  J,  CO»  »  +  B,  «in  fr,     ^  —  .4,  CM  *  +  B,  rin  #  n.  8.  -w , 

S.  12.  Die  CentTRlbewegnng,  fflr  welcbe  die  Beichlennignng  der 
ereten  Potenz  der  Entfernang  TOm  Centrnm  proportional  iet.  Ein 
Pnnkt  df  {x,  y,  i)  werde  nach  n  festen  Punkten  0, ,  C, ,  .  .  .  (7,.,  .  . .  C,  hin  be- 
«chletmigt;  die  Beschlennignngen  ipg  seien  der  ersten  Fotens  des  Abstände«  von 
diesen  Punkten  proportional,  nämlich  ipf  >=•  kj  r,;  die  Geschwindigkeit  c,  inr  Zeit 
t  —  0  habe  die  Componenten  a,  ß,  y  nnd  die  Anfangala^  M^  die  Coordinaten 
a,  b,  c.  Welches  ist  die  Bewegung  des  Punktes  Ml 
Die  Componenten  der  Beschleonigung  sind; 

X  —  rXj  —  —  Zftj'  {X  —  «(),     r  —  ZFj  —  —  iTi;  (y  —  y^^, 

Z  —  XZ,  —  -  Skf  («  —  Cj) , 

wenn  iCj,  y,,  e^  die  Coordinaten  von  Cj  sind;  denn  —  {x— a^j) :  r^,  —  {y— yj  :  r^  ^ 

—  (e  —  «,)  ff  änd  die  RichtnngscoiinaBBe  tod  9^    Eb  gibt  einen  Pnnkt  a^,  yg,  «„ 

des  Baumes,  in  welchem  die  Beschlennigungen  sich  tilgen.    Für  ihn  isti 

Zkf  (a^  .-  xü  -  0,    Sk}  (y,  -  y^  -  0,    SkJ  K  -  ',)  -  <». 

"^  Xfc^  Xf  21}  y^  Ski  e, 

*•  ~  "XÄP '      "•  ■■  ~Zkf  '      '•  Tip 

folgt  Dieser  Punkt  ist  der  Husenmittelpunkt  S  Ton  P, ,  P,  .  .  .  P_  ,  wenn  die- 
sen Punkten  die  UassencoefScienlen  k*  ,  k^,  .  .  .  k^^  ertbeilt  werden.  Durch  Ein- 
fahmng  der  Coordinaten  x^,  y,,  i„  dieses  Punktes  werden 

X  ^  -  SkJ  ix  -  X,),     T  ~  -  £k}  (s  -  V,).    Z~~Ekf(t-i,), 
oder  wenn  man  ihn  «um  CoordioatenurHpmng  wÄhlt,  *  —  «(,,  y  —  yot  «  —  '»  «"'t 
X,  y,  z  tiezeichnet  und  Sk}  ^  K*  eetit, 

X—  —  K*  .X,     T  —  —  K*y,    Z^  —  K*t. 

Hieraus  folgt,  daas  die  cesnllarende  Beschlennignng  des  Punktes  Jlf  nach  S 
gerichtet  und  dem  Abstände  MS  =~  r  proportional  ist.  Die  Bewegung  erfolgt  also 
ebenso,  als  ob  der  Punkt  8  allein  die  Stelle  des  Punktsystems  C, ,  (^ ,  .  . .  <7^ 
vertriite  nnd  den  HassencoefBoienten  K*  •^  £k}  bcslLsoo,  Ton  den  drei  Oleichnn- 
gen  der  Bewegung 

S  +  ''"-».  'J  +  ^-s'-''.   ^.  +  ^—'- 

werden  wir  blos  zwei  beizubehalten  haben,  wenn  wir  die  Ebene  durch  S,  in  wel- 
cher die  Bewegung  erfolgt  [g.  4)  und  welche  die  Ebene  ist,  welche  d,  enthalt, 
zu  einer  Coordinatenebene  wUilen.  Sie  sei  die  xy-Ebene  nnd  seien  «,  ß  die  Com- 
ponenten von  V  and  x„,  y^  die  Coordinaten  der  Anfangslage  Jtf,  fQr  3  als  ürsprong. 
Man  hat  dann 


J^  +  JT"'-». 

x  —  A,ccyiEt  +  B,  twKt,    v^ KA^  sin  Kt  +  KB,  cos  Kt 

g  +  'TV-.. 

y  =  J,cosZ(-|-S,8inS'(,    v ^-. KA^Üt^Kt-k- KB,co»Kt 

;-z:i:z;-'-'- 
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Hieimit  werden 

IC  —  !t„  COB  Kt  +  -^  ain  Kt,    v^=-  —  Kx^  sin  Ä"*  +  b  cosÄj 

y  =~y^  coaÄ'(  +  -1  aiaKt,    p^  =-  —  E:y^KaKt+  ßcotKt. 
Ferner  ist 

dV Ä'rdr,   U~  U, |Ä*Cr'-rj).  "' -  «-! K*(r*-rl), 

wenn  r,  der  Lage.  3fg  entspricht. 

Die  Bahn  des  Punktes  M  igt  eine  Ellipse  mn  <S  ab  Hittolpnokt,  deiu  die 
Gleichnngen  fQr  x,  y  geben  nach  Elimination  von  1: 

{ßx  -  ay)'  +  -K-'  (y.a!  -  loy)»-  (ßa^  -  ay„)' 
mit  der  nictit  positiven  Discriminante  —  iK*  lßx„  —  "Va)^- 

%.  13.  Die  Centralbewegung,  deren  Beschleunigung  dem  recipro- 
ken  Quadrate  der  Entfernung  vom  Centram  proportional  ist.  (New- 
toD'sches  Qesetz.) 

1.  Es  sei  qi  ■—  -^  ,  wobei  fi  die  Bescbleunigong  in  der  Einheit  der  Entfer- 
nung anadrfickti   die  Gleichongen  der  Bewegung  in  rechtwinkligen  Coordinaten 

sind  alsdann 

Far  die  Kr&ftefunktion  hat  man 


U-V.--J'^dr-i--^^ 


nud  demnach  sind  die  beiden  Integrale,  welche  das  Fl&chenprindp  und  das  Prin- 
cip  der  lebendigen  Kraft  liefern 

wenn  H  '^  vi  ^  —  gesetzt  wird.    Daher  wird  die  Differentialgleiohuiig  der  Bahn 

t<"[p  +  (-'-3f)]--^  +  *«. 

welche  mit  Hülfe  leichter  Umformungen  liefert 


Daher  ist 

#  =-  arc  CCS  il  -f  Conat. 
Der  Anadmck  ß   ist  ein  Cosinus   und   ist  mithin   sein  grOsater  Werth   die 
Einheit;    variabel  ist  an    ihm  nur  der  BestandUietl  —  in  seinem  Zähler  nnd  in 
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Folge  dessen  wächst'  er  mit  abnehmeDdem  r  und  erreicht  Bein  Huimiiin  1  ffir 
den  kleinsten  Werth  r,  TOn  r.  Nennen  wir  fl-,  den 
Polarwinkel,  welcher  dem  r,  zugehGrt,  lo  erhal- 
ten wir  zur  BestimmuDg  von  CoDst.  die  Gleichnng 

„ *,  =  arc  cos  1  -4-  Coust.  —  0  +  Const,  und  hiermit 

/  als  Polai^leiohung  der  Bahn 


oder  wenn    wir   die  Richtung  des  kleinsten  Radiuerectors  znr  Polwraie  wählen 
(Fig.  149),  d.  h.  &■  —  9,  =ip  setzen  und  die  Gleichnng  nach  r  anflOien: 


.  +  )A" 


Diese  Oleicheng  hat  die  Form  r  —  -.  ■  ,--  n»^  stellt  mithin  einen  Kegel- 

1  +  *  cos  ip 

schnitt  dar,  bezogen  auf  den  Brennpunkt  als  Fol  und  die  Richtung  der  durch  die 
Brennpunkte  gehenden  Hauptäie  nach  dem  benachbarten  Scheitel  hin  als  Polar- 
aie.  Die  numerische  Excentricität  £  und  der  halbe  Parameter  p  dieses  Kegel- 
schnittes eind 


-lATTfri.-? 


nad  folgt  ans  der  erateren  dieser  Formeln ,  daas  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel  ist,  je  nachdem  H<^  0,  ^=~  0  oder  ff  ^  0  ist,  d.  h.  je 

nachdem  pJ  <  — ,  tij  »  —  oder  cj  >  -^  ist.    Man  erkennt  daraus,  dau  die  Art 

des  Kegelschnittes  von  der  GrOsee  der  anf&ngUchen  Entfernung  vom  Centrum  und 
der  OrOsse  der  AnfangegeschwiDdigkeit,  nicht  aber  von  der  Neigung  der  lotatecen 
gegen  jene  abhängt.  Der  Punkt  kann  also  mit  derselben  Anfangsgeschwindigkeit 
seine  Anfangslage  nach  einer  beliebigen  Sichtung  hin  verlassen,  immer  bleibt  die 
Bahn  von  derselben  Art;  damit  sie  ihre  Art  ändere,  muis  v„  oder  r,  oder  müssen 
beide  sich  so  ändern,  daas  die  dem  S  gesteckten  Grenzen  Qberschritten  werden. 

Das  B«eDltat  der  bisherigen  Unterancbnng  laut  sich  fblgendermassen  susam- 
menfiaBBen: 

Wird  ein  Punkt  von  einer  Bescblennignng  afficirt,  deren  Rieh- 
tang  fortwährend  nach  einem  festen  Centrum  hinläuft  und  deren 
Grösse  dem  reoiproken  Quadrate  der  Entfernung  des  Punktes  vom 
Centrnm  proportional  ist,  ao  ist  die  Bahn  desselben  ein  Kegelschnitt, 
fQr  welchen  ein  Brennpunkt  mit  dem  festen  Centrum  zusamroenfäUti 
dieser  Kegelschnitt  kann  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  sein; 
welcher  von  diesen  Gattungen  er  angehOrt,  hängt  von  der  GrOsse 
der  Anfangsgeschwindigkeit  und  seines  anfänglichen  Abstandes  vom 
Centrnm,  nicht  aber  von  der  Richtung  der  ersteren  ab. 

2.  Ist  die  Bahn  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  so  besteht  zwischen  dem  halben 
Parameter  p,  der  halben  Hanptaxe  a,  welche  durch  die  Brennpunkte  gebt,  und 
der  unmerischen  Excentrit&t  e  die  Relation  ji  «^  a  (1  —  t*)  oder  f  ^  a  (c' 
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und  hieraus  erhUt  man  im  Falle  der  Ellipse:  a  =  —  ^  and  im  Falle  der  Hyper- 
bel a  =-  -^-  Ferner  iat  für  die  iweite  H&lbaxe  b  bei  der  Ellipw  6*  =  «■(!--  i*) 
und  bei  der  Hyperbel  6'  =  o'  (e*  —  1),  mithin  6  = 
Ellipse  nnd  b  > 

S.  Es  ist  leicht,  die  geometriache  Bedentnug  des  Criterinms  für  die  Art  des 
Kegelschnittes  za  erlieniten.  Ea  sei  M^  (Fig.  150)  die  Anfeagslage  des  beweg; 
lieben  Punktes,  F  das  feste  Centiiun,  nach 
welchem  die  Beschlennigang  gerichtet  ist,  also 
FM„  —  Tg  der  Äo&ngHabstand  und  3f,  T  die 
Richtung  der  Qe  seh  windigkeit  Og.  Zieht  num 
durch  Ma  die  Gerade  M„F'  so,  daas  sie  mit 
der  Normalen  M^C  denselben  Winkel  ß  bildet, 
wie  F  Mg ,  so  musa  sie  den  Eweiten  Brenn- 
ponkt  .F'  des  Kegelsohnittea  enthalten.  Die 
Projection  der  Beschlennignng  ~  inderRich- 
tung  MgF  Aof  die  Normale  iat  die  NormHl- 
Fig.  IM.  beachlennigung,  bat  die  Richtung  des  Krüm- 

mungshalbmessers und  iat  gleich  dem  Qoa- 
drate  von  Dg,  dividirt  durch  den  Kiümmungshalbmeaaer.  Ist  letzterer  M,C,  so 
.  besteht  fdglich  die  Gleichung 

Noch  einem  bekannten  Satse  erhält  man  durch  die  Projeetion  H  des  Erümmungi- 
mittelpnnktes  C  auf  den  üadiusvector  nod  durch  abermalige  Projection  des  Punk- 
tes H  EnrQck  auf  die  Normale  einen  Punkt  Q  der  Hanptoxe,  auf  welcher  die 
Brennpunkte  liegen ,  so  dass  also  die  Gerade  FQ  den  zweiten  Brennpookt  F' 
unseres  K^elscbnittee  beatimmt.  Je  nachdem  nnn  FQ  die  Gerade  M„F'  in  F' 
auf  derselben  Seite  der  Tangente  acbneidet,  auf  welcher  F  liegt  oder  auf  der 
entgegengeeetiten ,  ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse  oder  Hyperbel;  denn  bei  der 
Ellipse  trifft  die  Tangente  niemals  die  Verbindangsstrecke  der  Brennponkte,  bei 
der  Hyperbel  aber  stets)  iat  aber  FQ  parallel  M„F',  ao  liegt  der  Brennpnnkt 
F'  im  Unendlichen  und  ist  die  Cnrve  eine  Parabel.  Um  dies  Criterium  durch 
.  LUngenTerbUttnisse  anasudrücken,  ziehen  wir  FS  parallel  M^F'.  Fällt  der  Punkt 
Q  zwischen  M^  nnd  S,  ao  ist  die  Curre  eine  Ellipse,  mit  Q  mit  S  Eusammen, 
eine  Parabel  nnd  f%llt  Q  über  S  hinaus,  eine  Hyperbel.  Diese  FUle  finden  atatt, 
je  nachdem  M^Q  <  M^S,  M,Q~  M„S  oder  M^Q>  M^S  Ut. 

Nnn  ist  nach  der  obigen  Bemerkung  über  die  Projectionen  des  Punktes  C: 
M„Q  —  M,C.  cos*  p, 
oder,  wenn  man  die  vorhin  entwickelt«  Gleichung  behufs  Elimioation  von  M„C 
EU  Hülfe  ruft 

rjrjcosp 
f 
nnd  da  ans  dem  gleichschenkligen  Dreieck  AfgSf, folgt; 
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0  duB  diu  gesuchte  Critoiiom  iat: 


-|^fl.d.h.„, 


i.  In  Bezog  aaf  die  Tenchiedenen  Babaen,  welche  ein  Pimkt  von  denelben 
Anfangslage  Jlf,  (Fig.  151)  ans  mit  derselben  Aofbngsgeachwiiidigkeit  e,  antei 
verscbiedenea  Bicbtnngen  der  lefate- 
ren  am  ein  Centrnm  C  beschreiben 
kann,  nach  welchen  hin  er  dem  New- 
ton'schen  Geaetse  folgend  beechlen- 
nigt  wird,  kfinnen  wir  ähnliche  geo- 
metrische BetncbtongendarchfShren, 
wie  §.  9.  fQr  die  parabolische  Be- 
wegung. 


Es  sei  H  - 


8(* 


negativ,  d. 


h.  alle  mOgliohen  Bahnen  »eien  el- 
liptisch.   Die  grosse  Aze 
"*  ""'  a«  —  8  V— ji:  H 

ist  constant  für  alle  Bahnen  nnd  C  ist  gemeiiwobafUioheT  Brennpunkt  für  de.  Ist 
F  dei  Eweite  Brennpunkt  einer  von  ihnen,  so  ist  also  CM^  -{-  M^F  eine  Con- 
stante  fOi  alle  Bahnen,  mithin  M„F  constant,  d.  h.  der  geometrische  Ort 
der  Bweiten  Brennpnnktaa  aller  Ellipsen,  welche  von  M„  ans  beschrie- 
ben werden  können,  ist  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  die  Anfangs- 
lage Jtf«  ist.  Gibt  man  v^  die  Bicbtnog  von  OM^,  so  iat  die  elliptisohe  Bahn 
geradlinig  und  erreicht  der  bewegliche  Ponkt  als  Oosserste  Lage  einen  Fnnkt  H, 
welcher  tngleich  Endpunkt  und  Brennpunkt  der  Bahn  ist.  Daher  ist  der  Ba- 
diDB  des  Kreises  gleich  der  grCssten  Entfernnng  M„H,  welche  der 
Punkt  mit  Vg  von  M^  ausgehend  in  deiRichtnng  CM^  erreichen  kann. 

Ana  V*  •^—+i3ioi^  dieser  Werth  fQr  r  bei  »  —  0,  n&mlich  Jlf,fl—  —  ^. 

CS  ist  also  die  gemeinsame L&nge  der  grossen  Axen;  die  Linie  CF  ist  die  Klch- 
taag  der  grossen  Aze  dir  elliptischen  Bahn  fDr  die  Richtung  von  r,,  welche  den 

Winkel  SM^  F  halbirt.  Es  ist  auch  CS :  M^H  —  pj  :  ?i^  ■  ( V^.  das  obige 
Criteriom.) 

Zieben  wir  durch  Jlf,  irgend  eine  Gerade  Mf^G  und  bestimmen  wir  den  Ewei- 
ten  Brennpunkt  F  einer  Ellipse,  welche  der  bewegliche  Punkt  beschreiben  moss, 
nm  einen  bestimmten  Punkt  Jf  dieser  Geraden  tu  treffen.    HiefBr  ist 

CM  +  MF^CM^  +  M^S—CD  —  CM  +  MD, 

also  Jlff  —  MD,  d.  h.  der  in  treffende  Pnnkt  M  iat  der  Mittelpunkt 

eines  Kreieee,  weicher  den  mit  CE  um  das  Centrnm  der  Bescbleuni- 


gange: 


I  beBchrieben< 


p     F'   deB»elbei 


is  berflhrt.     Jeder  der  beidenSchnittpnnkte 
t  Ort  der  Brennpunkte   ist    iweiter   Brenn- 
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pniikt  einer  elliptiBoheu  Bahn,  welcbe  M  trifft  Uie  Halbirangalinien 
der  Winkel  FMD  und  F MD  geben  die  Neigang  an,  nnter  welcher  der  Punkt 
Sf  getroffen  wirdj  für  die  eine  Bahn  ist  dieselbe  steil,  f3r  die  andere  flach. 

Rflokt  der  Punkt  M  anf  M^  G  fort,  so  TerOndem  die  Brennpunkte  F,  F'  der 
beiden  Bahnen,  die  ihn  erreichen,  ihre  Lage  auf  dem  Orte  der  Brennpunkte,  für 
die  Loge  m,  in  welcher  der  Ereia  nm  M,  welcher  HB  berührt,  den  Ort  der 
Brennpunkte  ebenfalls  berührt,  fallen  eie  EnaammeD  und  rednciren  sich  beide  Bah- 
nen anf  eine,  fQr  weitere  Lagen  werden  sie  ideell.  Die  beiden  änsHerateD, 
noch  erreichbaren  Ponkte  m  einer  Geraden  MG  liegen  dieseeita  und 
jenaeits  des  Ortes  der  BreuDpankte  gleichweit  ab  von  ihm  und  dem 
Ereite  HD.  Die  zweiten  Brennpunkte  der  Bahn,  welche  durch  sie 
bittdorchgehen,  sind  die  Schnittpunkte  N  der  Geraden  M^Q  mit  dem 
Orte  der  Brennpunkte. 

Soll  ein  Funkt  M  der  Geraden  M^G  senkrecht  zu  M^G  getroffen  werden,  so 
mnsB.Af,6'  Normale  der  Bahn  in  Äf  werden,  mithin  den  Winkel  CMF  der  Badien- 
»eetoren  balbiren.  Nun  halbirt  aber  M^G  den  Winkel  FMF';  daher  muss  MF' 
in  CM  fallen.  Jede  Gerade  darch  G,  welche  den  Ort  der  Brennpunkte  schneidet, 
bestimmt  auf  JU^O  einen  Pnokt  M,  welcher  rechtwinklig  zu  M^G  getroffen  werden 
kann  and  zwar  anf  doppelte  Weise.  Ihre  Schnittpunkte  mit  dem  Orte  der  Brenn- 
punkte sind  aber  nicht  die  zweiten  Brennpunkte  der  Bahnen,  die  ihn  erreichen. 
Die  Tangenten  Ton  C  an  den  Ort  der  Brennpunkte  bestimmen  die  ftuseersten  Punkte 
des  rechtwinkligen  Treffens.  . 

Anf  jeder  Geraden  M,G  gibt  es  zwei  Kuseerete  Lagen  m,  welche  von  dem 
beweglichen  Ponkte  überhaupt  noch  erreicht  werden  kOnnen.     Für  sie  ist 

M^m=-  M^N  +  Nm^  M„H  +  Nm,  Cm  =  Cd — md  =■  CH  ~  Nm, 
daher  M„m  -{-  Cm  —  M,,H  +  CH  =-  CM^  +  2M^H,  i  h.  der  Ort  der 
aussersten  noch  erreichbaren  Punkte  ist  eine  Ellipse,  welche  die 
Punkte  C  und  M^  lu  Brennpunkten  und  den  Punkt  H  zum  Scheitel  der 
grossen  Axe  hat.  Diese  Ellipse  ist  also  der  Ort  der  Mittelpunkte  aller 
Kreise,  welche  den  Ort  der  Brennpunkte  nnd  den  Kreis  HD  nngleich- 
artig  berühren. 

FQr  H  =  0  eind  die  Bahnen  Parabeln  ,  fOr  IT  >  0  Hyperbeln;  im  üebrigen 
sind  die  Aenderungen,  nelche  eintreten,  leicht  zu  übersehen. 

In  welchem  Falle  tritt  die  parabolische  Bewegnng  §.  9.  auf? 

Die  hier  gegebenen  Entwickelnugen  finden  sich  der  Hauptsache  nach  in  der 
Abhandlung;  Tait,  On  some  geometrical  constructions  connected  with  the  Elliptic 
motion  of  Unresisted  Projectiles  (Proceed.  of  the  R.  Sotiet;  of  Edinburgh,  VoL 
V,  p.  665  (186S— 66),  oder  auch  Tait  and  Steele,  A  Treatise  on  Dynamics  of  a 
Particte.  S'  edit.,  London  1871,  p.  96). 

6.  Wir  wollen  jetzt  die  Coordinaten  r,  ^  als  Functionen  der  Zeit  suchen,  not 
dabei  aber  auf  den  Fall  der  elliptischen  Bewegnng  beschränken.  Die  so  diesem 
Zwecke  zu  integrirende  DifferenUalgleiohung  erhalten  wir  aus  §.  18,  Nr.  6,  indem 
wir  U  +  h~  — -j-^if  setsen,  n&mUcb: 


Die  Integration  wQrde  zuu&chst  r  als  Pnnction  von  t  liefern,  woss  aUdann  mit 
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Hülfe  dei  bereits  bekannten  Oleichung  der  Bahn  tp  ala  Function  von  t  geaucbt 
werden  müeate.  Für  die  beqnemere  Handhabung  dieser  Qleichung  ist  es  zweck- 
n^eig,  die  Bahnelemente  a  and  e  statt  H  nnd  C  einiafahren.  Ans  den  in  Nr.  i. 
für  die  elliptische  Bahn  entwickelten  Formeln  folgt  nämlich: 

M -J,    «•_,a(l-.') 

und  hiermit  wird  aniere  DifferentülgleichuDg: 
rdr 


■"-V-. 


fa-T'-TJ^^f 


SCatt  bierftos  r  als  Function  von  t  in  suchen  und  nachher  in  die  Oleichnng  der 
Bahn  einznaetzen,  fflbrt  man  lieber  eine  neae  Variabele  u  ein ,  die  sogenannte 
eicentriiche  Anomalie,  itellt  r  nnd  ^  ala  Functionen  derselben,  sie  selbst 
aber  als  Function  der  Zeit  dar.  Hierdurch  ist  die  vorliegende  Aufgabe  eben- 
falls gelCst.  Beschreibt  man  nämlich  über  der  grossen  Axe  der  Ellipse  als  Durch- 
messer einen  Kreis  (Fig.  152),  verlängert  die  Ordi- 
nate JlfP  des  beweglichen  Punktes  bis  lum  Durch- 
schnitt .A^  mit  diesem  nnd  zieht  den  Badins  C2i  des 
Kreises,  so  bildet  letzterer  mit  der  Richfaing  CF  der 
grossen  Axe  vom  Mittelpunkt  nach  dem  Brennpunkt, 
-  »  -  welcher  Centnun  der  Beschleunigung  ist,  den  Win- 
"  Fla  iGi  ^^^  NCF,   welcher  die  ezcentrische  Anomalie  des 

Punktes  M  heisst  nnd  gewöhnlich  mit  u  t>eieicbnet 
wird.  Im  Gegensätze  dasn  heisst  der  Polarwiokel  41,  dessen  Scheitel  im  Centnim 
der  Beschleonignog  liegt,  die  wahre  Anomalie.  Um  nun  zunächst  r  und  ^ 
durch  u  darcuatellen,  hat  man  ans  der  Gleichung  der  Ellipse  r-\-t  rcos  V"~a(1  —c*) 
nnd  da  r  cos  ^  =~  FP  >*  a  cm  u  —  GF  —  a  cos  w  —  at  ist, 

r  -  a  (1  _  t  00.  ») 
und   indem    man   diesen   Ausdruck   fflr  r  in  die  Gleichung  der  KUipse  einsetzt, 


1  -f  cos  u  c=  %  o 
entwickelt,  durch  Division  dieser  Reraltate  ii 


tgiv-j/ld 

w  dargeatetlt. 
I  Werthe  fQr  r 
>ige  Differentia 

r.-]/?(i- 

ron  dem  Momente 
dem  Beschleunig! 
hindoichgeht ,   so 
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Hiennit  sind  r  und  1^  durch  w  dargeatetlt.  Um  nun  aber  w  als  Function  der  Zeit 
zu  erhalten,  mOssen  wir  die  Werthe  fQr  r  nnd  dr ,  nämlich  r  —  a{i  —  e  cos  w), 
dr  =•  ac  sin  u  du  in  die  obige  Differentialgleichnng  zwischen  r  nnd  (  einfahren. 
Diese  Substitution  liefert 

dt-^  1/  —  (1  —  «  008  «)  d« 

and  hieraus  erhält  man,   wenn  die  Zeit  von  dem  Momente  an  gezählt  wird, 
welchem  der  bewegliche  Fnnkt  durch  den  dem  Beschleunigungscentrum  zunächst 
gelegenen   Scheitel   der   Ellipse  (Perihel)   hindoichgeht ,   so  da»  also  t  —  0  für 
w  — 0  ist, 


Dia  Nawton'icho  Centralbewogong  <p  =  ^-    n.Th.iCap.X, §, IS, 


-VI- 


A(u  dieier  aieichnng  folgt  tOr  u  =  in,  4x,  tif,  . . .  nt  =  9k,  4*,  6«, .  .  .  , 

HO  dass  der  bewegliche  Punkt  ca  I,  2,  3 . . .  DmlUnfen  die  Zdten 

2«    „     3*     „     3« 

— - ,  2  ■  — ,  3  ■  — ,  .  .  ., 

alio   zu  jedem   einzelnen  Dmlanf  inimer  die  nämliche  Zeit  brancht.    Beteichnen 
wii  diese  ümlanfMeit  mit  T,  so  ist 

»7—3» 
und  indem  wir  fOr  n  seinen  Werth  einfithreD,  ergibt  sich  noch 


d.  h.  die  Beschleunignog  ft  in  der  Einheit  der  Entfemnng  vom  Centnim  ist  dem 
Cnbns  der  groasen  Eatbaze  der  Bahn  direct  nnd  dem  Qnadrate  der  Umlanftieit 
umgekehrt  proportional. 

6.  Zn  der  Gleichnog  nl  —  «  ^  i  sin  it  kann  man  aber  ancb  anf  folgendem 
W^e  gelangen.  Nach  dem  F^henprincipe  ist  der  Sector  MFA  ^  \ei;  anderer- 
seits aber  stehen  die  Ordinaten  MP,  NP,  sowie  die  Rftune  MAP,  NÄF  der 
Ellipse  nnd  des  Kreises  in  dem  Verb&ltniss  b  :  a  der  kleinen  nnd  grossen  Halb- 
axe  und  da  die  Dreiecke  MFF,  NFP  sich  wie  MF:  SP,  also  ebenfaUa  wie 
b  :  a  verhalten,  so  stehen  ancb  die  Snmmeo  1UÄF  +  MFP  nnd  SAP^  NFP 
d.  h.  die  Sectoren  MFA  nnd  NFA  der  Ellipse  und  de«  Ereiaee  in  demselben 
Verhältnis«.     Nun  bt  aber  NFA  =.  NCA  —  NCF  d.  h.  gleich 

4<i»«-ia..o.in«. 
Daher  wird  MFA  >—  —  ■  \a*  {tt  —  t  sin  u)  nnd  indem  man  diesen  Ausdruck  dem 
obigen  gteichsetit,  kommt 

c(  =  a6  (u  -  s  sin  «), 
welche  Gleichung  in  die  obige  Form  flbergeht,  sobald  man  mit  Hülfe  der  Formeln 


die  GrOeae  -r  eliminiit. 
ab 

T.   Die  Gleichung  nt  ^  w  —  t  ein  w  liefert  u  als  Function  von  t,  wenn  man 

sie  mit  Hülfe  der  Lagrange'achen  Ümkehmngaformel  behandelt  oder  u  in  eine 

Sinnareihe  auflOet,  worSber  wir  hier  nichts  mittheilen  werden;  fOr  kleine  Werthe 

der  Ezoentricit&t  e,   bei  welchen  das  Quadrat  nnd  die  hSheren  Potenien  keinen 

Einflnu  mehr  Über  die  Fehlergrenze  hinsaa  üben,  kann  mau  nt  als  mhemngB- 

wetth  Ton  M  anwenden.    Indem  man  die  Gleichung  so  schreibt: 

erlAlt  man,  wenn  man  rechta  nnter  dem  Sinnszeichen  für  w  wieder  n(  -j-  f  sin  w 
setzt:  u  ■—  nt  4-  e  Bin  (nt  +  e  ain  u}  und  indem  man  abkflrtt 

u  I—  nt  4'  '  un  nt. 
Hienn  gibt  die  Gleichung  r  —  a  (1  —  c  cos  u)   mit  derselben    Greni«   dar  Ge- 
nauigkeit 

r-afl  -fooe«(). 
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Um  unter  derselben  Voranssetznng  aach  ij)  darch  t  an  eindrücken ,  benatzt  man, 
statt  den  eben  gefundenen  Wcith  fDr  r  in  die  Clleiobnng  dec  Babn  eininfObren 

nod  abznkflraen,  lieber  direct  die  Gleichnng  des  Flächenprinoipi,  nämlicb  r*  -jt  =  C, 
welche  v^en  *  —  fr,  =■  ^  aach  noter  der  Form  r'  -^  ■—  C  geschrieben  werden 


kium  und  vermSge  C*.  —  (in  (1  —  e*)  übergeht  in  r^dip  —  y^a  (1  —  *")  dt,  worin 

!  (1  -  O 


noch  für  r  win  Wertb  tn  setsen  ist     Non  erhEUt  man  für  ranir  — ^ — , — 

1   +  *   COB  V 

=  a(l—  t*)!  1  +  B  COS  16  l~  bis  SQ  Qliedem  der  Ordnung  von  e*  genau: 
r  —  a  (1  —  e  coa  ^)  und  hiermit  ebenso  r'  ■>-  o'  (1  —  2(  cos  tp)  und  folglich 
weiter:  (1  —  2f  cos  ifi)  dip  =>  y-^  ■**  ~  *""■     ^^  Integration  dieser  Gleichnng 

liefert,  w^en  (  ■»  0  für  ^  =  0:  n(  —  ^  —  2t  un  i^,  odei  ^  ~  **'  -4"  ^e  ein  ip, 
mithin  nach  derselben  Methode,  wie  oben 

if>  E_  nf  -f-  2i  sin  n(. 

Beschreibt  man  um  F  mit  der  Einheit  als  Badins  einen  Ereii  und  ISiet  auf 
ihm  einen  Punkt  sich  gleichförmig  mit  der  Qeachwindigkeit  n  bewegen ,  so  ist 
fp  =-nt  die  Oleichang  seiner  Bewegung.  Der  Radiuarector,  welcher  nach  ihm 
hinfahrt,  bildet  mit  dem  Radinsvector  der  elliptischen  Bewegung  den  Winkel 
2«  sin  »{.  Uan  nennt  denselben  die  Mittelpnnktsgleichnng  der  elliptischen 
Bewegung.  Während  der  Punkt  der  elliptischen  Bewegung  die  erste  HBJfte  seiner 
Bahn  beschreibt,  ist  dieser  Winkel  positiv,  also  i«t  der  BadiDsyector  der  ellip- 
tischen Bewegung  dem  BadinsTector  der  gleichfOrniigen  Bewegung  voraus,  in  der 
zweiten  £&lfte  der  Bahn  ist  es  umgekehrt.    n(  heisst  die  mittlere  Anomalie. 

8.  Die  Oesetze  der  Planeteubewegung  sind  von  Kepler  entdeckt  worden;  sie 
sind  die  drei  folgenden  und  beziehen  sich  auf  einen  bertimmteo  Punkt,  den 
Haasenmittelpankt  der  Planeten. 

1.  Die  Planetenbahnen  sind  ebene  Curven  und  die  Eadienvectoren 
derselben  vom  Uittelpnnkte  der  Sonne  als  Pol  ausgehend,  besohi-ei- 
ben  Sectoren,  welche  der  Zeit  proportional  sind. 

8.  Die  Planetenbahnen  sind  Ellipsen  and  haben  den  Sonnenmit- 
telpnnkt  in  einem  ihrer  Brennpankte. 

8.  Die  Quadrate  der  Umlanfsieiten  der  Planeten  sind  den  Cohen 
der  grossen  Halbaxen  ihrer  Bahnen  proportional. 

Kepler  fand  diese  Sätze  durch  lauge,  mit  der  grOssten  Ausdauer  fortgesetzte 
und  mit  wunderbarem  Scharfsinn  unter  einander  verglichene  Beobachtungen;  wir 
kSnnen  heutzutage  kaem  mehr  ermessen,  welche  gewaltige  Entdeckung  es  war, 
aus  den  scheinbar  so  verwickelten  Bahnen  der  HimmelakOrpei  die  Linien  heraus 
zu  lasen,  auf  deren  Erforschung  das  Altertbnm  allen  Fleiss  verwandt  hatte ,  ohne 
nur  im  Entfemteeten  die  Bedeutung  m  ahnen,  welche  sie  für  die  Mechanik  des 
Himmels  erlangen  sollten.  Newton  hat  ans  den  Kepler'schen  Oeeetien  die  Fol- 
genngen gesogen,  welche  die  Basis  der  ganzen  Astronomie,  der  Physik  und  der 
Mechanik  geworden  sind.  Das  erste  Eepler'sche  Gesetz  spricht  das  Flächenprincip 
aus  und  et  folgt  ans  ihm,  daes  die  Beschleunigung  des  Planeten  nach  dem  Mittel- 
punkte der  Sonne  gerichtet  ist.  Aus  dem  iweiten  Gesetze  ergibt  sieh,  dass  die 
Beschlonnigung  dem  Quadrate  des  Abetandes  vom  Sonnenmittelpnnkte  umgekehrt 
proportional  sein  muss.    Diese  Folgerung  wurde  bereits  in  dem  2.  Beispiele  des 

D,giL,zeclbyL:.OOJ^lC 


386  Der  Hodograph  der  Centrolbewegung.     U.  Tb.,  Cap.  X,  g.  14. 

Cap.  Tm,  3.  8  gezogen,  kaoD  aber  auch  mit  Hülfe  der  Bimefachen  Gleicbnog  (dehe 
oben  Nr.  4)  erhalten  werdeo. 

Denn  aus  der  Gleicbiuur  r  ^  ■ '  . oder  —  ^ 1 cob  #  einer  Pia. 

^  l  +  fcoH«  r         P        P 

neteikbabn,  bezogen  auf  den  Sotinenmittelpnnkt  als  Pol  nnd  die  grosse  Äze  all 

't         ,  ■'■■I 

Folaraxe,  folgt  -  ■,,      ~  —  _  gin  #      — ta,—  =  —  —  cos  #,  mithin 
av  p  dd'  p 

Ans  den  beiden  ersten  Eepler'echeu  Qesetsen  ergibt  sich  also  die  vollkommene 
VebereinstimmaDg  der  FlanetenbeiregoDg  mit  der  hier  entnickelten  elliptiMhen 
Bewegang.    Das  dritte  Qegete  in  bestimmte  Form  gefaast,  sagt,  dass 

fi  —  yj  ■"  rj  ~  ■  ■  ■ 

sei,  wenn  2a,  So,,  ia^,  .  .  .  die  grossen  Azen  der  Bahnen  verschiedener  Plane- 
ten,  T,  T^,  T,,  .  .  .  aber  ihre  ümlanfszeiten  sind,  d.  h.  daas  für  alle  Planeten 

~l  constent  sei.    Nun  war  bei  der  elliptischen  Bewegung  die  Beachlennigcng  fi 

in  der  Einheit  der  Entfernung  vom  Centrum 

daher  sagt  das  dritte  Eepler'sche  Uesets,  dass  fSr  alle  Planeten  die  Beschleniu- 
gang  in  der  Einheit  der  Entfemnng  dieselbe  ist 

Newton  hat  die  Eepler'schen  Gesetze  auch  auf  die  Bewegung  der  Kometen 
um  die  Sonne  und  der  Trabanten  um  die  llaiiptplaneten  aosgedehnt  und  indem 
er  stufenweise  seine  Betrachtungen  verallgemeiuerte,  gelangte  er  dazo,  lum  ersten- 
male  die  Idee  der  allgemeinen  GravitatioQ  zn  fassen  und  den  Satz  ausiuspiechen, 
dass  die  Ph&nomene  der  physischen  Welt  ebenso  vor  uch  gehen,  als  ob  swischen 
allen  materiellen  EOipem  eine  Wechsel wirknng  bestehe ,  als  ob  sie  einander  tui- 
ziehen  im  directen  VerldltniBse  ihrer  Massen  und  umgekehrten  YeihUtnisse  des 
Quadrates  der  Entfernung. 

§.  11.  Um  den  Bodographen  der  Centralbewegnng  xn  fin- 
den, »ei  (Fig.  IBS)  F  das  Centmm,  M  der  bewegliche  Punkt, 
FP  —  p  das  Perpendikel  auf  die  Tangente  in  M,  von  F  au 
gefällt.  Fflr  die  Geschwindigkeit  der  Centralbewegong  gilt 
nun  der  Satz  vp  —  C.  Beschreibt  man  daher  um  F  mit  dem 
Radius  Y^  einen  Kreis  und  sucht  in  Bezug  anf  ihn  zur  Tan- 
gent«  in  M  den  Pol  Q  oder,  was  dasselbe  tagt,  den  in  P  con- 
JDgiri«n  Fol  Q,  so  stellt  F^  die  Geschwindigkeit  v  des  Pank- 
Fis.  1&3.  i^s  M  nach  GrSsse,  der  Richtung  nach  aber  um  \*  gedreht, 

dar.  Während  also  die  Tangente  des  Punktes  M  im  Laufe 
der  Bew^ang  die  Bahn  als  Enveloppe  erzeugt,  beschreibt  ihr  Fol  Q  den  um 
^x  gedrehten  Hodogiaphen.  Beide  Curven  sind  also  in  Bezug  auf  den  Kreis 
Polaren  von  einander.  Die  Tangente  des  Bodographen  hat  die  Kichtnng  der  Be- 
schleunigung für  die  richtige  Lage  dieser  Curve;  in  unserem  Falle  Bt«ht  sie  also 
senkrecht  auf  der  Richtung  der  Beschleunigung  und  da  diese  die  Richtung  nach 
dem  Cestrum  F  hat,  senkrecht  auf  MF.    Ist  also  P'  der  Schnittpunkt  der  Tan- 
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geilte  dei  Hodt^raphen  mit  MF  und  FM  —  r,  FF'—p,  FQ^r,  bo  bat 
man  vermOge  det  aatiparallelea  Lage  der  Tangenten  beider  Curren  gegen  die 
Geraden  FM,  FP  die  Qleichnog  pf'  — /r. 

Da  die  Tangente  QP"  dee  Hodogiaphen  aof  dem  RadinBrector  FM  des  be-  - 
schreibenden  Pnoktes  «eokrecht  iteht,  ho  bildet  sie  mit  der  folgenden  Tangente 
denselben  anendlich  kleinen  Winkel,  welchen  FM  mit  dem  folgenden  Badinirector 
biUet,  nämlich  das  Differential  d#  des  Polarwinkels.  Es  ist  also  d9  der  Con- 
tingenzwinkel  des  Hodographen  und,  wenn  q  den  ErOmmnngBhalbmessei  nud  dg' 
das  Bogenelement  dieser  Cnrve  bezeichnet,   fd^  — '  dB.    Nun  ist  die  Elementar- 

beachte anignng  ydt  -=  ds'  ■»-  f  d&  und  yermOge  -^—  ■"  C""  pp,  also 

O    ,       pe   , 

?"=  - 1  p  ="  ^1  e ' 

welche  QletcbnDg  den  KrOmmnogshalbmesseT  g'  des  Hodographen  bestimmt.    Für 

das  Newton'sche  Oeaets  ist  qi  *  -  - , ,  mithin  p'  —  -^  also    coostant.    Der  Eodo- 

graph  der  Newton'schen  Centralbewegang  ist  daher  ein  Kreis,  dessen 
Badins  gleich  der  Beschleanigang  in  der  Einheit  der  Entfernung  vom 
Ceatrnm  det  Beichlennignngen,  dividiit  durch  die  doppelte  Secto- 
rengeschwindigkeit  iet.  Dieser  Satz  folgt  anch  sofort  daraas,  dass  die  Polar- 
cnrre  eines  Kreises  in  Beiog  auf  einen  gegebenen  Kreis  als  Basis  selbst  ein  Kreis 
ist.  Nach  einem  bekannten  Satze  ist  nftmlich  der  Ort  der  Fussponkte  P  (Fig.  168), 
wenn  Jf  einen  Kegelschnitt  beschreibt,  der  Aber  der  Hanptaxe  als  Durchmesser  be- 
schriebene Kreis. 

Während  FM  —  r  sich  nm  d6^  umdreht,  dreht  räch  der  Badinsrector  FQ  ^  r' 
nm  einen  gewissen  unendlich  kleinen  Winkel  dO'  nm,  welcher  das  Differential 
des  SU  r  gehörigen  Folarwinkels  d'  ist  Daher  ist  der  unendlich  kleine  von  r 
durch strichene  Sector  ^r''d9'  =•  \p'ds''.    Daher  ist  auch 

'  ^*'  _  pV  '**       c     £-^ 

'  dt        r'  dt         r*    di  ~      '   r'r' 


,_ 


weil  r'  -    -  =•  C,  oder  mit  Benntcong  »oa  pr  •^p'r 

Das  Problem  des  Hodographen  hat  eine  ümkehnmg.  Sie  besteht  in  der  Auf- 
gabe: Wenn  der  Hodograph  und  die  Oeachwindigkeit,  mit  weicher  er  beschrieben 
wird,  bekannt  sind,  die  Bahn  and  Geschwindigkeit  des  beweglichen  Panktes  zu 
finden,  in  dessen  Bewegung  der  Hodograph  gehOct 


XI.   Capitel. 

Die  Bewegung  eiuea  Pimktes  auf  Torgeaobriebener  Bahn. 

§.  1.    Durch   die   ÄnfangBlage,   die  Anfangsgeschwindigkeit   und   die 

Beschleanignng   Ist   die    Bewegung   eines   Punktes   vollkommen   bestimmt. 

Wird  da^er  noch  die  Bahn  TOrgeachrieben ,  welche  der  Punkt  durchlaufen 

soll,   so   ist  dies  nur  dann  möglich,   wenn  noch  ein  Zwang  hinzutritt,  der 
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den  Ptinkt  nöthigt,  sich  in  der  vorgeBchriebenen  Bahn,  statt  in  jener  zu 
bewegen,  welche  in  Folge  der  Übrigen  Beatimmunga stücke  frei  zu  Stande 
kommen  wUrde.  Haben  beide  Bahnen,  die  freie  und  die  gezwnngene,  dieselbe 
Anfangstangente,  so  hat  der  Zwang  die  Geach windigkeit  der  freien  Bewegung 
so  zn  modificiren,  dass  ihre  Richtung  zu  jeder  Zeit  in  die  Tangente  der 
vorgeachriebenen  Bahn  ftült.  Was  die  Geschwindigkeit  continuirlieh  ab&ndert, 
ist  Beschleunigung;  welcher  Art  der  Zwang  anch  immer  sei,  ao  kann  er 
deswegen  stets  durch  eine  Beschleunigung  ersetzt  werden.  Das  Gesetz, 
welches  diese  hinzuzufügende  Beachleunigung  befolgen  muss,  liängtronder 
gegebenen  Beschleunigung  und  der  Beschaffenheit  der  Bahn  ab,  welche  der 
Funkt  zu  beschreiben  gezwungen  wird.  Haben  die  beiden  Bahnen  nicht 
gemeinschaftliche  Anfangst&ngente,  so  musa  zn  Anfang  auch  noch  eine 
Zwangsgeschwindigkeit  zur  Anfangsgeschwindigkeit  hinzutreten,  nm  letztere 
momentan  so  abzuändern,  dass  die  ge&nderte  Anfangsgeschwindigkeit  die 
Richtung  der  Tangente  der  gezwungenen  Bahn  annimmt.  Jenen  Zwang 
nennt  man  je  nach  den  ÜmstBnden,  nnter  welchen  er  ausgeübt  wird,  Wider- 
stand der  Bahn  oder  Spannung  und  die  ihm  äquivalente  Zwangsbeschlea- 
nigung  die  Beschleunigung  des  Wideratandea  oder  der  Spannung.  Oft  ist 
die  Bahn  als  eine  Rinne  oder  als  eine  Bühre,  aus  einem  festen  Uateri&l 
gearbeitet,  gegeben,  welche  durch  ihre  Festigkeit  den  Punkt  hindert,  sie  zn 
rerlassen;  oft  wird  sie  dadurch  bestimmt,  dasa  der  Punkt  durch  einen  oder 
mehrere  FSden  mit  anderen  Punkten  verbunden  ist.  In  allen  Fallen  erfolgt 
aber  die  Bewegung,  wie  eine  &eie,  wenn  die  Zwangs beachleunigang  ein- 
geführt wird  und  kann  die  aus  einem  Material  gearbeitete  Bahn  entfernt 
und  die  Faden  Verbindung  gelöst  gedacht  werden,  denn  alles,  was  sie  leisten, 
wird  durch  die  Zwangsgeschwindigkeit  und  Zwangsbescbleunignng  dargestellt. 
Soll  ein  ecbweiei  Punkt  (Fig.  154)  z.  B.  genOthigt  werden,  mit  constanter 
Geschwindigkeit  mr  einen  vertikalen  Kreis  zu  beschreiben,  so 
iB  zD  der  Beschleunigung  der  Schwere  noch  eine  solche  Be- 
,  scbleunigung  X  hinzutreten,  daas  aus  beiden  zusammeD  jeden 
\  At^enblick  die  Normalbeachlennignng  qj  —  ia*r  retoltirt  (bei 
}  der  gleichfSrmigen  Bewegung  ist  die  TaDgeutialbeBchlennignng 
/  gleich  Null).  Da  g  nach  GrOsse  und  Richtung  conetant,  ip  eben- 
folls  nach  Grösse  unveränderlich  ist,  so  folgt,  da«s  die  Richtung 
D  X  den  verticaleu  Durchmesser  in  einem  Punkte  S  ao  echueidet, 
Fig.  IM.  dasa  CS  :  p  —  r  !  ffl'r ,  d.  h.  CS  —  ^,   also  gleichfiOls  con- 

stant  ist.  Die  GtOBse  von  2  ist  veiAnderÜch  mit  dem  Winkel  9,  den  Cif  mit 
der  Vertikalen  bildet,  nimlich  e«  ist  X*  =  g'  =  m'r'  +  2  jm'r  cos  *.  Zerlegt 
man  X  in  eine  tangentielle  und  normale  Componente ,  so  tilgt  die  ersf^ie  die 
TangentialbeschleanigUDg  ;  cos  ^  der  Schwere,  während  die  letztere  einerseiti 
deren  Normalcomponente  vernichtet,  andererseits  <p  —  m*r  bildet 

Huyghens  und  Uonge  haben  gezeigt,   dass  man  durch  eine  Faden- 
constmction  uinen  beweglichen  Punkt  nSthigen  kSnne,  jede  ebene  Cnrre, 
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sowie  jede  Curre  doppelter  KrUmmuug ,  zu  beschreiben.  HuygheoB  fand  die 
Theorie  der  Evoloten  ebener  Curven;  indem  er  den  beweglichen  Punkt  an 
einen  biegsamen  Faden  band,  diesen  über  die  Evolute  der  zu  bescb  reib  enden 
ebenen  Curre  fainspannte  und  hierauf  mit  dem  Ende,  an  welches  der  Punkt 
gebunden,  Ton  der  Evolute  so  ablöste,  dasB  derselbe  stets  in  der  Sichtung 
ihrer  Tangente  gespannt  blieb,  ward  der  Punkt  genOthigt,  eine  Evolvente 
zu  beschreiben.  Monge  bewies  allgemein,  dass,  wenn  der  Funkt  mit  zwei 
Ffiden  verknüpft  wird,  welche  über  die  Evolutenflache  (Flache  der  KrOm- 
mungsazen)  einer  Cmre  hingespannt  sind,  er  bei  der  Ablösung  eine  Evol- 
vente beschreiben  muss.  Vergl.  hierüber  meine  „Allgem.  Theorie  der  Curven  , 
doppelter  ErOmroung",  8.  34  u.  ffg. 

§.  2.  Es  sei  M  die  Lage  des  beweglichen  Punktes  zur  Zeit  i  auf  der 
gegebenen  Bahn  (Fig.  156),  v  seine  Geschwindigkeit,  iff  die  gegebene  Be- 
schleunigung und  S  die  Zwangsbeschlennigung,  welche  vorläufig  noch  un- 
bekannt ist.  Wir  zerlegen  ^  und  B,  jede  in  zwei  rechtwinklige  Compo- 
nenten,  nach  der  Tangente  in  ^i  und  S(  und  normal  zur  Bahn  in  ifi,  und  JV. 
Die  Bichtnngea  von  if;.  und  JV  sind  die  der  Schnittlinien  der  Ebenen  zwischen 
ifi  und  ^1,  R  und  E,  mit  der  Normalebene  der  Bahn  und  sind  im  Allge- 
meinen Ton  einander  verschieden. 

Die  Tangentialcomponente  Bt  ist  Nnll,  wenn 
die  Beschaffenheit  der  Curre  der  Bewegung  kein 
Hindemiss  darbietet,  so  d&es  die  Bewegung  in 
der  Bahn  durch  ^i  allein  bestimmt  wird,  im 
Gegenfalle  ist  sie  die  sogenannte  Beschleunigung 
der  Reibung,  verzögert  die  durch  ifi,  bestimmte 
Bewegung,  indem  sie  der  Geschwindigkeit  v 
entgegengesetzt  ist  und  wird  veranlasst  durch 
die  nicht  glatte  Beschaffenheit  der  Bahn,  Sie 
ist  nur  vorhanden,  wenn  die  Bahn  aus  einem  mehr  oder  weniger  rauhen 
Material  gearbeitet  vorausgesetzt  wird.  Die  Resultante  der  tangentielten 
und  der  normalen  Componeuten  von  ^  und  B  geben  die  Tangential- 
beschleunigung ip,i=—  und  die  Normalbeschlennignng  <pn^  der  Be- 
wegung, welche  nach  Einführung  von  R  als  eine  ü'eie  anzusehen  ist,  nie 
die  in  Cap.  X  bebandelte.    Daher  ist 

^i_^„_B„  ["^]_[t.)  +  m, 

wenn  g  den  Krümmungshalbmesser  der  gegebenen  Bahn  in  if  darstellt. 
In  diesen  Gleichungen  sind  E/  und  N  unbekannt  und  soll  die  erste  derselben 
dazu  dienen,  nm  v  als  Function  der  Zeit  zu  bestimDien.  Dies  ist  nur  mög- 
lich,  wenn  f&r  Bi  noch  eine  Bedingung  hinzutriti    Gewöhnlich  fügt  man 
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diese  fehlende  Bedingnng  za,  indem  maii  B,  ^  fN,  d.  h.  proportional  der 
IS'ormalcomponeitte  von  S  setzt  Die  Constante  f  nennt  man  den  BeibungB- 
coefßcienten  und  stellt  für  ibn,  da  er  von  der  Natnr  der  sich  mbendeo 
Substanzen  des  Punktes  und  der  Bahn  abhSngt,  besondere  Tafeln,  anf.  Sie 
Normalcomponente  dee  Zwanges  (Normal widerstand,  Normalspannnng)  N 
ergibt  sich  als  geometiiBche  Differenz  zwischen  71,  und  ijj,  nnd  int  an  jeder 
Stelle  der  Bahn  bekannt,  sobald  v  gefunden  ist. 

§.  3.    Es  sei  JJ(  =  0 ,  also  ■—-=!(;,,     -     =  [f.]  +  [j\']  und  werde 

,  der  Punkt  M  von  keiner  andern  Beschleunigung,  als  von  der  Normalcomponente 
N  der  Widers tandsbeschleunigni^  afficirt.    Dann  ist  ^i  =  ^.i  =  0  und  folgt 

—  =  0 ,  —  ==  [ifi] ,  d.  h.  da  hieraus  folgt  v  =  consi  ==  Vr.,  yfi  ^  —: 
di  I-P-'  d 

Wird  ein  Fnnkt,  welcher  gezwungen  ist,  eine  vorgesohriebene 
Bahn  zu  beschreiben,  von  keiner  Beschleunigung,  als  der  des  Nor- 
malwiderstandes der  Bahn  afficirt,  so  bewegt  er  sich  gleich- 
fSrmig  anf  der  vorgeschriebenen  Bahn,  fällt  die  Normalbescbleu- 
nignng  des  Widerstandes  in  die  Richtung  des  Krümmungshalb- 
messers der  Bahn  und  ist  ihm  umgekehrt  proportional.  An  stark 
gekrümmten  Stellen  der  Bahn,  d.  h.  für  kleine  q  ist  also  N  verh&ltnissm&sBig 
gross,  an  flachen  Stellen  wird  nur  ein  kleines  N  erfordert,  um  den  Punkt 
auf  der  Bahn  zu  erhalten. 

Ist  ifj  normal  znr  Bahn,  also 

t,  — 0,  t»=1',  ^^O.    ry=[i/']  +  [2«" 

so  bewegt  sich  der  Punkt  gleichf9rmig,  aber  N  fKllt  im  All- 
gemeinen nicht  in  die  Richtung  des  Krümmungshalbmessers. 

Ist  die  Bahn  eben  und  fKllt  die  Beschleunigung  tf  in  die 
Ebene  derselben,  so  fällt  ^„  in  die  Richtung  der  Normalen  oder 
desKrUmmungshalbmessers  der  ebenen  Curve  und  N„  ebenfalls,  so 

dass  die  Resultante  ipn  =  —  beider  durch  ihre  Summe  oder  Dif- 

9 
ferenz  dargestellt  wird. 

Ist  ^tangential,  also*|'i  =  ^,  if»™  ■=  0,  so  wird  die  Geschwin- 
digkeit  zwar   nicht   constant,    aber   die   Normalcomponente   der 

t^ 
Widerstandsbeschleunigung  wirdÄ'"=—  und   fällt  in  die  Bich- 

9 
tung  des  ErümmungshalbmeBsera. 

In  allen  diesen  Fällen  hängt  der  Sinn,  in  welchem  R  oder  N  den  be- 
weglichen Punkt  afficiren  muss,  damit  dieser  auf  der  Bahn  bleibt,  von  der 
besonderen  Art   ab,   wie  der  Zwang   aosgetlbt  wird.    So  macht  es  einen 

DigiLizedbyCoOJ^Ic 


11.  TL,  C»p.  XI.,  §§.  3.  4. 6.    Gleicimngen  d.  Beweg,  anf  yorgeschrieb.  Bahn.      391 

Unterschied,  ob  dia  Bahn  als  eine  unendlich  dünne  B6hre  gedacht  wird, 
in  welcher  der  Funkt  läuft,  oder  als  eine  unendlich  dfinne  Rinne  (balb- 
dorchschnittene  BShre),  oder  ob  er  durch  FSden,  an  die  er  geknttpft  ist, 
anf  die  Bahn  gezwungen  werden  soll. 

Die  der  Centripetalbeachleunignng  [91^]  entgegengesetzt  gleiche  Be- 
schleunigung —  [<pn]  heisst  die  CentrifiigalbeBchleanignng.  Da  die  Be- 
Bchleunigung  [N]  des  normalen  Widerstandes  nichts  anderes  leistet,  als  den 
Funkt  zu  hindern,  die  vorgeschriebene  Bahn  zu  durchdringen  und  dieselbe 
zu  verlassen,  so  ist  die  entgegengesetzt  genommene  Besehleunigung  —  [N] 
die  Beschleunigung,  mit  welcher  der  Punkt  auf  die  Bahn  drttckt  oder  die 
FSden  spannt,  wenn  er  an  solche  geknüpft  ist.  Diese  Dmckbeschlen- 
nigung  ist  daher  die  Besultante  aus  — [^g]  und  [^.],  d.  h.  ans  der 
Centrifugalbeschlennigung  und  der  Normalcomponenten  der  ge- 
gebenen Besohleunigang.  Bei  i^a'^'O  ist  sie  gleich  der  Centrifugal- 
bescbleunigung  —  [9^]  ■ 

§.  4.  Es  kann  der  Fall  eintreten,  doss  der  bewegliche  Punkt  an  einer 
Stelle  die  vorgeschriebene  Bahn  verlfisst  und  die  gezwungene  Bewegung  in 
eine  freie  übergeht.  Soll  dies  sich  ereignen,  so  mnss  der  Normalwiderstand 
JV  gleich  Null  werden  und  da  <pn'=v''-Q^  [^fni  +  [N]  ist,  so  folgt,  dass 
die  Normalbeschleunignng  9).  znsammenfaUen  muss  mit  der  Normalcom- 
ponente  ^n  der  gegebenen  Beschleunigung  ^.  Hieraus  folgt  weiter,  weil 
if>  die  Resultante  von  ^1  und  i|f,  ist  und  die  Tangente  und  die  Hauptnormale, 
in  welche  letztere  ip,  fSllt,  die  Schmiegungsebene  der  Bahn  bestimmen,  dass 
der  bewegliche  Punkt  nur  an  solchen  Stellen  die  vorgeschriebene 
Bahn  verlassen  kann,  an  welcher  die  Beschleunigung  ^  ia  die 
Schmiegangsebene  fSllt.  Bildet  nun  if>  mit  der  Tangente  der  Bahn  an 
einer  solchen  Stelle  den  Winkel  a,  so*  ist  ^n  ^  1^  sin  e  und  erhält  man 
aus  der  obigen  Oteichung:  v'  —  9^  sin  « ,  oder  also,  weil  (/am  a  -^  \c, 
nämlicb  gleich  der  halben  Besohle unigungssebne  ist:  v*^^  c^  =  2.^cif>, 
d.h.  der  bewegliche  Funkt  muss  an  einer  Stelle,  an  welcher  er 
die  vorgeschriebene  Bahn  verlassen  soll,  eine  Oeschwindigkeit 
besitzen,  welche  er  erlangen  wOrde,  wenn  er  mit  der  Besofaleu- 
sigung  ^  an  jener  Stelle  durch  den  vierten  Theil  der  Beschleu- 
nignngssehne  hindurch  sich  gleichförmig  beschleunigt  bewegt 
hatte. 

g.  5.  Wir  stellen  jetzt  die  Qleiohungen  filr  die  Bewegung  auf  vor- 
geschriebener Bahn  auf.  Es  seien  X,  T,  Z  die  Componenten  der  gegebenen 
Beschleunigung  ^j  ^z,  N^-,  N,  die  der  Beschleunigung  N  des  Normalwider- 

dx  dy  dz 

Standes  und  da  —  — ,    —  — ,   —  —  die  Bichtungscosinusse  der  Rmbungs- 

besohleuniguug  Bt  sind,  also  noch  der  obigen  Bemerkung  über  Bi  ^'  f.  N 
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-fi. 

nach  eind  die  Gleichungen  der  Bewegung: 

^  =  x+^.-,^|. 

s=-+-.-^-g. 

"l^-^+'^'-ff. 

zu  welchen  noch  die  beiden  Gleichungen  der  Bahn,  nfimlloh: 

0{x,y,  «)  =  0, 

vlx,  y,  «)  =  0 
hinzntreten,  sowie  die  weiteren  selbgtveratiUidlicheii  Gleichungen; 

N*  =  Ni  -i- N^  -\-  Ni  , 

".'/  +  "//  +  ".?->>. 

äs  '  äs  ds 

von  denen  die  zweite  ansdrüokt,  dass  N  Eenkrechi  zur  Tangente  ist.  Aus 
diesen  7  Gleichungen  hat  man  die  Coordlnaten  x,  y,  e,  die  Component^n 
N^,  Ng,  N,  der  Beschleunigung  des  Nommlwiderstandes  und  diesen  selbst 
darzustellen.  Damit  ergeben  sieb  von  selbst  die  RichtungscosinuBse  fdr  Jf. 
In  manchen  Fällen  wird  es  zweckmKssig  sein,  statt  zweier  Currengleichungen 
swiscben  x,  y,  e  drei  Gleichungen  zn  gebrauchen,  welche  die  Coordlnaten 
der  Funkte  der  Bahn  als  Functionen  einer  weiteren  Variabein  m  darstellen. 
Es  genfigt  alsdann,  m  durch  die  Zeit  auszudrücken,  wenn  man  x,  g,  x  als 
Functionen  der  Zeit  sucht 

Von  den  Principen,  welche  zur  Integration  der  Bewegungsgleicbungen 
dienen,  ist  das  FlScbenprincip  in  seltenen  Fallen  anwendbar,  weil  die  Bicb- 
tong  der  Beschleuuignng  des  Widerstandes  von  vomherein  nicht  bekannt 
ist  Ist  Reibung  nicht  Torbaaden,  so  gilt  es,  wenn  die  Ebene  von  ^  und 
N  fortwährend  durch  eine  Gerade  hindurchgeht,  fHr  die  Projection  der  Be- 
wegung auf  eine  Ebene  senkrecht  zu  dieser  Geraden. 

Das  Prindp  der  lebendigen  Kraft  ist  nur  brauchbar,  wenn  die  Reibung 
Nnll  ist,  der  Normalwiderstand  N  tritt  aber  nicht  in  den  Ausdnick  des- 
selben ein;  dies  versteht  sich  von  selbst,  denn  da  er  normal  zur  Bahn  ist, 
so  ist  seine  Elementararbeit  NulL  Die  Arbeit  der  Reibung  aber  wfire  — fNds 
und  mithin  die  Gesammtelemen tat  arbeit  aller  Beacbleunigungabestandtiieile 
t,  N  gleich  Xdx  +  Tdy  -f  Zde  —  fNds  und  folglich 

d.\v'  =  Xdx  +  Tdy  +  Zde  —  fNds; 
allön  da  N  nicht  blos  Function  von  s  ist,  auch  njoht  von  x,  y,  e,  eo  ist 
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die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  kein  ToUstatidiges  Differential,  mitbin  ist 
auch  das  Princip  nicht  anwendbar,  es  sei  denn,  dasa  das  letzte  Glied  fehlt, 
d.  h.  die  Reibung  Null  ist.  Im  letzteren  Falle  gilt  es,  wie  bei  der  freien 
Bewegung.  Sobald  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  anwendbar  ist,  ho  folgt 
ans  der  Gleich ong 

ii^  — i vi  =  U—U^    oder     t^  =■  2{U -{- h) 
sogleich 

d8 


7.-y^i'^+^y 


dt 


und  1 


1  man  die  Gleichungen  der  Bahn  durch 

darstellt,  wodurch  ds  -=  dto  Yf^   -\-  f^  -j-  f^  wird,  und  U  durch  i 
drückt 


dt 


=  Y  f.: 


'  +  ~r}  +  ~ä 


Hieraus  ergibt  sich  to  als  Function  der  Zeil    Sobald  dies  gefunden, 
(Pa:     ^     (Pz 


sind  X,  y,  e  und  - 


-  5  bekannt  und  folglich  auch 


JV.« 


d? 


-X,    JV„ 


"  dP 


Y,    N==-, 


di^ 


-^< 


also  auch  N  und  seine  Richtung.    Zur  Grösse  tu  kann  man  oft  mit  Vortheil 
eine  der  drei  Coordinaten  x,  y,  e  wählen. 

g.  6.    Bewegung  eines  schweren  Punktes  aaf  einer  geneigten  Geraden.    Es  sei 


Afg  (Fig.  156)  die  Anfangslage  des  schweren 
fangsgeschwiodigkeit  sich  auf  der  Gerad 
Gerade  bilde  mit  der  Vertikalen  den  Wi 
Bchwiadigkeit,  den  durchlanfeneu  Raum  a 

Widerstandes  der  Bahn  find< 
liehen  Pnnkt  M  wirkt  lur  Zeit  t 


elcbei 
n  MgÄ  bewegen  soll;  die 
ikel  a;  man  soll  die  Ge- 
d  die  Beacblennignog  des 

.    Anf  den  beweg- 
die  Reibung 


£,  >—  0  ist,  die  Beacblennignag  ^— fr  vertikal  abwRrts 
und  die  Beschleunigung  Ji  •=  N  des  Widerstände«  der 
Bahn  normal  eut  Bahn;  man  hat  daher  für  die  Tangen- 
tialbeschleunigung fi,  —  ^1  —  ß  cos  a  und  es  muss  die 
Resultante  ans  der  Normalcomponenten  'p^  =  g  tia  ti 
der  gegebenen  BeschleuniguDg  und  der  des  normalen 
Wideretandes  If  die  Centripetalbeschleunignug  t>' :  p 
liefern ;  da  aber  der  ErDmmangshalbmesser  der  Geraden 
unendlich  gross  ist,  so  ist  diese  Resultante  Null  und 
"*■  '""  folglich  N  —  g  üaa  und  dem  Sinne  nach  entgegen- 

gesetzt dieser  Normalcomponenten  TOn  ^.    Daher  bestehen  die  Gleichnngen: 


dt 
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auB  den  beiden  ecBterea  folgt  mit  Bficksicbt  anf  die  Nebenbedingangen  v  ^  0  und 
8=-  0  für  t  =  0: 

v  =  gcostt.t,  s  =  iycoaoi.<!. 
Der  Widerstand  N  ^^  g  aia  a  ist  conetant.  Die  Bew^nng  iit  eioe  gleichRtrinig 
beBChle anigte,  aber  die  Beecbleunigung  länga  der  Bahn  wird  nicbt  durch  den  ToUen 
Werth  g  der  Beschleunigung  der  Schwere,  sondern  nnr  dnrcb  einen  Best&ndUieil 
g  C08  a  derselben  rep^Eentirt,  während  der  andere  p  ain  «e  dnrch  den  Widerstand 
der  Bahn  TOmichtet  wird. 

Für  a  =•  0  geht  die  Bewegung  in  die  des  freien  Fallens  fiber;  es  wird  näm- 
lich o  =(7*,   s  ™  iö(*,  N^O. 

Beschreibt  man  über  der  willkQrficheu  rertikalen  Länge  M^C  =>  h  ob  Darch- 
measer  einen  Kreis  and  zieht  in  ihm  durch  M„  unter  beliebigen  Winkeln  a  Sehnen 
^gjl,  AfgB,  ...  so  sind  die  Zeiten,  welche  ein  beweglicher  schwerer  Fankt 
brancht,  um  dieselben  su  durchlaufen,  gleich  gross.  Denn  die  Zeit  9,  in  welcher 
eine  unter  dem  Winkel  tt  gegen  die  Vertikale  geneigte  Sehne  Sf^A  <—  I  durch- 
laufen wird,  folgt  ans  der  Oleichang  J  ^  ^g  cos  a  .  9*,   da  aber  h  cos  «  ^  I  ist, 

so  wird   dieselbe   unabhäogig   von  a ,   nämlich  #  ~>  ^ Auch  die  Sehnen,  wie 

AC,  welche  man  durch  den  unteren  Endpunkt  des  Durchmessers  ^C  liehen  kuu, 
werden  in  derselben  Zeit  9  durchlaufen ;  denn  zu  jeder  solchen  Sehne  gibt  es  eioe 
von  Mg  ausgehende  gleiche  und  parallele  M^C ,  fQr  welche  die  Behauptung  eben 
erwiesen  wurde.  Die  Geafhwindigkeiten ,  mit  welchen  die  Punkte  Ton  üf^  aus- 
gehend auf  den  Torschiedenen  Sehneu  in  deren  Endpunkten  ankommen,  sind  aber 
retschieden.  Dann  die  Geschwindigkeit  ist,  da  das  Princip  der  lebendigen  Kraft 
gilt,  von  der  Lage  der  Niveauebene  abhängig  und  ist  für  den  Punkt  Ä  so  gross 
als  fOi  den  Punkt  S,  welcher  von  M^  vertikal  gleich  tief  mit  A  gefallen  wftre, 
namlieh  c  —  Vtg  .  M^E . 

Findet  Reibung  M,  —  ftf  Itlngs  der  Geraden  statt,  so  werden  die  Gleichungen 
der  Bewegung: 

«-'■      ll-»™  "-/■»■,    Jf-!l.m., 
mithin,  wenn  die  Änfang^schwindigkeit  «,  »>'  0  ist: 

V  =-  ffCcos  a  —  fein  u)t,     S  =■  i  3(cos  a  —  /sin  a)  .  ('. 
Die  Bewegung  ist  auch  jetst  im  Allgemeinen  eine  gleichförmig  beechlemiigte,  nur 
in  dem  Falle,   dass  cos  n  —  /  sin  «  »  0 ,  d.  h.  f—  cotg  a  ist,  ruht  der  Punkt, 
indem  v  -=0,  g  =>0  wird.    Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  Og  nicht  Null,  so  ist 
die  Bewegung  in  diesem  Falle  gteichfOrmig. 

Bewegt  sich  der  Punkt  mit  Reibung  die  gerade  Linie  hinan ,  so  erhält  man 
koa  den  Bewegungsgleichnngen,  wenn  die  a  vom  Ausgangspunkte  gezählt  werden 
nnd  fOr  s  =  0,  f  —  0  and  v  =  %  ist,  nämlich  ans 

Sl  ""*"'      dT~  —  S(.^oa  m  —  fKBa),     N  =  g  an  a 
die  folgenden: 

p  =  Po  -  sCcoa  «  -  ^sin  «)(,      s  -  f,t  ~  i  3{cos  «  -  fön  <,)(». 
Die  Bewegung  ist  eine  gleichförmig  verzögerte,  ausser  wenn  f  —  cotg  a ;  in  diesem 
Falle  ist  sie  gleichförmig,  nämlich  es  wird  n  —  »g ,  s  »  c,  f . 
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§.  T.    Ad  die  Aufgabe  dea  %.  6.  schlieast  eich  an  die  üntecauchuDg  der  Be- 

weguDg  eines  Punktes  auf  einer  CylinderBchraabe  mit  Terticaler  Ajte. 

Wie  ändert  lich  der  Wideiatand  N,  wenn  die  Tertic^ebene  der  Geraden  dea  §.  5. 

aof  einer  Cjliaderfläche  aufgewickelt  wird,  Bodaas  die  Vertioalen  vertical  bleiben? 

Aendert  sich  im  Uebrigen  die  Bewegung? 

§.  8.  Bewegung  eieea  Khweren  Punktes  auf  einem  vertikalen  Kreiae,  einfachea 
Pendel.  Ein  schwerer  Punkt  bewege  eich  auf 
einem  vertikalen  Kreise  TOm  Bftdins  a  aua  der 
Anfangalage  3l„  (Fig.  157),  aeine  Anfangsge- 
Bchwindigkeit  sei  v„;  welche  Bewegung  wird 
er  annehmen  und  welcbea  wird  die  Beschleu- 
oigung  dea  Widersiftndea  sein? 

1,  Wählt  man  2u  Coordiuatt^n  den  RadiuBvector 
CM  ^  a  und  dessen  Winkel  ACM  =  9  mit  der  Ver- 
tikalen CA  und  entspricht  9„  der  Lage  M„  edt  Zeit 
t  =  0,  BO  wird  M„M  =  s  —  a(9o  —  *).  mitbin  die 


/ 


^ 


d* 


I^ig.  IST. 

tialbeschleuniguQg  -jr  '= 
w^en   ^f  ^  g  litt  9 


Geschwindigkeit  p  =-  —  =- 


d* 


und  die  Taugen- 
Daber  sind   die  Gleichungen  der  Bewegung 


-  N 


9  COB  fr . 


Um  das  erst«  Integral  und  damit  die  Geschwindigkeit  v  als  Function 
finden,  fQhren  wir  in  die  ervte  Gleichung  den  Winkel  ^  #  a-  ABM  ein 
■ie  übergeht  in 


welche  letitere  Foi 
daher 


■m  sich  nach  der  Multiplicstti« 


ri.  j» 


ergibt.    Han  erldlt 


(^y 


i-ie. 


als  erstes  Integral.    Ee  ist  dies  das  Integral  der  lebendigen  Kmft,  denn  indem 


dt 


—  —2a 


dt 


1  Hülfe  t 


B  über  ii 


t,  geht  e 

-0. 

it   iat  aber  wegen   des   rechten 


^  p'  4-  So?  «iii'.i  »  = 
Die  Kräftefnaotion  iat  f7  ~  —  Sa^ain'^^^.  I 
Winkels  AMB  die  OrOsBe  8a  sin'^  #  —  .AP,  d.h.  gleich  dem  Abstände  des 
Panktes  Jf  Ton  der  Niveaulinie  des  tiefsten  Punktes  A .  FQr  CP  -^  t  wird  daher 
f/n  —  g{a  —  t).  Die  Conatante  C  kann  mit  Hälfe  der  Geschwindigkeit  dea 
Punktes  M  in  irgend  einer  Lage  beatimmt  werden.  W&hlen  wir  Eonäcbat  llf^, , 
wofür  e  —  fo  nnd  #  —  *■„  ist,  ao  wird  C  =-  ^  pj  +  %ag  ain'i  *■„,  also 
(2)  iP*-i»ä  +  2oj?(Bin*iö-sin'i*„)-0. 

Wir  geben  dieser  Gleichung  die  Form 


(») 


».■-J(H- 


l'i#),      wo      J/— i 


+  2  o  «in'  i  &„ .  ■ 
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Die  GrOase  H  setzt  eicb 


ans  der  GeBobwiadigkeitehÖhe  JW^ff«»-!- 


des  PuDktea  M,  (S.  Cap.  IX,  §.2,  Nr.  3,  a.  £.)  und  dem  Abstände  M,  Q  =-  2a  ün'^dg 
des  Nireaue  des  tiefsten  Punktes  vom  Niveaa  der  Anfangslage  M^ ,  Eb  ut  dem- 
nach if—^if  der  Abstand  des  Niveans  der  Qescbwindigkeit  Null  (Niveau  des  Punk- 
tes M)  vom  Niveau  der  grOssten  Geschwindigkeit  (Niveau  des  tiefsten  Panktes  A). 
Bestimmt  man  die  Constante  C  mit  Hflife  der  Oescbnindigkeit  *  des  tiefsten 
Panktes  A,  des  Maiimums  der  Geschwindigkeit,  woffli  #  ^  0  ist,  so  ergibt  sieb 
C—  il',  also 

(4)  ^p'  — iE'  + 2o^sin'i*  =  0     und    "'  — SyA. 

Die  Qescfawindigkeit  tt  hat  nach  dem  Princip  der  lebendigen  Kraft  denselben  Werth, 
so  oft  der  bewegliche  Punkt  dieselbe  Niveaulinie  (Horiiontale)  passirt.  Sie  üt  in 
allen  Logen  dieselbe,  als  ob  der  bewegliche  Funkt  von  der  Niveaulinie  der  Qe- 
eohwindigkeit  Null,  d.  h,  von  H  herabgefallen  wilre.  Setien  wir  noch  Ij*—iaH, 
so  wird 

(5)  p'  — ICL»  — (2(»Bini#)'J,     S=l'J/|- 

2.  Wir  unterscheiden  drei  Fälle  der  Pendelbewegung,  je  nachdem  H<^ta, 
H  ^—ia,  H'^  2a  ist.  Im  ersten  Falle  achneidet  die  Horizontale  des  Punktes  H 
(das  Niveau  n  —  0)  den  Kreis  in  2  Puukten  J,  J'  (Fig.  168);   die  GrOsse  L  ist 

L  =  AJ  <i  ta;  der  bewegliche  Punkt  macht  Schwingungen  im 
eigentlichen  Sinne,  d.  b.  von  Mg  mit  der  Geschviindigkelt  r« 
ausgebend  sinkt  er  zur  tiefsten  Stelle  A ,  steigt  bis  zur  Hohe  T , 
fällt  nach  A,  steigt  nach  J,  fällt  zurück  nach  .^  etc.  Im 
zweiten  Falle  berührt  das  Niveau  c^O  den  Kreis  im  höchsten 
Punkt«  B  und  ist  X  ^  2a.  Es  wird  gezeigt  werden,  dass  der 
Funkt  sich  dem  hOcbaten  Funkte  B  nur  asymptotisch  nBbem 
kann,  ohne  ihn  zu  erreichen.  Im  dritten  Falle  trifft  das  Niveau 
V  •—  0  den  Kreis  nicht.  Die  Geschwindigkeit  kann  dann  Ober- 
haupt nicht  Null  werden]  der  Funkt  macht  volle  Umläufe.  Ein 
Kreis  mit  dem  DnrchmesBer  H^  welcher  den  gegebenen  Kreis 
in  A  berührt,  liefert  doich  den  Schnitt  K  mit  der  Tangente  in 
B  die  Grosse  X  —  AK>ia. 

3.  Erster  Fall.  X<2a.  Ist  6=a  der  Werth  von  t,  welcher  der  höchsten 
Lage  J  entspricht  (Fig.  169),  so  wird  X  —  2  a  sin  ^  « 
Beschreibt  man  um  die  tiefste  Lage  A  mit  X  als 
Radina  einen  Ereis,  so  schneidet  er  die  von  B  nach 
den  Punkten  M.  gehenden  Stralen  BMia  Funkten  U 
und  wenn  -^  A  ÜB  ■=  f  gesetzt  wird ,  so  besteht  die 
Gleichung:  2a  sin^&=-Xsin  if^  AM,  woraus  mit 
Racksicht  anf  X  —  2a  sin  i  o  folgt 


vv> 

r~-v 

rw 

^- 

^ 

t 

^  i 

H    ' 

1 

\ 

1 

Flg.  IS«. 


(6) 


.  i»_.i 


D  tp,  wo  x^ain^ii. 


Der  Winkel  9  wächst  und  nimmt  ab  mit  \  9,  erreicht 
in  J  sein  Maximum  \ti,  verschwindet  in  A  nnd 
wechselt  mit  9  hdta  Dntchgang  durch  A  Sinn  nnd 
Zeichen.  Führen  wir  ihn  statt  ^  d  als  Taiiabele  in 
die  Formel  (6)  ein,  so  erhalten  wir 
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.  =  7.l/f.co«,  =  ! 


(7) 

Da  man  *  ^  VigB  kennt,  lo  kann  hiemit  v  tut  jede  Lage  deB  Punktet  3f  leicht 
gefnnden  werden. 

Um  if,  9,  V  ali  Fanctdonen  der  Zeit  zn  finden,  setzen  wir  die  Ausdrflcke  {'>' 

and   V  =  —  a  -7- •= —  2o   -'■}-.-  einander  gleicb;  nämlich 

Die  Differentiation  von  (6)  gibt  cos  \9 d .\9^%coa <pdtp.    Elimiairt  man  also 
ff  nnd  berücksichtigt  L  —  2ait,  aowie  cos  i*  —  V^l  —  x'  «iu'ip,  so  kommt 


-woraus  fQr  die  Zeit  t,  welche  der  bewegliche  Punkt  M  braooht,  n 
M  Eo  gelangen,  wenn  9,  der  Wecth  von  9  für  M,  ist 


'-l^./'y;; 


FOr  die  Zeit  f,  des  Niederganges  von  M^  bis  A  hat  man  daher  *} 

»"  '■  -  V}j  y.--'.W,  -  V}  ■  "C"  ->.  '• "» *»•  -•■»"• 

0 

".-  "-"  -,"-^~i"~  niitF(9,  »)beBeich- 

oet  nnd  elliptisches  Integral  erster  Gattung  (DigammafnnctioD)  genannt.    7  heisst 
seine  Ämplitade,  *  sein  Hodalos.    Der  Mcdnlna  ist  nie  grosser  als  1.   Das  Integral 

d^ 
TTr^^-i-"^ t —  '"'rd  das  TolUt&ndJge  elliptische  Integral  erster  Gat- 
yi  —  k' Bin' 1^1 

tnng  genannt  and  nach  Jacobi  mit  K  bezeichnet    Die  Umkehrang  der  Gleichang 


}\ 


U 


I     /'~ — r— --r^  •=  u,  wo  der  Werth  u  des  Integrals  als  gegeben  angesehen 
yi  —  »'  ein"  i(r 

wird,  liefert  tp  als  Function  von  u.    Han  schreibt  sire  9  -=  am,  u  (Amplitude  u); 

sie  and  die  trigonometriachen  Fnnctionen  von  ihr,  sin  am.  u,  cos  am.  u  nebst  der 

Function  J  am.  w '^  Vi  —  x'sin'amu  nannte  Jacobi    elliptische  Fanctio- 

nen  znm  Unterschiede  von  den  elliptischen  Integralen. 

Die  elliptischen  Integrale  zweiter  nnd  dritter  Gattung  sind  nach  der  Beieich- 

oong  von  Legendre 

E (,, .) -fd^ vT- V^.iZr, ,  n (,, «, «) -/„+.^„.,ff,_:..-,i„.^ 

worin  n  der  Parameter  heisst. 
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und  biennit  veiter  für  die  Zeit  f,  —  t,  während  welctier  der  Punkt  von  M  bis 
A  fällt 


y    aJyi  —  *'  sin'  ,p        r    g 


(10)  (,  -  t  = 
Ana  dieser  Gleichnog  folgt 

F  (9,  X) = y^  (t,  -  *) 

und  durch  ümkebrang 

und  mithia  mush  (6)  fSr  den  Polarwinkel  #: 

(11)  «n  i*  =  X  sin  am.  ]/^-  (t.  -  t). 

Ffir  die  QeBchwindigkeit  üt  tp  '—I.  y—  cob  gi  =  2x  )/a^-cOB  9,  mithin 

(12)  v  =  lxy^-  C08  am.  l/^-  (f,  -  t) . 

Endlichwird  der  Abstand  BJtf  =  *  =  2acoa\»  =  2a  Yl  —  x"  bid'»,  d.  h. 
(18)  a  =  2a  J  am.  l/-^  ((,  —  t) . 

Eb  finden  also  die  drei  elliptischen  Fonctionen  >in  am. ,  cob  am.,  J  am.  bei 
dem  Torliegenden  Probleme  ihre  Bedeatnng. 

Beseicbnet  f,  die  Zeit,  welche  der  Ponkt  M  gebraucht,  um  von  M,,  bis  rar 
nächstfolgenden  höchsten  Loge  J'  aufzusteigen,  fQr  welche  de— —  a,  ip  =^  —  \x 
ist,  so  wird  nach  (10)  fOr  (  =  (, 

"    9J    f/l  —  »'  Bio'  9  'S 

d.  h.  es  wird  die  Zeit  1,  —  t,  des  AnfsteigenB  von  Ä  bis  J' 

(U)  *.  -ii-l/y -Ä- 

Nachdem  der  Ponkt  bis  J'  gestiegen,  tlUt  er,  da  dortselbst  v  —  0  wird,  ver- 
möge der  Beschleunigung  der  Scbwere  zorQck.  Aas  den  Eigenschaften  des  eUip- 
tischen  Integrals  Digamma  folgt,  dass  er  mm  Fallen  von  J'  bis  Ä  immer  die- 
selbe Zeit  bräncbt,  wie  zum  Steigen  von  A  bis  J'  oder  ^  bis  J.  Das  Vierfache 
der  Zeit  f,  —  t,  ist  daher  die  OscillatiODsdauer  T,  nämlich 

(16)  r— 4I/—    Ä,    x  —  sinio. 

Zur  BerechnuDg  von  T  kann  man  sich  der  Reihenentwickelnog  bedienen: 
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t/     y  l  —  %    sln'ip       •/ 
-   /  J»  [  1  +  4  »■  nn'.,  +  1 .  J  ,•  unV  +  1  ■  }    i  «•  •»"»  +  •  •    ] 

oder 

-*»(■  +  («■•■  +  «■*)•«'  +  «■?•«■•■+■•■]. 


deim  'es  ist 


-j 


2.4.6 2n 


Ist  die  AnfangageschwiDdiglieit  Ug  ~>  0 ,  so  wird  x  — >  sin  i^  n  ^  üa  }  d'^.  Die 
OBcillationsaniplittide,  d.  h.  Winkel  J'CJ  ist  Sa;  m  ist  also  der  Sinns  der  Viertel- 
amplitnde.  Ans  dieser  Entwickelung  kann  man  brauchbare  N^hemngewertbe  fOr 
die  OsdllaÜODsdaDer  des  einfachen  Pendels  ableiten,  indem  man  sich  auf  1,  8,  S,  .  .  . 
Glieder  der  Keihe  beschränkt.  Tut  eehr  kleine  Werthe  des  ElongationswinkelB  a, 
wie  dies  bei  sehr  langen  Pendeln  eintreten  wird,  genOgt  als  Nähernngsformel 


■n- 


Dieselbe  ist  unabhängig  von  dem  Elongationswinkel  a  und  zeigt,  dais  bei  Ober- 
haupt kleinen  Elongationen  a  oder,  wenn  tJ„  —  0  ist,  «'oi  ^8  Schwingungen 
gleich  langer  Pendel  trotz  der  Verschiedenheit  der  Elongationen,  dennoch  sehr 
nahe  gleiche  Daner  haben.  Diese  Eigenschaft  heisat  der  Isochroni  imns  kleiner 
Pendelschwingungen.  Er  findet  bei  der  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf 
einer  beliebigen  Curre  in  der  N&he  des  tiefsten  Punktes  statt,  wenn  der  Erflni- 
mnngskreis  dortselbst  vertikal  steht,  and  iwar  mit  derselben  NB^emng,  mit  wel- 
cher der  Krämmongskreis  die  Cnrre  vertritt.  Für  die  Cycloide  gilt  der  Isochco- 
nismus  in  aller  Strenge  bei  beliebiger  Entfernung  des  schwingenden  Punktes  vom 
tiefsten  Punkte,  wie  später  gezeigt  werden  wird. 

Um  das  Problem  der  Pendelbewegung  fOr  kleine  #  approiimatiT  lu  lOsen, 

setzt  man,  weil  lim.  ■■  ■■  — i  1  ist  fflc  verschwindende  6,  in  der  Gleichung  der  Be- 
wegung fr  statt  sin  &  nnd  gewinnt  dadurch  die  lineare  Differentialgleichnng 

??  +  f-». 

deren  Integral  «■  =  A  cos  ( l/-^  +  B  sin  i  l/i-  {s.  Cap.  IX,  §.  2,  Nr.  7  S.  346) 
nach  Bestimmung  der  Constanten  A,  S  durch  die  Bedingungen 

*  =  *,  und,    D  —  —  a^—Ofüti  —  0 
die  Losung 

»=■»„  cosil'  ^- 
liefert.    Ans  ihr  ergibt  sich  fOr  9  —  —  dg,  wofür  (  die  halbe  Oecillationsdauer 
^  T  wird,  T  =  SrI/-"-  als   Nährungsfonnel ,   wie   oben.    Hultiplioirt  man   die 
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lineare  DiffetenUalgleichuDg  mit  a  and  bedenkt,  daas  a &  den  Ereiebogen  AM  •=  a 
vom  tiefsten  Pnokte  bia  zum  Funkte  M  bedeutet,  eo  wird  eie 


t;;+i-=»- 


Dien  ist  aber  die  Gleichung  fUr  die  geradlinige  oacilürende  Bewegung,  welche  die 
Projection  der  gleichförmigen  EreiBbewegnng  iat.  Die  der  obigen  N&lierungsformel 
zu  Grniide  liegende  mechanische  Idee  ist  also  keine  andere,  als  daag  man  wegen 
der  Kleinheit  der  Amplituden  den  Bogen,  welchen  der  Pendelpnnkt  beschreibt, 
als  eine  Gerade,  die  Bewegung  auf  ihm  aber  als  die  Projection  einer  gleichfSr- 
mjgen  Eieiabewegung  ansehen  darf.  Der  Idochroniamos  der  Schwingungen  er- 
scheint dabei  als  eine  Folge  davon,  da«B  bei  jener  oscilUrenden  Bewegung  die  Oscil- 

latäonsdaner  von  der  Oscillationsweite  unabhängig  ist.  Die  Formel  T  =  8x  y  — 
konnte  also  unmittelbar  ans  Cap.  III,  g.  12.  entnommen  werden. 

4.  Zweiter  Fall.  L  —  2a  =  B.  Hier  wird  nach  (6)  v  =>  iyöjf .  cos  ^9; 
V  =  tyag,  <p  —  ^9,  da«  —  K  oder  Dreieck  Ä  ÜB  gleichschenklig  ist.  Daher 
wird  nach  (8)  wegen  x  ^  1 

(  =  l/Z   fjl-  =  l/J.    I  A±.  =  "l/Z    M' W'COaH* 
'^  y   a  J  fioa  V        V  g  J   a\a-p^  y  g  J  tgiV 

t»  4«-t».  t«-l». 

-i/g  ,tgK,-») 

y  g    %K«-».)' 

FOr  die  Zeit  ^  des  Niederganges  und  die  Zeit  der  Bew^^ng  von  M  bia  A  ist 


■^-n 


1  cotg  K»  -  ej , 


■n 


(COtgiCff-*). 


Die  Qesoh windigkeit  kann  erat  Null  werden,  wenn  der  Punkt  in  B  anlangt. 
Da  für  die  Bewegung  nach  diesem  Punkte  9='  — 7t  wird,  so  folgt,  dass  die  Zeit 
{,  welche  verfliessen  wäide,  bis  der  Pnnkt  dort  ankommt,  unendlich  wird.  Der 
Punkt  steigt  daher  immer  langsamer  anf  und  nähert  sich  B  nnr  at^mptotiich, 
ohne  ihn  zu  erreichen. 

Setzt  man  tg  }-(*  —  9^)  =  ^,  so  gibt  die  obige  Formel  far  t: 


*  =  i» 


.../^^ 


-  Are  fg  .  (Je 

e      y  '  +ß'^    ^  ' 
&.    Dritter  Fall.    L>%a.    Die  Fonnel  (&) 
liefert,    wenn  man  -=-  —  ■  setsf ,   wo  «  <  1   and 
(Fig.  leo)  X  =  coe  BAE  ist 

'-'■Vi- 


-Vi^r^ 


i'i». 


Auch  becteht  die  Constmctjon  des  Winkels  <p, 
e  beim  ersten  Falle  fort  und  ist 
Z  sin  91  —  Sa  sin  J  & 
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d.  h.  X  im  -J  #  =-  8in  7  and  v  ^v  coa  9;  iudeMea  können  wir  #  kIe  Function  von  f 
okae  Termittelnng  von  ip  finden.  Denn  setzt  man  p  ^^  8  a  —zj—  gleich  dam  eben 
entwickelten  Anidrncke  fOr  e,   so  ergibt  sich 


d( _  _ , lA  .  „JL:^*  _  «^  also  t  - ,  1/^ /**— ^^^ 

FOr  die  Zeit  t^  des  Niederganges  wird 


nnd  daher  für  die  Zeit  t,  —  t  von  einer  beliebigen  Stelle  bii  lom  tiefsten  Funkte 


'•-—n/vr^^^.-n---'-^' 


Hiermit  erhaltea  wir 

e_Ay^.^am.  i-]/^((,  -  (). 
sin  7  =  >  nn  am.  ~  l/-?-  ((,  —  1) , 

*=.BM=  2ocoBi*  —  20COS  am.  —  l/^-(ti  —  t). 

In  unserem  Falle  macht  der  Pendelpunkt  volle  Umläufe.  Ffir  einen  solchen 
ist  0'  negativ  und  zwar  9  ^  —  (Sir  —  fr,).  Hiermit  liefert  die  Gleichung  fQr 
ti  —  t,  wenn  T  die  (Tmlanftzeit  beseichnet, 

El  ist  aber 

.<-<.^i..>,.,=H-"yii-(i^-i^) 


(■  iin*  V  nod  die  Tertauschui 
nen  aind.    Daher  also 


i*' 

wo  abkOnend  ^V  ■-  Vi  —  x'  iin*  V  nod  die  Tertauschung  der  Variabein  - 
und  X  —  V  fl'  ^  vorgenommen  aind.    Daher  also 
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womoa  mit  Hülfe  des  obigen  Weribea  von  t,   BcblieKs^di  die  UmlanfsEeit  folgt, 
nämticb: 


-n- 


6.  Die  BeachleanigaDg  N  des  Normalwiderstande«  folgt  nach  Nr.  1  für  alle 
Falle  der  Formel  —  =  JV^  —  o  cos  4.    Sie  iat  daher 

N  =  ~  +  geoB»,  B'--^[X»  — (SoBini*)']. 
Im  tiefsten  Punkte,  für  d  =-  0,  erreicht  sie  ein  Maximum  — |-  ^,  im  höch- 
sten Punkte,  falls  derselbe  erreicht  wird,  für  &  —  —  n,  ein  Minimum  -^  (L*  —  5a*). 
Für  ff  =  +  ^  wird  2V  =  -^,  (£'  —  2  a').  Ist  die  Bahn  aus  einem  festen  Mate- 
rial gearbeitet,  so  wird  N  von  der  Festigkeit  desselben  geleistet,  wird  der  Punkt 
durch  einen  Pendelfaden  in  der  Bahn  erhatten,  so  ist  N  eine  Folge  des  Zosam- 
menbangs  der  Theilcben  dieses  Fadens. 

S-  8.  Zur  Bearbeitang:  Ein  schwerer  Punkt  bewegt  sich  anf  einer 
CjUnderschraubenlinie,  deren  Axe  horisEOntal  oder  unter  einem  Win- 
kel d  gegen  den  Horizont  geneigt  ist,  man  soll  die  Bewegung  des 
Punktes  nach  Anleitung  des  §.  7  untersuchen.    Specialfall  a^^ix. 

§.  9.  Bewegung  eines 
schweren  Punktes  anf  der 
Cyclolde.  Es  sei  ÄMOB 
(Fig.  161)  ein  CycloTdenbogen 
Ewischen  swei  Spitzen  Ä  nnd 
B,  C  der  Mittelpunkt  des  rol- 
lenden Ereises,  entsprechend 
der  Lage  Jlf  des  beschreiben- 
den Punktes  und  MCN  —  « 
der  zugehörige  Wälzungswin- 
kel,  um  welchen  sich  der  rol- 
lende Ereis  umgedreht  hat, 
während  der  beschreibende 
Punkt  den  Bogen  AM  duich- 
lanfen  hat.    Die  Oleichnngen 


Flg.  161. 


der  CycloTde  für  .i  P  =  a;,  PM  =  y,  GM  = 

X  •^  a{io  —  sin  (o);     y  =  a  (1  —  cos  m)  ^  So  sin'  Joj. 
Aus  ihnen  folgt  fdr  die  Neigung  der  Tangente  gegen  die  Basis  der  Cfolold« : 

dy       dy    dx 


dx 


=otg4»,, 


d.  h.  die  Tangente  der  Cjclotde  bildet  mit  der  zur  Basis  senkrechten 
Richtung  den  Winkel  ^m  und  geht  durch  den  Qegenpunkt  N'  des  Be- 
rQhrungspunktes  N  der  Basis  und  des  rollenden  Kreises  hindurch. 
Die  Normale  ist  daher  MN. 

Die  Tangente  eines  auf  Jlf  unmittelbar  folgenden  Currenpunktes  M'  bildet 
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mit  der  Bichtmig  NN'  den  Winkel  ^a  -\-  d  ■  ^«t;  daher  bilden  die  beiden  auf- 
einanderfolgenden Tangenten  miteinander  den  Contingenzwinkel  dt  =  d  ■  ^m. 
Dm  Bogenelement  d$,  wenn  *  von  A  nach  M,  entsprechend  dem  wacheenden 
Winkel  »,  gezählt  wird,  ist  d$  ■-  MN  .  da  ■—  So  un  ^a  dm,  weil  N  das  Momen' 
tancentram  ist  (Cap.  111.  %.  SO,  Nr.  6).    Daher  ist  der  KrÜDunnDgahalbmetaer 

p  =  *!?  —  40  sin  i«  —  2  -  MN,      . 

'de  '  ' 

weil  w^en  des  rechten  Winkels  NMN'  die  Länge  MN  ^  2a  sin  \m  ist.  Der 
Krammungahalbmeiser  ist  mithin  der  doppelten  Normalen  Af^  gleich. 
Constmirt  man  anf  der  dem  rollenden  Ereiie  abgewandteo  Seite  der  Cjclolden- 
boaia  NN"  =-  NN'  und  TCrbindet  den  Krümmangemittelpunkt  K  mit  N",  so 
vrird  ANN"K  "^  NN'Mnad  liegt  mithin  Xanf  einem  flberJVJ?"  ah  Dnrcbmee- 
ser  beschriebenen  Kreise.  Hieran«  erkennt  man,  dass  die  Gvolnte  der  Cy- 
cloTde  wieder  eine  Cyctotde  ist,  von  denselben  Dimensionen,  wie  sie 
seihet;  beide  CycloTden  haben  gemeinachaftliche  Richtung  der  Basis, 
liegen  anf  entgegengesettten  Seiten  derselben  nnd  sind  gegeneinan- 
der nm  die  halbe  Basisl&nge  so  verschoben,  dass  die  Spitzen  der 
einen  mit  den  Scheiteln  der  anderen  paarweise  anf  demselben  Per- 
pendikel znr  Basis  liegen. 

Die  Bogenlänge  .AM  —  s  der  Cyclotde  wird  >  —  4a  —  4a  cos  ^m.  Der 
halbe  Cjcloidenbogen  AO,  «  *  «  entsprechend,  ist  4a  nnd  folglich  der  Bogen 
OM  ^~  S,  vom  Scheitel  an  gerechnet  S  —  4a  cos  ^oi.     Es  ist  aber 

MN'  —  mO  —  Sa  cos  1(0 
nnd  wenn  man  Og  =  Ä"Ö  —  a;  setrt,  indem  man  On  als  eine  Abscissenaie  an- 
rieht, so  besteht  zwischen  dem  Bogen  S  nnd  seiner  Projection  anf  diese  Abscis- 
senaie die  aieichong  5'  =  6ax,  eine  Qleiohnng,  welche  ganz  gleichgebildet  ist 
mit  der  Parabelgleichnng  in  Be- 
Kug  anf  'den  Scheitel  nnd  die 
Axe  derselben.  Da  Om*  —  2ax 
ist,  so  folgt  weiter  S  —2  .  Om. 
Ein  schwerer  Pankt  blle  jetzt 
anf  einer  vertikalste  henden  Cy- 
cloTde  (Fig.  168),  deren  Basis 
horizontal  liegt  nnd  welche  ihre 
concave  Seite  nach  oben  kehrt. 
Der  'bewegliche  Pnnkt  verlasse 
die  Anfangslage  M^  mit  der  Qe- 
schwindigkeit  f,  ^  0.  Da  die 
lUcfatong  der  Beschlennigong  der 
Schwere  mit  der  Richtnng  der 
Cycloldentangente  den  Winkel  ^a 
bildet,  so  ist  j;  co*  im  die  Taogentialconiponent«  nnd  j7  sin  ^a  die  Normalcom- 
ponente  der  Beschlennignng;  daher  hat  man  folgendet  Gleichnngssystem  za  be- 
handeln: 

j-  —  g  COe\»,       -  —  5  Bin  ^ m  ~  Jv  . 

Becbnet  man  den  Bogen  ■  von  M,  an  abwärts,  so  kommt  noch  hinzu:  j^~  ^; 

will  man  aber  den  Bc^en  8  vom  Scheitel  an  aufwärts  noch  M  gerechnet,   ein- 

26«    ., 
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fahreo,  80  wird  ~  -35  "  ">  weil  s  +  S  die  conatante  BogenllDge  M,  0  dw- 
BieUt 

Da  ferner  cos  {m  —  Om  :  ia  und  S  <—  8  .  Om,  also  cos  }a>  »  rS' :  4a  and 
ein  -Ira  •"  -^(1  :  2a  ist,  so  werden  die  beiden  Oleichangen  der  Bewegung; 

s'  +  Ä^-».    'i-h'-"- 

Ist  iS  «•  iSg  •—  OMf,  e  ^  0  tüi  t  ^  0,  80  liefert  die  erete  dieser  GleichDQgen 
vennCge  ifaier  linearen  Beschaffenheit 

......,yi,  ,=i/i....i...yi 

cos  1»  —  cos  -lojj  .  cos  (  1/^,        X  "  x„  cos'  tyvz- 
Fflr   die  Zeit  tg    des  Niederganges    von  M^  bis  zum  Scheitel  0  ist  »  ^  «, 
S  =•  Sf  zn  setEen  nod  folgt  hiermit  0  —  cos  (g  y  j- 1  d'  h. 

Dieser  Ausdruck  enUdlt  keine  Spuv  tob  Grossen,  welche  die  Anfangslage  be- 
stimmen. Daher  besitzt  die  CjcloTde  die  ausgezeichnete  Eigenschaft,  dasa  ein 
schwerer  Punkt  dieselhe  Zeit  gebra'ucht,  um  auf  ihr  bis  Enm  tiefsten 
Paukte  zu  fallen,  mag  er  von  einer  Anfangslage  ohne  Geschwindig- 
keit ausgehen,  von  welcher  man  will.  Deswegen  heisst  die  Cjclolde  die 
„Tautochrone".  ' 

Die  Zeit  (,  ist  der  vierte  Theil  der  OscÜlationsdaner  eines  Ereispendels  van 
der  L&nge  ia,   wenn  dieselbe  nach  der  für  kleine  Elongationen  uähemngsweiae 

geltenden  Formel  7  =—  Sie  1/—  (»■  B.  399)  berechnet  wird.  Jene  Formel,  welche  fOr 

das  Ereispendel  eine  N&herangsformel  ist,  gilt  mithin  fQt  das  Cycloldenpendel  in  aller 
Strenge.  Der  Erümmungshalbmesser  der  Cyclolde  ist  am  Scheitel  gleich  4  a, 
nämlich  gleich  dem  doppelten  Durchmesser  des  rollenden  Ereiaee,  welcher  daselbst 
die  NonnalenlSnge  darstellt;  jener  Näherungsfonnel  liegt  folghch  die  Vorstellung 
zu  Onmde,  dass  die  kleinen  Schwingungen  aof  dem  Ereise  identi£cirt  werden 
kOnnen  mit  Schwingangen  auf  einer  Cjclolde,  deren  Eneugungskreis  einen  Itadins 
besitzt  gleich  dem  vierten  Theile  des  Badius  von  dem  Ereise,  auf  welchem  jene 
Bewegung  erfolgt 

Die  Eigenschaft  des  Tautochronismui  der  Cjclolde  wurde  von  Hnjghena 
entdeckt.  Er  nSthigte  eine  kleine  schwere  Engel,  eine  Cjclolde  zo  beschreiben. 
indem  er  sie  an  einem  Faden  schwingen  liess,  weichet  Aber  die  Evolute  der  Cnrre 
hingeipannt  war.  Das  betreffende  Werk  von  Huyghens  fahrt  den  Titel:  Boro- 
U>g%um  oacHIatorium  und  ist  der  Theorie  der  Pendeluhren  gewidmet 

Eine  leichte  Interpretation  des  Ausdruckes  für  die  Tangentjalbetcblevoigimg 
auf  der  Cyclolde  genOgt  übrigens,  den  Tautochronismus  unmittelbar  einiaeeben. 

Wir  fiinden,  dass  dieselbe  -^  •  3  ist,  wenn  S  den  Bogen  vom  Scheitel  an  auf- 
wärts gerechnet  bedeutet  Bereits  Cap.  III,  g.  12.  fanden  wir  fQr  die  oscillireude 
Bewegtug ,   weldie   die  Projection  einer  gleichfSimigen  Ereisbewegnng  auf  eine 
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gerade  Linie  ist  und  bei  welcher  in  Folge  deBBen  die  BeachlennigaDg  proportioDal 
dem  Äbatande  x  des  beweglichen  Punktes  von  dem  Mittelpunkt  C  der  OscillntiDn 
ist,  die  OecillatiODsdaner  gleich  3x  dividirt  durch  Vk,  wenn  %  der Proportionali- 
täta&ctor  der  Bescblennignng  «  ^  xx  war.  Femer  ist  aus  Cap.  VIII,  §.  ß.  klar, 
dua  wenn  die  Oerade,  in  welobet  die  osciltirende  Bevegoi^  erfolgt,  sa  irgend 
einer  Cnrre  gebogen  wird,  aof  dieser  die  oscillireDde  Bew^png  ebenso  erfolgen 
wird,  sobald  die  Beschleonigang  der  geradlinigen  Bewegnog  fQr  sie  zur  Tangen- 
tial beschleuoigung  wird.  Denn  die  TangentialbeBchleanigmig  allein  beatimmt  das 
Qeaetz  der  Bewegnog  in  der  Bahn.  Biegen  wir  also  eine  Oerade,  auf  welcher 
ein  Ponkt  mit  der  Beschleanignog  -  -  x  osciltirt,  so  zn  einer  CjcloTde,  dase  der 

Hittelpunkt  der  Oacillation  der  Scheitel  der  CycloTde  wird  und  der  Abstand  x  in 
den  Bogen  iS',  von  dioBem  Scheitel  an  gerechnet,  übergeht,  so  wird  die  Oacilla- 

tionsdaner    I'^29r;n/^<-2s   1/  — ,  Obereinstiiiimend  mit  obigem  Wertha 

für  4tg.  Es  gibt  nnzählige  Tautochronen  doppelter  ErOinmiing,  welche  man  dnrch 
Aufrollen  der  Ebene  der  Cycloide  sn  einem  Cylinder  erh&lt. 

§.  10.  Wir  wollen  jetzt  das  Problem  dar  ebenen  Tantochrone  onmittelbar 
angreifen  nnd  stellen  nns  daher  die  Anfgaba;  Es  sind  gegeben  zwei  in  einer 
Vertikalebene  liegende  Psnkta  Jf,  nnd  0  (Fig.  163), 
deren  HShendiffeteni  h  beträgt;  anf  welcher 
ebenen  vertikalen CnrTe  mnae  einaohwererPankt 
TOn  SS^  naoli  0  ohne  Anfangsgeschwindigkeit 
fallen,  damit  die  Fallzeit  T  von  3f,  nach  O  von 
■g^^  ,^  ft  unabhängig  sei,  sodass  dar  Punkt üfgancli irgend- 

wo anders  auf  der  geanchtan  Curve  gewählt  wer- 
den kann,  ohne  dass  dadnrch  T  eine  Aendernng  erleidet? 

Es  Bei  der  (ieferliegende  Funkt  O  der  Ursprung  rechtwinkliger  Coordinafen 
X,  (/,  von  denen  die  x  vertikal  aufwärts,  die  y  horizontal  gerechnet  werden.  Der 
Bogen  OM  K-  a,  welcher  positiv  von  0  nach  M  gerechnet  werden  mOge ,  wird 
eine  noch  unbekannte  Fonction  von  x  sein,  8  >—  y  (x),  auf  deren  BeBtimmaug  die 

LOeung  dar  Aufgabe  hinauskommt.    Nun  ist  eineraeits  e  ^—  — ^-^ — -  =~ 

dt  dt 
andererseits  nach  dem  Principe  der  lebendigen  Kraft  ^v*  •=  g  (h  —  x)  und  folg- 
lich dt  = ,                        Daher  wird  dia  Fallzeit  T  auf  dam  Bogen  JTO 

V^9  (h-x)  ■  "  ° 

jj  yig{h-x)    ^vä7(A-«)     V^J  yr^m   "' 

wenn  x  >■  ha  gesetzt  wird,  um  die  Grenzen  von  h  frei  zu  machen.    Da  die  Fall- 
zeit  T  von  h  nnabhängig   sein  soll,   so  muaa  die  Bedingung  ^  —  0  durch   die 
Wahl  dar  Function  91  (z)  erfüllt  werden.    Diese  Bedingung  wird 
"ihaiif"  (hu)  +  <p'  (hm) 

jTT^^  ■"■" 

Damit  dieselbe  bei  jedem  Werthe  von  h  erßllt  sei,  mnaa  der  Elementarfactor 
des  bestimmten  Integrales  verschwinden,  d.  b.  es  mosa  «ein 
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2  Ära  if"  (fin.)  +  if   {ha>)  =  0, 
oder,  wenn  man  fQr  hm  wieder  x  schreibt: 

2a:  <p"  (s)  +  q)'  («)  — 0, 

ffieraoB  folgt  aber  für  qi  (a;)  zanftchat  f^^ i^ ,  d.  h.  ^  ' 'f-?^ L , 

V   (x)  2a:'  dx  3i' 

and  oIeo  durch  Integration:  I  .  9'  (a^)  ^  f  1 — I* ,   wo  a  eine  beliebige  Conttante 

iet  und  durch  eine  zweite  Integration 

welches  die  Gleichung  der  CjcloTde  zwischen  AbeoiaHe  a:  und  Bogen  1  ist,  deren 
Scheitel  in  0  liegt.  Hiennit  ist  die  Anfgabe  gelOst  und  zugleich  erwiesen,  dass 
die  Cjoloide  die  einzige  ebene  Tantochrone  ist,  denn  die  integiirte  Differenüal- 
gleichnng  UUst  nur  eine  Function  qii(a:)  ala  LOsnug  in. 

§.  11.  Man  kann  die  vorige  Au^be  noch  zu  der  folgenden  verallgemei- 
nem,  deren  LSsung  zuerst  tod  Abel  im  Crelle'achen  Jonmale,  Bd.  1,  S.  16S 
gegeben  wurde:  Auf  welcher  Cnrre  muss  ein  schwerer  Punkt  von  einer 
Stelle  Jtf,  zu  einer  um  die  OrOsse  h  tiefer  liegenden  Stelle  0  fallen, 
damit  die  Fallzeit  T  eine  gegebene  Function  ^  (A)  der  FatlhOhe  A 
werde? 

Unter  Beibehaltung  der  bisherigen  BezeichnuDg  iat  die  Bedingung  za  erfQUen 

/q.'  {x)  dx  ,_ 

Um  hieraus  die  anbekannte  Function  s  =•  tp  (x),  welche  den  Bogen  der  gesuchten 
Cuive  von  0  nach  M  gerechnet  als  Function  der  Abscisse  x  darstellt,   zn  finden, 

integriren  wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung  nach  Multiplioation  mit  — ^  aber- 

yp  — Ä 
mals  und  swar  von  0  bis  fi;  es  wird  sich  dann  zeigen,  daaa  die  beiden  Int^ral- 
zeichen  links  weggeschafft  werden  kOnneu.    Zunächst  iat  alao  nnsece  Oleichung 

/dh         r<p'(x)dx  _     .—  t'^{h)dh 

h  vereinfachen  kOnnen, 
iouen   fortbringen.    Setz 

wir  hierin  jetzt  ffir  h  die  neue   Variabele  x  durch  die  Glnchung 
'  einführen,  geht  diese  Seite  über  in 


welche  wir  noch  dadurch  vereinfachen  kOnnen,  da«  wir  die  Wurzeln  mit  Hülfe 
zweckmässiger  Subatitutiouen  fortbringen.  Setzen  wir  nämlich  auf  der  linken 
Seite  A  —  a:  =-  y',  ao  kommt: 


,    j  dx  j  f'  (fi- 
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and  hierdurch  wild  onsere  gaoEe  Qlnchung 


i^-,'-,',d,i,-yrjJ*^^A. 


Om  die  linke  Seite  deraelben  m  rednciren  nnd  die  gesuchte  Function  ep  von 
den  Integralzeichen  za  be&eien,  wollen  wir  eine  Interpretation  versuchen,  Ke 
steht  nichts  Im  Wege,  du  Prodnkt  Axdy  ala  daa  Element  eines  ebenen  Flächen- 
ranmea  anznoehen,  belogen  anf  rechtwinklige  Coordinaten  x,  y.  Die  QrCeee 
x'  -\-  y'  stellt  ftbdann  das  Quadrat  der  Entfemnng  dieses  Elementes  vom  Ursprooge 
dar  nnd  das  Element  f'  ifi  —  x*  —  y*)  dx  dy  des  Integrale«  ist  das  Piodnkt  aas 
dem  Flächen elemente  nnd  einer  Function  Ton  dem  Quadrat«  dieses  seines  Ab- 
standes  Tom  Utsprange.  Die  Integration  nach  y  ist  bei  conatantem  x  von  y  —  Q 
bis  y  —  j/p  —  x'  M  fahren,  d,  h.  also  von  der  Absciisenaze  bis  an  den  Kreis 
«'  +  y'  —  f»  1  welcher  mit  dem  Badios  >^  fi  um  den  CoordiDatennrspmng  beschrie- 
ben werden  kann.  Die  nachfolgende  Integration  in  Bezug  anf  x  erstreckt  sich 
von  z  ^  0  bis  z  ^  V^i  °°d  sieht  man  hieraus  deutlich,  dass  das  ganze  Doppel- 
integial  die  Bildung  der  Summe  aller  Elemente  v'  [f*  —  («'  4-  y*)}  dx  dy  ver- 
langt, welche  dem  Yiertelkreise  angehören.  Nan  kSnnen  wir  aber  diese  Summe 
anders  bilden.  Wählen  wir  n&mlicb  Polarooordinaten  r,  tf,  so  ist  der  Ausdruck 
des  Fläohenelementes  rdrdf^  und  also  ^'(ft — r*)Tdrdt  das  Element  unseres  Dop- 
peUntegrales  nnd  nm  die  Integration  Ober  alle  Punkte  des  Yiertelkreises  su  er- 
strecken, haben  wir  nach  r  von  r  ■—  0  bis  r  =>  l/fi,  nach  #  aber  von  9  •—  0  bis 
#  ^  }ir  zu  integriren.  Das  Doppelintegral  wird  auf  diese  Weise  ohne  Aende- 
mng  seines  Werthes  in  andere  Elemente,  die  sich  aassentem  noch  etwas  anders 
gmppiren,  zerlegt.  Wir  erhalten  anf  diese  Weise  jetzt  fSr  die  ganze  linke  Seite 
unserer  Gleichung 

(  9.'  (f.  -  O  rdr  d» 


^Iß 


und  kennen  die  Integration  nach  #  sofort  ausfahren ,  indem  sie  nur  den  Factor 
^«  liefert,  sodass  dieser  Ausdruck  flbergeht  in: 

/: 

2«  I  tp  ifi  —  r*)  rdr. 

Da  aber  nun  91'  (p  ~  r*)  .  2rdr  =•  —  d  .  rp  {ft  —  r')  ist  so  kann  auch  das  letzte 
Integralzeichen  entfernt  werden  und  bleibt  blos 

»  [»  (f )  -  -P  (0)]  . 
Hiermit  wird  jetzt  unsere  ganze  Gleichung 

9  (f)  - 

und  damit  ist  unsere  Function  >  ■•  q>  (x)  gefunden,  nämlich  weil  s 
ment  Null  verschwindet,  d.  h.  q»  (0)  ^  0  ist,  wird 
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Dies  ist  die  Gleichung  der  geauchten  Curve,  bezogen  ant  AbBcisse  and  Bogen 
als  Coordinatea.  Daa  Weaentliche  der  angewandten  Methode  bestellt  darin,  daga 
das  Element  des  nraprCnglichen  Integralea  bo  rerllndert  wird ,  dasa  es  als  das 
Element  eines  Doppetintegrales  anftritt,  ßlr  welches  beide  Integrationen  ansfshr- 
bar  Bind  nnd  also  in  Folge  desBen  die  geenclite  Fnnction  von  dem  Integralieichen 
befreit  wird. 

Wird  ^  (A)  constant,  nämlich  ii>{h)^Y'>>  «o  ergibt  flieh  wieder  die  Cjclolde. 

Demi  es  ist    1   —^^^^r=  -~  2  Y^,  mithin  e'  ■"  — p  ■  x .   Der  Badina  des  Wälzangs- 


kreisoB  ist  ^  ■ 

Das  Problem  der  Tantochrone  ist  noch  einer  anderen  bedeutenden  Verall- 
gemeinemng  fShig,  indem  man  die  Cnire  soeben  kann,  anf  welcher  ein  Fnnkt, 
welcher  irgend  welchen  von  dem  Orte  abhängigen  Bescfalennigungen  unterworfen 
ist,  dch  bewegen  muBs,  damit  die  Zeit,  welche  er  braucht,  um  an  einer  bestinun- 
teu  Stelle  anzulangen,  nnabh&ngig  eei  von  der  Länge  des  Weges,  den  er  znrQck- 
gelegt  hat.  In  dieser  Allgemeinheit  haben  Newton  und  Euler  dae  Problem  anf- 
ge&BSt.     Vgl.  Jnllien,  ProbUtMS  de  m^atUgue  rationnelle,  T.  I,  p.  374  n.  üg.) 

Eine  Geschichte  dea  Problems  der  Taatochrone  gab  Ohrtmann  (Das  Pro- 
blem der  Tantocbronen.  Jahresber.  über  die  kOnigl.  Realschule ,  Vorschule  mid 
Elisabethen  schule  xu  Berlin  1872j  ins  FransOs,  Übersetzt  von  Dasanso;,  Rome  1876). 

§,  12.  Die  CycloSde  besitzt  in  BsEug  auf  die  Bewegoog  eines  schweren  Punk- 
tes auf  ihr  noch  eine  weitere  ansgezeicbnete  Eigenschaft.  Sie  ist  anter  ollen 
Corven,  welche  durch  zwei  gegebene  Punkte  Ä,  B  gelegt  werden  kOunen,  die- 
jenige, auf  welcher  ein  schwerer  Punkt  in  der  kürzesten  Zeit  TOn  dem  einen 
Punkte  zum  andern  gelangt.  Sie  heieet  daher  dieBrachistochrone  des  schwe- 
ren Punktes.  Das  Problem  der  Brachistochrone  wird  mit  Hülfe  der  Variations- 
rechonng  gelCst,  indem  man  die  Zeit  des  Fallens  von  Ä  nach  B  nach  den  Regeln 
dieses  Calculs  zu  einem  Minimum  macht  und  au«  den  Bedingungen  des  Minimunu 
die  Qestalt  der  nnbekannten  Curre  bestimmt.  Indessen  kann  man  dazn  auch  durch 
folgende  geometrische  Betrachtungen  gelangen. 

Zunächst  ist  klar,  daas  wenn  eine  Curve  Brachistochrone  zwischen  zweien 
ihrer  Punkte  A  nnd  S  ist,  sie  dieselbe  EigenHchaft  zwischen  je  zwei  Punkten  M, 
M'  des  Bogens  AS  besitzen  muse;  sonst  wQrde  man  dem  Bogen  MM'  den  Bogen 
einer  anderen  Curve  subatituiren  künnen,  auf  welchem  der  Punkt  in  kürzerer  Zeit 
von  M  nach  M'  gelangen  kOnnte  nnd  in  Folge  dessen  wäre  die  Zeit  des  Fallens 
von  A  nach  B  anf  der  ursprQnglichen  Cnrve  nicht  die  kürzeste,  diese  Cnrre  also 
nicht  die  Brachistochrone.  Femer  lassen  sich  zwei  Eigenschaften  der  Brachisto- 
chrone angeben,  von  denen  die  eine  sich  auf  die  Lage  ihrer  Schmiegnngsebene, 
die  andere  auf  die  Neigung  ihrer  Tangente  gegen  die  Vertikale  and  die  Geschwin- 
digkeit bezieht.  Es  seien  M,  M',  M"  drei  aufeinanderfolgende  Pnnkte  und  also 
JlfJlf',  M' M"  zwei  aufeinanderfolgende  Bogenelemente ;  durch  die  drei  Pnnkte 
legen  wir  die  horizontalen  Niveauebenen  (,  t',  i"  nnd  bezeichnen  die  Qeschwin' 
digkeiten  für  e  und  c'  mit  v,  v'.  Da  jede  Bewegung  im  Zeitelement  ab  gleich- 
fSrmig  anzusehen  bt,  so  denken  wir  uns  das  Element  MM'  mit  der  Geschwin- 
digkeit V,  das  Element  M'  M"  mit  der  Geschwindigkeit  v  heechrieben  nnd  be- 
merken, dass  wenn  wir  zwischen  M  und  M"  irgend  zwei  andere  Elemente  M/t^ 
f,M"  ziehen  würden,  deren  gemeinsamer  Punkt  p  auf  e   liegt,  iffi  ebenfalls  mit 
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der  Qetchwindigkeit  o  und  (i'JM"  mit  der  OeBchwiodigkeit  v  darchlauren  würde, 
da  die  Oeachwindigleit  für  alle  Punkte  derselben  Niveanebcne  dieselbe  iat.  Legen 
wir  nna  dnrcb  M  und  M"  die  Vertikalebene,  M>  kann  gezeigt  werden,  daes  die 
beiden  Elemente  MJH',  M' 31"  der  Bracbistocbrone  in  die«e  Ebene  hineinfallen 
mOsBeu,  d.  h.  dsBB  die  Sobmiegiuigiebeiie  dei  Fnnktes  SI  vertikal  iat  Denn  iat 
2fj  die  Projection  von  M'  anf  diese  Ebene,  so  ist  MH^  <  MM'  und 
3f,  M"  <^  M' M",  wo  aach  immer  M"  in  der  Niveanebene  t'  liegen  mag,  mithin 
wBre  die  Zeit,  welche  ein  Punkt  braucht,  am  MM'  mit  der  Geschwindigkeit  v  xa 
durchlaufen,  grOaBer  als  die  Zeit,  welche  er  bei  derselben  Qeachwindigkeit  zum 
Dorchlanfen  von  MMi  nOthig  haben  wflrde;  ebenso  w&re  inm  DnrchlauFen  von 
M'  M"  mit  der  Geschwindigkeit  v  eine  grauere  Zelt  erforderlich,  ala  lam  Durch- 
laufen TOn  Mj  M".  Daher  fUIt  M"  mit  M,  zosammeD.  Je  zwei  aufeinanderfol- 
gende Schmiegungaebenen  der  Brachistochrone  fallen  zusammenj  die  Brachisto- 
cbrone  ist  eben  und  ihre  Ebene  die  Vertikalebene  der  Punkte  Ä,  B. 
Der  zweite  Sots  sagt  ans,  dass,  wenn  t  die  Nei- 
gung der  Tangente  der  Brachiatochrone  in  M 

gegen    die    Vertikale    ist,    der    Quotient    

Ungs  der  ganzen  Cnrre  constant  isL  Zieht  man 
t^Lmlich  nach  einem,  dem  Punkte  M'  benachbarten  Punkte 
m  (Fig.  164)  in  der  Schnittlinie  der  Ebene  der  Brach isto- 
cfarooe  mit  der  Niveanebene  i'  dea  Pnnktes  M'  die 
Kg.  IM.  Strecken   Mm,  M"m   nnd   i&llt  von  m  auf  Jtf  M'  dos 

Perpendikel  mp,  sowie  von  M'  auf  mM"  das  Perpen- 
dikel M'q,  so  wird  Mm  —  Mp  und  ebenso  qM"  —  M'  M".  Daher  sind  die 
Zräten,  welche  der  bewegliche  Punkt  braucht,  nmJfJlf'  -f  M'  M"  und  Mm  +  mM" 
zu  dorchlanfen; 

MM'    ,   qM"       ^  Mp    ,   mJlf" 
h  ^— j-  und  — -  -\ r— 

nnd  der  Unterschied  beider  beträgt  daher 


-(^-^). 


wenn  «,  «'  die  Neigungen  von  MM'  nnd  M' M"  gegen  die  Vertikale  in  3f,  M' 
bedeuten.  Diese  unendlich  kleine  Differenz  ist  aber  die  Aendetang,  welche  die 
Fallzeit  dea  beweglichen  Pnnktea  beim  üebergange  von  den  Elementen  MM', 
JU' M"  der  Brachistochrone  zu  den  Elementen  Mm,  mM"  einer  benaohborten 
Cnrre  erleidet,  und  da  die  Fallzeit  fflr  die  Brachistochrone  ein  Minimum  ist,  so 
musa  diese  Aenderang  Null  sein.    Daher  ist 


d.  h.  der  Quotjent bleibt  beim  tTebergange  von  einem  Elemente  der  Bra- 
chistochrone tata  folgenden,  also  auch  l&ngs  der  ganzen  Curre  constant. 

Bezeichnen  wir  den  reciproken  Werth  dieses  Quotienten,  welcher  eine  länge 

daratellt,  mit  n,  setzen  alao  ain  i  ■>■  —  nnd  ziehen  die  Formel  \v*  —  ^cj  =>  gy 
heran,  welche  das  Prinoip  der  lebendigen  Kraft  gibt  und  worin  v,  die  Anfangs- 
geschwindigkeit des  beweglichen  Punktes  (in  Ä),   y  die  Tieff  von  M  unter  der 


DigiLizedbyCoOj^Ic 


Brachidtoclirone  eine»  achweten  Punktes,    ü.^,,  Cap.  XI,  J.IS. 


1  Ä  bedeutet,  bo  kommt,  wcdd  < 


noch  -£  =1  Ä  und  ~ 


Trogen  wir  die  Länge  h  =•  A3  vertikal  Ober  A  anf  (Fig.  IS&),  ziehen  durch 
H  in  der  Ebene  der  Cnrve  die  Gerade  HX  horizontal,  in  M  die  Normale  MX 
und  die  Tangente  MN',  von  welcher  ersteren  UX  ia  N  und  letitere  die  Verti- 
kale des  PnnkteH  N  in  N'  treffen  mag,  sowie  MQ  parallel  HX,  ho  wird 

ÄJV'             ÄAT'  V  NN"        y  NU- 

Vergleicht  man  diesen  Anadnok  mit  dem  oben  fOr  bid  f  anfgeetellten ,  so  folgt 
NN'  =•  ia,  d.  h.  NN'  ist  constant.  Beschreibt  man  daher  über  NN'  als  Dorcb- 
mesaer  einen  £reiB,  bo  geht  dieser  dnrch  M, 
bleibt  wUirend  der  Bewegung  von  conatanter 
QrOBBe,  berührt  die  Horizontale  BX  und  hat 
m  der  Biachistochrone  die  Beziehung,  dou 
deren  Normale  und  Tangente  fortwährend  durch 
den  BerQhrangapnnkt  N  mit  HX  und  dessen 
QegenpDnkt  N'  hindarch  gehen.  Diese  Eigen- 
schaften charakteriiiren  aber  hinreichend  die 
Brachistochrone  als  die  Cyclolde. 
Ist  Og  gleich  Nnll,  so  wird  A  znr  Spitze  der  Cjcloide,  In  diesem  Falle  irt 
08  sehr  leicht,  die  (^clolde  zo  conetmiren.  Et  sind  nämlich  alle  CjcloTden,  welche 
die  Spitze  A  und  die  Richtung  der  Basis  AX  gemein  haben,  ähnliche  und  ähn- 
lich liegende  Carven  and  unterscheiden  sich  in  nichts  als  der  QrCsse  des  rollen- 
den Eieises.  Conatmirt  man  daher  irgend  eine  derselben  über  der  Batia  4«  ^^ 
sncht  ihren  Durchschnitt  ß  mit  dem  Strahle  AB,  bo  genügt  es,  zn  ßa  die  Paral- 
lele BA'  zu  sieben,  um  die  Basis  AA'  der  durch  B  gehenden  Cyclolde  xu  fiedes. 
Der  Badius  ihres  WälzungskreiBeB  ist  -^ Ist  aber  Og  nicht  Null ,    so  liefert 


Tlg.  IW. 


»•  h  zni^hst  die  HOhe  der  CyclolCdenbasis  Aber  der  Anfangslage  A  des  beweg- 
dieser  Basis  die  Spitze  der  Cyclolde  eu  finden ,  bedenken 


2g 

liehen  Punktes. 

wir,  daas  in  Bezog  auf  dieselbe  als  Ürspmng  eines  Coordinatensjatems  der  x,  y,  för 

welches  die  ar-Axe  in  die  Baaia  der  Cyclolde  fUllt,  die  Gleichungen  der  Cyclolde 

durch  die  Coordinaten  a;  =  ar, ,  y  —  A;  a;  =  a^ ,  y  =  ä'  der  Punkte  A ,  B  erfüllt 

werden  mtUsen,  dau  also  die  Tier  Gleichungen 

A  —      3a  Bin  ^m,  h'  >-      Sa  sin  Jm,, 

bestehen,  zu  welchen  noch  eine  weitere  sc,  —  i,  =-  d  hinzutritt,  weil  die  HoriMo- 
talprojeotion  der  Entfernung  AB  als  gegeben  auEnsehen  ist.  Nach  Eliminabon 
der  Hal&winkel  o>„  id,,  welche  die  den  Funkten  A,  B  entsprechenden  Wäliunga- 
winke!  sind,  bleiben  drei  Oleicliungen  zwischen  Xi,  x^,  d,  a,  h,  h'  übrig,  aus  wel- 
chen Xi,  x^,  a  gefunden  werden  kOnnen. 

Attoh  das  Problem  der  Brachistochrone  ist  einer  Verallgemeinerung  &hig,  in- 
dem man  an  die  Stelle  der  constanten  Beschleunigung  der  Schwere  eine  Beschlea- 
nignng  treten  lässt?  deren  Gr<>see  und  Richtung  vom  Orte  dos  beweglichen  PunfcU« 
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abhängt  Die  beiden  oben  benatsten  S&txe  behalten  in  aoveit  ancb  bei  dem 
allgemeinen  Probleme  Qeltnng,  ata  an  die  Stelle  der  Niveanebenen  allgemeine 
NiTeanfläcben  treten  und  der  WiiAel  i  die  Neignng  dea  Bogenelementes  der  Bra- 
chisttichrone  g^en  'die  Normale  der  Niveaufläche  angibt. 

Da«  Problem  der  Brachiatochroiie  rührt  Ton  Qalitei  her,  wnrde  aber  erst 
1696  von  Jac.  Bernoulli  in  den  ÄcHa  entditorwn  pr&cis  gestellt.  Es  witrde  da- 
mals Ton  Leibnitz  geloat;  kurze  Zeit  darauf  gaben  auch  Jacob  Bernoulli,  de 
l'Hopital  nnd  Newton  LOsungen  desselben.  Vgl.. weiter  über  dasselbe  EAton 
de  la  Goapillifere,  Recherches  de  la  brachistochrone  d'un  corps  peaant,  eu 
^gard  anz  resiBtancea  passiveH.  Rapport  de  M.  Phillips  (ComptesrendnsderAcad. 
des  sc.  T.  84.  p.  72;  die  Abhandlung  selbst  wird  in  den  Mto.  des  lavanla  ätraa- 
gera  eraoheinen)  nnd  desselben  Yerfaseers:  ProbUme  inverae  dea  bracbiatochronea; 
Bapport  de  M.  Bonqnet  (Comptea  r.  T.  83,  p.  143). 

§.  13.  BewegnDg  eines  achweren  Ponktea  anf  einem  rertikalen 
Ereise  im  widerstehenden  Mittel.  Ein  schwerer  Punkt  sei  genOtbigt,  auf 
einem  vertikalen  Ereise  sich  za  bewegen,  es  wirke  aber  aaf  ihn  der  Widerstand 
eines  Mittels,  in  welchem  er  sieb  bewegt.  Die  Änfangageschwindigkeit  sei  Null, 
die  Schwingmigen  seien  sehr  klein  nnd  Terbältnissmäsng  langsam,  d.  h.  der  Radius 
a  des  Kreises  (der  Pendelfaden)  sei  aehr  lang.  Bedentet  S  die  Beschlennignng 
dea  Wideratandes,  so  werden  -die  Qleichungen  der  Bewegung  unter  Beibehaltung 
der  Bezeichnimgsweise  des  g.  17.  fttr  kleine  Schwingungen,  idbemngaweise 

äT-''»  +  ^-»."-^  +  -»- 

Ohne  eine  bestimmte  Annahme  über  S  zu  machen,  kOnnen  wir  9  und  c  nach 
folgender,  von  Canch?  herrOhrender  Methode  darstellen,  so  dass  erst  nachher  die 
besonderen  Toransaetzongen  Aber  S  eintreten. 

Wir  mnltipliciren  die  zweite  Qleicbong  mit  dem  noch  zu  bestimmenden  Fac- 
tor It  nnd  addiien  sie  zur  ersten.    Dies  liefert  die  Qleichnng: 

^,(,  +  lae,-)  +  l.(.-^)+J!_0. 

Nnn  bestimme  man  1  so,  das»  p  —  y-,  =  e  -f-  lo*»  wird,  wofflr  sich  i  —  y  — 
ergibt.    Dadurch  nimmt  die  Differentialgleichung  die  Form  an 

^j  (r  +  I»»0  +  K  (.  +  lo».)  +  ü  -  0, 
oder  indem  man  noch  mit  r''  mnltiplicirt,   wodurch  die  beiden  ersten  Glieder 
Unke  in  den  Differential qootienten  des  Produktes  e^"  (e  -]-  lati)  Obergeben: 

ii  ■  «"*  {f  +  la»i}  +  R/"  —  0. 

Inte^rt  man  diese  Qleichnng  unter  der  Annahme  v  =>  0,  9  >»  0*0  fOr  t  :=  0 
von  (  ■=  0  bis  i  =  (,  so  folgt 

und  indem  man  nach  Einfahmng  von  e"'  —  coa  If  -f  i  ain  It  die  reellen  nnd 
imagii^ien  Bestandtheile  trennt,  ergeben  sich  fQr  v  und  #  die  Gleichungen; 
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f  —  —  4  cos  1(  +  (Itt*,  —  B)  Bin  le, 
la»  —  ABinU-i-  (*«  ^o  —  -B)  eoB  It, 

A^   jlteoiiltdl,    B=    Clttinitdt,     i  -  T/^. 
0  0 

Am  dieseo  Formeln  zieht  man  nacliBtehende  Folgemngen: 

Im  leeren  Baume  wird  für  f  <—  m  1/ —  =  -^   der    Winkel   *  =  —  *,,  in 

Vgl  "' 

videratehenden  Hittal  ist  für  t  —  - 


l 


*i *o  +  r  -^w *«  + 


~   fBäaltdt 


also  da  B„  >  0  ist,  wird  »,  kleiner  als  9^. 
i' 
Wählen  wir  den  Widerstand  R  proportional  dem  Quadrate  der  QeBcbwindig- 

keiten, n&mlichB=^  c'  und  berücksichtigen,  daa»  fQr  kleine  Schwingungen  im 
leeren  Banme  »  —  »„  cob  It  und  «  =  —  o  -j-^  a»^l  BinZeirtCg.  7,Nr,  8,a.E.), 

so  dass  also,  wenn  wir  dieae  Geachwindigkeit  alB  Nähernngswerth  ffir  v  im  wider- 
stehenden Mittel  annehmen 

wird,  Bo  erhalten  wir  hiermit  für  die  Zeit  t  =  -r- 


-  ^„  =  (^'j  "  I  sin»  II  coa  It  it  —  0  , 


woraus  eich  ergibt,  daas  also  mit  dem  Orade  der  NUiemng,  mit  welchem  man 
sin  &  mit  9  Tertanacht,  welchem  fr  =>  d,  cos  1(  entsprach,  die  Geschwindigkeit 
cn  derBelben  Zeit  Null  wird,  wie  im  leereu  Banme,  d.  h.  daaa  die  halbe  Oacilla- 

tionsdaaer  anoh  hier  y,  alao  constant  ist    Weiter  folgt  für  diese  der  AnsBcblaga- 

winkel 

».--••  +  T('-f)"/^°-"'" 

-  -  ••  +  (it)'/"-  »i»  --».  +  »«»  (I)"  --•.(.-  ♦  if  ••)■ 

In  deiMlben  Weise  erh&lt  man  veiter 

».  -  -  »,  (1  -  ♦  ^  »,) ,    ». »,  (1  -  1  "».).■■  • 
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Die  Werthe  dea  AnaBchlagei  nach  rechte  und  liaks  von  der  Terticolen  #,, 
&,,  9,, .  .  .  tOnnen  also  dnrch  eine  g«wiue  ProgieMoon  gefondeu  weTden,  die  aber 
keine  geometrische  ut 

g.  li.    Beiapiele  >nt  Beatbeitnug. 

1.  Eb  iet  gegeben  in  einer  Tertikai  ebene  ein  Punkt  M^  and  eine  horizontale 
Gerade  G;  man  boU  durch  M,  diejenige  Gerade  hindnrchlegen,  nnf  welcher  ein' 
schwerer  Punkt  von  M,  aus  fallen  mtus,  um  die  Gerade  0  in  der  kürzesten  Zeit 
in  erreichen. 

S.  Dieaelbe  Au^be  für  den  Fall,  dosa  an  die  Stelle  der  Geraden  O  ein  in 
der  Tertikaiebene  li^ender  Kreis  K  tritt 

8.  Auf  der  conveien  Seit«  einer  vertäkalen  ebenen  Curre  liegt  im  höchsten 
Punkte  ein  schwerer  Ponkt.  Han  ertheilt  demselben  eine  Geschwindigkeit  a  in 
der  Bichtnng  der  Tangente;  an  welcher  Stelle  und  mit  welcher  Gesohwiodigkeit 
vertasst  er  die  Cnrve? 

4.  Die«elbe  Aofgabe  fOr  den  Fall,  das«  die  Cnrre  ein  Kreis  ist.  Wie  ist  die 
Parabel  beschafien,  welche  der  Ponkt  beim  Terlawen  des  Kreises  beschreibt? 

5.  Anf  welcher  in  einer  Tertikaiebene  liegenden  Curve  muu  ein  schwerer 
Funkt  foUen,  damit  er  in  gleichen  Zeiten  um  gleiche  EShen  nnke,  also  die  Ter- 
tikaie Fallhöhe  der  Zeit  proportional  und  die  Tangente  der  Anfangslage  verti- 
kal ist? 

6.  Ein  Pankt  fällt  auf  einer  Cnrre,  welche  continnirlich  in  einen  Tertikaien 
Kreis  tibergeht  und  bewegt  sich  auf  der  Innenseite  desselben  weiter.  Die  Hohe, 
welche  er  bis  Eum  Uebergaug  auf  den  Kreis  tu  durchfallen  hat,  ist  H,  die  üeber- 
gangstangente  horizontal  and  liegt  der  Kreis  so,  das»  der  Pookt  anf  ihm  cneiat 
an&teigen  moss.  Wie  gross  darf  der  Radios  des  Kreises  höchstens  Min,  damit 
der  Punkt  die  Bahn  nicht  verl&sst? 

7.  Ein  Punkt  bewegt  sich  anf  einer  logarithmischen  Spirale  und  wird  nach 
dem  Pole  derselben  lu  nmgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  En^mang  Ton 
dieeem  beschleunigt;  seine  Anfangslage  bat  den  Abstand  a  vom  Pol,   ft  ist  die 

.GrOsse  der  Beschlenniguug  in  der  Einheit  der  Entfernung,  wie  gross  ist  die  Zeit, 
nach  welcher  er  den  Pol  erreicht?   Die  Gleichung  der  Curre  sei  p  c—  ae"    . 

Aufgaben  Ober  die  Bewegung  eines  Punktes  anf  Toq^eschriebener  Bahn  mit 
Reibnng  behandelt  die  Arbeit  von  Dien:  Mouvement  d'un  point  matäriet  snr  une 
ligne  fixe  en  ägard  dn  frottemenb  (Lioaville,  Jonm.  de  Hathto.  V^  84ne, 
T.  XViu,  p.  1.) 


Xn.  Capitel. 

Bewegung  eioei  Pnnktei  auf  TorgeaohzlebeiieT  Fläche. 

§.  1.  Durch  die  Anfangslage,  die  AnfongsgeschwiDdigkeit  und  das 
Gesetz,  welches '  die  BeBchleunigang-  befolgt,  ist  die  Bewegung  eines  Punktes 
bestimmt;  wird  daher  noch  die  weitere  Bedingung  hinzugefügt,  daes  die 
Bewegung  des  Punktes  auf  einer  gegebenen  FUche  räfolgen  soll,  welche  die 
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Richtung  der  Anfangegeschwindigkeit  berührt,  so  mugs  ein  Zwang  hinzu- 
treten, welcher  den  Funkt  nöthigt,  auf  derselben  zubleiben.  Dieser  Zwang 
kann,  wie  er  auch  immer  beschaffen  sein  mSge,  weil  er  aaf  die  Geschwin- 
digkeit einen  verändernden  Einfluea  ausübt,  durch  eine  Beschlennignng 
ersetzt  werden,  die  mit  der  gegebenen  Beschleunigung  zusammen  eine  Re- 
sultante liefert,  welche  in  Verbindung  mit  der  anfänglichen  Geschwindigkeit 
die  Bahn  des  Punktes  und  die  Bewegung  desselben  in  ihr  der  zugefügten 
Bedingung  entsprechend  bestimmt.  Der  Zwang  wird  je  nach  den  umstanden, 
die  ihn  ausflben,  Widerstand  der  Fl&che  oder  Spannung  und  die  ihm  Squi- 
valente  Beschleunigung  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  oder  der  Span- 
nung genannt.  Dieselbe  kann  au  jeder  Stelle  der  Bahn  in  zwei  Compo- 
nenten  zerlegt  werden,  von  denen  die  eine  in  die  Richtung  der  Normalen 
der  Fläche,  die  andere  in  die  Tangentenebene  der  FlBche  ßlllt.  Die  letztere 
Componente,  welche  von  derBeibung  herrUhtt,  setzen  wir  hier  gleich  Null 
voraus,  sodass  also  blos  eine  Normalbeschleunigung  des  Widerstandes  an- 
genommen wird. 

Den  Zwang,  welcher  den  Funkt  auf  die  Fläche  nöthigt,  kann  man  sich 
auf  verschiedene  Arten  ausgeübt  denken.  In  vielen  Fällen  reicht  es  ans, 
die  Flache  aus  einem  festen  Material  gearbeitet,  aber  als  eine  unendlich 
dOnne  Schale  anzunehmen,  auf  deren  Innen-  oder  Anssenseite  der  beweg- 
liche Punkt  sich  befindet;  in  anderen  Fällen  wird  man  es  vorziehen,  den 
Punkt  als  zwischen  zwei  unendlich  nahen  solchen  Schalen  beweglich  zu 
denken.  Zuweilen  gelingt  es,  den  Punkt  durch  gespannte  Fäden  anf  die 
Fläche  zu  zwingen;  so  z.  B.  kann  man  denselben  nöthigen,  auf  einem  Bo- 
tationsellipeoid  zu  bleiben,  indem  man  ihn  durch  zwei  Fäden  von  der 
Längensamme  gleich   der    Botationsase    mit    den    Brennpunkten   verknOpft 

Die  allgemeinste  Art,  einen  Punkt  zu  ntlthigan,  auf  einer  gegebenen  Flftcbe 
sn  bleiben,  welche  zugleich  dos  Analogen  zn  der  Uonge'achen  Fadenconstmction 
Cap.  XI,  §.  1.  darbietet,  beruht  anf  folgenden  Betrachtungen.  Durch  jeden  Punkt 
einer  Fläche  gehen  zwei  ErQmmnngelinien ;  sie  bezeichnen  die  beiden  BichtongeD, 
nach  welchen  bin  von  jenem  Pnnkte  auB  die  Fläche  am  achw&cbaten  und  atärktten 
gekrümmt  ist  und  Bchneideu  einander  rechtwinklig.  Die  sämmtlichen  Erümmnng«- 
linien  einer  Fläche  biiden  auf  dieser  zwei  Cnrvenachaaren,  aodaaa  jede  Cutre  der 
einen  Schaar  alle  Curven  der  andcTen  Schaar  rechtwinklig  du rchsch neidet  und  beide 
Schaaren  die  ganze  Fläche  in  rechteckige  Flächenelemente  zerlegen.  Die  Erflm- 
mungalinien  einer  Fläche  besitzen  die  Eigenachafl,  daaa  die  Normalen,  welche  in 
zwei  unmittelbar  aufeinanderfolgenden  Punkten  einer  aolcheu  Curve  auf  der  Fläche 
errichtet  werden,  eich  schneiden.  Legt  man  daher  in  allen  Punkten  längs  einer 
Krfimmnngslinie  die  Normalen  an  die  Fläche,  bo  bilden  diese  eine  abwickelbeu« 
F^che  und  bertthren  eine  anf  dieser  Fläche  liegende  Curve.  Diese  Curve  ist  der 
Ort  der  ErQmmungamittelpnnkte  aller  Normalechnitte  der  Fläche,  welche  die 
KrümmuDgalinie  berahien  und  enthält  Mittelpunkte  der  etürksten  oder  der  achirtch- 
aten  Krümmung,  je  nachdem  die  Erfimroungslinie  eine  Linie  der  stärksten  oder  der 
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echwELcbsten  ErflmmnDg  ist  Fflhrt  man  dieae  Conatrnction  mit  lämmtlichen 
Krünummgalimen  aoB,  so  erhält  man  zwei  Schaaren  abwickelbarer  Flächen,  welche 
sich  paarweise  rechtwinklig  in  den  Normalen  der  Fläche  dnrchschneideu  nnd  eine 
nene  Fläche,  anf  welcher  die  BKmmtlichen  Orte  der  Erümmnngamittetpim'kte  der 
in  den  Richtungen  der  stärksten  nnd  achw&chiten  Erflmmnng  geAhrten  Nonnal- 
Bchnitte  (Hanptn onnalachnitte)  liegen  nnd  welche  also  selbst  den  Ort  der  Kr3m- 
mQQgHmittelpDnkte  aller  dieser  Hauptnormalschnitte  darstellt.  Diese  F^he  hat 
zwei  Theüe,  die  sich  in  einzelnen  Fällen  von  einander  trennen,  von  denen  der  eine 
die  Mittelpunkte  stärkster,  der  andere  die  Hittelpunkte  schwächster  Krflmmnng 
enthält  Da  dnrch  jede  Normale  ein  Normalscbnitt  der  stärksten  nnd  ein  Normal- 
schnitt der  schwächsten  Erümmnng  hindurchgeht,  so  berflhrt  jede  Normale  eine 
Cnrre  der  Erflmmnngsmittelpnnkte  der  einen  und  eine  Curve  der  ErOmmnop 
mittolpankte  der  anderen  Art  und  da  diese  beiden  Corven  anf  der  Fläche  der 
KrflmmnngBmittelpnnkte  liegen,  aber  verschiedenen  Theilen  angeboren,  so  folgte 
da«8  jede  Normale  diese  Fläche  doppelt  berührt,  nämlich  in  einem  Erümmnngs- 
nüttelpankte  der  stärksten  nnd  einem  Erfimmmigsmittelpunkte  der  «obwäcbsten 
ErOmmnng.  Die  s&mmtticlien  Normalen  einer  Fläche  berühren  also  eine  gewisse 
Centralfl&che  doppelt  oder  in  dem  Falle,  daas  diese  in  zwei  getrennte  Theile  sei- 
mit,  beide  Theile  zn^eich.  Man  erkennt  daiana  weiter,  daas  man  nnr  nOtbig  hat, 
eine  Gerade  so  längs  der  QerammtffiUhe  der  Hanptkrümmnngnnittelpankte  hin- 
gleiten za  lassen,  dass  sie  dieselbe  doppelt  berflhrt,  nämlich  in  einem  Pnnkte  des 
einen  nnd  in  einem  Punkte  des  anderen  Theiles,  ,wenn  einer  ihrer  Pnnkte  ge- 
iwungen  sein  soll,  sich  anf  der  gegebenen  Fläche  selbst  eu  bew^en,  welcher  jene 
Fläche  der  Hauptkrümmnngsmittelpiinkte  angehört. 

§.  2.  Die  Theorie  der  Bewe^ping  eines  PonkteB  anf  gegebener  FlKche 
nimmt  einige  Lehren  der  Geometrie  aber  die  kfirzeaten  Linien  (anch 
geodätische  Linien  genannt)  in  Anspruch,  welche  wir  znuSchst  entwickeln 
wollen.  Die  kürzesten  Linien  auf  FlScheu  sind  durch  die  Eigenschaft 
charakterisirt,  dase  in  jedem  ihrer  Punkte  der  Ertlminungsbalbme»ser,  also 
auch  die  Hauptnormale  mit  der  Normalen  der  Fläche  zusammenfällt  oder 
also  die  Schmiegnugsebene  der  kürzesten  Linie  durch  die  Normale  der  FlKche 
geht.  Um  diese  Eigenschaft  elementar  zn  beweisen,  nehmen  wir  zunächst 
den  einfachsten  Fall  an,  anf  welchen  sich  der  Fall  bei  einer  allgemeinen 
Fläche  zurOclcftthreu  tässt,  nämlich  daas  die  Fläche  aus  zwei  Ebenen  £,  E 
bestehe,  welche  sich  in  einer  Geraden  &  schneiden.  Soll  von  einem  Punkte 
A  '-OL  E  nach  einem  Punkte  B  \a.  If  über  die  Fläche  hin  eine  hUneste 
Linie  gezogen  werden,  bo  wird  diese  die  Kante  &  in  einem  gewissen  Punkte  C 
Bchneiden  nnd  ist  zunächst  klar,  daas  die  Sttlcke  AC  und  CB  dieser  kür- 
zesten Linie  geradlinig  sein  müssen.  Nun  muss  aber  C  so  gewählt  werden, 
dass  AC  •\-  CB  ein  Uinimum  werde.  Um  die  hierzu  erforderliche  Lage 
des  Punktes  C  zu  srkennen,  drehen  wir  die  Ebene  £'  um  die  Kante  d  um, 
bis  sie  in  die  Ebene  'S  fällt,  aber  so,  dass  A  nnd  B  anf  entgegengesetzte 
Seiten  von  d  zu  liegen  kommen.  Durch  diese  Drehung  wird  die  Länge  der 
kOrzesten  Linie  nicht  geändert  und  muss  f olglich  ^1  (7  -|-  CB  auch  nach  der- 
selben in  der  Gesammtebene  die  kürzeste  Linie  sein,  welche  von  A  nach  B 
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gezogen  werden  tcann.  Id  der  Kbene  aber  ist  die  Gerade  die  kOrzest«  Linie. 
Daher  muBs  der  Punkt  C  so  gew&blt  werden,  dass  AC -^  CB  beim  Za- 
sammenfallen  der  Ebene  E,  E'  in  eine  Gerade  Übergeht  Hierdnrch  ist  die 
Lage  Ton  C  auf  der  Kante  d  Tollkommen  bestimmt.  Dieser  Funkt  miiss 
so  liegen,  dass  die  Winkel,  welche  AC  nnd  CB  mit  d,  in  denuelbeD  Sinne 
genommen,  bilden,  sich  zu  n  ergSnzen.  —  Nehmen  wir  jetzt  an,  die  beidrai 
Ebenen  E,  E'  bilden  einen  unendlich  kleinen  Winkel  mit  ^nander,  so  wird 
der  Punkt  B  bei  der  Drehung  der  Ebene  E'  um  die  Kante  d  einen  un- 
endlich kleinen  Kreisbogen  B^  um  d  als  Botationsaxe  beschreiben,  dessen 
Ebene  mithin  senkrecht  steht  auf  d  und  dessen  Hittelpunkt  der  Fuaspuiikt 
des  Perpendikels  ist,  welches  von  B  auf  d  gefUlt  werden  kann.  Dieser 
unendlich  kleine  Kreisbogen  iUlt  mit  der  Richtung  seiner  Tangente  zu- 
sammen nnd  Btefat  senkrecht  auf  der  Ebene  E'  in  ihrer  ursprlliigUchen  Lage 
sowie  nach  der  unendlich  kleinen  Drehung  und  folglich  senkrecht  auf  E. 
Daher  steht  auch  die  Ebene  BCS\  welche  den  kleinen  Kreisbogen  enthalt, 
oder  die  mit  ihr  identische  Ebene  ÄCB  senkrecht  auf  E  und  geht  durch 
die  Normale  von  E,  welche  in  A  errichtet  werden  kann.  —  Die  beiden 
Ebenen  E,  Ef  seien  nun  zwei  aufeinanderfolgende  Tangent«nebeneu  einer 
Fläche;  dann  sind  AC  und  CB  zwei  aufeinanderfolgende  Elemente  einer 
Curve  auf  der  FlElcbe,  die  Ebene  ACB  ist  ihre  Schmlegungsebene  in  A 
und  enthtüt  die  Normale  der  FUche  in  .il  als  ihre  Hauptnormale  oder  die 
Richtung  des  Krümmungshalbmessers  der  Curve  in  A .  Wenn  nun  aber  eine 
Linie  zwischen  irgend  zweien  ihrer  Punkte  eine  kürzeste  sein  soll,  so  muss 
sie  diese  Eigenschaft  auch  in  ihren  Bogenelementen  besitzen,  d.  h.  zwischen 
zwei  unendlich  nahen  Paukten,  welche  auf  zwei  anfeinander  folgenden  Tan- 
gentenebenen liegen.  Demnach  besteht  der  Satz:  Jede  kürzeste  Liaie 
auf  einer  FlSche  besitzt  die  Eigenschaft,  dasa  ihre  Schmiegungs- 
ebene  in  jedem  ihrer  Punkte'  durch  die  Normale  der  FiBche 
dieses  Punktes  hindurchgeht,  also  auf  der  Tangentenebene  der 
FUche  senkrecht  ste'ht  nud  ihr  Krtlmmungshalbmesser  in  die 
Richtung  der  Normalen  f&Ut 

§.  3.     Da  die  Schmiegungsebene  der  kürzesten  Linie  die  Normale  der 

Flache  enthSlt,   so  folgt,  dass  der  Normalschnitt  der  FlSche   mit  ihr  ewrä 

aufeinanderfolgende  Bogenelemente,    folglich    auch    die   Krümmung  gemein 

,  bat    Ziehen  wir  auf  der  Fläche  irgend  eine  beliebige  Cnrre 

"  ""«i^l     und  nehmen  auf  ihr  drei  aufeinanderfolgende  Jipkte  M,  JK',  Jf" 

Jr' (Fig.   166)    so,    dass   MM''=M'M"   jat,   verUugem   das 

Flg.  IM.        Bogenelement  MM'  um  M' N  =•  MM'  und  ziehen  NM"^  so 

wird  die  Linie  NM",  welche  als  unendlich  kleiner  Kreisbogen  anzusehen 

ist,  erhalten,  indem  man  M'N  oder  MM'  mit  dem  Contingeniwinkel  NM'M" 

multiplicirt.    Daher  ist  dieser  Contingenzwinkel  selbst  NM"  :  MM'.    Nnn 
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ist  aber  der  Krllm miingahalbm esa er  der  Curre  MM'M"  in  M  gleich  dem 
Bogenelemente  MM'  dividirt  durch  diesen  Contingenzwiukel.  Derselbe  wird 
daher  Wm"*:  NM" . 

In  M'  legen  wir  die  Tangentenebene  an  die  Fläche;  sie  wird  die  Tan< 
gentenebene  des  Punktes  M  in  einer  Geraden  d  schneiden.  Auf  die  Tan- 
gentenebene  in  M'  ftllen  wir  von  N  das  Perpendikel  SQ\  dadaroh  erhalten 
wir  M'Q  als  das  zweite  Element  einer  karzesten  Linie,  we1,che  mit  der 
Curve  MM^M"  die  Tangente  in  M,  mit  dem  dai%h  diese  Tangent«  ge- 
ftlhrten,  die  Gurre  MM'M"  also  gleichfalls  berührenden  Normalsehnitte 
der  Fläche  aber  beide  Elemente,  also  auch  die  Erümmnng  gemein  hak 
Denn  wenn  die  Tangentenebena  des  Punkte  M'  dnrch  Drehung  um  d  in 
die  Lage  der  Tangentenebene  des  Punktes  M  gelangt,  so  beschreibt  Q  einen 
unendlich  kleinen  Kreisbogen,  welcher  von  seiner  Taugente  QJf  erst  nm 
unendlich  Kleines  zweiter  Ordnung  abweicht.  Daher  ist  der  Krümmungs- 
halbmesser des  Normalschnitts  MM'Q,  welcher  die  Ciure  in  M  berührt, 
MM'*:NQ. 

Der  unendlich  kleine  Winkel  Jlf'^'Q,  welcher  gebildet  wird  von  dem 
zweiten  Bogenelemente  M' M"  der  gegebenen  Curve  und  dem  zweiten 
Bogenelemente  M'Q  der  kürzesten  Linie,  welche  dieselbe  in  M  berührt, 
beiflst  der  geodätische  Contingenzwinkel  der  gegebenen  Curve  im 
Punkte  M.  Legt  man  durch  M'  gleichfalla  eine  kürzeste  Linie,  welche 
mit  der  Curve  MM'M" . . .  das  zweite  Bogenelement  M'M"  gemein  hat,  sie 
also  in  M'  berührt,  so  kann  man  den  geodätischen  Contingenzwinkel  einer 
Curve  in  einem  Funkte  M  auch  definiren  als  den  verschwindend  kleinen 
Winkel  der  beiden,  die  Curve  in  M  und  dem  nächstfolgenden  Punkte  M' 
berührenden  kUrzeBten  Linien.  Das  Bogenelement  ^.3f',  dividirt  durch  ihn, 
nämlich  MM'  ;  QM"  heiest  der  Halbmesser  der  geodätischen  Erttm- 
mang,  sowie  der  reciproke  Werth  hiervon  die  geodätische  ErUmmung. 

Bezeichnet  man  den  Ertlnunungshalbmesaer  der  Curve  JlfJll'Jf"  mit^, 
den  des  sie  in  M  berührenden  Normalschnitts  oder  der  sie  berührenden 
kürzesten  Linie  MM'Q  mit  B  und  den  der  geodätischen  Krümmung  mit 
^,  so  hat  man 

•^  *^        NM"    NQ-QM"'     9      R      \         ^»^-^yv-v^. 

Li  dem  unendlich  kleinen  rechtwinkligen  Dreieck  M"QN  stellt  Winkel 
NM"Q  =•  &  den  Neigungswinkel  der  Schmiegungsebene  der  Curve  MM'M" 
gegen  die  Tangentenebene  dar  und  hat  man  weiter 

NM" :  NQ :  QM"  =  1:  am  »icoa» 
und  imt  Hfllfe  dieser  Proportion  also 

SonLt,,  Hcshuilk.    I.  27     -,  . 
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^-:^  :  1   =  1  :Bm»:ooB*,     o'=Eain»,      o ^=  Btgd. 

f      fl      5  cos  # 

Die  Gleichung  c=^  Msm&  eothUlt  den  Ifeoni  er 'gehen  Satz.  Wenn 
nSmliob  &  der  Winkel  iBt,  den  die  Schmiegimgeebene  MM'M"  mit  der 
Tangentenebene  in  M  (M'  fallt  mit  M  zuBammen)  bildet,  so  ist  sin  9  der 
Cosinus  der  Keigung  l  derselben  Ebene  gegen  den  Noimalscbnitt  nnd  sagt 
die  Gleichung  ^  ^  it  cos  1  aus,  dass  der  Erümmungsmittelpunkt  der 
Ourve  MM'M"  erhalten  wird,  wenn  man  den  Ertlmmangsmittel- 
pnnkt  des  Kormalschnittes,  welcher  die  Curve  berührt,  auf  die 
Schmiegangsebene  derselben  projicirt.  Daher  liegen  die  Erttm- 
mungfikreise  aller  Curven,  welche  mit  dem  Normalschnitte  die 
Tangente  gemein  haben,  auf  einer  Eugel,  welche  den  Erümmungs- 
mittelpunkt des  Mormalschnittes  zum  Mittelpunkte  hat.  In  der 
letzteren  Fassung  kann  man  den  Meunier'schen  Satz  unmittelbar  an  der 
Hand  der  Figur  einsehen.  Durch  die  vier  Punkte  Jlf,  M',  M",  Q  l&sstsich 
nämlich  eine  Engel  legen,  welche  die  beiden  Kreise,  die  durch  die  Funkte 
3t,  M' ,  M"  einerseits  und  M,  M' ,  Q  andererseits  mOglicb  sind,  enthält 
In  der  Grenze  sind  dies  die  ErOmmungskrüse  der  Curve  MM'M" . . .  und 
des  Kormalschnittes  MM'Q  ...  Da  die  Eugel  mit  der  Flache  das  Element 
M'M"Q  gemein  bat,  welches  in  der  Tangentenebene  des  Punktes  M  ver- 
schwindet, so  berührt  sie  die  Fläche  in  Jlf  nnd  da  die  Ebene  des  Normal- 
sohnittes  senkrecht  zur  Tangentenebene  ist,  so  ist  sein  KrOnunungskreis  ein 
grßsater  Ereis  der  Eugel  u.  s.  w. 

Nach  den  obigen  Formeln  wird  der  Halbmesser  der  geodätischen 
Krlimmuug  erhalten,  indem  man  den  Erttmmnngshalbmesser  dei 
Curre  durch  den  Cosinus  seiner  Neigung  gegen  die  Tangenten 
ebene  der  Fläche  dividtrt.  Hieraas  erbellt  weiter,  dass  der  Halb 
messer  der  geodätischen  Erfimmung  und  der  Ertlmmungshalb' 
messer  des  Normalschnittes  die  Katheten  eines  rechtwinklige! 
Dreiecks  sind,  dessen  HQhe  der  Erümmungshalbmesaer  der  Curve 
ist  (Fig.  167),  Gonstruirt  man  daher  den  ErOmmuiigs- 
halbmesser  IR  des  Normalschnittes  in  M,  fällt  von  seinem 
Mittelpunkte  C  ein  Perpendikel  auf  die  Schmiegungsebene 
einer  Curye  MM'M",  welche  den  Normabchnitt  in  -^f 
berührt  und  führt  dasselbe  bis  zum  Durchachnitt  E  mit 
fjb-  167.  da^   Tangentenebene  in  M,   so  ist  ME  der   Halbmesser 

q  der  geodäÜBchen  ErUmmung. 

Im  Gegensätze  zur  geodätischen  Krümmung,  welche  die  Abweichung 
einer  Curve  von  dem  berührenden  Normalscbnitte  ins  Aoge  fasst,  nennt 
man  die  ErUmmung  im  gewöhnlichen  Sinne,  welche  die  Abweichung  von 
der  Tangente  angibt,  die  absolute  Krümmung. 
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Der  Contmgenzwinkel  QM'M"  der  geodätischen  Krümmung  flUlt  in 
die  Tangentenebene  der  FlBche;  legt  man  uon  in  allen  Funkten  der  Curve 
MM'M"...  an  die  Flache  die  Tangentenebene,  so  bilden  alle  diese  Tan- 
gentenebenen eine  abwickelbare  Flficbe,  aof  welcher  die  Curre  liegt.  Jede 
Tangente,  wie  JtfW  ist  auf  die  folgende  Tangeutenebene  zu  projioren,  um 
den  Schenkel  Jlf'Q  des  Coutingenzwinkels  der  geodBtischen  Krflnunung  zu 
erhalten.  Wickelt  man  die  FlScbe  der  Tangeutenebenen  ab,  indem  man  jede 
£bene  um  die  Schnittlinie  d,  welche  sie  mit  der  folgenden  Ebene  gemein 
hat,  eo  lange  umdreht,  bis  sie  in  diese  hineinAllt,  so  geht  die  Curve  in 
eine  gewisse  ebene  Defonuationscarre  über,  deren  Contingenzwinkel  die  Con- 
tingenzwinkel  der  geodätischen  ErDmmong  sind.  Da  hierbei  die  Curren- 
elemante  selbst  nicht  geändert  werden,  so  folgt  der  Satz:  Der  Halb- 
messer  der  geod&tischen  ErOmmang  einer  Gurve  ist  gleich  dem 
Krammungshalbmesser  der  Deformationscurve,  in  welche  die  ge- 
gebene Curve  Ctbergeht,  wenn  man  die  abwickelbare  Fliehe, 
welche  von  den  Tangentenebenen  der  FlSche,  anf  welcher  die  ge- 
gebene Curve  liegt,  längs  dieser  gebildet  wird,  in  eine  Ebene 
ausbreitet. 

Der  bewegliche  Punkt  befinde  sich  zur  Zeit  i  im  Punkte  M 
(Fig.  168)  und  besitze  die  Geschwindigkeit  i>; 
die  gegebene  Beschleunigung  sei  if  imd  die 
des  Normalwiderstandes  A*.  Wir  zerlegen  y  . 
in  zwei  Componenten,  eine  tangentielle  ^i 
und  eine  normale  t|),;  letztere  fUlt  mit  N' 
in  die  Kormalebene  der  Bahn  und  bildet  mit 
ü  eine  Resultante  [91,]  -=  [JV]  -|-  [*,].  Die 
beiden  Beschleunigungen  ■^t  und  tp^ ,  welche 
zusammen  dem  System  der  beiden  Beschleu' 
nigungen  1^  und  1^  äquivalent  sind,  sind  die 
Fig.  168.  Tangential-    und    Centripetalbeschleunigung 

der  Bewegung  und  es  bestehen  daher  die  beiden  Gleichungen 

In  diesen  Gleichungen  ist  JV  zwar  seiner  Richtung,  aber  noch  nicht  seiner 
Gr&Bse  und  seinem  Sinne  nach  bestinmit,  q  aber  ist  noch  gänzlich  unbe- 
kajint  Zur  Bestimmung  beider  Grössen  führt  Folgendes.  Durch  die  Nor- 
male der  Fläche  und  die  Tangente  der  Bahn  legen  wir  den  die  B^n  be- 
rllfarenden  Normalschnitt  und  constroiren  über  seinem  Krflmmnngskreise  als 
gröBstem  Kreise  eine  Kugel.  Diese  Kugel  enthält  den  KrOmmungskreis  der 
Babn  in  M  und  ein  Perpendikel  von  dem  Mittelpunkte  C  der  Kugel  auf 
die  Ebene   dieses  Krfimmungskreises  liefert  den  Krflmmungsmittelpnnkt  G 
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derBelben,  welcher  auf  der  EUchtimg  der  Centripeialbeschleunigung  9>,-=JlfH 
sich  befindet  Denkt  man  nnn  das  Perpendikel  CG  Über  G  hinaus  nach  E 
bis  an  die  Tangente  der  Flftche  verlSngert,  welche  in  die  Normalebene  der 
Bahn  ^It  und  projicirt  qo«  oder  waa  daaselbe  iai,'  ^,  auf  diese  Taogent« 
als  MD,  so  besteht  vermCge  der  Aehnlichkeit  der  beiden  rechtwinkligen 
Dreiecke  MGE  und  MBH  die  Gleichung  MG  .  MH  =  ME  .  MD ,  d.  h. 
?  -  9«  ^  ME .  MB  oder  da  pqs«  ^  u*  ist,  ME .  MB  ^  w* .  Da  non  i^, 
als  gegeben  anzosehen  ist,  so  kann  man  seine  Projection  MB  auf  die  Tan- 
gentenebene der  Fläche  in  itf  fioden  and  gewinnt  dadurch  ME.  Sobald  E 
bekannt  ist,  bestimmt  die  Verbindungslinie  CE  desselben  mit  dem  Uittel- 
punkte  der  Kugel  die  Lage  von  y,  und  ist  in  dem  Parallelogramme  MR 
alles,  insbesondere  auch  die  Vfiderstandsbeschleunigung  N  vollkommea  be- 
stimmt. Dem  vorigen  Paragraphen  gemSss  ist^J?  nichts  anderes,  als  der 
Radius  der  geod&üschen  Krümmung  der  Bahn  f  =3  (f  :  co%  & ,  wenn  &  den 
Winkel  bedeutet,  den  die  Schmiegnngsebene  der  Bahn  mit  der  Tangenten- 
ebene  der  FlScbe  bildet  Die  Componente  MB  von  4/,,,  welche  in  die  Tan- 
gentenebene fBllt,  ist  9,  coB  #  "^  (v*  cos  &)  :  ^,  aleo  v^iff,  d.  h.  wenn 
man  die  gegebene  Beschleunigung  ^  in  drei  Componenten  zer- 
legt, die  eine  iKngs  der  Tangente  der  Bahn,  die  andere  Ifings 
der  Normalen  der  FlBohe  und  die  dritte  ISngs  der  Schnittlinie 
der  Tangentenebene  der  FUche  mit  der  Normalebene  der  Bahn, 
so  wird  die  letztere  Componente  erhalten,  indem  man  das  Qua- 
drat der  Geschwindigkeit  durch  den  Baifius  der  geodstischen 
'  Erttmmung  dlvidlrt. 

Was  den  Widerstand  N  betrifft,  so  ist,  wegen  [tp^]  =  [N]  -(-  [^,]  die 
Summe  der  Projectionen  der  b^en  letzten  Grössen  anf  eine  beliebige  Aze 
gleich  der  Projection  von  91..  Wählt  man  nnn  zu  dieser  Axe  die  Flächen- 
normale  MC,    so  erhält  man  ~  sin  #  -=  ?/  -j~  ^>  ^  '^i  wenn  iii.  mit  MD 

9 
den  Winkel  A  bildet.  Nach  dem  Mennier'schen  Satze  ist  aber  f  ^  A  sin  #, 
daher  wird 


Ebenso  gross  würde  offenbar  auch  N  sein,  wenn  der  bewegliche  Punkt  sich 
auf  dem  Xormal  schnitte  bewegen  wUrde. 

Auch  hier  versteht  man  unter  Centrifugalbeschleunigong  die  der  Cen- 
tripetalbescbleunigung  9.  entgegengesetzt  gleiche  Beschleunigung  und  eben- 
so unter  Draokbeschleunigung  die  der  Widerstandsbeschleuniguiig  entgegen- 
gesetzt gleiche  Beschleunigung.  Letztere  ist  demnach  die  Resultante  von 
[f(»J  und  —  [y.]. 

§.  6,     Ist  ^-=0,  d.  h.  bewegt  sich   der  Punkt   mit  einer  Anfangs- 
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geecbwiDdigkeit  Dg  nBt«T  Einflnss  der  Widerstandsbescbleunigung  N  aof 
der  FlSche,  bo  folgt  ans  der  ersten  Gleicbnng  des  §.  4,  dass  die  Geschwin- 
digkeit constant,  die  Bewegnng  also  eine  gleichförmige  ist.  Aus  der 
zweiten  Gleichung  oder  auch  ans  der  Figur  des  ParaUelogrunms  MH  folgt 
weiter,  dass  die  Centripetalbeechleuniguzig  ^n  mit  ^  nach  Grösse  und  Rich- 
tung zas&mmenfBllt  Demnach  hat  der  Krflmmungshalbmesser  die  Richtung 
der  Flltchennonuale  and  ist  die  Bahn  eine  geodätische  Linie.  Die 
WiderstandsbeBchlennignng,  welche  den  Punkt  auf  die  FlBohe  zwingt,  ist 
v* :  R  und  folglich  umgekehrt  proportional  dem  KrUmmungshalhmeaaer  des 
berührenden  Normalschnittes. 

Ist  if>  stets  normal  zu  der  FlBche,  so  wird  ^i  •=  0  und  die  Bewegung 
ebenfalls  gleichfBrxoig.  Die  Centripetalbescbleunigong  tp^  ftllt  auch  hier 
in  die  FlSohennormale,  es  ist  ^a  •=■  ^T-j' 1'  und  die  Bahn  gleichfalls 
eine   geodätische    Linie.     Ftlr    die   Widerstandsbeschleonigung    folgt    also 

§.  6.  Die  Gleicbnngeo  fOr  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  vor- 
geschriebener Flüche  in  Betiehung  aaf  ein  rechtwinkliges  CoordinatensTstem 
der  x,y,e,  wenn  N^,  N^  N,  die  Componenten  der  normalen  Widerstands- 
besobletmigang  bedeuten,  nebst  allen  Nebenrelationen  sind 

»•_iV.  +  Jf«  +  2fi,     y(«,ä,,,)_o,     If.-.y,:".  —  ":^-^-^-'^, 

'  o  X     CS     a  t 

TOD  denen  die  zweitletzte  ausdrttokt,  dass  der  Punkt  auf  der  FlSche  F-^O 
liegt  und  die  Proportion  sagt,  dass  der  Widerstand  die  Bichtnng  der  Nor- 
malen besitzt. 

Bezüglich  der  Anwendung  der  Principe  der  Bewegung  rüoksicbtlicb 
der  Integration  dieser  Gleichungen  ist  zu  bemerken,  dass  die  Beschlen- 
nigang  des  Widerstandes  in  dem  Frinnip  der  lebendigen  Kraft  nicht  auf- 
tritt; denn  die  Elementararbeit  derselben,  ist  Null,  weil  ihre  Richtung  senk- 
recht zum  Elemente  der  Bahn  istk 

8.  T.  Die  Bewegug  eines  ickwereB  Pnktes  aif  der  Kigelfliehe.  Ein  schwerer 
Punkt  *ei  gezwungen,  sich  auf  einer  EngelflAohe  su  bewegen.  Der  Zwang  kann 
dadurch  auigeSbt  werden,  daas  der  Punkt  dorch  einen  nicht  dehnbaren  Faden 
mit  dem  Eugelmitteipunkte  verknUpft  wird.  Der  Faden  beschreibt  eine  Kegel- 
fl&che,  daher  heiwt  der  einfoche  Apparat  ein  couBchea  Pendel;  der  Pnnkt  veriäut 
die  Eugel&che  nioht,  daher  heisst  ei  auch  ein  iphKrischea  Pendel. 

Den  Hittelponkt  der  Engel  wftfalen  wir  lum  ÜTspnmg  eines  rechtwinkligen 
CooKUnatensystems  der  f,  t/,  t  (Fig.  169),  dessen  x-  und  y-Axs  horizontal,  dessen 
poütiTe  »-ixe  Tertikai  abw&rta  gerichtet  ist  Es  sind  alsdann  die  Componeoteu 
der  Beschlemugaiig  der  Schwere:  X  —  0,  T  —  0,  Z  ^  g  und  da  fUlT  r  aU  Engel- 
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radina ,  —  — , die    RichtungBCosiniuae    der    normalen    Wideratands- 

beBchleunignng  N  sind,  so  amd  die  Gleichnngen  der  Bewegung  des  Pendels  nebst 
der  Gleichung  der  EngelMche: 


«'  +  »*  +  «*  —  »■». 
Znn&chst  gibt  ans  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  ein 
Integral    diesei;   Gleichnngen.    Es   ist  nSmlich   fflr  die 
Kiftftefnnctäon  dU  =  gdt,  also  P  —  j«  +  A>and  daher 

sodann  aber  gilt  anch  das  Princip  der  Flächen  in  Beeng  aof  die  horisonb-le 
(cy-Ebene.  Es  mit  n&mlioh  sowohl  die  Richtung  der  Beschleunignng  g,  als  anch 
die  Widerstandsbeschlennigong  N  in  die  Vertikalabene,  welche  durch  den  beweg- 
lichen Punkt  M  nnd  die  c-Axe  geht,  es  schneidet  folglich  die  Resultante  von  g 
nud  S  stets  die  z-Äxe  und  geht  daher  ihre  Projection  auf  die  xy-Ebene  fort- 
während durch  den  CoordinatenurBpmng.  Das  Integral,  welches  das  Fl&chen- 
princip  liefert,  ist: 

dt        ^  dt  ~ 


-j,-,--B. 


Wir  wollen  beide  Integrale  durch  Polarcoordinaten  ausdrückeu.  Diese  seien  ausser 
dem  GOnstanten  Radiusvector  r  iwei  Polarwinkel,  von  denen  der  eine,  ip,  die 
Neigung  der  durch  den  Radiusvector  nnd  die  z-Aie '.gehenden  Ebene  gegen  die 
x2-Ebene  angibt,  während  der  andere,  tp,  der  Winkel  sei,  welchen  der  Rttdios- 
vector  mit  der  z-Aie  bildet.  Bei  coustantem  7  würde  nun  der  Punkt  M  einen 
unendlich  kleinen  EreiBb<^en  rd^p  beschreiben,  wenn  1^  sich  um  d^  ändert;  bei 
constant^m  9  dagegen  einen  zu  der  Ebene  von  ^  rechtwinkligen  anderen  unendlich 
kleinen  Ereisbogen  r  ein  ■^dtp  vom  Radius  r  sin  ^,  wenn  <p  sich  um  dip  ändert 
Daher  ist  das  Bogenelement  der  Ephärischeu  Bahn  des  Punktes  M  die  Qnadrat- 
wunel  aus  dem  Ausdrucke 

r'd^*  -f-  r"  sin'^Jy' 
und  wird  das  IJuadrat  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  dasselbe  beschrieben  wird 


•&J 


Die  beiden  Integrale  nehmen  hiedurch  mit  ROcksicht  auf  z^  r  cos^  die  Form  an: 

wofOr,  wenn  c,  und  e,  die  Geschwindigkeit  und  die  Tiefe  des  Punktes  unter  dem 
Niveau  des  Eugelnuttelpnnktes  zur  Zeit  t  ^  0  bedeuten,  -^vj  =>  gi,  -|-  h  ist  nnd 
B  die  doppelte  constante  Sectorengesch  windigkeit  fOr  die  Projectionsbewegnng  in 
der  a;y-Ebene  bedeutet.    Sind  ^,  und  qp,  =1  0  die  Wertbe  von  ^  und  f,  so  wie 
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^i'o,  9)'«  die  Wecthe  ihrer  Differentialqaottenteii  10  derselben  Zeit  t »  0,  so  kann 
man  h  und  D  durch  die«e  Elemente  anadracken,  nEmlich: 

2Ä  —  r'if'o'  +  r'  «in'i^j  .  qs'g'  —  ajrr  cos  ^„ ,    D  —  r*  nn'if, .  ^'o  . 
Indem  man  ans  den  beiden  Integralen  einmal  drp,  das  anderemal  dt  eliminirt, 
gelangt  man  m  den  beiden  Qleichangea 

dl  - ;l_-i?J>jJL , 


Z*  dn  fd'^ 


sinV  Vsr*  »in'i^  (yr  cos  «r  +  A)  —  Ö* ' 
Ton  denen  die  erste  nach  der  Integration  den  Polarvinkel  41  all  Function  der  Zeit 
liefert,  vUirenil  die  letite  die  Oleichung  der  Bahn  de«  Pendelpunktes  in  den 
sphärischen  Coordinaten  ip,  ■^  gibt.  Die  beiden  hier  vorliegenden  Quadrataren 
kommen  anf  elliptische  Integrale  soritek,  da  die  Wnrsel  im  Nenner  die  Integra- 
tioniT&riabele  cos  f  in  der  dritten  Poteos  enthUt  and  mithin  werden  g>  nnd  1^ 
durch  elliptische  Functionen  der  Zeit  da^eatellt.  um  die  Integrale  fOr  t  nnd  ip 
anf  die  canonische  Form  su  bringen,  ift  eine  Borgf&ltdge  Untennchung  der  Wnrzel- 
grOase  des  Nenners  noUiwendig,  welche  aus  dberdies  schon  fOr  sich  aUein  einige 
wichtige  Anfacblflsee  fiber  die  Pendelbewegnug  tu  geben  geeignet  ist. 

Abkarzend  reatitniren  wir  <  =-  r  coa  if  nnd  erhalten  fClr  den  Radicaoden  des 
Nenners 

S  =  3(r'  —  M*)  (gl  +  h)  —  D* . 
Dieser  Aoadmck  nimmt  nnn  fSr  ■ 

«  =  —  00,      — r,  *„  ,      +r,+00i 

die  Werthe  an 

Ä  =-  +  c» ,    —  i>' ,    r*  sin'Vo  *o'' .    ~  ^'t    —  00 ; 
miUiin  hat  die  Gleichung  Ü^O  drei  reelle  Wnraeln,  welche  twischen  — oo  nnd 
nnd  —  r,  zwischen  —  r  und  2g ,  and  <,  nnd  4*  *"  Hegen.    Indem  man 

dB       „     ,       ,.  ,     ,       d'R 


-jj-^y -y.  .     ^ 


=  —  4Ä—  I2ge 


bildet,  ergibt  sich,  dasa  B  iilr  t=>T/  ^  _ .{.^r*  —  i  —  ein  Hazimam  and  fflr 

a^=  —  1/  i  •^  -^  \  r*  —  1 —  ein  Minimum   erreicht.    Die  Cnrre,  deren  Ordi- 

naten  S  darstellen,  hat  die  Gestalt  (Fig.  110).    Aas  dem  poütiTen  Unendlichen 
^_  kommend  tritt  B  iwischen  —  00  und  —  r  ins 

Negative  Aber,  sodann  zwischen  —  r  und  -{•  r 
Baa  dem  Negativen  wieder  ins  Positive  nnd  von 
da  wieder  ins  Negative,  um  fortwährend  negativ 
in  bleiben.  Bei  r  —  —  r  und  i  —  +  r  hat  R 
"  '  denselben  Weith  —  Z>'.  '  Das  Haiimnm  tritt  für 
I  einen  positiTen  WeiUi  von  2  ein  nnd  ist  selbst 

\  poritiv,  das  Hinimum  ist  negativ  bei  negativem  «. 

Yon  den  drei  Wnrseln  ist  daher  die  grSsste  a 
atete  positiv,  die  sweite  ß  kann  positiv  oder  ne~ 
gativ  aein,  je  nachdem  der  Werth,  welchen  S 
fflr  2  —  0  annimmt,  oämlioh  2r*A  — C  negativ  oder  positiv  ist,  die  dritte  Wnrsel 
—  y  iat  atcta  negativ. 


Digiiizedby  Google 


424  Beweg:,  eines  schweren  Punktes  auf  der  Kugelfl.        II.  Ib.,  Cap.  XII,  §.  T. 

Man  kann  daher  setzen: 

Bei  pOHitivem  ß  kann  e  nur  poaiÜTe  Werthe  EViachen  a  und  ß  annehmen,  deon 
vermöge  der  Gleichung  —  r  —  ^  yS  darf  S  nicht  negativ  werden,  wenn  flber- 
haupt  BewegQDg  stattfinden  soll.  Sein  grOaater  Werth  ist  a  ,  sein  kleinster  ß  nnd 
zwei  Niveaueboien,  welche  die  untere  Halbkugel  in  den  Tiefen  «r  nnd  ß  unter 
dem  Mittelpunkte  schneiden,  bezeichnen  auf  ihr  die  Grenikreise,  zwischen  welchen 
der  Pendelpnnkt  sich  bewegt  Im  Falle  eines  negativen  ß  kann  2  von  —  ß  bis  cf 
geben.  Der  eine,  der  negativen  Wnrael  —  ß  entoprecbenda  Grenikreis  liegt  auf 
der  oberen  Halbkugel.  Der  erste  Fall  tritt  ein,  wenn  2r'A  —  ß'  negativ,  der 
andere,  wenn  diese  GrOsse  positiv  ist.  Das  Pendel  muss,  aach  wenn  es  anfangs 
auf  der  oberen  Halbkugel  lagj  immer  auf  die  untere  Halbkogel  herantersinkeD, 
da  die  tiefsten  Punkte  immer  anf  dieser  Halbkugel  liegen.  £s  kann  aber  auf  die 
obere  Halbkugel  nur  emporsteigen,  wenn  3r'A  ■>-  D*  positiv  ist 

Dm  die  Bedentnng  des  Kriteriams  Sr'ft  —  /)' ^  0  zu  erkennen,   bemerken 


wir,  dass  die  Gesebwindigkeit  v  nnd  ihre  beiden  Componenten 


dv>       .  dtp 

r  — Z^  nnn  r  «n  «h  — — 


ein  rechtwinkliges  Dreieck  in  der  Tangentenebene  der  Kugel  im  Punkte  M  bilden, 
welches  das  Azimath  t  der  Geschwindigkeit,  d.  h.  die  Neigung  derselben  gegen 
den  Meridian  enthalt  und  daas 


t^O  entsprechen,  D  =—  rv,  ein  ^^  sin »„ .  Ferner  war  ^v^^^gr  cos  V,  4*  A'  Setet 
man  die  hterans  sich  ergebenden  Werthe  von  Z>  und'A  in  das  Kriterium  eip,  ao 
nimmt  es  die  Gestalt  an 


23  >  r»  , 


aus  welcher  sräne  Bedeutung  erhellt.    Der  bewegliche  Punkt  erhebt  sich  auf  die 
obere  Halbkugel,  sobald  die  OesohwindigkeiishOhe  von  o,,  grfiHser  als 


ist.    Ist  v„  die  Geschwindigkeit  in  einem  tiefsten  Punkte,  so  wird  hiefOr  i'c--^«, 
mithin  das  Kriterium  ^  % d.  h.  r  ■  <  — ,  was  leicht  zu  denlen  irt,  da 

—  die  Länge  einer  Tangente  an  die  Kogel  vom  Punkte  JU^  bis  tu  ihrem  Schnitt 

mit  dem  vertikalen  Durchmesser  derselben  ist. 

Werden  die  Wurzeln  «,  ß  im  ersten  Falle  gleich,  so  geht  die  Zone,  zwischen 
denen  sich  das  Pendel  bewegt,  in  einen  horizontalen  Kreis  Aber,  welchen  dasselbe 
fortnährend  mit  conalaoter  .Geschwindigkeit  dnrchl&uft.  Die  Geschwindigkeit  o 
kann  man  in  diesem  Falle  leicht  angeben.  Denn  da  die  Kreisbewegung  gleich- 
förmig erfolgt,  so  ist  die  Tangentialbeschleunigung  Null  nnd  indem  man  die 
'ßeschlennignng  g  der  Schwere  (Fig.  171)  nach  dem  Radius  der  Kugel  nnd  dem 
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Radius  der  Kreiabahn  zerlegt,  sieht  man,  daae  tdh  den  beiden  Componenten  die 
lebtere  die  Centripetalbeechleunigung  v':r  änif  B^in  mnas,  eo  dasa- die  Gleichung 
besteht 


/ 


folgt.    Die  UmlanfBieit  des  Pendels  wird  T  =  am  y  —■ 

YoD  den   obigen  beiden  DiflerentialatiMlrQakBn  fOr  dt  und    dip 
wollen  wir  tnn&chst  den  erateron  weiter  verfolgen;  nämlich 
,,_  -  rdi 


wo  2  >-  r  cos  ip  rettituirt  ist.  Da  der  Coefficient  der  eisten  Potenz  von  i  in  der 
cubiechen  Gleichung  A  ■»  0  die  Snniine  der  Wunelcombinationen  zn  zweien  ist, 
so  hat  man  o8—  «y  — fly™  — r',  also  y  —     °  ,■  ^-  ■    Ebenso  gibt  die  weitere 

CoefEcieotenvergleichnng    a  -\-  ß  —  y^— .—   und    —  2gaPy  =-  Sr'Ä  —  D' ,    so 

dase  auch  h  nnd  D  daich  die  Wurzeln  a,  ß,  —  y  ausgedrückt  werden  kennen. 
Um  das  Integral 


'V^ 


-  p)  (y  +  *) 


auf  die  kanonische  Form  m  redociren,  wird  man,  da  z  zwischen  ß  und  a  liegt, 
nach  Elimination  von  y  die  Substitution 


l/T       nr  f  da  ,  a»  — S"  ,   ,  o  — «„ 

An  die  Stelle  von  e  kann  der  Elevationswinkel  i(i  treten  vermOge  der  Gleichnng 
2  v>  r  cos  ifi ,  WOEU  f 0  E3  r  cos  ip,  gehOrt.  um  ^  bequemer  als  Function  der  Zeit 
darzustellen,  wollen  wir  diese  von  dem  Momente  zählen,  in  welchem  der  Pendel- 
punkt eine  tiefrte  Lage  passirt.  Dann  ist  t  =  0  fQr  e  •—  k  und  r  cos  %  =•  a. 
Hiezn  folgt  a  t^  0  und  miÜiin 

Bezeichnet  T  die  Zeit,  wälirend  welcher  der  Punlit  von  der  tiefateo  Steile  edt 
nächstee  höchsten  gelangt,  so  wird  t  von  a  nad  fJ  und  in  Folge  dessen  e  Ton  0 
bis  \jt  gehen,  so  d&es 

_  *' 

r_T/l   -"1^   /"  ''"  -V^       "      K 

'    9   yi'—ßj  yT"— »*sin*e        "   9   V^~  ß 
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wird.    Die  Diriiioa  beider  Formeln  fOr  l  ond  T  ergibt  daher 
T 

Für  tf  — -l«,  »,  4»,  2»,  .  .  .  wird  ^(0,  «)  —  JT,  SÄ,  3Ä",  *X",  .  .  .  nnd  to\g- 
lich  f  —  r,  ST,  sr,  «T,  .  ..  Dieaen  Werthen  eatspricht  aber  v^  ~ß,«,  ß,  ■  ■  - 
d.  h.  der  bewegliche  Punkt  befindet  sich  zn  den  Zeiten  0,  ST,  iT,  ...  in  tief- 
sten, sa  den  Zeiten  T,  3  T,  ...  in  höchsten  Lagen  und  gebraucht  immer  dieselbe 
Zeit,  nm  von  einer  extremen  Lage  zur  nächstfolgenden  eu  gelangen. 

Ans  der  Qleichnng  t  —  -=t  F(ß,  %)  folgt  Ftß,  «)•■  —  *    und    weiter    durch 
ümkehrong 

0  >—  am  -=^  ,    mod  « . 
Indem  wir  diesen  Änadmck  FOr  «  in  die  Oleichong 

•         a  —  s  _  cc  —  T  aof^ 
a  ~  p  a  —  ß 

einfahren,  gelangen  wir  va  der  gewdnBchten  Qleichung,  welche  jp  als  Function 
der  Zeit  darttellt,  nämlich 


Nnn  sind  C08*(a  ±  In)  nnd  a)n*(0  ±  In)  reap.  gleich  cos*«  and  sin*«,  wenn 
1  eine  gante  Zahl  ist;  der  Winkel  i^  ist  daher  für  alle  Lagen  des  beweglichen 
Punktes  derselbe,  deren  Amplituden  «  sich  nm  ein  pOHitivea  oder  negatives  Tiel- 
Ikche  Ton  «  von  einander  unterscheiden.  Aendert  sich  aber  a  •>•  am  -=■  um  1«, 
BO  Ilndeit  aich  F(a,  ■)  um  21K,  also  t  um  SIT.  Daher  iat  ip  in  allen  Zeiten 
t  ±  ilT  deraelbe  Winkel,  wie  lur  Zeit  t. 

Das  Yierfache  von  T  ist  die  Zeit,  welche  der  Pnnkt  braacht,  um  von  einer 
tiefsten  Lage  zar  folgenden  höchsten,  von  da  xnr  nächsten  tiefsten,  hieianf  wieder 
zur  folgenden  höchsten  uud  dann  endlich  wieder  su  der  nächsten  tiefsten  an  ge- 
langen. Diese  Zeit  stellt  die  ganze  Oscillationsdaner  dar.  Indessen  ist  die  tieÜFte 
Lage,  welche  der  Punkt  >m  Schlüsse  dieser  Zeit  erreicht,  nicht  dieselbe,  wie  lu 
Anfaog,  vielmehr  verschiebt  sich  die  Stellnng  der  höchsten  nnd  tiefsten  Lagen 
im  Laofe  der  Bewegung,  wie  die  Discnsaion  des  Winkels  qp  lehrt. 

Hau  kann  die  Formel  für  cos  ^  noch  etwas  gefflgiger  gestalten.  Dividirt 
man  nämlioh  die  Qleichnng  sin'o  '^  (a  —  e):{a  —  ß)  mit  a  rechta  im  Zähler  nnd 
Nenner  uud  setzt: 


"R , 


,  d.  h.  ! 
.  1  f ,  «I 


Zugleich  kmim  auch  der  Modnlua  k  bequemer  gestaltet  werden.    Für  ihn  ht  nftmlich 

-  p* 1  —  coa'ft  4  äp'ißi  coeH  ß, 

+  2C0.  (I, +  1       »co.'4ft+^-^ 


•  +  8.r+° 
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und  wenn  man 

3tt  COB  ^  P,  ^     ' 

setet, 

»-ünip,  COB«.. 
Der  DiffierentialaiiBdrack  fflr  d^,  welcher  nach  BestitutioD  von  x 
aDniinmt 

—  Bri« 

^ht  durch  EinfüliTiuig  der  Wnreeln  «,  |)  nmadutt  über  in 


(r'-.1)/(.-«)(i-ft(i+7) 
Qnd  zerfUlt  dnrcb  Zerlegung  des  Fflctora  r'  —  «'im  NenneT  in  iwei  Theüe,  so  dses 

^      ,  i5Ei5Vf'3  r _rll' 

V^f  Vir  +  z)  V('  -  •) «  -  Pf  S  + ') 

+ --<>'-■    .     _  ] 

wird.    Die  SubsUtation 

■   •  *         i:  —  g 

vo  v'  die  frtiliere  Bedenbing  lint,  liefert,  wenn  Og  dem  Anüuigawerthe  r,  entepricbt, 

„       Vrr^.'t^r'IT^'  r_r         ?  (l^.-^.in'.jd«  

r-  +  a.|i  +  .'      Ir  +  'J  (1  +  „,  sin'.)  yi-.'un'i 

'  -  "j/  (■  +  »,  »■■«) 

wo   der  Hodnlas  h  ,   die  Panuneier  m, ,  m^  und  aio   durch  die  Formeln  gegebea 

,    __rir-i'' _       (r  - .)  (r  -  ff         _ ,.  fr+i'ijrJ- » 

r'  +  !.p  +  «"     ^  (r  +  ID(«  +  »'    ^~  (r-|i)("  +  J)' 

'+  «  +  |l 
Da  <  >=  r  cos  '^  und  cos  V  ^^  Functjon  der  Zeit  gefunden  ist,  ao  ergibt  sich  also 
dnich  diese  elliptiachen  Int^;mle  dritter  Gattung  ip  als  Function  Ton  ifi  nnd  damit 
sowohl  die  Oleichnog  der  Bahn  des  Pendelpnnktes  in  ephärisohen  Cootdinaten  qi.Vi 
als  auch  mittelbar^  alsFnnction  der  Zeit  t.  Die  Tollat&ndTge  AnsfOhrang  der  Re- 
duction  von  tp  aof  die  canonische  Form  zeigt,  dass  9  einen  periodischen  Bestand' 
theil  hat  nnd  einen  anderen,  welcher  der  Zeit  proportional  w&chst.  Von  beson- 
derem [ntetesae  ist  die  Eenntniss  de«  Winkels  ^ ,  nm  welchen  die  Vertikalebene 
de*  Fendelpanktes  sich  dreht,  während  dieser  von  einer  höchsten  sur  n&cbsten 
tiefsten  Lage  fortschreitet.  Es  kann  gezeigt  werden,  dass  dieser  Winkel  grosser 
als  4»  ist  und  dass  sich  folgende  WerÜie  von  1,  ^,  <p  entsprechen: 
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t  —  O,     T,    21',    3T,    iT,  .  .  . 

«.-P,     «,      p  .      «  ,      ß  ,  ... 
qj  »  0,     0,     2$,     39,     44,   ... 

Ferner  ergibt  rieb,  diWB  die  Bahn  des  Fankt^  aas  congmenteo  Tbeilen  besteht, 
welcbe  in  die  ZeitinterTalle  nwischen  0  und  2  7,  2  T  und  47,  4  2*  und  67,  ... 

und  die  Winkel  2*,  4*,  6*,  .  ,  .  fallen,  Bodass  wenn  —  rational  iat,  der  Pankt, 

nachdem  er  eine  Aniaht  solcher  Theile  durchlaufen  bat,  an  seine  frOhere  Stelle 
wieder  gelangt,  im  Falle,  daw  die«  Verbältniw  irrational  ist,  er  aber  die  Anfaugt- 
lage  nicht  wieder  erreicht  Die  höcbeten  Punkte  rücken  auf  einem  horiiontalen 
Kugel  kreise  fort. 

Ueber  die  vollständige  Dnrchf^farung  des  sphärischen  Pendelproblema  vgl. 
Dnrige,  Theorie  der  elliptiHchen  Functionen,  2.  Aufl.,  Leiptig,  Tenbner,  1868, 
S.  811;  Natani  {-Hoffmann),  mathem.  Wörterbuch,  Artikel  „Banmpendel"  in  B.  VI. 
3.  206  u.  216  n.  fFg.,  woselbst  die  Weierstrass'sche  Behandlang  des  Problems 
mitgetheilt  ist;  Schellbach,  die  Lehre  too  den  elliptischen  Integralen  und  den 
Theta-Functionen,  Berlin  1864,  S.  369. 

Wir  wollen  jetzt  die  Bflichleumgang  N  des  WideietAndes  (der  Spannoug  des 
Fadena)  Buchen,  Dies  geachieht  sehr  einfach,  indem  man  die  Beschleonignogoi 
N  und  g  einerseits  und  -^,  —  oudererseita,   welche  letzteren  jenen    Eosammen 

Hquivaleut  sind,  auf  die  Richtung  der  Fl&chennormalen  (des  Pendel&dens)  projicirt; 
die  PcojeotionBanDunen  mfiesen  beidemale  dieselben  sein.  Die  beiden  erster«! 
liefern  N  —  g  cos  tp ,  die  TaugentialbeBohlemrignng  hat  die  Projectäon  Noll  und 
die  Centripetalbesohleunigong,  welche  die  Bichtnug  des  KrümmungabalbmesBere  f 
der   Bahn  besitzt,  bildet  mit  dem  Pendelfaden  einen  Winkel,  dessen  Coainns  — 

ist,  wodurch  ihre  Projeotion  —  wird.  Hau  sieht  dies  unmittelbar,  wenn  man  be- 
denkt, dass  der  Erümmungskreis  einer  sphärischen  Cmrve  auf  der  Engel  liegt  und 
also  der  Krfimmnogsbalbmeseer  derselben  die  Projeotion  des  Kngeliadios  auf  die 
Sohmi^nngsebene  ist.    Demnach  besteht  die  Gleichung 

N  —  g  cos  T(j  ^  — , 
aus  welcher  man  ziebt: 

N  — 1-  j  cos  ^  , 

Combinirt  man  hiermit  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 

iv'-ivi  =  g(.B-s,) 

und  ersetzt  cos  '^  durch  daa  gleichbedeutende  ~,  so  erhUt  man 

oder,  wenn  man  noch  filr  ^  die  Geschwindigkeitshohe  h  einfahrt: 
N=  ^(3«  —  a«o  +  2A). 

[c,:.dbvG00gIC 


II.Th.,Cap.Xn,  S-  7.         Beweg,  einet  schwer»  Pnnktea  auf  der  Eugelfl.  429 

Zu  demselben  Beiultat«  gelangt  man,  indem  man  die  Gleidinngen 

S?+^'-».  2+"?=°.  S'+^7-»-» 

der  Reihe  nach  mit  x,  y,  e  mnltiplicirt  und  addirt,  dabei  aber  berückaiehtigt, 
dasB  aoB  der  Sngelgleiohnng  x'  +  y'  +  «'  -•  r'  durch  ein-  nnd  iweimaligea 
DtSerentiiren  folgt: 

dt^^  dt^    dl       ' 

"5i^  +"  dt-  +  'ä.'  —  [{■äi)  +  {ät)  +  U)  J  -  -  "'■ 

Man  erb&h  damit:  N  —  — '  ^  n.  b.  w.  Für  positiTe  x,  d.  b.  so  lange  dei  be- 
wegliche Punkt  sich  auf  der  unteren  Halbkogel  befindet,  ist  N  positiv,  d.  fa.  von 
dem  Funkte  nach  dem  Kogelmittelpunkte  gerichtet.  Erhebt  sich  der  Funkt  aber 
auf  die  obere  Halbkugel,  so  wird  gs  negativ  und  kann  auch  d*  -{-  gx  nnd  damit 
N  negativ  werden;  d.  h.  damit  der  Funkt  auf  der  Engel^Ahe  erhalten  werde,  ist 
eine  nach  aussen  gerichtete  WiderBtandsbeschlennignug  erforderlich.    Fttr  t  ^  0 

ist  iV  =  —  ■ 
r 
Fflr  den  Fall ,  dass  das  sphärische  Fendel  sich  nur  wenig  von  dem  vertikalen 
Kngefiradias  entfernt,  Iftstt  sich  die  Untersuchung  mit  grosser  Annäherung  leicht 
duiohfahren.  lu  diesem  Falle  nimmt  n&mlich  e  nur  Werthe  an,  welche  von  r 
sehr  wenig  verschieden  sind  nnd  ist,  damit  dies  überhanpt  mOglicb  «ei,  e,  und 
folglich  h  sehr  klein.  Setit  man  daher  <^r  —  w,Zgsar  —  n^,  so  erhBlt  man 
fOi  die  BeBchleunignng  des  Widerstandes 

i,_  i  jr  +  s^  +  M  -  3.j  _  „  j.  +  ?".  +.r»L::Ll«j . 

d.  h.  sehr  nahe 

N~g. 
Hiermit  weiden  aber  die  Beregongsgleiclmageti,  wenn  man  bedenkt,  daee 


-o_i(,  _rt i-,      ff--^ 


^f  +  f"».    g  +  f»-«.    f,"  +  ^ 


Die  vollstftndigen  Integrale  dieser  linearen  Qleichnngen  und  deren  Derivirte  sind: 
x  —  A    coHli  +  B    Bini(,^  =  -l.d    sinlt  +  lB    cosli, 

.  y~A'  wilt  +  B'  sinlt,  ^ 1^'  Öjalt  +  iB'  coslt,    I  =  T/Z . 

u=  A"  coslt  +  S"  sin  **,  |t  —  -  '^A"  sinlf +  lB"c08  i(. 

Zur  Bestimmung  der  S  Conetanten  mitgen  die  Anfangsbedingnngen  sein: 

(it     •    dt    '^'    dt      dt     ' 
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d.  h.  ea  mt^e  die  art-Ebene  daiah  einen  tiefsten  Pnnlct  gehen.    Dadurch  wird 

IC  =  A,    0  =    A' ,    r  —  y  =  A"  , 

0=.B,    ß  =  lB',  Or-B" 

and  hiermit  weiter 

X=-aiiOilt,     y^lßRinlt,     r  —  c  =- (r  —  j-)  coe  Jt . 
AuB  den  beiden  eratea  dieser  Gleichnngen  ergibt  sich.,   dasa  die  ProjecÜoD  der 
Bahn  des  beweglichen  Punktes  auf  die  :sy-Ebene  ist: 

(^)" +  ($)•-'. 

alto  eine  Ellipse  mit  den  Halboxen  <t  nnd  Iß.    Die  volle  UmlaofsEeit  T  ergibt 
sich  aoa  dem  Äasdrucke  fflr  x,  indem  man  iT—  2:1  setzt,  nämlich: 


T-2,]/|, 


sie  ist  alao  ebenso  gross,  als  die  Oscillationsdaaer  eines  ein&chen  Pendels  von 
derselben  Länge  r ,  vie  das  sphärische ,  bei  kleiner  Elongaüon.  —  Pflr  die  Winkel 
f  and  ^  erhält  man;  • 

tgffl  =  ^  tgl(,    sinift  —  -.  cos'lt  +  ^  sin'K. 

g.  8.  Das  Stodinm  der  Bewegung  eiues  Ponktes  auf  gegebener  Fläche  wird 
wetwntlich  nnterstfitet  dnrch  die  Lehre  von  der  geodätischen  ErOmmong  der  Cnnren 
anf  der  FlAche.  Zerlegen  wir  ^nir  Zeit  t  die  gegebene  Beechlenuigtuig  ^  des  be- 
weglicheit  Pnnktea  M  (g.  1}  in  eine  Componente  ^  cos  y  nach  der  Normalen  der 
Fläche,  mit  welcher  ^  den  Winkel  y  bilde  nnd  in  eine  cweite  yr  sin  y,  welche  in 
die  Tangentonebene  der  Fläche  ftllt,  so  kann  die  letztere  abermals  in  swei  andere 
gespalten  werden,  deren  eine  ^  sin  y  cos  a  die  Bicbtung  der  Tangente  der  Bahn 
bat,  mit  welcher  i^  ain  y  den  Winkel  a  bildet,  während  die  andere  ^  sin  y  sin  a 
der  Normalebene  der  Bahn  angehört.  Beieichnen  wir,  wie  früher,  die  Tangen- 
tialbesohlennignng  mit  ^, ,  den  Badina  der  geodätischen  KrQmmtmg  mit  n  and 
den  KrOnimangshalbmesser  der  die  Bahn  berütirenden  geodätischen  Linie  <D)it  B, 
■0  ist  nach  §.  3 

ifi   r^  tp  cos  o  ain  y  ,     —  =  i(>  Bin  a  sin  y  ,    N^  j:  —  tp  cos  y  . 

Ans  diesen  Gleichungen  sieht  man  eine  wichtige  Formel  für  die  Geschwindigkeit  v. 
Dividirt  man  nämlich  die  Gleichung  des  Principe  der  lebendigen  Kraft,  nämlich 
d  .  \  V*  wm  Ap  cos  a  sin  y  .  ds  dnrch  die  zweite  der  vorstehenden,  nämlich 
v'  =^  Ji^  sin  a  ain  y  ,  so  ergibt  sich 

dB  da 

"  5tga' 

oder,  weil  der  geodätische  Contingenzwinkel  dx  —  d«  :  *  ist 


J^: 


Diese  Formel  entMlt  die  Beschleonignng  v  »"i'  impUoite,  insofern  ip  die  Bahn 
bestimmt  nnd  fix  von  dieser  abhängt. 
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Die  EUmiDation  von  y  aus  den  beiden  Gleiobmigen 

—  —  ^  ein  <t  tin  V    und     JT  =  .5-  ~  v  <>**■  7 
liefert  noch  die  RelHtion 

(dr.)'+(i-^)"-*'- 

g.  9.  FOr  die  Bewegung  einee  Panbtee  aitf  der  Ebene  Mit  der  Radina  der 
geodätischen  ErQminnng  mit  dem  Badios  g  der  absolnten  Krümmnng  EaHammea 
(denn  er  ist  der  ErOmmungstwlina  der  Deformationacurva  dea  g.  S)  und  iat  der 
Radina  B  fQr  den  Normalacbuitt  nnendlich  groas;  maji  erhält  daher  fOr  diese  Be- 
wegung 

if',  ^  ^  00a  osiny,     ^  ^^  ifr  äa  ti  MB  y ,     Ä"  —  —  ^  cos  y  , 


J  V« 


+  i>r~ 


wo  der  absolnte  Contingenzwinkel  de  an  die  Stelle  des   geod&tjgchen  Contingenx- 
winkelg  dx  getreten  ist. 

Ist  insbesondere  die  Componente  ^  sin  y  der  Beschleunigung,  welche  in  die 
Ebene  föllt,  der  Richtaag  nach  constant,  ao  stellt  der  Contingenzwinkel  äc  die 
unendlich  kleine  Abnahme  des  Winkels  a  dar,  welchen  die  Richtung  too  ifi  ain  y 
mit  der  Tangente  der  Bahn  bildet.  Ea  lenkt  nämlich  dieae  BeBchlennignng  die 
Tangente  der  Bahn  nach  der  Seite  hin  ab,  anf  welche  sie  aelbst  f&llt.  Uan  hat 
alao  zu  eetcen  ät  ~  —  da  and  findet  damit 

tg«~J  sin«      ~  """' 

folglich 


d.  b.  für  jede  ebene  Bewegung  eine«  Panktea  bei  einer  Beachlennigung 
von  conatanter  Bichtnng  iat  die  Geschwindigkeit  in  jedem  Funkte 
der  Bahn  dem  Sinua  der  Neigung  der  Bahn  gegen  die  Beschleunigunga- 
ricbtnng  umgekehrt  proportional,  alao  die  Componente  der  Qesch  win- 
digheit normal  cur  BeachlennignngBrichtnng  conatant. 

g.  10.  FOr  die  Bewegungaot  einer  beliebigen  Cy  lind  erf  lache  wollen  wir  die  Vor- 
aueaetzung  eintreten  lassen,  daaa  dieComponente  ^  sin  y^er  Beschleunigung, welche  tn 
dieTangentenebeuo  der  Flache  fiült,in  jedem  Punkte  der  Bahn  die  Richtung  derErzeu- 
gnngalinie  habe,  w&hrendibieQrOese  keiner  weiterenBeachr&nkTing 
unterworfen  aei.  BergeodätiacheContiagenzwinkeldaiat  nander 
Contingenswinkel  der  ebenen  Deformation scurve,  in  welche  die 
Bahn  dea  beweglichen  Punktes  bei  der  Abwickelung  der  Cylinder- 
fi&che  mit  einer  Ebene  übergeht  (Fig.  ITÜ).  Derselbe  ist  aber 
daa  Differential  dea  Winkela  a ,  welchen  die  Ereengnngslinie 
mit  der  Tangente  der  abgewickelten  Bahn  bildet,  welcher  bei 
der  Abwickelung  keine  Yerändeiung  erleidet.  Diesen  Winkel 
^j_  j,|  nehmen   wir   so,   daaa    der  Sinn  der  Tangente    der   der  Be- 

wegung und  dec  Sinn  der  ErEeogungslinie  der  der  Beschleu- 
nigung ist;  dann  wird  das  Differential  eine  Abnahme  von  tr  darstellen,  weil  die 


y*^; 
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Beschleunigung  die  Tangeote  ihrem  Sinne  eotspTechend  ablenkt     Daher  ist  wie 
in  g.  8  (ix  =  —  da  und  findet  man  wie  dort 


Dies  sind  aber  genau  die  Gleichangen  der  Bewegung  eines  Punktes  in  der  Ebene, 
wenn  ifr  ein  y  eine  Beschleonigong  yod  coiutiuiteT  Bichtung  in  derselben  und  n  der 
Winkel  ist,  den  die  Tangente  dei  Bahn  mit  dieser  Richtung  bildet.  Hau  ge- 
winnt hierans  den  Satii 

Wenn  ein  Punkt  sich  auf  einer  beliebigen  Cjliuderfl&cbe  lu  be- 
wegen genSthigt  ist  und  ausser  der  normalen  Widerstandabeschleu- 
nigung  der  Fläche  ihn  eine  Beschleunigung  treibt,  deren  Projectioo 
auf  die  T&ngentenebene  des  Cylinders  fortwährend  die  Bichtung  der 
Erseugungalinie  hat  und  wenn  in  einem  beliebigen  Zeitpunkte  die 
Cjlinderfläche  sammt  der  Bahn  des  Punktes  in  eine  Ebene  ausge- 
breitet wird,  Eugleicfa  aber  jene  Beachlennigangscompoaente  die 
Richtung  der  EieeugungBlinie  beibeh&lt,  bo  wird  der  Punkt  die 
DefoimatioDscune  seiner  Bahn  mit  derselben  Geschwindigkeit  be- 
schreiben, welche  er  auf  der  cylindrischen  Bahn  besitst 

Der  Widerstand  der  F^he  ist,  wenn  man  fQr  c  den  ohigen  WerUi  einsetct 

J^-g-j£.--*COSV. 

Der  ErOmmungshalbmeBser  Ji  einer  unter  dem  Winkel  a  gegen  die  EtsengnngB- 
linien  des  Cylindera  geneigten  (die  Bahn  berührenden)  Schraubenlinie  (geodätischen 
Linie  des  Cjlinders),  oder  also  der  KrflmmangBhalbmeBser  des  berflhrendeD  Nor- 
mt^chnitts  ist  aber 


wenn  Q   den   ErOmmniigshalbmesser   des    xa    den  Eraengungslinien    senkrechten 
Schnittes  bedeutet*).    Hiemit  wird 

(7* 

N  ^ ^  cos  y . 

9 
Diese  Betrachtungen  lehren,  dag  mau  die  Theorie  der  Bewegung  eines  Punktes 
in  der  Ebene  unter  Einflnss  einer  Beachlennigung  von  constauter  Bichtung  un- 
mittelbar auf  die  Cjlinderflftchen  übertragen  kann.  Ein  schwerer  Punkt  beschreibt 
daher  auf  einem  Cylinder  mit  vertikalen  Erzeugongstinien  eine  Curre,  welche 
durch  die  Abwickelnng  des  C;linders  in  eine  Parabel  fibergeht.  Ist  der  Cjlinder 
,  zDgleiiih  ein  Ereiscjlinder,  so  ist  p  constaiit  und  wird  mit- 

hin der  Dmck  auf  die  Fläche  gleichfalls  durchaus  constant 

g.  11.  FQr  die  Bewegung  eines  FnnkteB  auf  einer  Eegel- 
flächehabeVisiny  gleichfalls  die  Richtung  der  Erseugungslinie. 
Aus  Fig.  173  ist  eraichtlich,  dasg  zwischen  dem  Contingent- 
Winkel  eJx  der  DeformationBcnrre ,  dem  Differentiale  tob  a 
und  dem  Winkel  da  an  der  Spitie  0  des  Kegels,  zwischen 
dessen  Schenkeln  das  Bogenelement  MM'  ^  dt  liegt,  die 
Beziehung  besteht: 
m«.  i"-  d*  =~  —  da  +  da 

*)  S.  meine  „Allgemeine  Theorie  der  Cur»en  doppelter  Krümmung",  S.  82. 
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&B  lerfUlt  n&tnlich  der  AnsBenwinkel  <t-\-da  an  der  EnengungHÜnie,  welche  durch 
den  Endpunkt  M'  von  da  geht,  in  swei  Theile,  d*  und  den  geänderten  Werth 
a  -\-  da  von  a.     Zugleich  ist,  wenn  OSl  »  r  gesetzt  wird, 


wobei  du  Zeichen  (— )  eiforderlieh  ist,  weil  a  bei  wachsendem  r  stampf,  bei  ab- 
nehmendem r  Bpits  ist.    Die  Combination  beider  Fotmeln  liefert 


wenn  p  das  von  0  aal  die  Tangente  der  Bahn  gefällte  Perpendikel  ist.    Hiein 
tritt  wieder  die  Formel 


Die  ecHte  dieier  beiden  Oleiohnngen  ergab  sich  frither  fßr  die  ebene  Central- 
bew^nng  (Cap.  X,  $.  11,  S.  873).  Wir  erhalten  daher  wie  im  vorigen  $.  den  Sats: 
Wenn  ein  Pnnkt  eioh  auf  eioer  Segelfläche  in  bewegen  genOthigt 
ist  und  ihn  eine  Besohleanigang  afficirt,  deren  Projection  anf  die 
Tangenteuebeae  der  Fläche  in  die  Bichtung  der  Erseugungslinie  fällt, 
BO  wird  derselbe,  wenn  zu  irgend  einer  Zeit  die  Segelfläche  eich  kd 
einer  Ebene  auahreitet  und  jene  Beachleuniguag  die  Richtung  der 
Eneugungslinie  behält,  die  ebene  Defoimationgcncve  seiner  Bahn 
mit  derselben  Oes  chwindigkeit  beschreiben,  mit  welcher  er  seine 
conisohe  Bahn  darohlänft. 

Für    den    Widemtaod  N  der  Fläche    ergibt  sich,    wenn   man   den  Werth   der 
Geschwindigkeit  einfahrt 

C' 
fl  sin^  tt  .'  r'  "^'^'^y- 
Die  geometrische  Bedentang  von  S  sin'  «  ist  leicht  zu  erkennen.  Zu  dem  Snde 
sei  d£  der  Neigungswinkel  Eweier  aufeinanderfolgender  Tangenten  ebenen  des 
Kegels,  welche  längs  den  Enengangstinien  OM,  OM'  berfihien.  Sie  bilden  mit 
der  Ebene  des  Normalschnittes  der  Fläche,  welcher  dorch  MM'  geht,  eine  unend- 
lich schmale  rechtwinklige  körperliche  Ecke.  Ans  dieser  e^bt  sich  für  den  Con- 
tingenzwinkel  dt  des  Normalsclinittea 

ds~d£  .  sin  K. 
Bedeutet  nun  ds,  da«  Bogenelement  des  zur  Bneagungslinie  OM  senkrechten, 
durch  M  gefClhrten  Normalschuittes ,  «o  wird 

d«  .  sin  «  >•■  d«, 
□nd  folglich 

jj_d« l_.l£l. 

df       sin'n    dS 

ffan  ist  aber  offenbar  -j-L='  9  der  Krümmungshalbmesser  diesee  bu   OM  seok- 
reohten  Normalschnittea,    Daher  ist  B  sin*  r  — i  p  und  geht  die  Formel  fflr  H 
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N  —  —r ■^  008  y  . 

*■    9 

Diese  Betrachtungen  lehren,  dass  miui  die  Theorie  der  ebenen  Centralbevegang 
auf  die  Eegelflächea  abertragen  kann,  wenn  man  die  Spitze  des  Kegeh  edui 
Centram  nimmt. 

Mit  RQokaicht  auf  die  Formel  (3.  8.) 


'■=(rin.)'+ö-*)" 


l&sBt  sich  z.  B.  leicht  die  Fr^o  beantworten,  nie  v  »in  y  beschaffen  sein  mfisEe, 
damit  die  Bahn  des  beweglichen  Pauktet  eine  kOreette  Linie  des  Kegele  (Eegel- 
loxodiome)  werde.  Da  n&mlich  die  kfiraeate  Linie  bei  der  Abwickelung  des  Kegels 
in  eine  Qerade  Qbergehen  mnsa,  so  ist  p  =  oo  und  da 

Ji        r"  e  T'  9 

ist,  so  folgt 

V>  sin  y  =  0 
d.  h.  ip  muea  normal  Eur  Kegelfläche  seic. 

g.  12.  Die  Methode  des  %.  8.  läset  sich  mit  deiHelbcn  Leichtigkeit  anf  die 
Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  beliebigen  abwickelbaren  Fläche  anwenden,  so- 
bald nur  die  in  die  Tange ntenebene  der  Fläche  fallende  Beschleunignngscompo- 
nente  die  Richtung  der  ETzeugnsgalinie  beützt.  Man  bedarf  zur  Behandlung  hier- 
her gehöriger  ÄufgabeD  blos  der  EenntnisB-der  Elemente  der  geo(tö.tischen  Krüm- 
mang  der  Curren  anf  abwickelbaren  Fliehen.    Die  beiden  Formeln 


,     =VB1 


welche  fQr  eine  ebene  Bewegung  gelten,  weun  fQr  sie  d*  und  i;  den  abeolnten 
CoDtingenzwinkel  und  Krümmungshalbmesser  der  Bahn  bedeuten,  fahren  auch  hier 
zn  dem  Satze,  daaa,  wenn  die  Fläche  eich  zn  einer  Ebene  anabreitet, 
der  bewegliche  Punkt  die  Deformationacurve  seiner  Bahn  mit  nnge- 
Andertei  Geschwindigkeit  beschreibt,  vorauageaetzt,  dasa  die  Com- 
ponente  V  ^in  y  die  Bichtung  der  Erzeugungslinie  beibehält. 

§.  13.  Far  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  der  Kugelfläche  wollen  wir 
annehmen,  dass  die  Componente  der  Besohl eunignng,  welche  in  die  Tangenten- 
ebene der  Engel  fällt,  immer  in  der  Ebene  enthalten  sei,  welche  durch  den  be- 
weglichen Pnnkt  Jlf  und  einen  festen  Engeldurchmesaer  hindurchgeht  (Meridian- 
ebene  des  Ponktes).  Der  Winkel  ip,  welohen  die  Meridianebene  von  Üf  mit  der 
Heridianebene  der  Anfangslage  bildet- und  der  Bogen  Oit  •—  f  von  dem  einen 
Endpunkte  0  des  festen  Durchmeaaers  an  gerechnet,  seien  die  sphärischen  Polar- 
coordinaten  des  Pnnktea  M.  E^  kommt  non  zun&chst  darauf  an,  den  Contingent- 
winkel  und  den  Radius  der  geodätischen  Krümmmig  einer  sphärischen  Carre  ao 
beetimmen.  Da  die  kürzesten  Linien  der  Engel  grOaste  Ereise  sind,  so  iat  der 
geodätiache  Contingenzwinkel  der  Winkel  zweier  grOsster  Ereiee,  welche  die  Gurre 
in  zwei  aufeinaiLderf olgenden  Fnnkten  berühren.  Vom  Pole  0  (Fig.  174)  fAllen 
wir  nun  auf  diese  beiden  Kreise  die  sphärischen  Perpendikel 

OP  =  p,  OP"  — p  +  dp 
und  bezeichnen  die  Winkel   OMP,  OM'P',   welche   die  spfaBrischen   RatUen- 
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Tectorea,  p  nnd  g  -{-  df  mit  den  Kreisen  bilden,  mit  a  und  a-^^da,  sodius  ancb 
hier  a  der  Winkel  iat,  den  die  Beschleunigung  jp  "in  y  mit  der 
Tuigente  der  Bahn  bildet.  Wird  «  immer  auf  der  Seite  der 
Tangente  gerechnet,  uif  welche  die  Bescbleunignng  f  lin  r  AUt, 
die  wir  dem  Pole  Eogewuidt  konehmeu,  m  entopriobt  wieder 
ein  spitzer  Winkel  a  einer  Abnahme  von  (  nud  hat  man  daher 

de.coaa df. 

Ist  fenier   <j   der  Sebnittpnnkt   von    OP'  mit  MF,   to  wird' 
vtg.  nt.         QP'  =  ~  dp,  d.  h. 

d%  .  Bin  (Jlf  P)  —  —  dp. 
Audeierrcita  ist  aber 

.in  (JtP)  _  lg  p  .  colg  .  -  "^^^f  ?  .  »lg  .  _  "%'„;"•'■ 

Durch  Combinfttion  dieser  Qleichungen  erhUt  m&n  den  geodätiechen  Contingens- 
winkel  und  den  Badins  der  geodätüchen  ErOmmang 

d  .iinp         ^       dl       MO  g  .  df       tin  q  .  df 
"^       sin  p  coa  o '     *  ""  d  «  ~  eoBp  .  dp  "   d  ■  sin  p 
Hiennit  wird  weiter 

d»        _    ^-^P^    __'*■■'''  ''«_J    1    ■ 
tg  a  Bin  f  .  «in  dt  ün  p 

nnd  folglich  nach  |.  7  die  Oeiobwind^tlceit 

■inp       lin  p  sin  «' 
d.  h.  die  Oeschwindigkeit  iet   dem  Sinui  des  sphäriBchen  Abutandea 
des  Pole»  von  dem  ihre  Richtung  im  beweglichen  Ponkte  betflbrendeD 
grSBsten  EreiBfl  amgekebrt  proportional. 

Die  Formel  für  die  QoBchwindigkeit  v  ist  das  Analogen  ed  der  Formel  v  •—  —  , 

P 
welche  bei  der  ebenen Centralbewegnng  (Cap.  S,  g.  11)  vorkommt  Dort  ging  die 
Bichtong  der  BeBchlemügong  dnrch  einen  festen  Pankt  der  Ebene,  hier  geht  ihre 
Projection  auf  die  Kngelfl&che  durch  den  Pol. 

Weiter  erhUt  man  durch  die  Formel 

~  iH  ^  Bin  a  sin  y , 
9 

wenn  man  in  dieselbe  für  v  und  $  ihre  Wertbe  einsetzt, 
Bin  p  .  df  ^  C 

d  .  Bin  p        ip  Bin  y  ein'p  sin  a ' 
welche  in  Bemg  anf  p  nnd  «  ali  Coordinaten  die  DiiTerentialgleichong  der  Bahn 
daratellt,  sobald  -rf  Bin  r  durch  Elemente  der  Bahn  gegeben  ist. 

Fflr  N  findet  man,   wenn  der  Badioa  R  des  NormalBchnittes,    welcher  der 
KngelradioB  ist,  gleich  1  gesetet  wird, 

C' 

A  ■—  r'  ^  1(1  cos  y  ^  -.—^     —  «  cob  y  . 
'       Bin'p       ^        ' 

Man  kann   die  Analogie  mit  der  ebenen  Centralbewegong  noch   weiter  ver- 
folgen.   Da  dt*  —  d(*  +  ain*fl  ,  dip*  i»t,  »o  wird 


DigiLizedbyCoOJ^Ic 


B  Ponktes  auf  der  Eagelflache.    It.  Th.,  Cap.  XII,  §.  14. 


Weil  ferner  in  dem  TOTÜegenden  Falle  da«  Prindp  der  Fttchen  für  die  Frojection 
der  Bewegang  YOm  Pole  kub  anf  irgend  eine  Ebene ,  e.  B.  aaf  die  Tangentenebeiie 
des  Poles  gilt,  so  hat  man  auoh 

fin  P  ■  -^(  -  C  ; 

datch  Combination  beider  Gleichungen  erhUt  man,  ähnlich  wie  Cap.  X,  §.  11. 

•-«■{.Ä. +  (#)]■  -'  "-''■'Ur,  +  ^-lfij]- 

rincipea  der  lebendigen 
■  ^  sin  y  .  cos  a  .  dt  — 
'origen  Fonnel  UeTett 
;^>.  X,  g.  11,  S.  874. 

C'  1      .^   \tg(/ 

bid'j  Ltg  p  a»'    _ 

§.  14.  Die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  liefern,  wena  i»  sia  y  die  Be- 
achleunigang  der  Schwere  und  der  feite  EageldnTchmesBer,  in  welchem  sich 
alle  Meridian  ebenen  schneiden,  vertikal  ist,  nicht  nur  die  in  $.  7  entwickelten 
Formeln,  sondern  anch  vcrachiedene  Sätse  über  das  sphärische  Pendel.  Es  ist 
für  diesen  Fall ,  wenn  für  0  der  tiefste  Punkt  der  Engel  gew&hlt  wird ,  ]f  ^  p ,  if>  =-  ^ 
in  setzen.     Daher  wird 

•    C        «       äikjif       0^  1        C^        1 


Femer  ist  vermOge  des  Principea  der  lebendigen  Kraft 

d  .  \v^ '—  ^  ain  y  .  cos  «  ,  dt  —  —  ^  eia  y  .  df  . 
Die   Differentiation  der   vorigen  Formel  liefert  daher  mit  Bflcksicht  anf  dieM 
Gleichung  ähnlich,  wie  Cap.  X,  g.  11,  S.  874. 


N^v'-g  cos  9. 

Die  erste  Gleichung  sagt  aus,  dass  für  das  aphärische  Pendel  die  Geschwindigkeit 

dem  Sinns  ihres  sphärischen  Absiandes  vom  tiefsten  oder  höchsten  Punkte  der 

Kngel  umgekehrt  proportional  eei.    Die  zweite  liefert  in  Bezug  auf  f  imd  p  als 

Coordiuaten  die  Differentialgleichung  der  Bahn,  nämlich 

.        ,         C  Ä  .  sin  p 
sm  fdg  •=  ■ .  , 


und  ihr  Integral  ist 


(^  +  cos  p)  si 


2if' 

worin  die  Constonte  Ä  durch  die  Anfangslage  (q^,  p,)  der  Geschwindigkeit  in  be- 
stimmen ist 

Auch  die  Bedingnng.  dass  der  Punkt  einen  KngBlkreis  hesohreibe,  ist  leicht 
aufzustellen.  Hierzu  ist  erforderlich,  dass  der  Radius  der  geodätischen  Erümmaiig 
constant  sei.  Die  Formel  fOr  «  zeigt,  dass  alsdann  p  constant  sein  mOsae.  Da 
aber  in  diesem  Falle  p  und  f  identisch  sind,  so  ist  anch  q  constant,  also  kann 
der  Kngelkreis  nur  horizontal  sein;  endlich  ergibt  eich  auch,  dass  o  constMit 
bleiben  mnss.  Der  Radios  f  tax  den  Eugelkreis  ist  nun  tg  p,  wie  man  üeht, 
wenn  man  denselben  als  den  Radius  der  Deformationscurve  ansiebt,  in  welche  der 
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Engelkreii  bei  der  Abwiokelnng  mit  dem  die  Engel  läng«  ihm  berübreodeD  Kegel 
übergeht    Daher  hat  man 

"  Bin  p  '      *  '  ™  j  sin'  p ' 
woraoB  far  die  Geschwindigkeit  folgt 

»'  =~  p  tg  (  sio  p , 
übereinatiniinend  mit  g.  7. 

Dm  von  den  bier  gebnincbteu  Formeln  sn  denen  dea  §.  7  flberzngehen,  dient 
die  BemerkoDg,  dau  «  —  v,  dp  .  tg  «  —  sin  fdip,  also 

tg  a  —  sin  (  ■  ^  ,    ds  .  nn  a  —  an  t  .  dtp     u.  b.  w. 

g.  16.  Dm  die  Theorie  des  %.  8  aaf  die  Bewegung  auf  Rotationsflächen 
aoiawenden,  bedflrfen  wir  eines  bereit»  toq  Clairaat  in  den  SSimoirta  de  l'Aea- 
ddmie  de»  tciences  de  Paris,  1733  aufgestellten  Satzes  Aber  die  kfiriesten  Linien 
anf  diesen  Flächen.  Ein  ebener  Schnitt  der  Rotationsfläche,  geführt  dnrch  ihre 
&ie,  heisat  ein  Meridian,  ein  ebener  Schnitt  senkrecht  in  ihr  ein  Pa.caUelkTeiB 
and  die  Neignng  einer  Carve  auf  der  Fläche  gegen  die  Meridiancuire  das  Aiimuth 
dieser  Cone-  Ist  nun  r  dei;  Radina  eines  durch  den  Punkt  M  einer  kürzesten 
Linie  ^henden  ParalleLkreiseB  und  t  das  Acimuth  einer  kQrzeaten  Linie  in  M,  so 
sagt  der  Claiiaat'sche  Satz: 

Das  Produkt  r  sin  t  aas  dem  Radius  r  des  Farallelkreises  und  dem 
Sinus  des  Azimuths  t  ist  fOr  alle  Punkte  einer  kürzesten  Linie  eine 
constante  GriJese. 

B«  hat  nach  %.  2  die  kürzeste  Linie  jeder  Fläche  die  Eigenschaft,  dass  ihre 
Schmiegungsebene  senkrecht  aaf  der  Tangentenebene  der  Fläche  steht  und  mithin 
die  Kichtung  des  ErümmaagshalbmeBsers  in  die  Normale  derselben  ^Ut.  Nun  sind 
aber  die  Richtnugscoeinnsse  des  Erammnngshalbmessers  einer  Curve  ge^;en  drei 
rechtwinklige  Coordinatenaxen  den  OrOsaen 

^^dx    ,i.'^y    (i.''- 


eder  wenn  wir  »  als  nnabhängige  Veränderliche  fOr  die  kürseate  Linie  wählen, 

den  Grössen  t-^  ,    j    i>    j~i    jiroportional.     Nehmen    wir   die   x-    und   y-Axe    in 

irgend  einem  Paiatlelkreise  an,  zur  z-Aie  aber  die  HetatianBaie,  so  sind  die  Kich- 

tnagscosinnsse  der  Tangente  des  Parallelk reise b  in  M  {x,  ij,  z)  gleich  —  ~  ,        i  0 

und  da  die  Normale  der  Rotationsfläche  und  mitbin  der  ErOmmungshalbmesser 
der  kürzesten  Linie  in  die  Meridianebene  flllt  und  folglich  auf  der  Tangente  des 
Pardlelkreises  senkrecht  steht,  so  hat  man 


Ictegrirt   ma 

n  diese    Gleichung,   nachden 

ergiUsich 

dy 

'■ii-y 

I    mit   r    mnlüplicirt   hat, 
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Nnn  und  aber  j~  i   -r  t   'r-  ^^^  Riobtongacounnaae  fOr  die  Tangente  der  ItSne- 

iten  Linie  and  da  —  —  ,   —  ,   0  wie  Torber  die  RichtnogscoBiunaie  der  Tangente 

dei  Puallelkreises  bectenteo ,  io  «teilt  ~  ^  ~  ~  -y'  *'*"  Cowana  der  Neignng 
der  Tangente  der  kürsesten  Linie  gegen  die  Tangente  des  FarallelkreiseB  oder  den 
Sinna  dea  Asimattis  der  ktlrzeaten  Linie  dar.  Ba  iat  daher  r  gin  i  ^  a  ,  w.  e.  K  w. 
Um  den  geod[ltiBcl>en  Contiiigenswinkel  fOi  irgend  eine  Cnrre  anf  der  Botv 
tionafl&che  in  einem  ihrer  Funkte  M  so  beatianDen,  denken  wir  nne  die  iwei 
nOchaten  Fnnkte  M'  und  3f"  und  legen  dnroh  die  Elemente  MM'  nnd  M' M" 
kfiraeate  Linien,  welche  die  Curve  demnach  in  M  and  M'  berühren.  Der  Winkel 
beider  kQneaten  Linien  ist  der  gesncbte  geodUiaohe  Contjngenxwinkel  d*.  Nnn 
aeien  r,  r  -{•  dr  die  Radien  der  Farallelkreise  in  M,  M'  nnd  i  nnd  i  +  di  die 
Azimnthe  der  beiden  kflrzeaten  Linien,  t'  aber  die  Neigung  der  ersten  kürseattn 
Linie  gegen  den  Ueridian  von  M' .    Man  hat  alsdann  einerseits 

i» -(•-(.- +  ,10, 
anderereeits  ist  aber  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satee 
(r  +  Jr).ii.i'-rmi-(l. 
Ans  der  sweiten  dieser  Relationen  folgt 


oder  nnter  Anwendung  des  Satzes  sin  a  ~  sin  6  —  2  cos  -^  (a  -f  d)  ein  ^  (a  —  t) 
and  mit  Rücksiebt  anf  die  unendliche  Kleinheit  der  Differenz  i  —  t'  und  daranf, 
dasB  in  der  Grenze  \  (i  +  t')  =  i  wird , 

Entnimmt  man  hlerona  i  ~-  i'  nnd  substitnirt  es  in  die  obige  Gleichnng  iwitobeu 
du,  i,  t   und  di,  so  kommt 

,  .-  dr\  _       djr  Bin  i) 


..-(. 


äl  +  - 

welche«  die  geaacbte  Formel  fOr  dx  ist. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  auf  einen  auf  der  RotatioD8&&olie  beweglichen  Punkt 
wirke  eine  Beschleunigung  ein,  welche  fortwährend  in  die  Ueridianebene  desselben 
mit;  dann  hat  die  Projection  derselben  auf  die  Tangentenebene  der  Fl&che  die 
Richtung  der  Tangenf«  des  Meridiane  nnd  der  frühere  Winkel  a  ist  daa  Azimutli  * 
der  Bahn.    Daher  ist 

„ ■'(""" 


ind  folglich 

J   '8  «  "       J      raina     ~ 


nnd  daher  weiter 
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a  noch  die  Formel  ffir  den  Widetstuid  hincntritt: 


Mit  Hdlfe  dieaer  Formeln  kano  mim  e.  B.  die  Bedingungen  aa&telleo,  unter 
welchen  ein  schwerer  Funkt  einen  Parallelkrei«  der  Rotationtfl&che,  deren  Aze 
vertikal  steht,  dnrchl&nft.    Hiertflr  irt 


wo  &  den  Winkel  zwischen  der  Ebene  des  ParaUels  nnd  der  Tangeotenebene, 
oder,  wag  dasaelbe  ist,  den  Winkel  zwischen  der  Axe  nnd  der  Normalen  der  Fläche 
bedeutet  und  y  -m  9.    Man  findet 

y  =  — —  c-,      — ^=     --—=-— ;.      also     --  — Vgra.t«*, 
r,         "      cos»       gnn9.rl'  Fo        r j  t    <«     < 

nnd  mithin 

»  —  V?^  ■  ig  *  ■ 

Der  Punkt  bewegt  sich  gleichförmig  nnd  die  Umlanfszeit  ist 

f  0  r  gtg»  Y  g  ' 

wenn  &,  die  Snbnormale  .— ^  des  Meridians  bedentet.    Es  ist  also  die  ümlaofszeit 

tg» 
T  gleich  der  Oacillation  eines  Pendels  von  der  L&nge  der  Snbnorroalen  Ati  Meri- 
diane bei  kleinen  Elongattooen. 

g.  16.  Der  gltlckliobe  Erfolg  der  vorstehenden  Methoden  knOpft  sich  theib 
an  den  Begriff  der  geodUtischen  Krümmung,  tbeils  an  die  Wahl  eines  für  die  be- 
sondere FläehengattuDg  günstigen  Coordinatensjatema. 

In  letzterer  Hinsicht  wollen  wir  noch  eine  kleine  Untersuchung  zufOgen.  Der 
vou  einem  festen  Pole  O  nach  dem  beweglichen  Punkte  M  gezogene  Radius- 
vector  r  bilde  mit  seiner  folgenden  Lage  OM'  den  unendlich  kleinen  Winkel  dfi 
und  die  Ebene  dieses  Winkels  mit  der  folgenden  Ebene  M'OM"  den  unendlich 
kleinen  FUchenwinkel  dv.  Die  Snmne  aller  ifi  ist  der  mit  einer  fetten  Er- 
zeugungelinie  r^  des  von  r  beschriebenen  Eegelfl&chensttickes  beginnende  conische 
Winkel  fi  und  die  Summe  aller  da  der  analoge  coniache  Winkel  anf  dem  Supple- 
mentarkegel.  Man  kann  r,  fi,  a  als  Polarcoordinaten  des  beweglichen  PuDkt«8 
3f  ansehen  nnd  dessen  Beschleunigung  9  in  drei  Componenten  zerlegen,  7^  in 
der  Richtung  von  r,  ep  senkrecht  zu  r  in  der  Ebene  von  ä/i  und  9^  senkrecht 
zur  Ebene  von  dfi.  Um  dieselben  zu  bestimmen,  suchen  wir  die  Aenderungen 
der  Geschwindigkeit  parallel  diesen  Bichtnngen  auf  und  summlren  die  derselben 
BicMuQg  angehorigen  Aenderangen,    nachdem   wir  sie   mit   dt   dividirt    haben. 

Die  Geaohwindigkeit  p  ■-  -~  ™  — ;-—  hat  nun  zwei  Componenten  »,  —    ,-  l&ngs 

o(j.-jat  dt 

des  Badinavectors  Jlf  und  v  =  r  ~,  senkrecht  zu  ihm  in  der  Ebene  von  dp. 
Im  Punkte  M'  haben  wir  ebenso  e,  +  d .  c,  läogi  0  M'  und  »^  +  d  ■  p„  senk- 
recht zQ  ^^'  in  der  Ebene  M'OM"  dea  folgenden  Winkel«  dft.    Eine  Linie, 
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geomeb-iBch  gleich  v, ,  toq  M'  ans  gezogen,  liefert  sofort  das  geometriache  Dif- 
ferential von  v^  lüLmlich 

von  dea«ea  beiden  Gliedern  du  erate  die  BeeoUeDniguiigBcomponraita  -j-,  in  der 
Bicbtong  des  BadiaBvectors,  du  andere  eine  Componeute  -^  -^  aenkrecht  daEn 
in  dei  Ebene  von  dfi  darstellt  BbeaBO  liefert  eine  c^  geometriscb  gleiche  Strecke 
in  M'  dae  geometrische  Differential  von  v^ ,  lAmlich 

von  deuen  Bestandtboilen  der  ertte  eine  BeBchJennigongscomponente  o„  -tt  lenk- 

recht  snr  Ebene  von  du ,  der  iweit«  —  r  (~j  parallel  r  nnd  der  dritte  ^  (r -~i 
senkrecht  sa  r  in  der  Ebene  von  d(t  liefert.  Indem  wir  die  verscbiedenen  Be- 
standtheile  sammeln,  welche  den  drei  angegebenen  Bichtnngen  angeboren,  er- 
halten wir 

"^-'dT*  ~'"ld?^  '^'^'diVdil+dtdi^VdtV  Tt)'    '-"''didi" 

Indem  man  hiemit  die  Oleicfanng  v*  i»  I-jt)  -|-  r*  {-J^j  combinirt,  gelangt  man 
zn  verschiedenen,  aehi  btanchbareo  Formeln,  von  denen  wir  die  eine  entwickeln 
wollen.  Eliminiit  man  ans  den  Auadrücken  für  ip^.  and  v'  die  QrSsae  -—^nnd 
berflcksichtigt,  dass  — Jtj—  =■  •"  jir  "H  \~Äi)    ^*'  ***  ergibt  sich  sofort 

"' — ih — ''- 

eine  Formel,  in  welcher  Yvon  de  Villarceau  einen  neaen  Lehrsatz  der  Mechanik 
findet.*)    In  den  Formeln  ist  7^  positiv  im  Sinne  der  wachsenden  r  gerechnet. 

Ist  der  Punkt  M  anf  eine  FlKche  genOthigt,  bo  ist  9>,  •»  Vr  +  ^r  >  r^toUch 
gleich  der  Componenten  tp^  der  gegebenen  Beschleimigung  ^  längs  des  BAdins* 
vectocB  und  der  Componenten  N^  des  Widerstandes  N  längs  desselben. 

Bewegt  sich  der  Punkt  auf  einer  Kngelflache  um  0  als  Mittelpunkt,  so  folgt, 
da  r  conetant  ist,  t' =—  —  (^^  -\- 2f)r,  welche  Gleichung  auch  im  Falle  von 
Beibung,  Loftwiderstand  etc.  fortbesteht,  da  diese  tangentiellen  Erwirkungen 
keine  Componenten  IBngs  r  besiUen.    Es  ist  1^^  4'  -A'' stete  negativ  und  wenn  ipr  »  0 

ist,  wird  N  ^~ 

r 
Eristirt  für  ^^  eine  homogene  Krilftefunction  U  vom  Grade  k,  so  dass,  wenn 

*)  Vgl.  Yvon  de  Villarceau,  Sar  un  noavean  th^oreme  de  Häcanique 
gänärale,  Comptei  cendni  deVAcad.  des  sc.  T.  76  (18TS),  p.  2S2,  377,  990;  Gilbert, 
Snr  DD  thäor6me  de  H.  ViUaroean;  remarques  et  coosäqnences.  CompL  r.  T.  85 
(1877),  p.  1S8D  u.  T.  9fl  (1879),  p.  48. 
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X,  Y,  Z  die  CompODenten  von  f^  pftntllel  dreien  rechtwinkligen  Coordinatenaxen 
Bind,  Xix  ■\-  Ydy  +  Zdz  —  d  ^  irt,  io  wird 

*,  .  r  -  Xa.  +  ry  +  Z«  -  J5 II  +  y  |-^  +  r  1^  _  »  (7 

und  »Ibo  p' —  -  (2Vr  +  11 1/)  und  d«  4t>»=  I/  +  Ä,  weiter 

,^_     (»  +  a)f7+aA 
r 
Im  Falle  der  Schwere  ist  ü  -^  gt,  *  =  l  und  erhUt  man  die  bekannte  Formel 
für  N.    S  wird  constant  fOt  >  —  —  2 ,  d.  h.  wenn 

ü  — 4  +  -4  +  T^,    »i«o    ^  — ^.  y  — 4.    2—^,,    V'  — X*+y<+Z' 

iat  n.  B.  f. 

Auch  fQr  eine  Bewegung,  woßlr  r  proportional  der  Zeit  dch  Undert,  bleiben 
die  TOrat^henden  Folgerungen  in  Kraft 

Die  Gleichnng  -j-,  —  r  1  jv)  ■-  ¥r  8'*'*  •''*  relative  Bewegung  l^nga  des 
Radiusvectori;  der  Fläcbenwiderstand  N  ist  senkrecht  zur  FUu^he,  welche  r  be- 
sebieibt  nnd  kommt  nicht  in  derselben  vor.  Mit  ihrer  HQlfe  kann  z.  6.  die  Be- 
wegung eine«  Punktes  in  einer  am  O  lotiranden  engen  ROhre  behandelt  werden. 


Weitere  Studien  fiber  die  Bewegnng  eines  Punktes  auf  gegebenen  Fl&chen 
enthalten: 

Serret,  P-,  Theorie  nouvelle  g^om^trique  et  mäcanique  des  lignes  i  double 
couibnre,  Paris  1860,  pp.  161—281,  welchem  Werke  wir  eine  Reibe  von  SKtzen 
(§§•  7—14)  entlehnt  hoben. 

de  Saint  Qermain,  Becaeil  d'exercices  sur  la  m^canique  rationnelle,  Paris 
1877,  pp.  B69— 294. 

Jnllien,  Problämet  de  mäoaniqne  rationelle,  1,  p.  US.  —  Eine  intereisante 
Speeialfrage  behandelt  Fouoanlt,  L.,  Eemarqnes  concemuit  le«  monvementa  d'un 
point  oscill&nt  circulairement  sur  une  rarface  de  rävointion  da  eecond  ordre. 
(Comptea  r.  de  l'Acad.  des  sc.  T.  61  (1866),  p.  516.) 


Xra.  Capitel. 

Besohleonigimg  im   unTeränderlloheD  System.     Besoblennigaiig  der 

TranalattoQ  nnd  der  Rotation.    Beaobleonigmig  der  ebenen 

Bewegung. 

§.  1.  Die  Bewegung  eines  nnreränderlichen  SyeteniB  ist  beatimmt 
dnrch  die  Bewegungen  dreier  Punkte.  Sind  daher  die  Oeschwindigkeiten 
dieser  nach  GrCeee  nnd  Richtung  gegeben,  aei  es  als  Functionen  der  Zeit 
oder  des  Ortes  oder  durch  andere  Bedingongen,  so  können  mit  ihrer  HOlfe 
die  Geschwindigkeiten  oller  übrigen  Sjstemponkte  ermittelt  werden.  Die 
LOsnng  dieser  und  anderer  damit  in  Verbindung  stehender  Aofgaben  war 
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Gegenstand  früherer  ünterBnchimgen.  Auf  ähnliche  Weise  sind  aber  auch 
die  Beschleunigungen  aller  Systempunkte  von  den  BeBchleunignngen  drder 
Punkte  abhängig.  Die  Unters ucüungen  hierüber  werden  Gegenstand  des 
vorliegenden  und  der  nächstfolgenden  Capitel  sein. 

Zunächst  nntersucben  wir  die  Beschleunigung  der  Fnnkte  eines  unrer- 
Onderlichen  Systems,  welches  zur  Zeit  /  eine  Translation  oder  eine  Eota- 
tion  beflitzt. 

Im  Falle  einer  Translation  haben  alle  Systempunkte  zur  Zeit  l 
geometrisch  gleiche  Qescbwindigkeiten  und  beschreiben  mit  ihnen  in  dem 
nächstfolgenden  Zeitelemente  dt  geometrisch  gleiche  Elementarwege  ds,  so- 
äs  . 

das  folgende  Zeitelement  die  Translationsbewegong  des  Systems  fort,  so 
beschreiben  während  desselben  die  Systempunkte  gleichfalls  geometrisch 
gleiche  Elementarwege  TOn  derselben  oder  YOn  unendlich  wenig  abweichen- 
der Richtnng  mit  gemeinsamer  Geschwindigkeit  v',  in  welche  v  flbergegsngen 
ist.  Daher  besitzen  alle  Systempunkte  dieselbe  Elementarbeschleunigung, 
welche  ihre  Geschwindigkeit  v  nach  Grtisse  und  Bichtuug  ändert  und  in 
Folge   dessen   auch   dieselbe  Beschleunigung  <p   mit  denselben  Tangentiai- 

und  Normalcomponenten  q>,  ^  —  und  a>„  >=  —     Es  genOgt   die  Kennt- 
dt  f 

niss  der  Beschleunigung  eines  einzigen  Systempnnktes,  um  die  Beschleu- 
nigung aller  zu  wissen.  Besitzt  das  System  nicht  blos  zur  Zeit  (,  son- 
dern während  eines  endlichen  Zeitraumes  eine  Translationsbewegung,  so 
gelten  diese  Betrachtungen  fUr  alle  Momente  dieses  Zeitraumes.  Die  Be- 
schleunigungen aller  Punkte  sind  in  jedem  Momente  geometrisch  gleich, 
ändern  aber  Ton  Moment  zn  Moment  im  Allgemeinen  ihre  gemeiussios 
Grösse  and  Richtung. 

Besitzt  das  System  zur  Zelt  t  eine  Rotation,  so  sind  die  Geschwindig- 
keiten V  der  SystAmpunkte  den  Abständen  r  der  Punkte  von  der  Bota- 
tionsaie  proportional  und  werden,  wenn  a  die  Winkelgeschwindigkeit  be- 
zeichnet, durch  V  =•  ra  dargestellt.  Vermöge  dieser  Geschwindigkeiten 
beschreiben  die  Punkte  im  nächsten  Zeitelemente  dt  Wege  ds  =  rm<il, 
welche  Kreisen  angehSren,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Axe  liegen  u"^ 
deren  Radien  die  Abstände  r  sind.  Besteht  nun  auch  im  folgenden  Zeit- 
elemente  die  Rotation  um  dieselbe  Axe  foi-t,  so  werden  die  Radien  r  die 
Krümmungshalbmesser  der  Bahnen  der  Systempunkte  und  da  sie  fDr  b«de 
Zeit«lemente  nach  t  constant  sind,  so  erhält  man  fttr  die  Tangential-  und 
Normalcomponente  der  Beschleunigung  die  Werthe 

da»  ,  r»M*  ,  - 


T(  = 


dt  dt 
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wo  —  =  ra'  geeeizt  ist,  und  weiter  fUr  die  BeBchleunigung  tp  selbat  und 
ihre  Neigung  X  gegen  die  Normale  der  Bahn 

0 - Voi +  »!->•]/-' +  »•'.    t«»-^.- 

Ftlr  die  Ponkte  in  der  Entfernung  r  =  1  erliKlt  man 

q,,  =  »',     ^,  a=  (o',      gj  =  j/oj*  +  «'*-=  e-,      tg  A  =     j 

wo  &  als  AbkOrznng  dienen  soll. 

Die  Beschlennignng  der  Punkte  eines  lotirenden  Systems 
sowie  ihre  Tangential-  and  Normaloomponente  sind  dem  Ab- 
stände r  der  Punkte  von  der  Rotationeaxe  proportional  und  wer- 
den aus  den  entsprechenden  Grössen  fUr  die  Einheit  der  Ent- 
fernung durch  Multiplication  mit  r  gefunden.  Für  die  Einheit 
der  Entfernung  ist  die  Tangentialbeschleunigung  die  Derivirte 
der  Winkelgeschwindigkeit  nach  der  Zeit,  die  Normalbeecbleu- 
nigung  aber  gleich  dem  Quadrate  der  Winkelgeschwindigkeit. 
Die  Neigung  der  Beschleunigung  gegen  die  Normalen  der  Bahn 
ist  fflr  alle  Systempunkte  dieselbe;  die  Richtung  der  Normal- 
bescbleanigung  schneidet  die  Rotationsaxe  reobtwinklig. 

Die  Tangentialcomponente  w'  heisst  die  Winkelbeschleunigung 
des  Systems. 

Besitzt  das  System  eine  endliche  Zeit  hindurch  eine  Rotation  um  die- 
selbe Axe,  so  gelten  diese  Betrachtungen  fQr  jeden  Moment  derselben.  Ist 
die  Rotation  gleiobförmig,  also  u  constant,  so  ist 

y,  =  0,    y,  =-r«i'  =  9),   i'=0;    ■ 
die  Totalbeschleunigung  <f  reducirt  sich  dann  auf  die  Normalbegchleunigung 
und  ist  senkrecht  zur  Axe. 

Aus  der  Beschleunigung  eines  einzigen  nicht  in  der  Axe  gelegenen 
Punktes  eines  rotirenden  Systems  kSnnen  die  Beschleunigungen  aller  Punkte 
gefunden  werden. 

2.  Wir  gehen  über  zur  Beschlennigang  der  ebenen  Bewegung. 
Was  wir  hier  mittheilen,  ist  bis  auf  weniger  Wichtiges  der  Inhalt  nebst 
weiterer  Ausführung  unserer  Abhandlung:  „Ueber  d,en  Bescbleunigungszustand 
des  ebenen  unveränderlichen,  in  der  Ebene  beweglichen  Systems"  (Schlü- 
miloh's  Zeitsohr.  f.  Mathem.  B.  XIX,  S.  185,  u.  ffg.). 

Der  momentane  Geachwindigkeitszustand  eines  unverBnderlicben  ebenen 
in  der  Ebene  bewegliohen  Systems  zur^ieit  (  ist  darch  die  Lage  des  Mittel- 
punktes C  der  Geschwindigkeiten  (des  Momentancentrums),  die  GrOsse  «a  und  den 
Sinn  der  Winkelgeschwindigkeit  voUkommen  bestimmt.  Die  Geschwindigkeit 
V  •—  rta   eines   Systempunktes  M  in  der  Entfernung  C2t^  r  von  C  ist 
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auf  oonceatrischen  Kreisen  um  C  nach  GrCsae,  anf  den  Stralen  dieses 
Punktes  nach  ftlcbtung  oonstant,  fUt  Punkte  deaselben  Strales  auf  ver- 
schiedenen  Seiten  von  C  aber  dem  Sinne  nach  entgegengesetsi  Die  Punkte 
3£  beschreiben  in  dem  auf  l  folgenden  Zeitelemente  dt  Bogenetemente 
ds  =  reidt  senkrecht  zu  CM  und  dem  Sinne  nach  harmonirend  mit  a. 
Der  Mittelpunkt  der  Geschwindigkeiten,  dessen  Geschwindigkeit  momentan 
Null  ist,  wechselt  im  Allgemeinen  im  System,  wie  in  der  Ebene,  in  wel- 
cher die  Bewegung  erfolgt.  Der  Ort  aller  Mittelpunkte  C  in  der  Ebene 
der  Bewegung  ist  eine  Curre  {C},  der  Ort  der  Systempnnkte  T,  welche 
noch  und  nach  Mittelpunkte  der  Geschwindigkeiten  werden,  eine  Cnrre  (r) 
im  System  und  es  rollt  im  Lanfe  der  Bewegung  die  Carre  (F)  anf  der 
Curve  (C)  ohne  zu  gleiten,  so  dass  der  Bertthmngspunkt  beider  Curren 
Mittelpunkt  der  Geschwindigkeiten  ist  fttr  die  Lage  des  beweglichen  Systems, 
welche  durch  die  zugehörige  Lage  der  Curve  (P)  auf  der  Curve  (0)  cha- 
rakteriflirt  wird.    (TgL  Cap.  IV,  §.  2.) 

Äehnliches  gilt  von  dem  Beachleunigungssustande  des  Systems  zur 
Zeit  t,  welcher  zu  dem  GesohwindigkeitszuBtande  dieser  Zeit  hinzutritt,  um 
ihn  in  den  Gesohwindigkeitszu stand  des  nSchstfolgenden  Moments  t  -^-  dl 
flberzufuhren,  d.  h,  die  Winkelgeschwindigkeit  a  am  C  in  die  Winkel- 
geschwindigkeit w  -|-  da  um  den  folgenden  Mittelpunkt  (7"  umzuSndern. 

Es  seien  ra  und  a  -\-  dai  die  Winkelgeschwindigkeiten  des  Systems 
zu  den  Zeiten  t  und  t  -\-  dt,  so  dass  dasselbe  mit  der  Winkelgeschwindig- 
keit u  wShrend  des  ersten  auf  t  folgenden  Zeitelementes  um  C,  mit  o  -j-  du 
wlthrend  des  zweiten  Zeitelementes  nm  C  rotirt  (Fig.  175).  Nach  C^.  lü, 
0  smA*  §•  ^^  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  u  -|-  ij»  des 

f  ?'  S—    zweiten     Zeitelementes     äquivalent     der    Winkel- 

V  ^     geschwindigkeit  a>  nm  C  und  der  unendlich  kleinen 

Flg.  IIS.  Winkelgeschwindigkeit  da  um  ein  gewisses  mit  C 

und  C  in  gerader  Linie  liegendes  Centrum  S.  Indem  wir  diese  bfiiden  Com- 
ponenten  an  die  Stelle  von  n-^-da  wShrend  des  zweiten  Zeitelementes  treten 
lassen,  besteht  die  Bewegung  des  Systems  in  einer  Rotation  um  C  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  e>  zwei  Zeitelemente  hindurch  und  einer  Rotation  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  dm  um  H  wBhrend  des  zweiten  dieser  Zeitelemente. 
Da  die  Punkte  in  der  Einheit  der  Entfernung  von  C  vermCge  der  Rotation 
um  diesen  Punkt  zwei  Zeitelemente  hindurch  unveränderliche  Geschwindig- 
keit to  besitzen,  so  ist  ihre  Tangentialbeschleunigung  Null  und  haben  die- 
selben bloB  centripetale  Beschleunigung  nach  V  hin  gerichtet  gleich  n  - 
VermSge  der  Rotation  um  Herlangen -die  Punkte  in  der  Entfernung  gleich 
der  Einheit  von  H  den  unendlich  kleinen  Geschwindigkeitszusate  du,  senk- 
recht zu  den  Stralen  dieses  Punktes,  auf  welchen  sie  liegen.  Diese  unend- 
lich kleine  GesobwindigkeitsSnderungtfoi  nennen  wir  dieElementarwinkel- 
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beBchlennigqng   des   Systema   zur   Zeit  t  und  H  ihren   Mittelpunkt; 

'  dt~ 

dessen  Winkelbesohlonnignag  and  H  ebenso  ibren  Uittelpunkt.  Die 
Winkelbeecbleanignng  iat  poaitiv  oder  negativ,  je  nachdem  dta  positiv  oder 
^negativ  ist,  d.  b.  je  nachdem  die  Winkelgeschwindigkeit  u  wSchst  oder 
abnimmt.  Der  Mittelpunkt  der  Winkelbescbleanigctng  liegt  aof  der  ge- 
meinsamen Tangente  der  Cnrven  (C),  {F)  anf  dem  Halbstrale  vom  Sinne 
CC  bei  positivem,  auf  dem  Halbstisle  des  Sinnes  C'C  bei  negativem  du, 
im  Abstände  CS,  welcher  aus  der  Proportion 
CC        C'H  CS 

dfo  m  ■■'  ~|~  '^'^ 

folgt    Verbinden  wir  hiemit  die  Geschwindigkeit  u,  mit  welcher  der  Mittel- 
punkt C  der  Geschwindigkeiten  wechselt,  ufimllcb  die  Grösse  u  "•*  — — ,  so 

ergibt  sich    für   den   geenchten  Abstand   CH,   den  wir  mit  c  bezeichnen 
wollen: 


Diese  Entwickelung  führt  uns  zu  dem  Satze: 

D  er  Beacbleunignngszu stand  des  beweglichen  ebenen  Systems, 
welcher  den  Gesohwindigkeitszustand  desselben  zur  Zeit  (  Bndert, 
wird  durch  zwei  Besohleanigangsoomponeaten  dargestellt:  die 
CentripetalbeBcbleunigung  und  die  Winkelbescblennignng.  Die 
erstere  ist  nach  dem  Mittelpunkt  C  der  Gesobwindigkeiten  ge- 
richtet und  bat  in  der  Einheit  der  Entfernang  von  diesem  die 
Intensität  m*,  letztere  ist  senkrecht  zu  den  Strahlen  ihres  Mit- 
telpunktes H,  welcher  anf  der  gemeinsamen  Tangente  der  Cur- 
ven  (C),  (r)  liegt  und  besitzt  in  der  Entfernung  gleich  der  Ein- 
heit  von    diesem    die    Inteusitftt    «—•(»'.    Die   Entfernung    c    der 

Mittelpunkte  C  und  H  von  einander  ist  c  — °  - —  ■    Die  Punkte  iu 

der  Einheit  der  Entfernung  von  C  nnd  H  erlangen  durch  diese 
Beschlennignngaoomponenten  die  elementaren  Oesobwindigkeits- 
Snderuagen  a'dt  nnd  udt-^dm  in  den  Richtungen  derselben. 

Ist  der  Mittelpunkt  C  der  Geschwindigkeiten  stationSr,  also  u  >=  t^ 
so  fUlt  der  Mittelpunkt  E  dar  Winkelbeschleunigung  mit  ihm  zusammen. 
Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  ca  constant,  ohne  dass  u  —  0  ist,  so  rUckt 
H  ins  Unendliche.  Wird  ta  zur  Zeit  t  gleich  0,  ohne  dass  u  unendlich 
wird,  so  &llen  E  nnd  C  ebenfUls  znaammen. 
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§.  3.  Mit  Hülfe  der  im  Torigen  §.  beuatzten  Zerlegung  der  Bewegung 
des  Systems  in  eine  Rotation  um  C  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  « 
w&hrend  beider  Zeitelemente  nnd  eine  Rotation  mit  der  Winkelgeschwin- 
digkeit dm  um  H  während  des  zweiten  dieser  Zeitelemente  ergibt  uch 
ebenso  der  SaU  (Fig.  1,76): 

Die  Bescbleunigang  tp  eines  Systempnnktes  jtf,  dessen  Eni* 

fernungen   vom   Uittelpunkte    C  der   Geschwindigkeiten   r  nnd 

jf  Tom    Mittelpunkte    H   der    Winkelbe- 

Bohleunignng  r  sind,  hst  zwei  Compa- 

aenten:  die   centripetale  Beechlenni- 

gnng  ta*r  nach  C  gerichtet  und  die  von 

^  B"  der  Wiukelbeschlennigung  berrtthren- 

*"  de  Bescbleunigung  vr  senkrecht  zn  r 

und  dem  Sinne  nach  mit  tu  harmonirend  oder  nicht  harmonirend, 

je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist. 

Wir  wollen  dem  System  für  das  zweite  Zeitelement  am  C  die  nuend- 
licb   kleine   Winkelgeschwindigkeit  gleich  der  Elementarbeschleunigaug  du 
in  deren  Sinn  und  zugleich  im  umgekehrten  Sinne  ertheilen  (Fig.  177)  nnd 
von   diesen    beiden   zugefUgt«n    Componenten    die   erate   mit   der  Winkel- 
j^^  gesch windigkeit  <a   des   zweiten   Zeitelementee 

o^  g,  j  um  C  zu  o>  -|-  dw,  die   andere   aber   mit  der 

^lÜ    '  O  Elementarwinkelbesehlennigiing    dto   um   fi  ro 

jijg  j„  dem    Rotationapaare    (dw,   — d»)    verbinden, 

welches  einer  unendlich  kleinen  Trasslations- 
geschwindigkeit  CH  ,  dto  ■=  cdm  =  cadt  =  audt  parallel  zur  Nor- 
malen der  Oorve  {C)  äquivalent  und  nach  derjenigen  Seite  der  Tangoite 
von  (C)  gerichtet  ist,  nach  welcher  die  Winkelgeschwindigkeit  m  das  System 
nicht  in  Rotation  versetzt.  Das  System  rotirt  alsdann  im  ersten  Zeitele- 
mente mit  der  Winkelgeschwindigkeit  a  iim  C,  im  zweiten  Zeitelemente 
mit  <a  -\-  dm  gleichfalls  um  C  und  beaitzt  in  diesem  Zeitelemente  zugleich 
die  unendlich  kleine  TranslationsgeBchwindigkeit  uudf.  Die  Beschlennigung 
des  Systempnnktes  M  setzt  aicb  daher  zusammen  aus  der  Besohleunigiug, 
welche  von  dieser  Rotation  herrührt  und  iu  die  centripetale  Beschlennignng 
(B*r  und  die  tangentiale  rm  =  ur  zerfsllt,  sowie  aas  der  für  alle  System- 
Punkte  gleichen  Beschleunigang  a  u ,  welche  durch  das  Rotationspur 
veranlasst  wird.  Die  letztere  Componente  rührt  aUein  von  dem  Wechsel 
^  Mittelpunktes  der  Geschwindigkeiten  her  und  verschwindet,  wenn  daa 
System  blos  um  C  rotirt.  Wir  können  sie  als  das  Winkelbescblennignngs- 
paar  (u,  — «)  mit  dem  Momente  «c  =  au  außaesen. 
Wir  erhalten  hiedurch  den  Satz  (Fig.  178): 
Die  Beschlennignng  des    Systempanktea   3f   ist   darstellbar 
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dar&h  zwei  ComponenteD,  von  denen  die  eine  die  Beschleunigung 
ist,  welche  der  Systempnnkt  haben  würde,  wenn  der  Mittel- 
punkt der  Geschwindigkeiten  C  nicht 
wechselte,  wShrend  die  andere  von  die- 
sem Wechsel  des  Mittelpunktes  der 
Oeschwindigkeiten  herrOhrt.  Die  er- 
stere  zerfsllt  in  die  oentripetale  Com- 
ponente  a*r^  welche  nach  dem  Mittel- 
pnnkte  C  hin  gerichtet  ist  und  in  die 
TangentialbesohUunignng  «r  senkrecht  tn  dem  Strahle  des  Mit- 
telpunktes C,  welcher  durch  M  geht,  nnd  bildet  mit  der  Nor- 
-  malen  CM  der  Bahn  des  S^stempnnktes  den  constanten  Win- 
kel i,  für  welchen  tang  A  ^  -j  ist-   Die  1  etztero  ist  von  der  Lage 

des  Punktes  M  im  System  unabhSnglg,  senkrecht  zur  Tangente 
der  CuTve  {G)  nnd  naah  derjenigen  Seite  dieser  Tangente  ge- 
irsndt,  nach  welcher  die  Winkelgeschwindigkeit  m  das  System 
nicht  dreht;  sie  wird  durch  das  Moment  ac '=' <au  des  Winkel- 
beschleunigungspaares  («,  — «)  ausgedruckt 

Hieraus  erhellt,  dass  sBmmtliche  Funkte  des  Systems  eine  gemeinsame 
Besohlenmgnngscomponente  haben.  Sie  ist  die  BeschleuniguDg  des  Mittel- 
punktes C  der  Geschwindigkeiten.  Denn  ftlr  ihn  ist  wegen  r  =  0  die  Be- 
schleunigung, welche  von  der  Rotation  um  C  herrUfart,  Null,  die  von  der 
Winkelbe Hchleunigung  a  um  if  herrührende  ist  aber  uc  nnd  senkrecht  zu  C. 
§.  4.  Es  kann  gefragt  werden,  ob  es  im  System  Punkte  gehe,  deren 
Beachleunignng  Null  ist.  Aus  dem  ersten  Satze  des  §.  3  folgt,  dass  ein 
solcher  Punkt  den  Bedingungen  genUgen  müsse:  1.  dass  die  Componenten 
m*r  and  «r,  von  denen  die  erste  l&ngs  r  gerichtet,  die  zweite  senki-echt 
zu  r'  ist,  in  eine  Qerade  fallen,  2.  dass  dieselben  entgegengesetzten  Sinnes 
seien  nnd  3.  dass  ihre  OrCase  dieselbe  sei.  Der  ersten  Bedingung  zufolge 
kann  ein  solcher  Punkt  nur  auf  dem  Kreise  liegen,  der  Über  der  Verbin- 
dungslinie der  Mittelpunkte  der  Q es ch windigkeiten  und  der  Winkelbescbleu- 
nignng  als  Durchmesser  beschrieben  werden  kann.  Verfolgt  man  aber  die 
Punkte  dieses  Kreises,  so  erkennt  man  leicht,  dass  nur  die  Punkte  der 
einen  HSlfte  desselben  der  zweiten  Bedingung  genUgen.  Für  positive  wie 
negative  Werthe  von  a  haben  nur  die  Punkte  auf  der  Seite  von  CH  ent- 
gegengesetzte Beschleunignngscomponenten,  nach  welcher  die  Botation  nicht 
erfolgt,  die  der  andern  Seite  haben  Beschleunigungscomponenten  B>*r  nnd 
«r,  welche  beide  nach  C  hingerichtet  sind.  Die  Beschleunigung  ist  auf 
dem  ersteren  Halbkreise  u>*r  —  ar  ,  auf  dem  zweiten  m*r  -\-  ar.  Der 
dritten  Bedingung  gemäss  muss  o>*r  —  ur  =^  0,  d.  h. 
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sein.  Der  Ort  der  Fnnkto,  welche  dieaer  Bediagang  genügen,  ist  ein  Kreis, 
dessen  Mittelpunkt  aaf  CS  liegt  tmd  welcher  die  Strecke  CH  im  Ver- 
hältnisse a :  (a^  hatmoniach  theilL  DieBer  Kreie  schneidet  mithin  den  vor- 
hin bezeichneten  Halbkreis  aber  CH  in  dem  einzigem  Punkte,  dessen  6e- 
acMeuniguiig  verschwindet  Der  Stral  des  Punktes  C,  welcher  nach  diesem 
Funkte  geht,  bildet  mit  der  Normalen  der  Cnrre  (C)  den  Winkel  i.  Da- 
her (Fig.  179); 

Es  gibt  in  dem  beweglichen  Sjstem  für  jeden  Zeitmoment 
nar  einen  Punkt,  dessen  Beschlennigang  Null,  dessen  Qeschwin- 
digkeitindiesemlfomente  also  nach  OrSsse 
und  Richtung  stationär  iet.  Wir  nennen  die- 
sen Punkt  den  Mittelpunkt  der  Beeohlaani- 
gnngen  und  bezeichnen  ihn  mit  G, 

Der   Uittelpnnkt   O   der   Beachlenni- 

gungen  liegt  stete  auf  derjenigen    Seite 

der   gemeinsamen   Tangente   der  Curren 

{C)  und   (r),  nach  welcher   die   Rotation 

^K  "'■  des  Systems   nm  C  nicht  erfolgt  und   mit 

dem   Mittelpnnkte    H    der    Winkelbeachleunigung   auf   gleicher 

Seite  der  Normalen  dieser  Curven. 

Die  Abstände  r^,  ro  des  Funktee  G-  von  C  und  E  wcgebea  sich  mit 
Hülfe  der  Gleichungen 


=  0, 


nänüioh 


Eine  Linie  durch  G  parallel  mr  Normalen  der  Cnrve  (C)  theUt  die 
Strecke  CH  im' Verhfiltniss 


Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  a  oonstant,  also  u  =  0 ,  so  wird 
c  i=a  —  =  oo ,  mithin  rj  =  oo ,  aber  fo  =■  —  ■  Der  Mittelpunkt  der  Be- 
schleunigungen ftUt  dann  in  die  Normale  der  Curve  (C).  Seine  Lag«  in 
diesem  Falle  ist  ein  Funkt  J,  welcher  in  späteren  §§.  eine  Bolle  spielen 

wird;  man  nennt  ihn  den  Wendepol.    Da  r^  =  ~  *=  —  "  -i  =  **gii  so 
ist  J  der  Schnittpunkt  der  Geraden  HO  mit  der  Normalen  an  (C). 
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FSUt  der  Mittelpunkt  0  der  Geachwindigkeiten  ins  üneDdlicbe  und 
wird  Q}  =<=>  0,  aber  so,  dasa  rm  endlich  and  fdr  alle  Punkte  constant  gleich 
V  wird,  so  hat  das  Syetsm  eine  Translationsgeachwindigkeit.  Für  Bie  ftllt 
Q  mit  C  und  H  im  unendlichen  zuBammen,  Die  parallelen  BJchtungen  def 
Kormalen  der  Bahnen  der  Systempnnkte  gehen  dnrob  G  und  die  Beschlea- 
nignngen  aller. Punkte  sind  geometrisch  gleich. 

§.  5.  Es  seien  (Fig.  180  und  181)  C,  IT,  G  die  Mittelpunkte  der 
Geschwindigkeiten,  der  Winkelbeschlennigong  und  der  Besohlennigung  und 


i^„ 
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CH='C,  CQ'=r^,  HG'=r'i,  ihre  Entfernungen  von  einander.  Ein  be- 
liebiger Sjatempunkt  M  in  den  Entfernungen  CM  =  r,  HM  =  r,  GM  =  p 
von  diesen  Punkten  besitzt  die  beiden  Beschleunignngscomponenten  u'r 
längs  MC  nach  C  hingerichtet  und  ar  senkrecht  zu  HM  und  dem  Sinne 
nach  harmonirend  mit  «.  Wir  zerlegen  die  centripetale  Componente  m^r 
naofa  p  und  parallel  GC;  vermöge  der  Aehnlichkeit  der  hiezu  dienenden 
Fi^ren  erhalten  wir  biednrch  statt  m'r  die  Componenten  a*p  nach  G  bin 
gerichtet  und  a*r^  parallel  O  C.  Die  letztere  ist  von  der  Lage  des  Punk- 
tes M  im  System  uuabbXngig,  ftlr  alle  Punkte  dieselbe  nach  OrCsse,  Bic^- 
tan^  und  Sinn  und  stellt  die  centripetale  Beschleunigung  des  Punktes  G 
dar.  Die  yon  der  Winkelbesohlennigung  a  herrührende  Componente  ar 
lesen  wir  ebenfaUs  in  zwei  Componenten  auf.  Zu  dem  Ende  denken  wir 
zunSchst  dem  System  um  &  iwei  entgegengesetzt  gleiche  unendlich  kleine 
OesGhwindigkeitscomponent«n  gleich  der  Elementarwinkelbescblennigung  da 
um  H  ertheilt  und  erhalten  dadurch  anstatt  du  tun  H  die  Elementarwin- 
kelbeschlennigoiig  dm  um  G  in  Verbindung  mit  dem  Rotationspaare 
(äo),  — '  da),  dessen  Moment  dm  .  &H  eine  unendlich  kleine  Translationa- 
gegohiirindigkeit  senkrecht  zu  GH  und  dem  Sinne  nach  mit  da  um  H 
iiannonirend  darstellt  Indem  wir  mit  dem  Zeitclemente  dt  dividirt  denken, 
treten  hiednrch  an  die  Stelle  der  WinkelbeBchleonigung  a  um  H  dieselbe 
Winkelbeschlennigung  «  um  ff  in  Verbindung  mit  der  Beschleunigung  arj, 
senkreofat  zu  GH.  Die  Winkelbeschlennigung  a  am  G  veranlasst  im  Punkte 
JU  die  BeBchleunignngscomponente  ap  senkrecht  zum  Strahle  GM  und 
harmoniroiuien  Sinnes  mit  «,  welche  in  Verbindung  mit  der  Beschleunigung 
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crr,  die  aus  der  Winkelbeschleuiiigiuig  «c  eDtapringoLde  BeBohlenni^^gs- 
componente  «/  rertreten  kann.  Die  Compoaente  ar„  ist,  wie  a'r^  von  der 
Lage  des  SyBlempunktes  UBabbKngig  und  stellt  die  aus  der  Winkelbeechleu- 
vigung  stammende  Beschleunigung  dee  Punktes  G  dar.  Diese  beiden  letst- 
genannten  Componenten  tilgen  sich  daher  an  jedem  Systempankte  M,  wie 
sie  sich  am  Mittelpunkte  der  Beschleunigungen  tilgten  (§,  4).  Denmach 
bleiben  am  Punkte  M  die  Component^  t>*p  und  ttp,  so  dass  wir  m  fol- 
gendem Satze  gelangen: 

Die  Beschleunigung  q/  eines  Systempunktes  Jf  in  der  Ent- 
fernung p  Tom  Mittelpunkte  G  der  Bechlenuigungen  kann  darcb 
zwei  Componenten  dargestellt  werden:  die  centripetale  Be- 
schleunigung a'p,  nacb  dem  Punkte  G  hin  gerichtet  und  der 
Kstferaung  von  diesem  proportional  nnd  die  Beschleunigung 
ap,  von  der  Winkelbescbleunigung  a  harrOhiend,  senkrecht  Eum 
Strahle  GM  des  Bescbleunigungsmittelpunktes,  harmoulreirden 
Sinnes  mit  a  und  gleichfalls  dem  Abstände  p  proportionaL 

Aus  diesen  zu  einander  rechtwinkligen  Componenten  (o*p  und  ap  er- 
bfilt  man  die  Oröese  ip  der  Beschleunigung  und  ihre  Neigung  l  gegen  den 
Stral  GM,  nfimlieh: 

ip  =i)  V'w*+  tt*  =pä,     tgl  =  -,■ 

Hieraus  folgt  weiter: 

Die  Beschleunigung  des  Systempunktee  ist  der  Entfernnng 
vom  Mittelpunkte  der  Beschleunigungen  proportional  nnd  auf 
concentrischen  Kreisen  um  diesen  Funkt  oonstant  Sie  bildet  in 
allen  Punkten  des  Systems  mit  dem  Strale  dieses  Punktes  con- 
stanten  Winkel  und  ist  Ifings  eines  und  desselben  Strahles  con- 
stant  nach  Richtung,  in  zwei  Punkten  desselben  Strahles  aber, 
welche  auf  versohiedenen  Semiten  des  Beschleunigungsmittel' 
Punktes  liegen  dem  Sinne  nach  entgegengesetzt. 

Die  Existenz  der  centripetalen  Beschleunigungscomponente  »*p  be- 
wirkt, dasB  der  Winkel  l,  den  ip  mit  dem  Strahle  GM  bildet,  nidit  grSsser 
als  ^ff  sein  kann. 

Die  Torstehende  Bednction  der  Beschleunigungen  ist  anwendbar  nicbl 
blos  für  den  Punkt  G,  sondern  auch  für  jeden  andern  Pnnkt  P,  nnr  tilgen 
sich  bei  der  Wahl  eines  solchen  die  Componenten  wie  a*rg  und  ar\  nicht 
Man  kann  die  Beschleunigung  auch  hier  ans  zwei  Gomponentai  n* .  PM 
und  a.PM  bilden,  die  erste  nach  P  gerichtet,  die  zweite  suikreeht  m 
PM,  zu  welchen  aber  noch  es' .  PC  und  a  .  PH  hinzu^ten,  Tcm  denen  die 
eine  parallel  PC,  die  andere  senkrecht  zu  PH  ist 

Es  ist  nicht  uninteressant  zu  bemerken,   dass  das  System  der  centri- 
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petalen  Beschleunig ongBii  wie  Q>*r  von  eiaem  Centrum  auf  das  andere  Über- 
tragen werden  kann,  wenn  man  allen  Syetempnokten  eine'  gemeinBChaftlicbe 
Beschleunig  aug  hinzugefügt,  gleich  dem  Produkte  ans  dem  Quadrate  der 
Winkelgeschwindigkeit  und  dem  Abstände  beider  Centra,  parallel  diesem 
Abstände  und  von  dem  Sinne,  welcher  vom  zweiten  Centrum  nach  dem 
erateu  hiozeigt.  Ebenso  kann  jedes  von  einer  Winkelbeschleunigung  her- 
rührende System  von  Beschleunigungen  auf  ein  anderes  Centrnm  der 
Winkelbeschleunigung  bezogen  werden,  wenn  zugleich  dem  System  eine 
Translationsbeachleunigung  gleich  dem  Momente  des  Paares  von  Winkel- 
beschleunigungen  zagefttgt  wird,  welches  durch  die  Winkelbeechleunigong 
Tim  das  zweite  Centrum  gebildet  wird. 

Wenn  man  auf  die  hier  angedeutete  Weise  z.  B.  die  Beschlennigungen 
a^p  and  «p  von  G  auf  C  Uberti^gt,  so  ergeben  sich  to'r,  ur  in  Verbin- 
dnng  mit  a^r^  parallel  CG  und  «Cg  senkrecht  zu  CG,  welche  beide  zu- 
sammen die  Componente  r,,  Ym*  +  «'  =  »w  =  oc  (s.  §.  2)  liefern,  wel- 
ches die  Beschleunigung  des  Punktes  C  ist.  Dies  Resultat  stimmt  mit  dem 
zw^ten  Satze  des  §.  3.  tfberein.  Man  erkennt  bierin  mit  Leichtigkeit  den 
etwas  allgemeineren  Satz: 

Man  kann  die  Beschleunigungen  des  Systems  vom  Beschleu- 
nignugsmittelpunkte  O  auf  jeden  andern  Pnukt  P  Übertragen, 
indem  man  zugleich  allen  Systempunkten  die  Beschleunigung 
des  Punktes  P  ertheilt. 

§.  6.  Der  Mittelpunkt  C  der  Geschwindigkeiten  hat  keine  nach  C 
gerichtete  Centripetalbeschleunigung,  seine  Beschleunigung  rllhrt  bloa  von 
der  Winkelbeschleunigung  tt  nm  II  her  und  ist  dieselbe  ac  =  (au  nnd 
parallel  zur  Normalen  der  Curve  (C).  Da  die  Beschleunigungen  aller  Pankte 
eines  Stralea  von  G  parallel  sind,  so  ist  die  Gerade  CG  der  Ort  aller 
Paukte,  deren  Beschleunigung  der  Normalen  der  Curve  (C)  parallel  ist. 

Der  Mittelpunkt  II  der  Winkelbeschleunigung  besitzt  bloa  Centripetal- 
beecbleanigung  nach  C  hin.  Daher  ist  die  Gerade  GB  der  Ort  aller  Punkte, 
deren  Beschleunigung  parallel  der  Tangente  der  Curve  (0)  ist. 

Von  den  beiden  hier  erwähnten  Geraden  bildet  die  erste  mit  der  Nor- 
malen, die  letztere  mit  der  Tangente  der  Curve  (C)  den  Winkel  X,  für 
welchen  tg  il  =■ « :  ra';  da  sie  sich  in  Q  schneiden  und  durch  C  und  H 
gehen,  so  sind  sie  senkrecht  zu  einander  und  können  zur  Auffindung  des 
Hittelpunktes  der  Beschleunigungen  dienen. 

§.  7.  Die  Gerade  CJtf  ist  die  Normale  der  Bahn  des  Systempnnktes 
M.  Pur  Punkte  ohne  Tangen tialbeschleonigung  mtlssen  die  beiden  Com- 
ponenten  der  Beschlennigang,  die  centripetale,  nach  C  gerichtete  <o'r  and 
die  zu  HH  senkrecht  von  der  Winkelbeschleunigung  um  H  herrttfarende 
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in  diese  Normale  fallen.    FOr  sie  rnttssen  also  CM  und  MH  zu  einander 
rechtwinklig  werden.    Daher: 

Der  Kreis,  welcher  Über  dem  Abstände  der  Hittelpnnkte  C 
nad  H  der  Geschwindigkeiten  and  der  Winkelbeachlenoignug 
als  Durchmesser  beschrieben  werden  kann,  ist  der  Ort  der 
Systempnnkte  ohne  Tangentialbeschleunigung. 

Die  Beschleunigung  der  Punkte  dieses  Kreises  ist  blas  Normalbeschlen- 
nigong  ipn  =  <»*T  ~F  "''>  ^'^  '^  Zeichen  ( — )  fQr  die  Punkte  auf  der 
Seite  von  CH  gilt,  auf  welcher  der  Beschlennignngsmittelpnnkt  liegt,  das 
Zeichen  (-{-)  fUr  die  andere  %^ä  and  die  Beschleanigung  positiv  nach  C 
hin  gerechnet  ist. 

Da  die  TangentialbeBchleunigung  der  Punkte  des  Kreises  Null  ist,  so 
ist  ihre  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t  stationBr,  also  im  AUgemräien  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  in  Bezug  auf  Zeit  oder  Ort. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel  HMC,  den  die  Strahlen,  welche  von  irgend 
einem  Systempunkte  M  nach  den  Kittelpunkten  C  und  H  der  Geschwindig- 
keiten und  der  Winkelgeschwindigkeit  gezogen  werden  kSnnen,  mit  einan- 
der bilden,  positiv  im  Sinne  der  Winkelgeschwindigkeit  m  gerechnet  mit  <, 
so  ist  die  Tangentialbeschleunigung  q>,  bestimmt  durch  die  Gleichung 

q>,  =  ar  cos  e 
imd  positiv  fUr  die  Punkte  ausserhalb   des  Kreises   Über  CH  als  Durch- 
messer, n^ativ  für  die  Funkte  im  Innern  desselben.    Daher  der  Sala: 

Der  Kreis,  welcher  den  Ort  der  Systempunkte  ohne  Tangen- 
tialbeschleunigung darstellt,  scheidet  die  Punkte,  deren  Ge- 
schwindigkeit zur  Zeit  t  wfichet  von  denen,  deren  Geschwindig- 
keit im  Abnehmen  begriffen  ist;  die  erstereu  liegen  ausserhalb, 
die  letzteren  innerhalb  desselben. 

Der  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  hat  keine  Tangentialbeschleu- 
nigung und  li^  auf  dem  genannten  Kreise  (§.  4). 

Die  Punkte  M  gleicher  Tangentialbeschleunigung  a  genügeu  der  Be- 
dingung ^t'='<t,  r  cos  £  E=  a  :  K.  Bezeichnet  #  den  Winkel,  welchen  der 
Radiusvector  CM^^r,  vom  Mittelpunkt  der  Geschwindigkeiten  nach  M 
gezogen,  mit  CH  bildet,  so  ist  die  Sehne,  welche  er  in  dem  Kreise  der 
Punkte   ohne   Tangentialbeschleunigung    bestimmt   c  cos  9  ^^  r  —  r  oos  c . 

Hiemit   erhält  man   für  die  Punkte   M  die   Gleichung  r  ■—  c  cos  #  +  -■  • 

Der  Ort  derselben  wird  daher  erhalten,  indem  man  auf  den  Strahlen  des 

Punktes  C  von  ihrem  Schnittpankte  J)  mit  dem  Kreise  die  Lange  J)M  =  — 

auftragt  und  ist  daher  eine  PaBcal'sche  Schneckenlinie  (Fig.  182). 
Fttr   die  Punkte   dieser  Curve  ausserhalb  des  Kreises  ist  die  Tangential^ 
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beaohleanigung  der  positive  Werth  von  a  =  u ,  DM,  für  die  inneren  der 
negative;  der  Doppelpunkt  C  der  Curve  gentigt  der  Forderung  nicht,  da 
eeine  BeBchleunigung  uc  die  Tangentialbe- 
schleunigung ist.  Fttr  a  -=  Ca  wird  die 
Carve  eine  Cordioide,  fflr  a  -^^  0  der  Kreis 
Über  CH  als  Durchmesser. 

Die  Tacgentialbeschleunigting  ist 
constant  auf  den  einzelnen  Curven 
einesSystema  Pascarscher  Schnecken- 
linien,  welche  den  Mittelpunkt  der 
Geschwindigkeiten  zum  Doppelpunkte, 
die  Tangente  der  Curve  (0)  lur  Sym- 
metrieaxe  und  den  Kreis  verschwin- 
dender Tangentialbescblenaigung  zur  Basis  haben. 
Mit  Hülfe  von  e  eos  #  >=>  r  —  r  cos  t  erhSlt  man 

9i  — •  «r'  cos  «  '=  a  (r  —  c  cos  #)  ^  «  (r  —  rp) , 
wenn  r^  der  Badinsvector  von  der  Sichtung  r  bis  an  den  Tangentialkreia 
ist    Die  Tangentialbeschleunigung  eines  Sjetempunktes   ist  also  der  Diffe- 
renz r  —  Tg  proportional. 

§.  8.  Die  Kormalhesehleunignng  91.  des  STstemponktea  M  besteht 
BUB  der  centripetalen  Componente  m*r  und  dem  Bestandtheile  ar  sin  e  der 
von  der  Winkelbescblenmgung  a  um  H  herrührenden  Beschleunigung  ur, 
deren  anderer  Bestandtbeil  ar  cos  t  die  TangentialbeBchlennignng  <pt  bildet. 
Sie  ist  daher  gi^  =  a'r  —  d/  sin  c,  wenn  hinsichtlich  des  Sinnes  von  t 
die  obige  Bestämmung  festgehalten  wird.  Die  Punkte  M,  deren  Normal- 
be schleunignng  verschwindet,  genOgen  daher  der  Bedingung 


und  da  c  cos  *' ■=  r' sin  e  ist,  wenn  #'  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  r 
mit  der  Normalen  der  Curve  (C)  bildet  (Fig.  163),  so  geht  diese  Bedin- 
gung   Über    in    r  ^  -|  coa  *'    oder    da 

«c  =  mw  ist,  in  r  ^  -  00s  *' .    TrKgt  man 


daher  auf  der  Normalen  von  (C)  nach  dar 
Seite  von  CH,  auf  welcher  der  Mittelpunkt  . 
Flg.  183.  der    Beschleunigungen    liegt,    die    Lsnge 

CJ  =  —  anf,  80  sind  die  Punkte  M  ohne  Normalbesobleunigung  die  Pro- 

jectionen   des   Punktes   /  auf  die   Blaulen   des   Mittelpunktes   C  der  Ge- 
schwindigkeiten.   Hieraus  folgt  der  Satx: 
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Der  Ort  der  Sygtempunkte  ohne  Normalbeachlennignng  ist 
ein  Kreis  vom  DarchmeBser  — ,  welcher  die  Curve  (C)  im  Mit- 
telpunkte der  GeBohwindigkeiten  berührt  and  mit  dem  Be- 
scbleuutgnngsmittelpnnkte  anf  derselben  Seite  der  T&agente 
dieser  Curve  liegt 

Die  Grösse  — ,  welche  die  Lage  des  Wendepols  (§.  4)  bestimmt,  hat 

eine  rein  geometrische  Bedeutung,  die  sich  spSter  ergeben  wird. 

Der  Uittelpnnkt  G  der  Beschleunigungen  liegt  auf- dem  Kreise,  da  er 
keine  Normalbeschleumgung  bat.    Es  ist 

V,  =  ffl"  (r  —  "l  cos  «-)  ™  ««  (r  -  -  cos  #')  =  «*  (r  -  r,), 

wenn  r«  der  Radiusvector  bis  an  den  Wendekreis  ist.  Demnach  ist  91, 
proportional  der  Differenz  r  —  r,,  d.  h.  dem  Abstände  des  Systempunktes 
Jlf  vom  Wendekreis  in  der  Richtung  von  MC, 

Für  die  Punkte  im  Innern  des  Kreises  wird,  wie  man  hieraus  sieht, 
die  Normalbeschleunigung,  deren  positiven  Sinn  wir  nach  0  hingerichtet 
angenommen  haben,  negativ,  für  äussere  Punkte  ist  sie  positiv. 

Der  Kreis  der  Punkte  verschwindender  Normalbeechlen- 
nignng  scheidet  die  Systempunkte  positiver  Normalbeschlen- 
nigung  von  den  Systempnnkten  negativer  Normalbeschlennignng, 
so  dass  die  ersteren  ausserhalb,  die  letzteren  innerhalb  liegen. 
Die  Normalbeschleunignng  aller  Punkte  ausserhalb  dieses  Krei- 
ses ist  daher  nach  dem  Mittelpunkte  der  Geschwindigkeiten  hin 
gerichtet,  die  Normalbeschleunigung  der  Punkte  innerhalb  des- 
selben ist  von  diesem  Punkte  abgewandt 

Da  die  Normalbeschleunigung  eines  Punktes  immer  nach  dem  Krllm- 
mnngsmittelpunkte  seiner  Bahn  gerichtet  ist,  so  folgt  weiter: 

Die  Erümmnngsmittelpunkte  der  Bahnen  der  Punkte,  welche 
im  Innern  des  Kreises  ohne  Normalbeschleunigung  liegen,  fal- 
len auf  die  Seite  des  Mittelpunktes  der  Geschwindigkeiten,  auf 
welcher  dieser  Kreis  liegt,  die  der  Punkte  ansserhalb  dieses 
Kreises  auf  die  entgegengesetzte.  Die  Bahnen  der  innern  Punkte 
wenden  daher  ihre  convexe  Seite,  die  der  »nsseren  Punkte  ihre 
concave  Seite  dem  Mittelpunkte  der  Geschwindigkeiten  zu.  Die 
Bahnen  der  Funkte  des  Kreises  selbst  bilden  den  üebergang 
und  haben  diese  Punkte  zu  Wendepunkten. 

Die  letzte  Behauptung  dieses  Satzes  folgt  daraus,  dass  die  Normal- 
beschleunigung, da  sie  gleich  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit,  dividirt 
durch  den   Krümmungshalbmesser  der  Bahn  ist,  nur  versohwinden  kann, 
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wann  letsterer  tmesdlioh  wird,  also  die  ErllmmiuigamittelpnnktQ  cler  Bahnen 
jener  Funkte  des  Kruses  im  unendlichen  liegen,  ftir  die  Bahnen  selbst 
alao  zwei  &nfeinandärfolgende  Bogenelemente  in  ein  nnd  dieselbe  Gerftde 
fkllen.  Dieser  Eigensobaft  wegen  nennen  wir  den  Ort  der  Punkte  ohne 
HonnalbeBohlennignng  den  Wendekreis  des  Systems  ftlr  C  ala  Mittelpunkt 
der  GeBch windigkeiten. 

Für  die  Punkte,  deren  Korm&lbescblennigang  zur  Zeit  t  den  Werth  b 
bat,  ist  »'r  —  ar  am  e  ^b.    Da  aber  r'  sin  c  ^  c  cos  #',  so  wird  für  sie 

f  -=  -s  cos  *'  H — 5  oder  r  =       cos  tf'  H s-    Die  GrCaee  —  cosft'iataber 

die  Sehne,  welche  der  Stral  r  im  Wendekreise  bestimmt.    Daher: 

Der  Ort  der  Fnnkte  gleicher  Normalbescblennignng  ist  eine 
PascaTBcbe  Schneckenlinie  mit  dem  Mittelpunkte  der  Geschwin- 
digkeiten als  Doppelpunkt,  der  Normalen  der  CnrTe  (C)  als 
Symmetrieaze  und  deren  Wendekreis  als  Basis. 

§.  9.  Durch  jeden  Fnnkt  des  Systems  kann  eine  Curve  gelegt  werden, 
deren  Normalen  die  Biohtangen  der  Beschleunigung  der  Currenponkte  sind. 
Da  die  Normale  die  Richtung  der  Beschleonignng  haben  soll  and  diese  mit 
dem  Strale,  welcher  den  Beachleunignngsmittelpunkt  nüt  dem  Curvenpunkj 
verbindet,  den  constanten  Winkel  il  bildet,  so  ist  die  Curre  eine  logarith. 
mische  Spirale,  deren  Pol  im  Beschlennigungscentrum  liegt  nnd  deren  Tan- 
genten gegen  die  Radienvectoren  dieses  Pols  unter  dem  Winkel  -)-  n  — 
geneigt  sind.  Ebenso  ist  der  Ort  der  Punkte,  deren  Tangenten  die  Be- 
sohl ennigungsrichtung  haben,  eine  logarithmisohe  Spirale  von  der  Neigung 
l  gegen  die  R&dienrectoren.  Ebenso  die  Orte  der  Punkte  deren  Beschleu- 
nignng  mit  der  Tangenten  oder  Normale  oonstanten  Winkel  bilden. 

Dar  Ort  der  Punkte,  deren  Besohlennigong  durch  einen  festen  Punkt 
P  geht,  ist  ein  Ereis,  welcher  den  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  ent- 
hXtt  und  den  Winkel  il  als  Peripberiewinkel  fust  (Von  den  zwei  möglichen 
Kreisen  ist  nur  der  eine  hieher  gehOrig.)  Daher  liegen  je  zwei  System- 
pnnkte  nüt  dem  Schnittpunkte  ihrer  Beschleunignngsrichtungen  und  dem 
Mittelpunkte  der  Beschleunigungen  auf  demselben  Kreise. 

Der  Ort  der  Punkte,  für  welche  die  centripetale  Beschleunigung  m^r  in 
Bezng  auf  den  Mittelpunkt  der  Geschwindigkeiten  constantes  VerhSltniss  e 
zu  der  Beschleunigung  «r   senkrecht  zum  Strahle  r   des  Mittelpunktes  der 

Winkelgeschwindigkeit  hat,  ist  dei'  Kreis  —  =  -,  ■ 

Ebenso  sind  die  Orte,  ftkr  welche  die  Verhältnisse  von  tor,  lä'j),  ap 
constant  sind,  Kreise. 

Die  beiden  oben  erwähnten  Kreise,  für  welche  resp.  <pa  nnd  ipi  ver- 
schwinden, wurden  zuerst  von  Bresse  gefunden  {Memoire  sur  wn  tlte'orime 
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nouffeo»  concemant  les  mouvemmts  pians  et  sttr  Vapplicalion  de  la  cMma- 
Uquf  ä  la  däermination  des  rayons  de  cwrbwe.  Journal  de  V4cole  po^ 
(«Am.    T.  XX,  p.  104,  a.  1853). 

%.  10.  Für  die  Hn&ljiische  DarateUiuig  der  Torstebeuden  Theorie  w&hlen  wir 
die  Tangente  der  CiiT?e  (C)  zur  x-Axe,  poritiT  im  Siane  der  WeoheelgeBchwindig- 
keit  u  und  die  Normaie  derselben  xat  y-Aie  positiv  im  Sinne  der  gemeinsamen 
BescblenniguDgscomponente  au.  Der  Sjetempunkt 
Jtf  (o;,  y)  (E%.  184)  hat  die  Besehleanigangicomponen' 
ten  r<»*,r«]',aH  (s.  §.  8),  die  enta  von  M  nkcfa 
C  gericbtet,  die  iveite  senkrecht  in  CM  ond  die 
dritte  parallel  der  y-Axe.  Indem  wir  den  Sinn  der 
Drehung  flbereinsümm eod  mit  der  übneigerbewe- 
gung  annehmen,  sind  die  RichtongBCOsinaBse  dieser 
Componenten 


«Ta 


y-r, 


0,  1, 


Hg.  lu.  folglich  die  Oeummtoomponenten  X,  Y  der  Be- 

scbleonigang  von  M  parallel  den  Coordinatenuen: 
X=-  —  flj'a;-|-to'y,  Y  —  —  «'y  —  a'z  -J-  raw. 
Die  Sjstempnnkte  M,  deren  Beschleanigong  parallel  der  Normalen  der  Corfe  [(7) 
ist,  liegen  anf  der  Geraden  X  —  0,  d.  h.  —  a*x  +  m'y  =  0,  welcbe  dnrch  C 
gebt  and  mit  der  Tangente  einen  Winkel  bildet,  dessen  Tangente  m*:  co'  ist  Die 
Pnnkte,  deren  Beschlenmgong  parallel  der  Tangente  ist,  erfSIlen  die  Qende  f  «>0 
oder  —  ai'x  —  a*t/  +  aiwO,  welche  sui  TOrigen  senkrecht  ist  im  Abttands 
d  iK  mu  :  V'm*  +  <o'*  ^"^  ^^-  ^^  Schnittpunkt  beider  Geraden  hat  die  Be- 
BChleunigang  Null.  Es  ist  der  Beschlennignngsmittelpnnkt  mit  den  Coordinaten 
x„  y,,  welcbe  den  beiden  Gleicbongen  genügen : 


to*Xi  —  «'  Vi  =  0 , 


a>,  =  - 


Hit  Hfllfe  der  Coordinaten  x,,  y,   des  Beichlennignngnuittelpanktei  bringt  man 
X,  r  anf  die  Form 

X  -  -  «.»(X  -  «,)  +  «.'(y  -  y,),  X--»«|  +  «.',, 

r_-««ö,-y,)-iB>-a!,),  '^'"  r--«'u  +  «'e, 
indem  man  D&mlich  die  Gleichungen,  denen  x,,  y,  genOgen,  von  den  Ausdrucken 
fQr  X,  T  abzieht  nnd  die  Coordinaten  x  —  x, ,  y  —  y,  des  Punktes  M  in  Being 
anf  ein  dem  gewählten  paralleles  Coordinatensjstem  mit  dem  Drsprong  im  Be- 
Bcblennignngsmittel punkte  darcb  £,  i]  bezeichnet.  Han  erkennt  in  dieser  Form  die 
Componenten  m'p,  <ap  (§.  5),  welche  in  —  m'{,  —  »'»j;  »'ij,  —  «'|  zerbUen. 
Indem  man  die  Componenten  X,  Y  auf  die  Normale  OM  der  Bahn  dei 
Punktes  M  und  deren  Tangente  prqicirt,  d.  h.  mit  x:r,  y.t,  resp.  y:r,  — x:t 
moltiplicirt  nnd  addirt,  erhftlt  man  die  Honnal-  nnd  die  Tangentialbeschleunignng 
des  Punktes  3f,  nämlich: 


r+  y--- 
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Die  Syttemposkte  M  ohne  NormtlbeBcUennignaK  oder  ohne  TangentiKlbwobteu- 
nigang  genflgen  daher  den  Bedingongen; 

">■(**  + y")  -  "«y  =- 0,    <D(a:»  +  y*)-wMa!  — 0, 
in  welchen  mwi  leicht  die  Kreise  (§g.  7.  S.)  eikeiml). 

§.  11.  Dnroh  die  ipeciell  gewählte  Lage  des  CoordinatenByatema  wurde  eine 
gewiMe  geemetrisohe  Dnrohdclitigkeit  gewahrt  Indewen  iit  ea  leicht,  die  Be- 
trachtoDgen  anoh  in  allgemeinerer  Form  darcbiDfOhren.  Du  BedflrfDits  bierfOr 
Bt«llt  sich  heraoB,  wenn  ea  Bich  z.  B.  um  die  AnfeuchnDg  dea  Ortea  aller  Be- 
acblennignngicentia  fflr  ein  beatimmteB  BewegunKsproblem  oder  dea  Ortea  aller 
Sfstempnnkte  handelt,  welche  nach  nod  nach  mit  dem  Beichlenmgiingacentmm 
zneatmoeiihllen  oder  wenn  man  die  Enveloppe  aller  Wendekreiae  nntersuchen 
iTollte  n.  s.  w. 

Nehmen  wir  in  der  ahaolaten  Ebene  ein  featea  Coordiuatenajetem  der  x,  y, 
in  dem  beweglichen  Sjatem  ein  mit  diesem  bewegliches,  mit  ihm  aber  fest  ver- 
bnndenea  der  x,  y  an  ond  beseichnen  anaaerdem  mit  x, ,  y,  die  Coordinaten  des 
TTraj^ranga  des  lefastfren,  sowie  mit  a,  b;  a,  b'  die  Bichtungecosinaeae  seiner  Aien 
gegen  die  Axen  der  x,  y,  so  bestehen  fQr  den  Sjatemponkt  M(x',y'),  welcher 
SQT  Zeit  (  die  absoluten  Coordinaten  x,  y  bat,  die  Belaüonen: 

ar  —  X,  +  ax'  +  ay.         y  -=  y,  +  fcx  +  Vy. 
Differentiiren  wir  dieselben  iweimal  mit  Rflckaicbt  daranf,   dasa  x',  y    von  der 
Zeit  unabhängig  aind,  nach  t,  so  kommt 


dt 


dC 


dt 


+  *'  ^  +  y' 


dt 


■  dt' 


+  S 


_;  ~  dF  +  '^ 

df  ~ 


dt* 


■  dt' 


+  y' 


dt ' 


'dt' ' 


irelcfae  Formeln  die  Componenten  der  Qeachwindigkeit  ^d  der  Beschlennignng 
des  Pnnktea  x',  y'  parallel  den  absoluten  Axen  liefern. 

Für   die  Coordinaten  x', ,  y",    dea  Beachlennigongscentrams  gelten,   weil   fOr 


diesen  Pnnkt 

d*x^ 


dt' 


'--i^  +  ''' 


0  sind,  die  Oleichnngen 


d'h 


+  y, 


Indem  man  dieae  Oleichnngen  von  den  vorigen  aböeht,  eliroinirt  man  die 
Componenten  der  Beachlennigang  des  beweglichen  ürepnmgs  und  erh&lt  ffir  die 
Componenten  der  Beschlennignng  eines  beliebigen  Sjstempanktes  die  etwas  ein- 
fiwiheren  Formeln: 


d'x 
di^° 


'di' 


+  ö''-y.)g. 


dc 


(«'- 


)5?  +  (y-i'',)' 


FOr  die  Pnnkte  x' ,  y,  deren  Normalbeschlennigong  —    verschwindet,    hat    man 


■-©■  +  fö)". 


mr+m'j 


dx    dy 


^d'y 
dt'  dl' 


dx 

dt 

§f 

d'x 
d? 

J-s, 

[(fr+(i? 
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die  Oletchoog 


dt 

§f| 

d^x  d'y  1 

df'Tt'  \ 

in  welcher 
Gröaeen  a:' 

mit  BiUfe 

der 

obig. 

Q  Formeln 

diu«h  die 

Für  die  Punkte  x 

-TT  veiBchwiffloet, 

ist 

dx  d*x 
dt  dC 

+  dt  dt* 

-0 

in 

derselben  Weise  zu 

behandeln. 

Dia  ÄaBführong  dieser  Andeutungen  Mbrt  bo  den  allgemeineti  Oleichnngen 
des  Wendekreise«  nnd  Tangential kreisee.  Will  man  die  Formeln  des  §.  10  wieder- 
gewinnen, so  hat  man  nnr  zu  Äsen  der  x,  y  die  Tangente  und  Noiniale  der  Carva 
(C)  and  va  Aien  der  x',  y'  die  mit  diesen  znsaminenfollenden  Qemden,  die  Tan- 
gente und  Normale  der  Curre  (r)  zu  wählen.    Ist  allgemein  et  der  Winkel  {x'x). 


j^     ^ ^ 


6'  ■=       COB  «  ,  ,  j 

im  vorliegenden  Falle 


h'  = 


db' 


dt* 


dt  ' 


Fomai  sind  x^  ^  ^i  =^  0 ,  ebenso 
mentancentmm  liegt  und  also  sei 


.''!'., 


j^  i.  0 ,  weil  der  Pnnlit  x, ,  y,  im  Ho- 

a  Geschwindigkeit  Null  ist,  -j^  —  0 ,  weil  in 
Folge  der  Rotation  um  das  folgende  Homentancentrum  detaelhe  Punkt  keine  Be- 
■chlennignng  in  der  Hiohtung  der  a;-Aie  erhält,       y  =  <>**•    Daher  wird 


f-   .^. 
?  =  -.■.■  +  - 


dt 
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und  &Iao 

!'*  +  »'•)  +  »'* 


■  "iit  d(^  ~  dt  df"  " 


wodarcb  »ich  die  Oleiebungen  der  Orte  —  ■—  0  und  ;i7  ~  0  ergeben  aU 
a:''  +  y''  —  £  y'  =  0, 

§.  13.  Bereits  in  Cap.  IV,  §.  15.  fanden  wir,  daas  wenn  q,  q'  die 
KrOmmungshaibmesBer  der  w&hrend  der  Bewegung  des  ebenen  Systems  auf 
einander  rollenden  Corren  (C),  (F)  sind  und  die  KrUmmungskreise  auf 
entgegoigeBetzte  Seiten  der  gemeinschaftlichen  Tangente  dieser  Curren  &1- 
ten,  zwischen  der  Winkelgeschwindigkeit  m,  der  Winkelgeschwindigkeit  u 
und  ^  nnd  9',  oder  auch  zwischen  der  ElementaranipUtude  d&,  welche  die 
Stimme  der  Contingenzwinkel  dt,  de  der  Cafven  (C),  (r)  ist,  dem  gemein- 
aamen  Bogenelemente  d<s  nnd  f,  n'  die  Relationen  bestehen 
»  ^  d#  _  1_  J_ 
u         da         p  d' 

Fallen  die  KrUmmnngskreise  auf  dieselbe  Seite  der  gemeinsamen  Tangente, 
so  tritt  die  Differenz  —  —  — ;  mit  dem  Zeichen  +  oder  —  an  die  Stelle 

*        e 

der   Summe [ .,  je  nachdem  —  ^  — ,  ist.   Indem  wir  also  die  Grös- 

sen  ff,  if   als  von  gleichen  oder  entgegengesetzten  Zmchen  ansehen,  je  nach 
der  Lage  der  KrOmmunge kreise  kann  die  Formel   als  allgemeingültig  bei- 
behalten werden.     Nun  fanden  wir  §.  8,  dass  --    der    Durchmesser    des 
w 

Wendekreises   ist     Daher   also    der    Satz:     Der   Durchmesser  —  des 

Wendekreises  ist  der  reciproke  Wertb  der  Summe  der  KrOm- 
mnngen  der  beiden  wShrend  der  Bewegung  auf  einander  rollen- 
den CurTen  (C),  (P). 

Der  Wendekreis  hat  die  Eigenschaft,  dass  die  Krümmungshalb- 
messer der  Bahnen  seiner  Punkte  fttr  die  ihm  entüprechende 
Lage  des  Systems  unendlich  gross  sind.  Dies  kann  folgendermassen 
geometiisch  erwiesen  werden. 

Durch  den  Berührungspunkt  C  der  Curven  {C),  (r)  (Fig.  185)  ziehen 
wir  einen  beliebigen  Stral    nnd    durch  den  folgenden  Funkt  C,  den  End- 
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punkt  ibres  gemeingeh B,ft liehen  Bogenelementes  CC,  mit  ihm  eine  Pual- 
lele.  Ein  weiterer  Strol  durch  C,  welcher  mit  dem  ersten  die  unendlich 
kleine  Elementaramplitnde  d&  bildet,  echneidet  den 
Parallelstral  in  M',  welcher  Funkt  die  Lage  des 
Punktes  M  im  Abstände  CM  =  CM"  beBeiohnet 
in  welche  dieaer  durch  die  Drehung  des  S^toms 
gelangt.  Nun  ist  MC  die  Normale  der  Bahn  des 
Punktes  M  seiner  ersten,  M''C'  die  Normale  der- 
selben fUr  seine  zweite  Lage.  Beide  Normalen 
schneiden  sich  aber  im  ErllmmangBmittelpunkte  der 
Bahn  von  M  und  da  sie  parallel  sind,  so  liegt 
dieser  KrOmmungsmittelpunkt  im  unendlichen.  Dem- 
nach gibt  es  auf  jedem  Strale  des  Punktes  0  onen 
Punkt  M,  dfiss^  Krtlmmangshalbmesser  unendlich  gross  ist.  Da  der  Win- 
kel d&  für  alle  Stralen  derselbe  ist,  so  liegen  die  Punkte  M'  auf  einem 
Kreise  um  CC,  welcher  den  Winkel  CM'  C  ■=  d^  sla  Peripheiiewinkel 
&sst.  Der  Durchmesser  dieses  Kruses  iet  daher 
CC        da        « 


d» 


d» 


(r)  als  eine  feste  Curve  hinrollt,  si 


In  der  Grenze  ist  dieser  Kreis  der  Ort  der  Punkte  M.  Die  Punkte,  wie 
M'  liegen  nur  auf  dieaer  Seite  Ton  CC  nach  welcher  hin  die  Rotation 
d9  nicht  erfolgt  Der  fragliche  Ort  ist  daher  der  Wendekreis.  Er  enth&lt 
die  Punkte  des  beweglichen  Systems,  welche  fUr  die  durch  ihn  charakteii- 
sirte  Lage  derselben  Wendepunkte  ihrer  Babuen  pasairen. 

Kehren  wir  die  Bewegung  um,  so  dass  die  Curve  {C)  aber  die  Carre 
0  ftUt  der  Wendekreis  der  neuen  Bewegung 
auf  die  andere  Seite  der  gemeinsamen 
Tangente  von  (47)  und  (r),  hat  Hbrigens 

denselben  Durchmesser  — 
u 

Es  sei  MM'  (Fig.  186)  das  Bahn- 
elemeut  irgend  eines  Bystemponktes  3f, 
JiJi'  das  Babnelement  des  Punktes  /],  in 
welchem  der  Stral  CM  den  Wendekreis 
trifft,  so  dass  der  Winkel  CJ,'C'  =  d« 
ist.  Liegt  nun  M  ausserhalb  des  Wende- 
kreises, aber  auf  der  Seite  der  Twgente 
der  Cnrre  ((7),  wo  dieser  Kreis  liegt,  so 
""  ist  der  Winkel  CM'  C,  den  wir  mit  rf(» 

bezeichnen,  kleiner  als  d9,  da  d9  Peripheriewinkel  dieses  Kreises  ist  Da- 
her schneiden  sich  die  Normalen  MC,   M'C  der  Bahn  von  M  jwsüts  C 
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in  K  auf  der  entgegengesetzten  Seite  der  Tangente  ron  (0)  unter  dem 
Contingenzwinkel  dr,  fQr  welchen  dt  «=  d#  —  dfi  ist.  Für  Punkte  M.  in- 
nerbalb  des  Wendekreises  ist  d(t  >  ä&  und  liegt  der  Schnittpunkt  K  der 
Normalen  auf  der  Seite  dieses  Kreises,  so  doss  dt  =>  dft  —  d9.  Liegt  aber 
M  anf  der  dem  Wendekreise  abgenondten  Seite  der  Tangente  von  (C),  so 
f&llt  der  Normalen  durchschnitt  stets  zwischen  C  und  M  und  ist  dt^d&^-^-dfi. 
Uan  erkeu'nt  hieraus,  dass  der  Wendekreis  nur  anf  derjenigen  Seite  liegen 
kann,  ftlr  welche  di  =  +  (djt  —  d*')  wird,  da  nur  für  Punkte  auf  ihr  dt 
verschwinden  und  also  der  Ertlaunungsmittelpunkt  ine  Unendliche  rücken 
kann.  Um  den  ErOmmungshalbmesser  MK  zn  beBÜmmen,  sei  i  der  Win- 
kel, welchen  GH  mit  der  Normalen  der  Curve  (C)  bildet,  und  werde  mit 
KC  der  unendlich  kleine  Kreisbogen  CQ  beschrieben.  Man  hat  dann  in 
allen  FBllsn 

CÄ".dt  =  CC'.cost,     CM'  .d^  =  CO'  .cos  i,     Jj=  Ti%, 

wo  CJ  der  Durchmeeaer  des  Wendekreises  ist.  Entnehmen  wir  hieraus 
die  Werlbe  von  dt,  dfi,  d9  nnd  setzen  sie  in  die  Relationen 

dt  =  d*  —  dft,     dr  =  df»  —  d»,     dt  ='  d»  +  dfi, 
welche  den  verschiedenen  Lagen  des  Punktes  JU  entsprechen,  ein,  so  kommt, 
wenn  für   CM'  die  gleichbedeutende  Linie   CM   gesekt   wird ,    in    diesen 
drei  Fallen,  der  Ordnung  nach: 

c/^(cÄ~  cm)  ^'"''■ 

M'on  kann,  indem  man  CM^r,  CK-=r'  setzt  und  r  Ar  Punkte 
M  anf  der  Seite  der  Tangente  von  (C),  wo  der  Wendekreis  liegt,  als 
positiv,  ftir  solche  anf  der  entgegengesetzten  Seite  als  negativ,  r  aber  als 
negativ  fUr  K  auf  der  Seite  des  Wendekreises,  als  positiv  för  die  andere 
Seite  ansieht  diese  drei  Formeln  in  die  eine  vereinigen 


ÜJ        \r   ^  r') 


CJ 

So  lauge  i  denselben  Werth  hat,  ist  auch  CJ  dasselbe.  Daher  ist  die 
Summe  der  reciproken  Werthe  der  AbstSnde  eines  Punktes  M 
lind  des  KrUmmangsmittelpunkies  K  seiner  Bahn  vom  Momen- 
tancentrum C  für  die  Punkte  eines  und  desselben  durch  C 
gehenden  Strates  eine  Constaute. 

Dividirt   mui   die   gefundene  Belation   mit  cos  *  nnd  bemerkt,   dass 

DigiLizedbyCoOj^Ic 


Srflmmuiig  der  Bahnen. 


n.Th.,Cap.XIlI,i.lS. 


CJ .  cos  i  die  Projection  CJ^  des  DurchmesserB  des  Wendekreises  auf  den 
Sb-al  CM  iet,  bo  folgt,  dass  diese  Constante  der  reciproke  Werth 

der   Projection  dea  Durchmessers  --  des  Wendekreises    auf  den 
Siral  ist.     Man  bat  daher  aach 


CJ^ 


=  -     + 


Bezeichnet  man  mit  ^  jetzt  den  KrDmmnngshalbmeBaer  der  Bahn  des 
Punktes  M  und  berücksichtigt,  dass  in  des  oben  unterschiedenen  drei 
F&llen 

r  +  r'  =  e,  r'  —  p  =  r  r'  =  r  —  p 

CJ,  +  -MJ,  -=  r,     CJ,  =  r  +  J/J, ,     CJ^  =  MJ^  —  r 
ist,  SD  folgt,  indem  man  CJ^  eliminirt 

r*  =  3f  J, .  q     oder     r*  =  —  p  cos  ), 

wodurch  der  Krümmungshalbmesser'  des  Punktes  M  als  die  dritte  Propor- 
tionale zu  seinem  Abstände  vom  Momentancentram  C  und  dem  Abstände 
der  Projection  J,  des  Wendepolfl  J  auf  die  Normale  MC  von  M  gefun- 
den wird. 

.  Sucht  man  den  zu  C  in  Bezug  aof  M  symmetrisch  liegenden  Punkt 
C,  auf  der  Normalen  CJIf  auf,  so  sind  die  vier  Punkte  C,  C^,  Ji,^ 
harmonisch  und  zwar  ist  der  Erllmmungsmittelpunkt  K  dei 
Projection  J,  des  Wendepols  zugeordnet.  Man  erkennt  dies  ans 
vorstehender  Gleichung  in  Verbiadong  mit 
der  obigen  Betrachtung  Über  die  Lage  von 
K,  woraus  sich  ergibt,  dass  die  Punkte  C,  C, 
stets  durch  J  und  K  getrennt  werden. 

Nehmen  wir  auf  der  gemeinsamen  Nor- 
malen der  Curven  (C),  (f)  einen  Pankt  -i  be- 
liebig an  (Fig.  167),  und  suchen  den  Krfim- 
mungsmittelpunkt  K  seiner  Bahn,  so  sind  die 
vier  Punkte  C,  C^,  J,  E  harmonisch,  wo  C^ 
in  Bezug  auf  Ä  symmetrisch  zu  C  liegt.  Ziehen 
wir  durch  C  irgend  einen  Stral  ond  projiciren 
die  fünf  Punkte  Ä,  C,  C^,  J,  Ä^  änf  ihn,  w 
sind  von  den  Frojectionen  Ä',  C,  C,  J',  J* 
gleichfalls  C,  C,  J',  K'  harmonisch  und  A 
in  der  Mitte  von  CC .  Daher  ist  K'  der 
KrOmmungsmittelpunkt  der  Bahn   des  Punk- 


tes A',  d.  h. : 
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Der  ErOmmniigsmittelpunkt  der  Bahn  eines  SystempnnkteB 
ist  die  Projection  des  Krtlmmungsmittelpunktes  eines  auf  der 
gemeinBchaftlichen  Normalen  der  Gurren  (C),  (P)  gelegenen 
Punktes,  deas«a  Projection  der  Systempunkt  ist 

Oder,  weil  die  Funkte  A'  alle  aaf  einem  über  CA  und  die  Punkte 
K'  alle  auf  einem  aber  CK  als  Durckmesser  beschriebenen  Kreise  liegen: 
Die  ErUmmungsmittelpunkte  aller  Punkte  eines  die  Curve 
(C)  im  Homentancentrum  berOhrenden  Kreises  liegen  auf  einem 
aweiten,  die  Curve  (C)  gleichfalls  in  C  berührenden  Kreise.  Die 
Lage  und  OrSsse  des  zweiten  Kreises  ist  dadurch  bestimmt,  dass  er  den 
KrDmmungsmittelpnnkt  iT  des  dem  Uomentaueentrum  auf  dem  ersten  Kreise 
diunetral  gegenttberliegenden  Punktes  A  enthält 

Uan  sieht  leicht,  dass  der  ErOmmungsmittelpunkt  der  Curve  (f)  eine 
Balin  beschreibt,  deren  Krttmmungsmittelpunkt  in  den  Krümm ougsmittel- 
punkt  der  Corve  (C)  der  Momeutancentra  fUlt.  Denn  die  Normalen  in 
C,  C'  schneiden  sich  im  Krttmmnngsmittelpnnkte  von  ((7);  die  Linie  des 
Systems  aber,  welche  nach  der  Elementarrotation  in  die  Normale  von  C 
eintritt,  ist  eine  unendlich  nahe  Normale  von  (r),  welche  die  gemein- 
Bohafiliche  Normale  in  {7  im  KrOmmnngsmittelpunkte  von  (l*)  achneidet. 
Dieser  Krtün mnngsmittelgunkt  beschreibt  daher  eine  fiafin ,  für  welche 
die  Normalen  in  C  und  ü'  gleich&Ua  zwei  aufeinanderfolgende  Normalen 
sind,  fnr  welche  also  ihr  Dorcbschnitt  ebenfalls  der  KrUmmnngsmittel- 
pnnkt  ist. 

g.  13,  Anf  die  Betrachtungen  des  vorigen  §.  kann  man  eine  sehr 
ünfacbe  Constmction  des  Krflm mnngsmJttelpunktes  der  Bahnen  der  System- 
pnnkte  gründen.  Sie  setzt  nichts  rorans,  als  die  Kenntniss  des  Momentan- 
oentrums  C  und  des  Wendepoles  J  (Fig.  188). 
TrBgt  man  uBznlich  CJ  im  Sinne  CJ  als  JJ' 
nochmals  auf,  verbindet  den  gegebenen  System- 
punkt M,  fUr  dessen  Bahn  der  KrDmmnngsmittel- 
punkt  gesucht  wird,  mit  J  und  legt  durch  J'  eine 
Parallele  lu  JM,  so  erhält  man  auf  dem  Strale 
CM  den  Punkt  C^,  welcher  zu  C  in  Bezug  anf 
S£  symmetrisch  liegt.  Zieht  man  durch  den  Wende- 
pol  J  die  Gerade  JJi,  welche  J  rechtwinklig  auf 
CM  projicirt,  so  liefert  .T/j  a,aiJ'C^  einen  Punkt 
Q.  Da  nun  J  in  der  Mitte  zwischen  C  und  J' 
liegt,  so  sind  Ci,  </"  das  eine  und  /  und  der  unendlich  ferne  Punkt  auf 
CJ  das  andere  Paar  von  vier  harmonischen  Punkten  und  sind  daher  die 
vier  Straten  0(7,,  QC,  GJ  und  der  za  CJ  parallele  Stral  GL  harmonisch 
und  zwar  sind  GC,  GCi  dos  eine,  GJ,  GL  das  andere  Paar  angeordneter 
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Slralen.  Daher  sind  weiter  C,  (7,,  iT']  und  der  Schnittpunkt  K  von  GL 
mit  CM  harmonisch  nnd  ist  also  nach  §.  12  K  der  KrUminmiganiittel- 
pnnkt  für  die  Bahn  des  Punktes  M.  Da  AOJL^AJJ'Ö-  wird,  so 
folgt  CL  parallel  JJi  und  kann  man  daher  den  Satz  aoMellen: 

Verbindet  man  den  Systempnakt  3f  (Fig.  189)  mit  dem  Wen 
depol  J  durch  eine   Gerade  und  errichtet  im  Momentancentrum 

rC  auf  die  Normale  CM  des  Punktes  M  ein 
Perpendikel  CL,  so  trifft  eine  durch  den  Schnitt 
punkt  L  von  MJ  und  dem  Perpendikel  zu  CJ 
parallele  tierade  die  Normale  CM  in  dem  Krflm- 
mungsmittelpnnkte  K  der  Bahn  des  Sjatem- 
""  Punktes  M. 

Jenach  der  Beschaffenheit  der  Bedingungen,  welche 
die  Bewegung  des  Systems  bestimmen,  ergibt  sich  der 
Wendepol  auf  eine  mehr  oder  weniger  einfache  Weise. 
»IB.  iw.  gj^  ^^  beiden  Curven  (C),  (F)  gegeben,  welidie  auf- 

einander rollen,  so  findet  sieh  der  Dorehmesser  des  Wendekreisee  und  da- 
mit der  Wendepol  aus  den  ErOmmnngsradien  beider  Carren  nach  §.  12. 
Sind  die  Bahnen  zweier  Systempunkte  A,  B  gegeben,  so  erh&lt  man  zn- 
nUchst  das  Momentancentrum  C  fDr  die  fragliche  Lage  des  Systems  durch 
den  Durchschnitt  der  Normalen  dieser  Curven  in  Ä  und  S  und  hat  auf 
ihnen  die  Krümmungsmittelpunkte  f  ^ ,  K^  für  diese  Cnryen  zu  bestimmen. 
Indem  man  hierauf  anf  diesen  Normalen  die  Funkte  Aj,  B^  in  den  Kch- 
tongen  CA,  CB  so  annimmt,  dass  AÄ,  "=  AC,  BB^  =  BC  wird,  liefern 
die  vierten  harmonischen  Punkte  zu  C,  ^,;  K^  und  C,  B,;  K^  die  Ponkle 
/,,  Jgf  welche  die  Projectionen  des  Wendepoles  anf  die  Linien  CA,  CB 
sind.  Errichtet  man  also  in  J^,  J^  auf  CA,  CB  Normalen,  so  ist  ihr 
Durchfl^nitt  der  gesuchte  Wendepol  /  des  Systems. 

Zur  Auffindong  des  Wendepols  kann  oft  der  folgende  Satz  dienen: 
Wenn  ein  Punkt  des  Systems  eine  Gerade  beschreibt,  so 
geht  diese  durch  den  Wendepol.  F&llt  man  n&mlich  vom  Momentan' 
centmm  C  die  Normale  auf  die  Gerade,  so  bestimmt  ihr  Fasspunkt  die 
Lage  M  des  beschreibenden  Punktes  ftlr  die  durch  das  Momentancentnun 
charakterisirte  Lage  des  Systems.  Verlängert  man  CM  um  JtfC,  -=  CM, 
so  mfiesen  der  KrUmmungsmittelpunkt  und  die  Projection  /,  des  Wende- 
pols auf  die  Normale  CM  die  Strecke  CO,  harmonisch  theilen.  Da  aber 
der  ErUmmungsmittelpunkt  der  Geraden  im  Unendlichen  liegt,  so  ftUt  Ji 
in  die  Mitte  M  von  CC^.  Die  Gerade,  welche  Jlf  beschreibt,  projieirt  also 
selbst  den  Wendepol  anf  die  Normale  CM  und  geht  mitiiin  durdi  den 
WendepoL 

Der  beschreibende  Punkt  gehört  dem  Wendekreis  an. 
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§.  U.    Beispiele. 

1.  Krümmongamittelpunkt  der  EllipBon,  welche  die  Sjstempankte 
bei  dot  eUiptiiclieii  Hjpocycloldenbowegnng  (S.  227)  heBchreiben.  Da 
die  beiden  Ponkte  A  nnd  B  zw^i  gerade  Linien  beschreiben  (Fig.  190),  so  geht 
jede  dieser  Geraden  durch  den  Weudqiol 
dieaer  ist  also  ihr  '^chnittpankt  0.  Das 
Perpendikel  auf  die  Terbindungelinie  des 
SjstempankteB  M  mit  dem  Momentancen- 
trmn  C,  in  C  errichtet,  trifft  OJIf  in  Z.; 
eine  Parallele  durch  L  mit  OC  liefert  den 
ErümmuDgnnittelpiinkt  K. 

2.  Kritmmnngsmittelpnnkt  derCnr- 
Ten  der  Schleifenbewegnng  (8.  233). 
Zwei  Punkte  Ä,  S  des  Sjgiema  beschrei- 
ben Kreise,  man  snche  also  auf  den  Nor- 
malen dieser  Kreise  die  Punkte  J"  nnd  er- 
Pj-  j^  richte'  in   ihnen    Perpendikel    anf   sie,    so 

schneiden  eich  dieselbenim  Wendepole  q,  s.  w. 
8.  KrOmmungamittelpankt  der  Cjclolden.  Der  Mittelpunkt  des  rol- 
lenden ICreiseB  beschreibt  eine  Qerade  parallel  der  Basis  der  Cjclolde,  mithin  gebt 
diese  darch  den  Weadepol  nnd  da  der  Bertthrongsponkt  des  rollenden  Kreises 
mit  der  Basis  das  Uomeutancentram  C  ist  nnd  der  Wendepol  in  der  gemein- 
schaftlichen Normale  beider  Linien  liegt,  so  ftllt  er  mit  dem  Hittelponkte  des 
rollenden  Kreises  selbst  losammen.  Ein  Perpendikel  vom  Wendepole  anf  die 
Normale  des  beschreibenden  Punktes  M  liefert  J'  und  indem  man  eu  C  den  Pnnkt 
C,  bestimmt  und  die  vier  harmonischen  Punkte  C, ,  C;  J' ,  K  näher  untersncht, 
fQr  welche  J'C,  :  JG  e-  8  :  1  ist,  so  folgt,  daas  CK  —  CM  sein  mnsi,  wie  be- 
kannt. Der  Wendekreis  behält  während  der  gansen  Bewegung  des  Systems  die- 
selbe GrÖMB  und  relative  Lage  gegen  die  Basis.  Von  allen  Cjclolden,  welche  die 
verschiedenen  Punkte  des  Systems  beschreiben,  haben  nnr  diejenigen  Wendepunkte, 
welche  von  Punkten  anf  seinem  Umfange  beschrieben  werden. 

4.  Ea  sei  Z'  eine  Gerade  des  beweglichen  Systems,  L,  L',  L"  drei  aufeinan- 
derfolgende Lagen  derselben.  Die  Punkte  A  von  L  bilden  in  ihren  homologen 
Lagen  A,  A',  A"  drei  projectivische  (congmente)  Beihen  auf  2/,  L',  L".  Die  Nor- 
malen der  Bahnen  AA'  laufen  sämmtlich  durch  das  Momentancentrum  C  nnd  bil- 
den einen  StralenbOsohel  C,  pKQectivische  mit  der  Pnnktreihe  A  in  projecÜTisoher 
Lage;  die  Normalen  der  Bahnen  A'A"  laufen  ebenso  durch  das  folgende  Momen- 
tancentrum C  hindurch  nnd  bilden  einen  zweiten  StialenbOschel  C\  projectitisch 
mit  der  Ponktreihe  A'.  Da  die  Punktreihen  A  und  A'  unter  sich  perBpectivisch 
eind,  so  sind  es  auch  die  BQschel  C,  C  und  erzeugen  diese  mithin  durch  die 
Durchschnitte  K  der  homologen  Stralenpaare  AC,  A'C  einen  Kegelschnitt,  wel- 
cher durch  C,C'  hindurchgeht,  d.  h.  die  Curre  (C)  in  O  berührt.  Dieser  Kegel- 
schnitt ist  der  Ort  der  Krfimmungsmittelpnnkte  der  Bahnen  aller  Punkte  der 
Oeradea  L,  entsprechend  der  bestimmten  Lage  von  L.  Derselbe  kann  byper- 
boliech,  parabolisch  oder  elliptisch  sein;  denn  die  ihn  erzeugenden  Büschel  haben 
gleicbartige  Lage.  Schneidet  die  Gerade  L  den  Wendekreis  ihrer  Lage  in  zwei 
Punkten,  so  sind  diese  Wendepunkte  ihrer  Bahnen  und  f&llt  ihr  ErAmmongsmit- 
telpnnk:t  ins  Unendliche.  In  diesem  Falle  ist  der  Kegelschnitt  hyperbolisch,  weil 
er  dieee  beiden  unendlich  fernen  Punkte  enUialten  muu.    Berührt  L  den  Wende- 
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kreiB,  Bo  wird  der  Eegehchnitt  eine  Parabel;  hat  L  nichU  mit  dem  Wendekreis 
gemein,  «o  ist  er  eine  Ellipse.    Daher: 

Der  geometriBche  Ort  der  Er fimmnngsmittel punkte  der  Bakaen, 
welche  die  Punkte  einer  Geraden  X  de»  Systems  beachreiben,  ist  ein 
Eegelschnitt,  welcher  die  Cnrve  der  Momentancentra  berührt;  der- 
selbe ist  eine  Hyperbel,  Parabel  oder  Ellipse,  je  nachdem  L  mit 
dem  Wendekreise  iwei,  einen  oder  keinen  Punkt  gemein  hat 

§.  15.    Man  kann  leicht  die  ErUmmungsTerhältniise  der  Curren  er- 
mitteln,  welche  Enveloppen  von    irgend  welchen  Curven  des  beweglichen 
Systems   sind.    Es  seien  (Fig.   191)  c,  c    zwei  aufeinanderfolgende  Lag^ 
einer  Cnire   des   beweglichen  Systems.     Von 
\  dem   Momentancentrum    C,    entsprechend    der 

Lage  c,  Tillen  wir  auf  c  die  Normale  CJIf; 
ebenso  von   dem  folgenden  Momentancentnun 

,    -     -v^ti^ — .„^^  C  "«Ulf  c'  die   Normale  C  M'.    Die  Curve   c 

.  ^  '^.    \  berührt  die  Enveloppe  in  Jtf  und  hat  mit  ihr 

\    \  die   Normale    CM  gemein;   gleiches    gilt  Ton 

\  \  c'  in  Bezug  auf  M'.    Daher  sind  CM,  C'M' 


\\ 


A4t— 


zwei  aufeinanderfolgende  Normalen  der  Enve- 


\\  loppe  der  beweglichen  Gurre  c  und    mitbin 

\\  ist   deren   Schnittpunkt  K  ihr    ErUmmungs- 

V  mittelpunkt  für  den  Punkt  M.     Sndien  wir 

^  nun  die  erst«  Lage  der  Normalen  C'M'  auf, 

P,    jgj     _  so  ist  sie  eine  Normale  von  c  in  einem  dem 

Punkte  M  unendlich  nahen  Punkte  m  und 
schneidet  daher  CM  in  dem  KrUmmungsmittelpunkte  it  der  beweglichen 
Curve  c  entsprechend  den  Ponkt  M,  mit  welchem  sie  die  Enveloppe  be- 
rührt. Diese  Normale  mh  gebt  aber  durch  die  Elementarrotation  des  Systems 
in  die  Normale  C'M'  aber  und  dabei  beschreibt  der  Punkt  k  ein  Bogen- 
element  kle  seiner  Bahn.  Da  nun  die  Geraden,  welehe  durch  das  Homen- 
tancentrum  gehen,  Normalen  sind  für  die  Bahnen  ihrer  sKmmtlichen  Punkte, 
Bo  folgt,  dass  Ck,  C'h'  zwei  aufeinanderfolgende  Normalen  der  Cnrve  sind, 
welche  der  Krtlmmungs mittelpunkt  der  beweglichen  Curve  beschreibt  und 
da  sie  sich  in  dem  Punkte  K  schneiden,  so  ergibt  sich  der  Satz: 

Der  ErUmmungsmittelpunkt  E  der  Enveloppe  {M),  welche 
von  einer  Curve  c  des  beweglichen  Systems  erzeugt  wird,  in 
dem  Punkte,  in  welchem  c  ihre  Enveloppe  berUhrt,  ist  identisch 
mit  dem  Krfimmungsmittelpunkte  der  Bahn,  welobe  der  Krtlm- 
mungsmittetpunkt  k  der  beweglichen  Curve  selbst  bei  der  Be- 
wegung des  Systems  beschreibt. 

Durch  diesen  Satz  kann  also  die  Untersuchung  der  Krümmung  der 
Enveloppen.  auf  die    Untennchung  der  ErOnunung   der    Punktourven   m- 
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HlckgefQfart  werden.  Wenden  wir  denselben  auf  die  Enveloppe  einer  Ge- 
raden an.  Der  ExBmmungsniittelpnnkt  der  Geraden  beschreibt  eine  unendlich 
ferne  Curve;  der  Punkt  C,,  welcher  in  Bezug  auf  ihn  mit  C  auf  der  Nor- 
malen symmetrisch  Hegt,  ist  daher  gleichfalls  anendlich  fem,  C  und  Cj 
mtUsen  aber  die  Entfernung  tT", ST  harmonisch  theilen,  daher  muas  C  in  der 
Uitte  von  J^K  liegen.  Daher  liegt  der  Erümmungsmittelpunkt  K  jener 
unendlich  fernen  Cnrve  und  damit  auch  der  ErUmmungsmittelpunkt  der  En- 
veloppe  der  Geraden  fOr  den  Punkt,  in  welchem  sie  diese  letztere  berührt, 
auf  einem  zu  dem  Wendekreise  gegen  die  Tangente  der  Curve  (C)  sym- 
metriach  liegenden  Kreise.  Da  dasselbe  von  den  Enveloppea  sämmtlicber 
Geraden  des  Systems  gilt,  so  haben  wir  den  Satz: 

Die  Krammungsmittelpunkte  der  Enveloppen,  welche  die  Ge- 
raden eines  beweglichen  Systems  erzeugen.  Hegen  fUr  eine  ge- 
gebene Lage  des  Systems  sSmmtlich  auf  einem  Kreise,  welcher 
die  Curve  der  Momentancentra  in  dem  der  betreffenden  Lage  des 
Systems  entsprechenden  Momentancentrum  berflhrt  und  mit  dem 
Wendekreise  dieser  Lage  von  gleicher  GrOsse  ist,  aber  mit  ihm 
auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Tangente  der  Curve  der  Mo- 
mentancentra   liegt  (Wendekreis   der   umgekehrten  Bewegung). 

Man  erkennt  die  Bichtigkeit  dieses  Satzes  auch  direct,  wenn  man  be- 
denkt, dass  die  Normalen,  welche  man  von  C  und  C  auf  die  beiden  auf- 
einanderfolgenden Lagen  der  beweglichen  Geraden  f^lt,  mit  einander  den 
Winkel  d^  der  Elementarrotation  des  Systems  bilden  und  dass  dieser  für 
alle  Geraden  derselbe  ist,  woraus  folgt,  dass  die  Schnittpunkte  der  ver- 
schiedenen Normalenpaare ,  welche  verschiedenen  Geraden  entsprechen, 
Buf  einem  Kreise  liegen  mttasen,  welcher  den  Winkel  d&  als  Peripherie- 
winkel fosst.    Die   uämliche  Eigenschaft  hat  aber  der  Wendekreis  u.  s  w.  _ 

Aus  dem  vorstehenden  Satze  folgt: 

Wenn  eine  Curve  des  beweglichen  Systems  fortwährend  eine 
feste  Curve  berOhrt,  so  dass  also  die  gemeinschaftliche  Normale 
beider  das  Uomentancentrnm  C  enthBlt,  und  man  bestimmt  auf 
dieser  Normalen  den  Pankt  Ei,  so  dass  der  Abstand  ££1  dieses 
Punktes  vom  KrUmmnngsmittelpunkte  f'  der  beweglichen  Curve 
gleiuh  dem  Abstände  CK"  des  Momentancentrums  von  K'  wird, 
so  ist  der  vierte  harmonische  Punkt  J,  zu  C,  Ki  und  demKrOm- 
mungsmittelpunkte  £*  der  festen  Curve  dieProjection  des  Wende- 
poles  /  auf  die  gemeinsame  Normale.  Denn  der  Krdmmungsmittel- 
pankt  K  fBllt  mit  dem  Krttmmungsmittelpankte  der  Bahn  zusammen,  welche 
K"  beschreibt,  indem  die  feste  Curve  die  Enveloppe  der  beweglichen  ist. 

Als  SpecialitSten  dieses  Satzes  ergeben  sich  folgende: 

Wenn  eine  Gerade  fortwährend  eine  feste  Curve  berührt,  so 
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liegt  C  in  der  Mitte  zwisohen  K  nud  J,.    Deon  £|  und  C  tbeilen 
KJ^  barmoulBcb,  aber  E[  liegt  im  ÜDeadlicben. 

Wenn  eineCurve  des  Systeme  fortwäbrend  eine  feste  Gerade 
berUbrt,  so  fBllt /j  in  den  Krttmmnngsmittelpankt  AT  der  Curve. 
Denn  K  li^  im  Ünendlicben,  also  J^  in  der  Mitte  zwiscben  C  tmd  Xi, 
d.  h.  in  £". 

Wenn  die  feste  Cnrve  sieb  anf  einen  Funkt  redncirt,  also 
eine  Curve  des  Systems  fortw&brend  durch  einen  festen  Pankt 
geht,  Bo  ist  J*,  vierter  harmonischer  Punkt  zum  festen  Funkte, 
dem  Uomentancentrom  und  zu  K'i.    Dennf*  fällt  in  den  festen  Punkt 

Wenn  eine  Gerade  fortwährend  durch  einen  festen  Punkt 
gebt,  so  liegt  das  Momentancentrum  in  der  Mitte  zwiscben  iTi  und 
dem  festen  Punkte.  Der  feste  Punkt  gehSrt  dem  Wendekreis  der 
amgekehrten  Bewegung  an. 

Anwendung  des  letsten  Satzes  behufeBeitimmnog  des ErflmmaDg«- 
mittelpunktes  der  Curven  der  Concboidenbewegnng  (Fig.  97,  8.  SST). 
Die  Gerade,  welche  der  Punkt  S  beschreibt,  geht  durch  den  Wendepol  J  (§.  1!) 
und£  Uegt  auf  dem  Wendekreise.  Da  OB  sich  um  O  dreht,  bo  liegt  das  Moroeatas- 
centrum  C  in  der  Mitte  iwisohen  O  und  J,  .  Der  Wendekreis  geht  stets  durch  J, 
nud  G;  er  kann  also  mit  Hülfe  tod  drei  Punkten  coustruirt  werden.  Die  feste 
Gerade  g  bestimmt  auf  ihm  den  Weudepol  n.  a.  w. 

§.  16.  Man  siebt  leicht,  dass  die  Sstze  des  §.  12  aaf  die  Erflnunungs- 
halbmesser  der  Enveloppen  ausgedehnt  werden  können. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  a  um  das  Momentancentrum  C  (s.  Fig.  191) 
können  wir  zerlegen  in  zwei  Winkelgeschwindigkeiten  la  und  a"  um  die 
Erümmungsmittelpunkte  ft,  K  der  beweglichen  Curre  c  und  ihrer  Enveloppe 
(JK).  Dann  ist  w  =  lo'  -(-  w"  und  wenn  Ck^  r,  CK  ^  r  gesetzt  wird, 
rm'dt  ^  r'a'dt  =  da  .  cos  i  oder  rm'  =  r'm"  =  «  cos  t.  Indem  man  w',  w" 

-  H — T  oder  da  —  cos  i  "=  CJ,  ist. 

C/i  r  ^  r 
Es  ist  also  die  Summe  der  reciproken  Werthe  der  Äbst&nde  der 
Erümmungsmittelpunkte  einer  Curve  des  beweglichen  Systems 
und  ihrer  Enveloppe  vom  Momentancentrum  C  fflr  denselben  zu 
beiden  Cnrven  normalen  Stral  von  C  constant  Indem  man  mit  cos  t 
multiplioirt,  ergibt  sich 


CJ       \r  ^  r'J 

ntru: 
1  na 
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d.  b.  für  alle  Stralen  des  Momentancentrums,   normal  zu  irgend 
welchen  Paaren  von  einhüllenden  und  nmbfiUenden  Cnrven  ist 


n.  Th.,Cap.XIU,$.  17.  Der  Savary'sche  Satz, 


(f  +  f). 


staut,  nSmlicb   gleich  dem  reoiproken  Werthe 

des   Durchmfiesers  des  Wendekreises.    Da  die  Corven  (t),  (C)  ein 
solcheB  Paar  bilden,  wofOr  t -=  0  ist,  ao  wird 

(l  +  l)co.<  =  i  +  -l, 

welche  Gleichung  den  Namen  des  Savary'Bchen  Satzes  fahrt. 

Bezeichnet  man  den  Abstand  der  KrflmmongBmittelpiuikte  k,  K  mitp,- 
d.  h.  setzt  r -\- r  <=  (  und  bedenkt,  dass  CJ,  +''^i*"="'.  so  gibt  die 
Klimination  von  CJ,  die  Gleichung 

r*  =  Jjfc  .  (I, 
welche  den  Punkt  K  bestimmt.  Sie  enthBli  die  analoge  Gleichung  §.12 
fHr  den  Fall,  dasB  die  bewegliche  Corve  sich  auf  einen  Punkt  reducirt, 
welcher  alsdann  mit  k  zusammenftllt.  Sie  liefert  zugleich  den  Beweis  des 
Hauptsatzes  von  g.  15.  Auch  überzeugt  man  sich  leicht  von  der  Richtigkeit 
derselben  fttr  die  verschiedenen  FSlle,  welche  durch  die  Torzeichen  von  r,  / 
hervorgerufen  werden.  LSsst  man  die  BJnveloppe  sieh  auf  einen  Paukt  redu- 
ciren,  so  f3llt  derselbe  mit  K  zusammen.  Kehrt  man  die  Bewegung  um, 
so  lassen  sich  andere  leichte  Folgerungen  ziehen  u.  b.  w. 

§.  17.    Wir   wollen   noch    die  Beziehungen  der  Geschwindigkeiten  der 

Sjetempunkte   ziun    Wendepunkte   entwickeln.    Die   Geschwindigkeit   eines 

Punktes  M  im  Abstände  CM  vom  Momentancentrum    C  ist  v  ^  lo  .  CM. 

Nun  ist  aber  der  DorchmeBser  des  Wendekreises  CJ  =  u  :  » .    Daher  also 

CM 

Ftlr  die  Funkte  des  Wendekreises  ist  CM  ^~  CJ .  cos  i ,  also  v  =  u  cos  i . 
FUr  den  Wendepol  ist  t'^O,  also  v  =  u  d.  h.  die  Geschwindigkeit 
des  Wendepols  ist  gleich  der  Wechselgesobwindigkeit  u  des 
Systems  und  da  die  Bichtangen  der  Geschwindigkeiten  eines  Punktes  des 
Wendekreises  und  des  Wendepols  den  Winkel  i  mit  einander  bilden,  so  ißt 
die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  des  Wendekreises  die  Pro- 
jection  der  Wechselgeschwindigkeit  u  auf  die  Tangente  seiner 
Bahn. 

§.  18.  Alle  Punkte  dea  Systems,  welche  dem  Wendekreise  angehören 
paseiren  die  Wendepunkte  ihrer  Bahnen,  und  beschreiben  folglich  zwei  auf- 
einanderfolgende Bogenelemente,  welche  in  dieselbe  Gerade,  die  Wende- 
tangente, fallen.  Der  Wendekreis,  welcher  der  Zeit'  entspricht,  wird  von 
dem  WendekreiBe,  entsprechend  der  Zeit  t-\-  dt  in  zwei  Funkten  geschnitten. 
Jeder  dieser  beiden  Punkte  beschreibt  ako,  weil  er  dem  ersten  Kreise  an- 
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gehört,  wSbrend  des  ersten  und  zweiten  auf  i  folgenden  Zeitelementes  zwü 
Bogenelemente,  welche  in  dieselbe  Gerade  fallen,  während  des  zweiten  nnd 
dritten  Zeitelementea  ebenfalla  zwei  solche.  Es  ist  also  ein  Puntt,  welcher 
drei  aufeinanderfolgende  in  dieselbe  Gerade  fallende  Bogenelemente  dorch- 
ISuft.  Die  aufeinanderfolgenden  Wendekreise  erzengen  eine  Enveloppe  und 
die  beiden  Schnittpunkte  sind  die  Berührungspunkte  des  Wradekreises  mit 
der  Enveloppe.    Daher  der  Satz: 

Für  jede  Lage  des  beweglichen  Systems  gibt  es  zwei  Funkte 
desselben,  welche  drei  aufeinanderfolgende  Elemente  dexselben 
Geraden  beschreiben.  Sie  sind  die  Berührungspunkte  des  Wende- 
kreises mit  der  Enveloppe  aller  Wendekreise  nnd  die  Geraden, 
welche  die  drei  Bogenelemente  enthalten,  sind  die  beiden  Tan- 
genten derEnveloppe  in  den  genannten  Berflbruagspunkten.  Auf 
diesen  Satz  machte  zuerst  aufmerksam:  Ball,  Notes  on  applied  Mechanics. 
(Proceed.  of  the  K.  Irieh.  Acad.  VoL  1,  Ser.  IL,  p.  243;  1871). 

%.  19.  Der  Mittelpunkt  G  der  Beschleunigungen  wechselt  im  Allge- 
meinen von  Moment  zu  Moment  und  zwar  sowohl  in  der  festen  Ebene,  als 
auch  im  System,  sodass  jeden  Augenblick  ein  anderer  Systempunkt  in  den- 
selben eintritt  und  immer  au  einer  anderen  Stelle.  Der  Ort  der  Be- 
schleunigungsmittelpunkte bildet  in  der  festen  Ebene  eine  Curve,  die  Funkte 
des  Systems,  welche  in  ihn  eintreten,  im  System  eine  andere  Curre,  beide 
stehen  aber  nicht  in  einer  Ähnlichen  Beziehung  zu  einander,  wie  die  Curren 
(C)  und  (r);  im  Allgemeinen  berühren  sie  einander  nicht. 

Für  u  ^  0  fSllt  G  mit  C  zusammen,  weil  in  diesem  Falle  zwei  Zeitole- 
mente  hindurch  die  Bewegung  des  Systems  eine  Rotation  um  dasselbe  Cen- 
trum nnd  mithin  die  Beschleunigung  die  dieser  Botation  entsprechende  ist 
FUr  u  ^  0  findet  dasselbe  statt,  nur  kann  in  diesem  Falle  blas  von 
einer  Grenzlage  des  Uomentanceutrums  die  Rede  sein. 

Rückt  das  Besohle nnigungscentrum  ins  üuendliche,  so  werden  die 
Beschleunigungen  aller  Systempunkte  geometrisch  gleich.  Ifan  kann  die 
Beschleunigung  in  diesem  Falle  eineTranslationsbeschleunigung  nennen, 
darf  daraus  aber  nicht  etwa  auf  eine  Translationsbewegung  schliessen,  denn 
diese  hängt  von  der  Gleichheit  und  dem  Faralleliamus  der  Geschwindigkeiten 
ab.  Im  Gegensatze  hierzu  dürfte  es  nicht  uuzweckmBBsig  sein,  die  Be- 
schleunigung des  Systems  l>ei  einem  Beschleunigungsmittelpunkte  G  in  end- 
licher Entfernung  eine  Botationsbeschleunigung  ym  diesen  Funkt  zu 
nennen. 

§.  20.  Durch  den  Mittelpunkt  C  der  Geschwindigkeiten  und  die  Grösse 
und  den  Sinn  der  Winkelgeschwindigkeit  m  zur  Zeit  (  ist  der  Geschwindig- 
keitszustand des  onverfinderlichen  ebenen  in  einer  Ebene  beweglichen  Systems 

DigiLizedbyCoOJ^Ic 


11.  Tb.,  Cftp.  XIII.,  g.  so.    umgekehrt«  Problem  der  BeachleniügDiigen.  471 

für    dieae    Zeit    bestimmt.      Kommen     zu    diesea    Elementen    nocb    deren 
Aenderangselemente,  nämlich  die  Grösse  und  der  Sinn  der  Winkelbeschlen- 

und   der  Sinn   der  ' 


gesobwindigkeit  u  jenes  Mittelpunktes  C,  so  folgt  daraus  der  Beschlea- 
nignngszustaud  zu  derselben  Zeit  t,  nBmlioh  der  Mittelpunkt  G  der  Be- 
schleunigungen und  die  Beschleunigung  aller  Systempnnkte.  Man  kann  nun 
eine  Beihe  umgekehrter  Probleme  bezeichnen,  welche  verlangen,  aus 
der  Grosse,  dem  Verhfiltniss,  der  lUcbtung  oder  andern  Bedingungen  der 
BeechlennignBg  einzelner  Systempunkte  den  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen, 
die  Wiakelgeecbwindigkeit,  die  Winkelbeschleunigung  und  die  Elemoite  des 
Geschwindigkeitszustaadee  lu  bestimmen.  Einzelne  derselben  wollen  wir 
bebandeln. 

Es  seien  die  Richtungen,  der  Sinn  und  das  VerbUtniss  k  der  Be- 
Ecbleunigungen  9^1  9>a  zweier  bestimmter  Sygtempnnkte  A.,  B  gegeben.  Da 
die  Richtungen  von  ^a,  7»  luit  den  Stralen  A&,  BG,  welche  die  Punkte 
Ä,  B  mit  dem  Mittelpunkte  G  der  Beschleunigungen  verbinden,  gleiche 
Winkel  nach  derselben  Seite  hingewandt  bilden,  so  folgt,  daas  Ä,  £  und 
der  Schnittpunkt  D  der  beiden  Beschleunigungirichtungen  mit  dem  Be- 
Bchleunigungsmittelponkte  G  auf  ein  und  demselben,  nKmlich  dem  dem 
Dreiecke  ABD  umschriebenen  Kreise  liegen  (b.  §.  9,).  Da  femer  die 
Beschleunignngea  der  Sjstempuukte  ihrem  Abstände  vom  Beschleumgungs- 
mittelpunkte  proportional  sind,  so  ist  GÄ  :  GB  =  k  und  liegt  mithin  G 
auf  einem  zweiten  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  der  Verbindungslinie  AB  der 
gegebenen  Punkte  angehört  und  welcher  die  Strecke  AB  nach  dem  Ter- 
bftltniss  k  harmonisch  tbeilt.  Von  den  beiden  Schnittpunkten  dieser  Kreise 
ist  aber  nnr  einer  Besohlennigungsmittelpunkt,  Welcher  von  beiden  dies 
ist,  entscheidet  eich  durch  den  Sinn  der  Beschleunigungen,  der  bei  allen 
Systempunkten  nach  derselben  Seite  der  Stralen  gewandt  Ist,  welche  von 
G  nach  ihnen  hinlaufen.    Hiemit  ist  die  Aufgabe  gelöst: 

Ans  dem  Verhältnisse,  den  Richtungen  und  dem  Sinne  der 
Beschleunigung  irgend  zweier  Systempunkte  den  Mittelpunkt 
der  Beschleanigungen,  die  Richtung  und  den  Sinn,  sowie  die 
OrSssenverhBltnisse  der  Beschleunigungen  aller  Systempunkte 
zu  finden. 

Sind  die  Beschleunigungen  der  beiden  Systempunkte  A  und  B  paral- 
lel, so  wird  der  Kreis  um  ABD  unendlich  gross  und  geht  in  die  Gerade 
AB  ttber.  Fallen  dabei  die  Beschleunigungen  dem  Sinne  nach  auf  dieselbe 
Seite  von  AB,  so  liegt  der  Bescbleunigungsmittelpuukt  auf  dieser  Geraden 
ausserhalb  AB,  fallen  sie  auf  entgegengesetzte  Seiten,  zwischen  A  und  B, 
Sind  die  Beschleunigungen  parallel   und   gleich,    so  wird  der  zweite  der 
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obigen  Kreise  ebenfKÜs  onendlich  groea  und  f&llt  G  ins  üneDdliche,  wenn 
die  Beschleunigaugen  dem  Sinne  nacb  aaf  dieselbe,  in  die  Mitte  zwiachea 
A  und  £,  wenn  sie  auf  entgegengesetzte  Seite  lallen.  Im  letzteren  Falle 
ist  der  Schnittpunkt  beider  nnendlich  groeeer  Eraise  nur  dann  BeBcblen- 
nigungsmittelpnnkt,  wenn  der  Winkel,  welchen  die  BesohleunigungBrichtiin- 
geu  mit  AB  bilden,  ^  ^  n  isi  Sonst  existirt  Überhaupt  kein  soloher  Hit* 
telpnokt.  .  Zwei  entgegengesetzt  gleiche  BeBchlennignngen,  welche  Ifings  jlB 
nach  dem  Innern  der  Strecke  AB  gerichtet  sind,  sind  als  Gxenzlage  zweier 
auf  entgegengesetzte  Seite  von  AB  fallenden  Beschleunigungen  anzusehen 
und  liegt  der  Beschleunigungsmittelpunkt  ffir  diesen  Fall  in  der  Mitte  von 
AB.  Zwei  entgegengesetzt  gleiche  Besohlennignngen ,  weldie  nach  den 
Aussenstralen  gerichtet  sind,  liefern  keinen  BeBohleunignngBmittelpunkt, 

Fflgt  man  den  oben  gegebenen  Elementen  die  Lage  des  Mittelpunktes 
C  der  Geschwindigkeiten  hinzu,  ao  ist  die  Nonnale  und  die  Tangente  der 
Corre  (C)  bestimmt,  denn  die  Sichtung  der  Beschleunigung  des  Punktes 
C  ftllt  mit  der  Normalen  Eusammen.  Da  die  Sichtung  der  Beschleanigung 
der  Systeqipunkte  gefunden  ist,  und  sie  mit  den  Stralen  des  Beschlenni- 
gnngBmittelpnnktes  den  Winkel  iL  bildet,  dessen  Tangente  tg  1  =>  v :  u* 
ist,  so  ist  auch  dies  TerhBltniss  bekannt.  Ziehen  wir  nach  irgend  einem 
Sjstempnnkte,  z.  B.  nach  A,  den  Slral  CA  und  tragen  an  diesen  den 
Winkel  il  bei  J  in  derselben  Weise  an,  wie  der  Winkel  GAB  gegen  den 
Stral  GA  liegt  and  ziehen  durch  A  eine  Qerade  in  der  Richtung  der 
Normalen  der  Curre  (C),  so  würde  die  Beschleün^^g  ip^  des  Punktes 
A,  wenn  sie  der  GrOsse  nach  bekannt  w&re,  nacU  dem  Schenkel  jenes  Win- 
kels, der  nicht  in  CA  fKlIt,  und  der  Richtung  der  Normalen  in  zwei  Com- 
ponenten  zerlegt  werden  kCnnen,  von  denen  die  erste  CA  .  #,  die  letztere 
ou  sein  mUsste  (§.  3.),  Das  VerhBltnisB  derselben,  was  aber  durch  Rich- 
tung und  Sinn  von  <pa  bestimmt  ist,  ist  damit  bekannt,  und  wenn  dasselbe 

mit  n  bezeichnet   wird,   so   bat  man  <7A.9 :  »u  •— n,   woraus   —   folgt. 

a 

—  ist  aber  der  Durchmesser  des  Wendekreises,  welcher  demnach  gleich- 
falls eonstruirt  werden  kann.  Hiemit  ist  aber  weiter  auch  der  Mittelpunkt 
J7  der  Winkelbeschlennigung  bekannt,  denn  eine  Gerade  durch  den  Wende- 
pol and  den  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  bezwchnet  ihn  auf  der 
Tangente  der  Gnrve  (C). 

SjeraoB  ergibt  eich: 

Aus  Richtung,  Sinn  und  dem  Grassenverhältniss  der  Be- 
schleunigung zweier  Systempnnkte,  sowie  der  Lage  des  Mittel- 
punktes der  Geschwindigkeiten  kOnnen  die  Verhilltnisse  der 
Besohleunigangen  aller  Systompunkte,  die  Lage  der  Tangente 
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und  Normalen  der  CnrTe  (C)  und  das  VerhKltnisa  der  Wecheel- 
geschwindigkeit  des  Hittelpnnktes  der  Geschwindigkeiten  zur 
Winkelgeschwindigkeit  gefnnden  werden. 

Sind  gegeben  der  Mittelpunkt  &  der  Beschlenniguiig  und  der  Wende- 
pol /,  so  ist  der  Mittelpunkt  der  Qesob  windigkeiten  auf  die  Senkrechte 
beschrfinkt,  welche  in  6r  auf  GJ  errichtet  werden  kann.  Kommt  hiezu 
iioch  die  GrGsse  des  Winkels  X,  d,  h.  das  Verhältuiss  a :  m*,  so  ergeben 
sich  zwei  Punkte  für  C. 


Einige  Lfteratnr  mr  Besoblennignng  der  ebeueu  Bewegong. 

Die  Entwickelimg  der  BeBChlennignugstbeorie  fOr  das  ebene  System  hängt 
aufs  £i]gate  mit  der  Entwickelang  der  Methoden  fSr  die  BeBtimmung  des  ErSm- 
mangahalbmeBRerfi  ebener  Cnrren  inaanmen.  Ä.  Transon  gab  1844  im  Institut, 
p.  013  und  Bp&ter  in  LionTÜle,  Joum.  de  mathöm.  T.  5,  p,  148  (1846)  in  ^ner 
Abhandlung:  „Methode  gäomätrique  ponr  lea  rajona  de  courbmre  d'one  certaine 
clasee  de  conrboa"  eine  Methode,  um  die  ErAmmnngshalbmesier  der  Rouletten  zu 
finden.  Cbasles  fOgte  dieser  Arbeit  eine  Note  bei  und  erweiterte  in  demselben 
Bande  die  Tranton'sobe  Constt^ctiou  fOr  die  Enveloppen  (Constmction  da  rayon 
de  couibure  des  courbea  däcrites  dans  le  mouvement  d'one  fignre  plane  qni  gliaae 
snr  eon  plan.  LiouTille,  Journ.  de  math.  T.  X,  p.  S04).  Stegmann  gab  in  Oru- 
nert's  Archiv  eine  gehaltvolle  Ableitung  der  Tranaoa'schen  Methode  (Tb.  TU, 
S.  48;  1846),  ZD  der  er  sich  der  Congtniction  einer  Cyclolde  bedient,  welche  mit 
der  gegebenen  Caive  denselben  ErOmmnogcmittelponkt  hat.  Der  Radius  des 
WBlznngakreises  dieser  Cyclolde  ist  der  DurchmesBer  w  :  a  des  WendekreiseB. 

Tiefer  gehende  üntennchangen  über  die  Beschteuniguug  und  deren  Zusam- 
menhang mit  der  Erümmang  der  Bahnen  publidrte  1853  Biesge  (Memoire  aar 
□n  thäoreme~  nouveau  concernant  les  mouvementa  plana  et  snr  l'application  de  la 
cin^matique  it  la  d^tennination  du  rayon-- de  conrbure.  Jonm.  de  l'äcole  polyt. 
T.  XX,<(CBh.  S6),  p.  89).  In  aeiner  Abhandlung  theilt  er  einige  gleichzeitige 
Arbeiten  von  Arnoax  nnd  Bivals  Ober  denselben  Gegenstand  mit.  Dieselbe 
entwickelt  zum  ersten  Male  die  Bedeutung  des  Tangentialkreises,  des  Wendekreises 
and  des  Beschlennigungsmittelpnnktea.  1862  gab  Reeal  in  seiner  Cinämatiqae 
pnre  eine  auafflhrlicfae  analytiBcbe  Theorie  der  Beschleunigungen  im  ebenen  Systeme, 
welcher  sich  die  Darstellnng  des  Verfiusers  dieses  Baches  in  der  I.  Auflage  an- 
BCfaloBS,  die  er  aber  jetit  durch  eine  andere  mehr  ajnthetiachen  Chaiaktera  eraetzt 
bat,  welche  TOn  ihm  zuerst  in  SchlOmilchs  Zeitschrift  f.  Methematik  und  Phyeik, 
Bd.  XIX,  S.  186  publicirt  wurde.    Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  noch; 

Mannheim,  Construction  des  centres  de  courbure  des  lignee  däcrites  dans' 
le  monvement  d'une  figure  plane  qai  gliise  sui  soo  plan  (Journ.  de  l'äcole  poly- 
teohn.  T.  SXI  (Cah.  37),  p.  177). 

Kic  olald&a,  Th^rie  du  mooTement  d'nne  figure  plane  dans  aon  plan.  Paris 
et  Äthanes  1863  et  1869,  sowie  verschiedene  Abhandlungen  in  seinen  Analectes 
ou  S^rie  de  Mämoires  aur  les  diveraes  partiea  des  Math^matiqnea  Athenes 
1871  T  ■  •  ■ 

Lamarle,  Theorie  g^om^trique  des  rayont  et  centres  de  coarbnre.  Bullet, 
de  l'Acad^mie  de  Brnielles  T.  n  (1857),  pp.  33,  307,  628;  T.  III  (1867),  p.  295j 
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T,  V.  (1868),  p.  5i  T.  VI.  (1859),  p.  II.  Hiezu  noch:  Thöorie  des  cantrea  et  ues 
instantan^a  de  rotaÜOQ,  Bullet.  T.  V,  p.  340;  T.  VI.  pp.  23,  412;  T,  VII,  p.  7. 

Chelini,  Dei  moti  geometrici  e  loro  leggi  uello  apostameiito  di  umi  flgiua 
di  forma  invambile.  (Memorie  dell'  Accademia  di  Bologna.  Ser.  II,  VoL  I, 
p,  66  (1862)). 

Gilbert,  RechercheB  anr  les  propri^t^a  g^omätriqaes  des  moaTemeDts  plane. 
(Möm.  Mar.  de  l'Acad.  de  Briuelles.  T,  XXX,  p.  1.  (18,61.) 

Dahlandei,  Geometrisk  theori  fOr  accelerationeD  vid  en  plan  Sgare  tÜTÜjtt- 
ning  i  desB  plan.  (Ofversigt  at  Eongl.  VetenakapB  ■  Akadetniens  FarikaDdlii^:ar 
1868.  Nr.  2.) 

Aronhold,  kmematiHche  HitÜieilungen.  (Verbandlungen  des  VereinH  z.  Be- 
fSrdernDg  des  GewerbfleiBBes  in  Preuasea.    Berlin  1873.) 

RittershauB,  kineuatiacli- geometriaclie  Theorie  der  Beachleanignng  fQr  die 
ebene  Bewegung.    (Hartig'B  Civilingenieur,  B.  XXIV,  p.  i  u.  ffg.) 


XIV.  Capitel. 
Beaohleanigiing  der  aphKriBoheu  Bewegung. 

§,  1.  Für  die  sphärische  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems 
seien  la  und  to  -\-  dm  die  Winkelgeschwindigkeiten,  entsprechend  den  Zeit«u 
t'  und  t  -|-  dt,  mit  welchen  dEi&selbe  in  den  beiden  auf  die  Zeit  (  folgen- 
den Zeitelementen  um  die  sieb  im  Punkte  0  ecfaneidenden  Axen  c  und  c 
rotirt  (Fig.  192).  Nach  dem  Satze  vom  Ffirallelogramm  der  Winkelgeschwin- 
digkeiten ist  die  Winkelgeschwindigkeit  m  -f~  ^i»,  mit  welcher 
das  System  während  des  zweiten  Zeitelementea  um  die  Axe 
c'  rotirt,  aequivalent  einer  Winkelgeschwindigkeit  gleich  es 
um  die  Axe  C  in  Verbindung  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit 
I  d"^  um  eine  in  die  Ebene  beider  Axen  fallende,  durch  0  hin- 

Jj  durchgehende  Axe  k.    Diese  Winkelgeschwindigkeit  ä^f  ist 

'  wegen  des  unendlich  kleinen  Winkels  da,  den  die  Axen  c,  c' 

mit  einander  bilden,  eine  unendlich  kleine  OiCsse.  Die  Be- 
wegung des  Systems  während  der  beiden  Zeitelemente  ist 
hienach  aequivalent  einer  Rotation  um  die  Axe  c  beide  Zeil- 
elemente hindurch  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  to,  zu 
welcher  für  das  zweite  Zeitelement  eine  Rotation  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  diu  um  die  Axe  h  himntritt.  D&  die 
Systempunkte  in  der  Einheit  der  Entfernung  von  c  zwei  Zeitelemente 
hindurch  unveränderliche  Geschwindigkeit  a  um  diese  Axe  besitzen,  so  er- 
langen sie  durch  die  Rotation  um  c  keine  tangentiale,  sondern  blos  cen- 
tripetale  Beschleunigung  von  der  GrSsse  «*,  deren  Richtimg  die  Axe  c 
rechtwinklig   schneidet   und   ihrem  Sinne  nach  dieser  Axe  imgewaadt  ist. 


ir 


>* 


DigiLizedbyCoOJ^Ic 


IL  Th.,  Cap.  XIV,  §.  l.    WinkelbeBohleunigung  der  BphBriaohen  Bewegung.         475 

Vermöge  der  Rotation  mn  die  Axe  k  erlangen  die  Punkte  in  der  Einheit 
der  Entfemniig  von  dieser  Aze  die  unendlich  kleine  GeachTrindigkeit  d'Sr, 
senkrecht  zn  den  Ebenen,  welche  durch  sie  und  die  Aze  h  gehen.  Diese 
unendlich  kleine  Winkelgeschwindigkeit  d'S,  welche  zu  der  Wiakelgeach win- 
digkeit m  um  die  Aze  c  hinzutritt,  um  die  Winkelgeschwindigkeit  m  -{-  da 
um  die  Axe  c  zu  bilden,  heisst  die  Elementarwinkelbeschlennigang 
dcB   Systems   zur  Zeit  t  und  h  ihre  Aze;    dieselbe  QrCsse  Aber,   dividirt 

~df 

kelbeschleunignng  des  Systems  znr  Zeit  t  und  h  auch  ihre  Aze.  Wir 
tragen  die  Winkelbeschlennigung  a  auf  ihrer  Aze  h  gleichfalls  als  L&nge 
auf  und  bezeichnen  durch  die  Pfeilspitze  an  ihrem  Ende  deren  Sinn,  wel- 
cher der  Sinn  der  Blemeutarwinkelbeschlennigung  d'S  =  udi  ist.  Es  ist 
die  Elementar  wink  elbeschleunigong  das  geometrische  Differential  nnd  die 
Winkelbeschleuuigung  die  geometciecbe  Derivirte  der  Winkelgeschwin- 
digkeit. 

Die  Lage   der  Axe  h  der  Winkelbeschlennigung  in  der  Ebene   icc) 
ergibt  sich  aus  der  Propoition 

sin  cc'    _      sinc'A    sin  cA 

dieselbe  liefert  nach  gehöriger  Reduction  fUr  den  Winkel  y  -»  (cA) 

de 
einy-=e.— ■ 


und  der  DeGnitionsgleichang  a  =  -j-  der  Winkel  bescbleunigung  geht  diese 

Gleichung  über  in: 

am  y  ^ 

a 

Aus  dem  unendlich  kleinen  Dreiecke  CC'Q,  welches  wir  erhalten,  in- 
dem wir  von  dem  Endpunkte  C  der  Länge  OC'  ^  u  -f-  da  ein  Perpen- 
dikel C'Q  auf  die  Axe  c  tSllen  und  dessen  Seiten 

CC'-r=dtr,  CQ  =  dm,  C Q  =  {n  +  dia)  de 
sind,    während    sein  Winkel   C'CQ  =  y  istj    entnehmen   wir    die    beiden 
weitem  Formeln 

da      ,  de 

welche  auch  in  der  Foitu 
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—  ta   gesetzt  wird. 

Die  beiden  AnadrUcbe  ^  sis  7  und  cos  y  liefern  ans  fVa  die  Gröese 
a  der  Winhelbescfaleumgung  die  Gleichung: 

n*  ™  w'  *  +  to*^*. 
um  die  Bedeutung  der  beiden  Glieder  m  und  m^;  zu  erkennen,  aoE 
deren  Quadraten  das  Quadrat  der  Winkelbeschleunignng  te  sich  zusammen- 
setzt, wollen  wir  auf  einem  etwas  anderen  Wege  zu  dieser  Formel  tu  ge- 
langen suchen.  Zu  dem  Ende  ertheilen  wir  dem  System  im  zweiten  Zeit- 
elemente zu  der  Winkelgeschwindigkeit  10  -|-  doi,  mit  welcher  es  wBhrend 
dieses  Zeitelementes  am  die  Aie  c  roÜtt,  die  beiden,  entgegengesetzt  gleichen 
Winkelgeschwindigkeiten  a  -\-  dw  und  —  (to  -\-dw)  um  die  Axe  c  (Fig.  193). 
Wir  können  dann  den  Vorgang  der  Bewegung  wSbrend  der  beiden  auf  t 
e      <r  folgenden   Zeitelemente    ao   auffassen,    dass  wir  an- 

nehmen, dasselbe  rotire  wShrend  beider  Zeitelemenle 
■^ \  um  die  Axe  c,  wShrend  des  ersten  mit  der  Winkel- 

geschwindigkeit »,  wSbrend  des  zweiten  mit  dec 
Winkelgeschwindigkeit  o)  +  dra,  besitze  aber  ansser- 
dem  während  des  zweiten  Zeitelementee  noch  die 
beiden  Winkelgeschwindigkeiten  ta  ■\-  ita  nm  c   und 

—  (o>  +  dio)  nm  c  Vermöge  der  Botation  nm  e 
erlangen  die  Sjstempunkte  in  der  Einheit  der  Ent- 
fernung Yon  dieser  Axe  die  centripetale  Beschleu- 
nigung u^  und  die  tangentiale  u',  erstere  senkrecht 
zur  Aie  c,  letztere  senkrecht  zu  den  Ebenen,  welche 

'  sie    mit    dieser    Ase    verbinden.     Jene    beiden    noch 

pj    jg,  übrigen  Winkelgeschwindigkeiten  lo  -f*  <^o>  um  c  ood 

—  (ta  •\-  d(ä)  am  c  sind  zasammen  aequtv&lent  einer 
unendlich  kleinen  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Halbirungslinie  des  Neben- 
winkels von  dem  Winkel  äa,  den  die  Axen  c,  c'  mit  einander  bilden  oder 
was  dasselbe  ist,  um  die  Normale  n  zur  Momentanaxe  c,  welche  in  der 
Ebene  des  Winkels  dv  durch  den  Paukt  0  hindurch  gelegt  werden  kann. 
Die   Grösse    dieser  Winkelgeschwindigkeit  ist   (<a  -{-  du)  sin  da  oder  ab- 

Aa 
gekürzt  aide.    Sie   verleiht  dem   System   die  Beschleunigung  »—  ■^o^' 

um  die  Axe  n. 

Die  beiden  Beschleunigungen  m'  um  c  und  wiji  um  m  sind  zusammen 
aequivalent  der  Winkelbeschleunignng  a  und  da  sie  zu  einander  recbtwink- 
lieb  sind,  so  geht  aus  ihnen  a  mit  Hülfe  eines  Rechtecks  und  der  Formel 
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«*  ^  »'*  4*  0»*^  hervor,  Sie  föhren  die  Namen  der  tangentialen  und 
normalen  Componente  der  Winkelbeschleunignng.  Wir  bezeichnen 
sie  mit  ui  und  ».,  so  dass  also 

«(  =  0»' ,  o„  — >  o>ii/ 
ist,  and  tragen  sie  als  Länge  nach  GrSsse  und  Sinn  auf  ihren  Axen  c  nnd 
n  aa£  Die  eretere  ertheilt  der  Winkelgeech windigkeit  to  die  unendlich 
kleine  Aendemng  u,dt  — =  m'dt  =  tfia,  ohne  die  Äie  zu  Sudeni,  die  zweite 
neigt  die  Äze  um  den  Winkel  da,  indem  sie  zu  u  die  unendlich  kleine 
Compone&te  a^dt  =~  e>^dt  hinznfDgt. 

Zu  denselben  Beanltaten  gelangt  man  auch,  indem  man  die  Elemen- 
tarwinkelbeechleunignng  d'Sr  um  h  in  ihre   beiden  Componenten  da  um  c 
und  mda  um  n  zerlegt  und  sie  durch  das  Zeitelement  dt  dividirt.    Wegen 
der  Aehnlichkeit  der  Figuren  erhUt  man  damit  die  Componenten 
da  ,  da 

.,_--=„  „,d  ..-»--«♦ 

von  a,  wie  oben. 

Den  Inhalt  der  vorstehenden  Betrachtung  fassen  wir  in  den  Satz  zu- 
sammen: 

Der  Beschlonnignogszustand  des  Systems,  welches  zur  Zeit 
l  die  Winkelgeschwindigkeit 'o>  um  di?  Momentanaxe  c  besitzt, 
wird  durch  zwei  Beschleunigungen  charakteriBirt;  die  Centri- 
petalbeschlennignng  und  die  Wiukelbescbleunigung.  Die  erstere 
schneidet  die  Aze  c  rechtwinklig,  ist  dem  Sinne  nach  ihr  zu- 
gewandt und  hat  fflr  die  Funkte  in  der  Einheit  der  Entfernung 
von  c  den  Werth  »';  die  Axe  h  der  Winkelbeschleunigung  geht 
durch  den  Schnittpunkt  0  der  Axe  c  mit  der  nächstfolgenden  Axe 
c  nnd  bildet  in  der  Ebene  des  Winkels  de  beider  Axen  mit  c  den 


ist  senkrecht  zu  den  Ebenen  der  Axe  k  und  ihre  Grösse  u  wird  • 
durch  die  Oleicbnng 

«*  ™  «'*  +  0)*1(/' 

bestimmt;  sie  kann  in  zwei  Componenten  zerfSllt  werden,  die 
tangentiale  Componente  ui  ^  a,  deren  Axe  die  Uomentanase  c 
ist  nnd  die  normale  Componente  tt^^=a^,  deren  Aie  n  in  der 
Ebene  (cA)  im  Punkte  0  auf  c  senkrecht  steht.  Die  tangentiale 
WinbelbeschleunignngBComponente  ist  senkrecht  zu  den  Ebenen 
der  Axe  e,  die  normale  senkrecht  zn  den  Ebenen  der  Axe  n. 

Neigt  sich  die  Uomentanaxe  c  nicht,  ist  also  da  ^=0,  so  verschwindet 
a    ES  (O'^  und  reducirt  sich  die  Winkelbeschlennigung  auf  ihn  tuigentiale 
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Componente  a,  =  ta';  das  System  rotirt  zwei  ZeiteLemente  hindurcli  um 
dieselbe  Axe  c;  bleibt  la  constant,  während  die  Axe  c  wuhaelt,  so  wird 
«(  ^  0  und  besitzt  das  System  ausser  der  centripeteleu  Beschleunigui^  nur 
Nonnalbeachleunigung  tts^ojtfi. 

§.  2.    Aus  dem  vorigen  %.  erhellt  unmittelbar: 

Die  Beschleunigung  eines  Syetempunktes  in  den  Entfer- 
nungen r,  r  von  den  Azen  c,  h  der  Winkelgeschwindigkeit  na  und 
der  Winkelbeschleunigung  a  hat  zwei  Componenten,  eine  cen- 
tripetale  o^t',  welche  die  Axe  c  rechtwinklig  schneidet  und  dem 
Sinne  nach  ihr  zugewandt  ist,  und  eine  der  Winkelbeschlenni- 
gung  u  entsprecheude  von  der  Grösse  ar,  senkrecht  zu  der  Ebene 
welche  den  Systempunkt  und  die  Axe  h  enthSlt  und  dem  Sinne 
nach  mit  a  übereinstimmend. 

Indem  man  die  Winkelbeschleunigung  u  um  die  Axe  h  in  ihre  tan- 
gentiale und  normale  Componente  at  =  ta  und  a„  =  <d^  um  die  Axen  c 
und  n  auflast  und  deu  Abstand  des  Systempunktes  von  n  mit  r"  bezeich- 
net, ergibt  sich: 

Die  Beschleunigung  des  Systempunktes  zerfallt  in  die  drei 
Componenten  a*r,  a'r,  a^r",  von  welchen  die  beiden  ersten  die 
centripetale  and  tangentiale  Beschleunigung  bezüglich  der  Axe 
c  der  Winkelgeschwindigkeit  darstellen,  wie  sie  der  Punkt  be- 
sitzen würde,  wenn  die  Axe  c  nicht  wechselte,  während  die  dritte 
von  der  Normalwinkelbeschleunigdng  u,  herrührt,  senkrecht 
zu  der  Ebene  ist,  welche  deren  Axe  n  und  den  Systempunkt  ent- 
hSlt und  dem  Sinne  nach  mit  u„  Übereinstimmt. 

Die  Componenten  a*r  und  ar  kann  man  zu  der  Besohlen nigung  r9 
verbinden,  wo  #  ^  Ym*  +  m'*,  welche  mit  r  in  die  zur  Axe  c  senkrechte 
Ebene  des  Systempunktes  ftllt  und  gegen  den  Stral  r  unter  einem  für 
alle  Systempuukte  constanten  Winkel  k  geneigt  ist,  für  welchen 

tg  i  =  m'  :  (0* 
ist.    Sie  ist  die  Beschleunigung,   welche   der  Punkt  besitzen  würde,  wenn 
die  Axe   c   nicht  wechseite.    Die  Componente   o^r"  stellt   die  durch  den 
Wechsel  dieser  Axe  bedingte  Beschleunigung  dar. 

Für  die  Punkte  eines  und  desselben  durch  0  gehenden  Strales  sind 
die  Abstände  r,  /  dem  Abstände  von  0  proportional  und  die  Ebenen, 
welche  die  Punkte  mit  den  Axen  c  und  h  verbinden,  dieselben.  Hier- 
aus folgt: 

Für  die  Punkte  eines  durch  0  gehenden  Strales  ist  die  Be- 
schleunigung dem  Abstände  von  0  proportional  and  von  dersel- 
ben Richtung,  sodass  die  Beschleunigungen  aller  solcher  Pankte 
in   dieselbe   Ebene   des  Strales   fallen    und   mit   ihm   denselben 
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Winkel  bilden.    Diesseits  und  jenseita   des  Punktes  0  sind  sie 
übrigens  dem  Sinne  nach  entgegengesetzt. 

§.  3.  Damit  die  Beecblennigung  eines  Systempunktes  Terschwindn, 
mttssen  ihre  beiden  Componenten  a'r  und  ar  einzeln  Null  werden  oder 
sich  gegenseitig  tilgen.  Nehmen  wir  zunftcbst  an,  dass  die  Axeu  c  und  h 
nicht  zusammenfallen,  ihr  Schnittpnnkt  0  nicht  unendlich  fem  und  weder 
u  noch  tt  Null  sei.  Dann  ist  eine  gegenseitige  Tilgung  der  Componenten 
nicht  möglich.  Denn  da  o'r  zur  Axe  c,  ar  zur  Ase  h  senkrecht  ist,  so 
kSnnf«  ihre  zur  Tilgung  erforderliche  gemeinsame  Richtung  nur  senkrecht 
zur  Ebene  (cA)  sein.  Da  aber  ttr  zu  r  senkrecht  ist,  so  müsste  r  iu 
die  £beae  {cK)  hineinfallen  nnd  konnten  mitbin  Funkte  verschwindender  . 
Beschleunigung  nur  in  dieser  Ebene  gesucht  werden.  Es  musa  aber  die 
gemeinsame  Bichtung  der  Componenten  auch  die  Axe  c  schneiden.  Daher 
konnte  dieselbe  nur  in  die  zur  Ebene  (cU)  senkrechte  durch  c  gehende 
Ebene  fallen  und  würden  jene  Punkte  nur  in  der  Aie  e  selbst  zu  finden 
sein.  FUr  die  Punkte  von  c  ist  aber  ta^r  Null  und  kann  mithin  ur'  uicbt 
tilgen.  Es  muss'  daher  auch  die  Componente  ar  fUr  sich  verschwinden, 
wenn  die  Beschlennignng  verschwinden  soll.  Da  sie  nur  für  die  Punkte 
der  Axe  h  verschwindet,  so  kann  der  Schnittpunkt  0  der  Äxen  c  und  h 
allein  ein  Punkt  ohne  Beschleunigung  sein,  für  den  in  der  Tbat  beide 
Componenten  sich  einzeln  auf  Null  reduciren. 

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  a  Null  (in  welchem  Falle  die  Momen- 
tauEixe  c  nur  als  die  Grenzlage  einer  Folge  von  Botationsasen  verstanden 
werden  kann),  so  verschwindet  die  Beschleunigung  fQr  alle  Punkte  der  Axe 
h  der  Winkelbe Bchlennigung.  Ebenso  verschwindet  die  Beschleunigung  fflr 
alle  Punkte  von  C,  sobald  die  Winkelbeschleunigung  Null  ist.  In  diesen 
beiden  Fällen  besitzt  das  System  also  eine  Äxe  verschwindender  Beschleu- 
nignng,  nicht  einen  einzelnen  Punkt. 

Fallen  die  Axen  c  und  h  zusammen,  d.  h.  wechselt  die  Momentanaxe 
nicht,  so  ist  die  Doppelaxe  (ch)  Aie  verschwindender  Beschleunignng. 
Werden  w  und  «  zugleich  Null,  so  ist  jeder  Sjstemponkt  ein  Punkt  ohne 
Beschleunigung. 

Fällt  0  ins  unendliche,  so  gelten  fUr  alle  Schnitte  des  Systems  senk- 
recht zur  Aze  c  die  Betrachtungen  des  vorigen  Capitels.  Da  alle  solche 
Schnitte  identische  Bewegungen  haben  und  jeder  solche  einen  Punkt  ohne 
Beschleunigung  besitzt,  so  enth&lt  das  System  in  diesem  Falle  eine  Axe 
ohne  Beschleunigung. 

Einen  Punkt  ohne  Beschleunigung  wollen  wir  einen  Mittelpunkt 
der  Beschleunigung,  eine  Axe  voll  solcher  Punkte  eine  Beschleu- 
nigungsaie  nennen. 

Demnach  kfinnen  wir  jetzt  folgenden  Satz  aussprechen: 
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Der  Schnittpankt  0  der  beiden  aufeinanderfolgenden  Homen- 
tanazen  ist,  wenn  er  nicht  im  unendlichen  liegt,  die  Axe  der 
Winkelbescblennignng  nicht  mit  der  Momentasaxe  zusammen 
f&llt  und  weder  die  Winkelgeschwindigkeit  noob  die  Winket 
beBohleunignng  Nail  ist,  der  einzige  Uittelpunkt  der  Beachleu- 
nignng  im  System.  In  den  besonderen  Fallen,  dass  die  Winkel- 
geBchwindigkeit  Nnll  ist,  oder  die  Axen  beider  zasammenfallen 
oder  die' Winkelbeschleuoigung  verschwindet,  oder  der  Fnnk 
0  im  Unendlichen  liegt,  existirt  eise  Beachleanignngsaxe.  Die 
selbe  fällt  im  ersten  dieser  FSlle  mit  __der  Axe  der  Winkelbe 
Bchleunigung,  im  zweiten  und  dritten  mit  der  Momentanaxe  ed 
eammen,  im  letzten  Falle  ist  sie  von  diesen  Axen  Terschieden, 
ibnen  aber  parallel.  Verschwinden  die  Winkelgeschwindigkeü 
und  die  Winkelbeschlennignng  zugleich,  so  ist  jeder  Punkt  des 
Systems  Beschleunigungsmittelpunkt. 

Der  Schnitt  des  Systems  mit  einer  um  den  Punkt  0  heaohmbenen 
KagelflScbe  ist  ein  spbtirisches  System,  welches  sich  auf  der  Kugelfl&che 
bewegt.  Dasselbe  besitzt  im  Allgemeinen  keinen  Mittelpunkt  der  Beschleu- 
nigung; in  den  besonderen  Fällen  Verschwindender  Winkelgeschwindigkeit 
oder  Winkelbeschlennigung,  sowie  in  dem  Falle,  dass  die  Axmi  c  and  h 
zusammenfallen,  gibt  es  zwei  Mittelpunkte  der  Beschleonigung,  n&mlich  die 
Punkte,  in  welchen  die  Besohle anigungsaxe  des  Gesammtsystems  die  Kugel- 
flSche  schneidet.  Für  das  ebene  System,  in  welches  das  sphärische  in  dem 
Falle  übergeht,  doss  der  Punkt  0  ins  Unendliche  rückt,  existirt  stets  ein 
Mittelpunkt  der  Bescfalennignug. 

§.  4.  Von  0  ziehen  wir  nach  einem  beliebigen  Systempunkt  M  den 
Stral  tn,  und  verbinden  ihn  mit  den  Axen  c  and  h  darch  die  Ebenen  (cm) 
und  {hm).  Die  erstere  von  ihnen  ist  die  Normalebene  der  Bahn  d«8  Pnnktes 
M\  sie  enthält  die  oentripetale  Componente  u^r  seiner  Beschleunigung; 
senkrecht  zu  der  letzteren  ist  die  der  Winkelbeschleunigung  a  entsprin- 
gende Besobleunigungscomponente  ar.  Die  Tangente  der  Bahn  und  die 
Richtung  von  ar  sind  daher  beide  senkrecht  zum  Strale  m  and  bilden  mit 
einander  einen  Winkel,  gleich  dem  Neigungswinkel  e  der  Ebenen  (cm)  und 
(hm).  Diesen  Winkel  zählen  wir  positiv  so,  dass  ein  von  M  nach  0  hin- 
sehender Funkt  den  üebergang  der  Ebene  (Am)  in  die  Kbene  (cm)  im 
Sinne  der  Uhrzeiger bewegtmg  erblickt,  wenn  diese  Ebene  um  m  gedreht 
wird.  Beim  Durchgang  des  Punktes  M  durch  die  Ebene  (cA)  wechselt 
der  Sinn  dieser  Drehung  und  damit  das  Zeichen  von  t.  Zerlegen  wir  die 
Componente  ar  nach  der  Tangeute  und  senkrecht  zu  ihr  in  die  beiden 
weiteren  Componenten  ur  cos  f  und  «r  sin  c  (Figg.  194  u.  195),  so  bil- 
det die  erstere  von  ihnen  für  sich  allein  die  Tangentialbeschlenuigung  ifi 
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des  Funktea  M,  wShrend  die  zweite,  in  die  Normalebene  feilende,  sich  mit 
(o'r  zur  Normalbesolileunignng  g>n  verbindet    Wir  haben  daher 
ip,  =  ur  cos  e ,     [qo,]  =  [»*r]  +  [ar  sin  t]  . 
Um   die  Besnltante  von  m'r  und  ar'BinE  m  bilden,  bemerken  wir, 
daaa  die  Bichtungeu  von  r  nnd  ur  mn  s  in  der  Normalebene  zu  den  Stra- 
ten c  und  m   senkrecht   sind   und 
daher  den    Winkel  f^  (<'*»)    nüt 
einander  bilden.   Mit  Bücksicht  auf 
den  der   Aie  c  zugewandten   Binn 
Ton  6i*r  aber   ergibt   sich  für  den 
Winkel    beider    Componenten    bei 
pOBitivem  e   der  Werth  «  —  d  so 
dass 

<pi  — =  w*»-*  +  «*/'  sin*  e 
—  2(o'  urr  sin  c  cos  ^ 
wird.     Die    normale     Componente 
ar'  sin  t  wollen  wir  Qbrigens  weiter 
in  zwei  Componenten   spalten,   ron  denen  die  eine  znr  Axe  c  senkrecht, 
die  andere  ihr  parallel  ist    Dieselben  sind 

«r  sin  e  cos  (n  -^  p)  =  —  ar  sin  t  cos  q     und     ar'  sin  t  sin  p. 
Die    erstere  von  diesen  bildet  mit  a'r  zusammen  die  zur  Momentanaxe  c 
senkrechte  Componente  ^g  der  Normalbeschleunigung  9,1  Bftmlicb 

(Pc  ~"  <»**■  —  ur  sin  (  oos  9, 
welche  positiv  im  Sinne  nach  c  hin  gerechnet  ist,  der  Werth  der  "anderen 
9<a  ist 

qi'e  •=  ar  Bin  t  aia  f . 
Die  Quadrateamme  beider  liefert  wieder  das  obige  ^\. 

Aus  den  beiden  zu  einander  rechtwinkligen  Componenten  tp,,  91,,  so- 
wie anch   aus  den  drei  rechtwinkligen  Componenten  91,   ipc,   ip'e  geht  die 
totale  Beschleunigung  9  des   Ponktes  M  hervor,    FUr  sie  ist  daher; 
<p*  =•  (i>*r*  -f-  o'r'*  —  2(n*  tirr'  sin  t  cos  9. 
Die  Axen  c,  h  und  der  Stral  m  bestimmen  anf  einer  mit  der  Einheit 
als  Badins  nm  0  beschriebenen  KugelflSche   ein  sphKrisches  Dreieck  chm 
(Fig.  196),   in  welchem  die  Seiten  cm,  ch  gleich  ^ 
und  y,  der  Winkel  hmc  aber  gleich  c  ist.    Die  Seite 
hm  wollen  wir  mit  (/'  nnd  den  ihr  gegenüberliegenden 

'      '       *  Winkel  hctn  mit  &  bezeichnen.    Statt  wie  bisher  zur 

rig.  IM. 

Bestimmung    der   Lage   des    Strales   m   seine  Neigung 

}  gegen  die  Axe  c  und  den  Winkel  >  der  Ebenen  (cm)  und  (Am)  zu  bp- 

»1  -,  . 
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nutzen,  können  wir  hiezn-  auch  ander«  Bestiiiimimgseleniente  ans  dem  Drei- 
eck cmh  entnehmen.  Für  das  Folgende  wählen  wir  zweckm&ssig  hiezu  die 
aphKrischeit  Coordinaten  p,  &.  Hiemit  erhalten  wir,  wenn  wir  den  Badiua- 
veotor  OM  des  Syatempunktee  mit  s  bezeichnen: 

r  ••=•  s  .  Bin  f  ,     üji  Q  iin  t  •=  ain  y  ,  iia  & 

r'  ■—  9 .  ein  p' ,     coa  f'  =  cos  y  cos  f  -\-  am  y  aia  ^  cqb  9 

COB  y  —  cofl  p  COB  p'         cos  y  sin  p  —  sin  y  cos  p  cos  9 

cos  e  —  — -^ ^-S '-  =■  —^ '— : — r — — '- . 

sm  p  am  p  am  p 

wobei  *  zugleich  mit  t  positiv  oder  negativ  wird. 
Mit  HUlfe  der  Formeln 

«  cos  y  ■=  w' ,     et  sin  y  =  oij(<     {§.  1} 
ergeben  sich  daher  die  folgenden  Ausdrucke  fUr  die  Componente»  der  Be- 
schleunigung des  Punktes  M-, 

<pi  =  (a'  sin  p  —  «^  coa  p  coe  d)  .  3 

qoc  ^  (w*  sin  p  —  <Bj(<  cos  p  sin  #)  .  s 

ip'e  ^~  <o^  sin  p  sin  ^  .  5 

V'  ""  {•"*  sin*  p  -f-  »*  v'  ain*  &  —  Zto'  i/;  sin  p  coa  p  sin  &)  .  s' 
und  hieraus  für  g>  selbst; 

(p*  ^  [(m*  +  «'')  sin*  (t  +  oj*^*  (ein*  #  +  cos'  p  cos*  *) 
—  2  v' if)  sin  p  cos  p  sin  #  —  2(u(o'  ^  sin  ^  coa  p  cos  9] .  s*. 
§.  5.  Für  die  Sjstempnnkte,  deren  BeschlennigmigBcomponente  irr'  in 
die  Normalebene  ihrer  Bahn  hineinfSUt,  verschwindet  die  Tangential- 
beschleunigoDg  ip,,  da  die  centripetale  Componente  io*r  stete  der  Normal- 
ebene  angehört.  Da  ar  aenkrecht  zu  der  £bene  (Am)  ifit,  so  wird  diese 
Bedingung  von  den  Punkten  der  Straten  m  erfUllt,  &ix  welche  die  Ebenen, 
welohe  sie  mit  den  Axen  c  und  h  verbinden,  zu  einander  rechtwinklig  sind. 
Der  Ort  aller  Stralen  tn,  in  welchem  sich  zwei  Ebenen  rechtwinklig  schnei- 
den, welche  durch  zwei  sich  in  einem  Punkte  0  schneidende  feste  Gerade 
c,  h  hindurchgehen,  ist  aber  eine  Kegelfl&che  zweiten  &radea,  welche  die 
Geraden  c,  h  enthSit  nnd  von  den  Ebenen,  welche  zu  ihnen  senkrecht  sind, 
in  Kreisen  geschnitten  wird,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Ebene  (cÄ)  liegen. 
Denn  legt  man  eine  Ebene  E  senkrecht  zn  einer  der  Geraden  c,  h,  z.  B. 
zQ  c,  welche  diese  Gerade  in  C,  die  andere  in  H  und  einen  beliebigen  der 
Stralen  m,  in  welchem  sich  {cm)  und  {km)  rechtwinklig  treffen,  in  St 
Bobneldet,  so  stehen  die  Ebenen  E  und  {hm)  beide  aenkrecht  anf  der 
Ebene  {cm).  Daher  ist  ihre  Schnittlinie  HM  senkrecht  za  CM,  d.  b.  die 
Ebene  E  trifft  die  Straten  m  in  den  Punkten  eines  Kreises,  fUr  wekhm 
CH  ein  Durchmesser  isl  Ebenso  fUr  die  Ebenen  senkrecht  za  h.  Daher 
der  Satzi 
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Der  Ort  der  Syetem punkte  rerBcbwindender  Tangential- 
beflchlennigung  ist  «ine  EegelflSche  zweiten  Grades,  welche  die 
Axen  c,  h  der  Winkelgeschwindifrkeit  und  der  Winket beeclileu- 
nignng  entbBlt.  Ihre  Ereisschnitte  sind  Benkreclit  zn  diesen 
Axen  und  je  zwei  Ebenen  dieser  Axen,  welche  darch  einen  Stral 
der  Kegelflftche  hindnrehgehen,   achneiden  sich  rechtwinklig. 

In  dem  BphOrischen  Dreieck  cmA,  welches  ein  Stral  m  der  KegelflBche 
mit  c  nnd  k  beetinmit,  besteht  wegen  des  rechten  Winkels  bei  m  die 
Üleichong:  tg  (cm)  =  tg  (cA)  .  cos  (mch)  oder  also,  wenn,  wie  früher  die 
sphlriflchen   Coordinaten   des   Strales   m  mit  q  nnd  &  beieiohnet  werden, 

mit  Rücksicht  auf  tg  (ch)  -=  tg  y  =  "f  : 


Diese  Gleichung  der  KegeldSche  ergibt  sich  anch  aas  §.  4.,  wenn  man 
den  dortigen  Ausdrack  fflr  ipt  gleich  Nnll  setzt. 

Bückt  der  Pnnkt  0  ins  unendliche,  so  geht  die  Kegel^che  in  eine. 
Cflinderflftche  über,  deren  Schnitte  senkrecht  zu  c,  h  die  Kreise  ohne 
Tangentialbeschleumgung  der  ebenen,  in  ihren  Ebenen  beweglichen  Systeme 
liefern,  welche  in  diese  Schnitte  fallen.    (S.  Cap.  XIU,  §.  7). 

Da  die  Tangentialbeschleunigung  der  Punkte  der  Kegelfltlcbe  verschwin- 
det, so  haben  dieselben  zur  Zeit  l  ^tation&re  Geschwindigkeit;  ihre  Be- 
scblennigung  ist  blos  Normalbeschleunigung. 

Die  KegelflKche  verscb windender  Tangentialbeschleunigung  scheidet  die 
Punkte,  deren  Tangentialbeschleunigung  positiv  ist,  von  denen,  ftlr  welche 
dieselbe  negativ  ist.  Erstere  erleiden  eine  momentane  Zunahme,  letztere 
eine  momentane  Abnahme  der  Geschwindigkeit,  jene  gehören  dem  Aussen- 
ranme,  diese  dem  Innemraume  der  EegelflSche  an,  wie  man  aas  der  For- 
mel 9>f  =  ar'  cos  t  ersieht. 

Fflr  rechtwinklige  Coordinaten,  deren  positive  t-  und  x-Axe  mit  der 
Homentanaxe  und  der  Axe  n  der  Nonnalbeschleunigung  zusammeniallen 
ist  tg  (f  ^  r  :  e,  cos  #  =  a;  :  r,  r'  ='  a^  -\-  y',  mithin  die  Gleichung  der 
KegelflKche  ohne  Tangentialbeschleunigung 

w'(x*  +  y*)  —  o>^it:*=iO. 

§.  6.  Die  Punkte,  deren  Tangentialbeschleunigung  gleich  a  ist,  ge- 
nügen der  Bedingung  ar'  cos  e  —  n  (§.  4)  und  liegen  bei  positivem  a 
ausserhalb ,  bei  negativem  a  innerhalb  des  Kegels  <pt  —  0.  Legen  wir 
dnrch  den  Pnnkt  0  eine  Ebene  senkrecht  lur  Axe  h  der  Winkelbesofaleu- 
nigung  und  bezeichnen  mit  p  den  Abstand  eines  Punktes  M  von  ihr,  so 
wird  r  ^p  ig  (f   und  geht  diese  Bedingung  über  in: 
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,      ,  a 

tgp  cose-= 

^P 

In  dem  zugehörigen  sphSrischen  Dreieck  cmh  (Fig.  196)  schneidet  die 
Seite  cm  =  f  den  sphärischen  Kegelschnitt,  welchen  der  Kegel  Terschvin- 
dender  Tangentialbeschleunigang  mit  der  Kugel  gemein  hat,  in  einem  Punkte 
n,  so  ilass  cn  und  hn  zu  einander  rechtwinklig  sind.    Daher  tat 

1^  ^' .  cos  f  =  tg  (nm) 
und  erfüllen  die  Funkte  von  der  Tangentialbeschleunigung  a  die  Bedin- 
gung tg  (nm)  •=  a :  ap,  d.  h.  fQr  die  Funkte  eines  zur  Axe  k  senkrecht 
geführten  ebenen  Schnittes  des  gesachten  Ortes  ist  der  Bogen  nm  constimt 
Die  Punkte  m  bilden  daher  auf  der  Kugelflftcbe  eine  der  Paecal'schen 
Schneckenlinie  analoge  Curve,  welche  den  sphHriHcben  Kegelschnitt  in  Ähn- 
licher Weise  umgibt,  wie  die  Pascal'sche  Curve  ihren  Grundkreis.  Ftlr  den 
unendlich  fernen  Schnitt  fallt  die  Carre  mit  dem  sphärischen  Kegelschnitt 
zusammen.  Unter  Zugrundelegung  des  rechtwinklig ea  CoordinatensystemE 
des  vor.  §.  ergibt  sich  mit  Hülfe  des  Ausdruckes  ^i,  ■=  (m'  sin  f  —  af 
cos  ^  cos  #)  9  als  Gleichung  des  Ortes  der  Punkte  von  der  Tangentialbe- 
schleunigong  a: 

r«  (.'  +  y)  -  ..♦ ..]'  -«'{«'  +  jfl  ■ 

Der  Ort  ist  mithin  eine  FlSohe  4.  Grades,  welche  die  Momentanaxe 
c  als  Doppellinie  enthalt.  Die  FlBche  schmiegt  sich  dem  Kegel  verschwin- 
dender TangentialbeBchleonignng  im  Unendlichen  an  und  umgibt  ihn  ähn- 
lich wie  die  Pascal'scbe  Schneckenlinie  ihren  Grundkreis. 

§.  7.    Die  NormalbeBchlennigung  ip»  hat  die  beiden  Componenten 
^  [»  a*r  —  ar  ein  c  cos  ^  =  (*a*  sin  p  —  m^  cos  g  sin  *)  .  s 
nnd 

qi'c  =  ur  sin  E  sin  p  =•  aifi  sin  ^  sin  #  .  s 
senkrecht  und  parallel  zor  Momentanaxe  c.    Sie  kann  nur  vollständig  ver- 
schwinden, wenn  beide  einzeln  sich  auf  Null  redudren,  da  sie  zu  einander 
rechtwinklig  sind. 

Wir  fragen  zunächst  nach  dem  Orte  der  Sjstempnnkte,  für  welche  die 
zur  Momentanaxe  c  senkrechte  Componente  g)^  verschwindet.  Die  hiefnr  zu 
erfüllende  Bedingung  msinp  —  ^  cos  p  sin  9^0  schreiben  wir  unter  £in- 
fUhi-ung  des  Complementes  &'  von  #  in  der  Form 

«;  , 

tg  p  ^  —  COS  ^  . 

Ffir  den   Stral  t  des  Punktes  0 ,   welcher   dem  Winkel  #'  —  0  oder 
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0  =  ^K  entapriclit,  wird  tg  q  •=  tg  (ci)  =  —  und  wenn  wir  den  Winkel 
(et)  mit  y    bezeichnen,  so  nimmt  die  Gleichung  die  Form  an 

tg  ^  —  tg  y'  .  OOB  #', 

ans  welcher  man  ersieht,  dasB  die  Ebenen,  welche  einen  Ponkt  nnsetee 
Ortes  mit  den  Azen  c  imd  i  Terbinden,  zn  einander  rechtwinklig  sind. 
Analog  der  üntersachong  des  §.  5  erhalten  wir  daher  den  Satz: 

Der  Ort  der  BjBtempnnkte,  deren  Normalbeachlennigange- 
componente  tpt  senkrecht  zur  Momentanaze  Terachwindet,  ist 
eine  KegelflBche  zweiten  Grades,  welche  die  Aie  e  nnd  eine  ge- 
wisse Asetdes  Punktes  0  enthftlt,  welche  in  der  ztirAzenebene(cAj 
senkrechten  £bene  gegen  die  Ase  c  unter  dem  Winkel  /  geneigt 
ist,  dessen  Tangente  dnrcb  das  ^erhBltniBS  der  Wechselgeachwin- 
digkeit  4)  der  Momentanaze  zur  Winkelgeschwindigkeit  m  an- 
gegeben wird.  Die  Kreiaschnitte  dieses  Kegels  sind  senkrecht 
zn  den  Azen  c  and  t  und  ihre  Mittelpunkte  fallen  in  die  Ebene 
(ci).    Der  Kegel  bertthrt  daher  die  Axenebene  (ch)  ISngs  c. 

Die  Punkte  dieses  Ortes  besitzen  blos  Tangentialbeschleunigung  und 
Nonnalbeschlennignng  parallel  der  Momsntanaxe.  Da  die  Nonnalb eschleu- 
nigang  in  die  Schmiegungsebene  der  Bahn  Mit,  so  sind  sie  die  Punkte, 
deren  Bahnschmiegnngaebene  zur  Momentanaze  parallel  ist 

In  Bezug  auf  das  obige  rechtwinklige-  Coordinatensystem  der  x,  y,  z, 
wob«  wir  jetzt  den  Sinn  der  y-Aze  so  bestimmen  wollen,  dase  von  der 
positiven  :e-Aze  aus  gesehen,  der  Uebergang  von  der  positiven  x-Aze  zur 
y-Aze  der  Dhrzeigerbewegnng  folgt  (bisher  war  es  nicht  nOthig,  darOber 
eine  bestimmte  Annahme  zn  machen),  ist  die  Gleichung  unserer  KegelflKche 
g.c=.0: 

a  {x" -\- y*)  +  ^ye  =  G . 

Aehnliche  Betrachtungen,  wie  die  am  Schlüsse  des  vorigen  g.  gelten 
auch  hier  hiasichtlich  des  Ortes  der  Funkte  gleicher  Bescfalennignngscom- 
ponente  ipc  =  !>•    Derselbe  ist  die  FlKche  4.  Grades 

[o>*  (x*  +  y*)  +  m^yzf  •=  b'  (i*  +  y*) . 

Für  den  Ort  aller  Punkte,  deren  Normal  beschleunig  iingscomponente 
^  BB  ar  sin  1  sin  ^  ■=  a^  .  sin  ^  ein  9  .  s 
verschwindet,  oder  denselben  Wei-th  c  hat,  folgt: 

Der  Ort  der  Systempunkte,  deren  Beschleanigungacompo- 
nente  9),  parallel  der  Momentanaze  verschwindet,  deren  Schmie- 
gungsebene mithin  anf  dieser  Aze  senkrecht  steht,  ist  die  Ebene 
der  Azen  c  und  h. 

Der  Ort  der  Systempunkte,    deren   Beschleunigungscompo- 
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nente  91Ö  parallel  der  Momeutanaxe  den  Werth  c  hat,  ist  eine 
Ebene  parallel  zur  Ebene  (ch)  im  Abetande  c:  uif>,  diesseits  oder 
jenseits  von  ihr,  je  nach  dem  Sinne  yon  c. 

Der  Ort  der  Sjstempnnkte,  für  welche  ^c  und  ^ä  gleichzeitig 
verschwinden,  ist  die  Momentanaxe  c. 

§.  8,  Die  Punkte,  deren  Tangentialbesohleunigiing  ipi  und  Normalbe- 
schleuniguugscomponente  tp^  senkreoht  zur  Momentanaxe  verschwinden, 
werden  blos  parallel  zur  Homentanaxe  beschlennigt.  Sie  liegen  anf  den 
beidwi  KegelflScben  9«  ->  0 ,  ipa-^^O,  d.  h. 

tg  e '= —r  eoa  &■ ,        tgf  =  -8in# 

zugleich.  Diese  Flachen  schneiden  sieh  ausser  der  Momentanaxe,  deren 
Funkte  den  Bedingungen  nicht  genügen,  noch  in  einem  Strale  g  des  Punktes 
0,  welcher  den  fraglichen  Ort  darstellt.  Die  Lage  dieses  Sti&Iea  ff  wird 
durch  die  sphSriscfaen  Coordinaten  f/^,  &q  bestimmt,  welche  aus  vorstehen- 
den Gleichungen  für  p,  ö  folgen,  für  welche  nSmlich: 

Da  in  den  sphärischen  Dreiecken  cgh,  cgi  (Fig.  197) 
die  Winkel  bei  g  rechte  sind,  so  fällt  der  Stial  g  in 
die   £bena  (hi)    hinein.     £r  theilt   den   Bogra  At  so, 
dasB 
coB  gh        cosgi  eoagh        «'     y»*  +  m'' 

cos  y         cos  /     '     *   cos  gi        a>      y^*  -f_  ^ 
Die  Beschleunigung  im  Punkte  M  dieaee  Strales  g,  welcher  die  Ent- 
fernung s  von  0  besitzt,  ist 

.  9ie »-  (oif  Bin  ft,  sin  #(, .  s  i™  — — —  •  s. 

n«»*  +  <"'')  K  +  »''  +  »V) 

§.  9.  Uit  Htilfe  des  Strales  g  kennen  wir  die  Beachleonignug  der 
Systempnnkte  besonders  elegant  darstellen.  Schneiden  wir  nOnjUch  das 
System  mit  einer  Ebene  E  senkrecht  zur  Momentanaxe  c ,  so  trifft  sie 
Geraden  c,  h,  i,  g  in  den  Punkten  C,  B,  J,  G  und  die  KegelflScben  ver- 
schwindender Tangentialbeschleunigung  and  zur  Äxe  c  senkrechter  Normal- 
bescblenniguDgscomponente  in  zwei  Kreisen,  welche  sich  in  C  und  Q  durch- 
schneiden und  die  zu  einander  rechtwinkligen  Strecken  CH,  CJ  lu  DorA- 
meesem  haben.  Die  Winkelbeschlennigong  a  um  die  Axe  h  zerlegKi  wir 
nach  zwei  zu  einander  rechtwinkligen  durch  den  Pnnkt  H  gehenden  Axeo 
c,  n,  beide  in  der  Ebene  {ch)  gelegen,  die  erstere,  c',  parallel  znr  Uomen- 
tanaze  c,  die  letztere,  n',  parallel  zur  Axe  n  der  Kormalwinkelbesobleuni- 
gong.    Die  Componenten  von  u  fOr  dieee  Azen  sind  gleich  der  Tangential- 
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ninkelbescblenniffmig  ai  =  io'iinä  der  NonnalwiukelbeBchleimigung  a^'=iaifi. 
Die  BeBchleimigiing  der  BfBtempQnkte  M  der  Ebene  £  zernUt  denmaob 
in  die  Com|)Oaenten:  die  centripetale  ra'r,  n&oh  C  hin  gerichtet,  die  Com' 
ponente  co' .  SM  senkrecht  za  SM  and  eine  dritte,  oifi .  MQ,  wo  MQ 
das  von  M  auf  die  Axe  n'  gefSIlte  Perpendikel  bedeutet,  aenkrecht  zur 
Ebene  E. 

Die  beiden  ersten  Componenten  o>*  .  JKC  und  a  .  HM  stellen  den  Be- 
titandtbeil  der  Beschleunigung  dar,  welche  in  die  Ebene  E  fallen.  FOr  sie 
ist  der  Punkt  G-  Mittelpunkt  der  Besebleanigung  and  verschwinden .  anf 
den  beiden  Kreisen  Über  CS  und  CJ  die  in  dieee  Ebene  fallenden  Tan- 
gential- und  Normalcomponenten.  Alles,  was  Cap.  XIII,  §.  4  entwickelt 
ist,  tritt  auch  hier  in  ErafL  Insbesondere  ist  der  in  die  Ebene  E  faUende 
Antheil  der  Beschleunigung  des  Punktes  JU  aequivaleiit  den  beiden  Com- 
ponenten to*  .MO  taida>' .  MQ,  erstere  iBngs  MG,  letztere  senkrecht  zu 
MG  gerichtet,  welche  sich  auch  zn  der  Beschleunigung  MG  .  ym*  -\~  m* 
vereinigen  lassen,  welche  unter  dem  von  der  Lage  des  Punktes  M  in  der 
Ebene  onabhBngigen  Winkel  iL  gegen  MQ  geneigt  ist,  fOr  welchen  tg  1 » es' :  m* 
ist    Daher: 

Der  Stral  g  ist  der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Beschleunigung 
fttr  die  ebenen  Systeme,  in  welchen  das  Gesammtejstem  von  den 
Ebenen  eines  zur  Momentanaxe  c  senkrechten  Parallelebenen- 
bflechels  geschnitten  wird,  bezüglich  der  Besohleunigungsbe- 
standtheile,  welche  in  diese  Ebenen  fallen. 

Zn  der  Beschleunigung  MQ  .  Ym*  -f-  ra'*  des  Punktes  M,  welche  In 
die  Ebene  E  des  Parallelebenenbascbels  i%Ut  und  mit  MG  den  Winkel  X 
bildet,  tritt  noch  die  Componente  mtf .  MQ  senkrecht  zu  E  hinzn,  nm  sie 
ZDr  Oesammtbescbleunigung  za  ei^nzen.  Dieselbe  ist'  proportional  dem 
Abstände  des  Punktes  M  von  der  Ebene  {cK)  und  wechselt  den  Sinn  beim 
Darofagange  von  M  durch  diese  Ebene.    Daher: 

Zieht  man  durch  den  Systempunkt  M  eine  Gerade  parallel 
znr  Momentanaxe  e  und  legt  durch  sie  und  den  Punkt  G  des 
Strales  g,  dessen  Abstand  GM  die  Axe  c  rechtwinklig  kreuzt, 
eine  Ebene  und  hierauf  eine  zweite,  welche  mit  dieser  den  Win- 
kel 1,  dessen  Tangente  m  :  at*  ist,  bildet,  dem  Sinne  der  Tan- 
gentialninkelbescblennigung  n  entsprechend,  so  enthslt  letztere 
Bbene  die  Beschleunigung  des  Pnnktes  M. 

Die  Beschleunigungen  der  Punkte  M  einer  sur  Momentan- 
axe parallelen  Qeraden  l  bestimmen  mit  dieser  die  Ebenen  eines 
EbenenbtlBchels,  welcher  congruent  ist  dem  EbenenbUschel,  des- 
sen Ebenen  die  Gerade  I  mit  den  Punkten  Q  des  Strales  g  ver- 
binden, deren  Abstlnde  MQ  senkrecht  zu  l  eind. 
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ZieheD  wir  durcli  den  Punkt  Q  eine  Axe  c  parallel  c,  so  bat  sie  fOr 
die  Pnnkte  M  der  Ebene  JE,  welche  durch  G  senkrecht  zu  c  gefHhrt  ist, 
in  Bezog  auf  die  Gomponenten  o' .  MG  und  a  .  MO-,  welahe  in  E  fallen, 
dieselbe  Bedeutung,  wie  die  Axe  c  für  alle  Punkt«  des  Systems  rttckaicht- 
lich  der  Componenten  o^r  und  n'r  (§.  2).  Die  Componente  w^  .  MQ 
rtlhrt  von  der  NormalwinkelbeschlenuigangBcompouente  o>if>  um  die  Aie  n 
des  Punktes  H  her.  Ertheilen  wir  nun  dem  System  um  eine  durch  G 
gehende,  zu  n'  parallele  Aze  n"  die  Winkelbeschleunigung  ta^  in  ihrem 
und  zugleich  im  entgegengesetzten  Sinne,  so  ergibt  sieb  ra*^  .  MQ  als  aequi- 
valent  einer  zu  E  aenkreohtbn  TOn  «o^  um  «"  herrObrenden  Componente 
nifi.JIfF,  wenn  MV  den  Abstand  des  Punktes  M  von  n"  bedeutet,  deren 
Sinn  durch  (Dif  um  n"  bestimmt  ist  in  Verbindung  mit  der  Beschlenmgung 
des  Paares  (<o^,  — o>^)i  deren  Werth  mifi  .  QV  dem  Abstajide  des 
Punktes  &  von  der  Ebene  (c7()  proportional  ist.  Diese  letztere  Beschleu- 
nigung isl  gleich  der '  Beschleunigung  des  Punktes  G.  Indem  man  die 
Winkelbeschleunigung  mic  um  n"  mit  der  Tangentialbeschleunigung  m'  um 
c'  zusammensetzt,  erhält  man  die  Winkel traschlennigung  a  um  eine  zur 
Axe  h  parallele,  durch  Q  hindurchgehende  Axe.  Hierin  erkennt  man  den 
folgenden  Satz: 

Die  Beschleunigung  des  Punktes  M  eines  zur  Uomentanaxe 
c  senkrecht  geftlhrten  Schnittes,  welcher  den  Stral  g  im  Punkte 
Q  trifft,  kann  erhalten  werden,  indem  man  in  Bezug  auf  zwei 
den  Axen  c  und  Ä  der  Winkelgeschwindigkeit  und  der  Winkel- 
beschleunigung parallele  Axeu  c,  h'  des  Punktes  G  die  centri- 
petale  nnd  die  der  Winkelbeschleunigung  entsprechende  Be- 
schleunignngscomponente  ta*  .  MG  und  a  .  ME  (wo  MK  den 
Abstand  von  H  bedeutet)  bildet  und  ihnen  die  Beschleunigung 
des  Pnnktes  G  als  eine  allen  Punkten  des  Schnittes  gemein- 
schaftliche Componente  znfUgt. 

Ist  s  der  Abstand  des  Schnittes  vom  Punkte  0,  so  erbtüt  man 
CH  =  ei%y,     CJ-=eisy' 
d.  h. 

OB  =■  Bio-^  :  »',  CJ  ^  Z'^-.a 
und  wenn  C  den  Punkt  bezeichnet,  in  welchem  die  auf  c  nfichstfolgende 
Momfflitanaxe  den  Schnitt  trifft,  CC  >—  täa.  Ffir  die  Bewegung  des  Schnit- 
tes in  seiner  Ebene  würden  C,  C  zwei  auf  einanderfolgende  Momentan- 
oentra  nnd  CC  -.dt^^u  die  Wechselgescbwindigkeit  des  MomentanoentnunB 
sein.  Daher  wird  m  ■=  «tfi  und  hiemit  C3  =—  au :  a,  CJ  -=  u  :  oi,  öber- 
einatimmend  mit  Cap.  XIII,  §  4.,  wobei  zu  bemerken,  dua  u'  die  Stelle 
des  dortigen  a  vertritt.  CH  und  CJ  sind  die  Durchmesser  des  Tangen- 
tialkreiees  und  des  Wendekreises  des  ebenen  Schnittes. 
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Ans  den  obigen  Betracbtiugen  ergeben  sieb  noch  die  leichten  Fol- 
gei-angen: 

Die  Bescblennignng  der  Pankte  der  Ebene  (cg)  Ist  parallel 
zur  Bbene  (et).  Denn  die  Ebene  {cg)  bildet  mit  {ci)  einen  Winkel  ^ö, 
wofflr  tg  #0  o=  cotg  #g  ><>  a>' :  CO*  =  tg  1 ,  daber  ist  die  Componente 

welche  mit  Jf  (?  den  Winkel  A  bildet,  parallel  (ci);  die  Componente  a^  .  MQ 
ist  aber  parallel  znr  Momentanoxe. 

Die  Bescfaleunignng  der  Funkte  der  Ebene  (hi)  ist  parallel 
der  Ebene  (ch).  Denn  MQ  mit  in  HG  und  HG  bildet  mit  CH  den 
Winkel  1  n.  s.  w. 

§.  10.  Da  die  Beschleunigung  eines  System punktes  M  eine  Compo- 
nente w^  .  MQ  parallel  der  Momentan&ie  c  besitzt,  wKhrend  die  zn  dieser 
Ase  senkrechte  Componente  MQ  ^o)*  ■\-  vt*  ist,  so  hat  man  fUr  den  Win- 
kel £,  anter  welchem  die  Richtung  der  Beschleunig ang  gegen  die  Momen- 
tanaxe  geneigt  ist,  die  Gleichnng 

^^        MQ  tot 

Für  die  Funkte  M  einer  zur  Ase  c  senkrechten  Ebene  E,  deren  Be- 
schleunignngsrichtung  mit  c  denselben  Winkel  bildet^  ist  daher  das  Ter- 
hfiltniss  ihrer  AbstSnde  vom  Punkte  Q  und  der  Ebene  (ch)  eine  Oonstante. 
Diese  Punkte  liegen  daher  in  einem  Kegelschnitt,  für  welchen  Q  ein  Brenn- 
punkt und  die  Schnittlinie  von  E  mit  der  Ebene  {ch)  die  diesem  zuge- 
hörige Directrii  ist.  Die  sfimmtlicben ,  derselben  Bedingung  genflgenden 
Kegelschnitte,  welche  den  verschiedenen  Farallelebenen  E  angehören,  sind 
ähnlich  und  ähnlich  liegend  und  ihre  Scheitel  liegen  In  zwei  Stralen  des 
Punktes  Oy  welche  der  Ebene  des  Neigungswinkels  des  Strales  g  gegen 
die  Sbene  {ch)  angehfiren.    Hieraus  folgt: 

Der  Ort  aller  Systempnnkte,  deren  Beschleunigung  mit  der 
MomeBtanaxe  denselben  Winkel  |  bildet,  ist  eine  KegeltUehe 
2.  Ordnung.  Ihr  Mittelpunkt  ist  der  Punkt  0;  der  Stral  g  ist  der 
Ort  der  einen  Brennpunkte  aller  Kegelschnitte,  in  welchen  die 
Fläche  yon  den  zur  Momentanaie  senkrechten  Ebenen  geschnitten 
wird,  und  die  Ebene  ((!A)  ist  der  Ort  aller  zugehörigen  Directricen. 

Fttr  1  =  0  zieht  sich  die  KegelöBche  auf  den  Stral  g  zusammen,  dessen 
Funkte  blos  Bescfalennignng  parallel  der  Momentanaxe  haben.  Fttr  |  ^  ^n 
reducirt  sich  dieselbe  auf  die  Ebene  (cK). 

Mit  Htilfe  des  entwickelten  Satzes  kann  man  leicht  die  Beschleunigung 
der  sKmmtlichen  Funkte  einer  Ebene  benrtheilen.  Es  gibt  in  derselben  nur 
einen  einzigen  Funkt,  dessen  Beschleunigung  parallel  zur  Momentanaxe  ist. 
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nSmlich  dieser  Punkt  ist  der  Schnittpunkt  der  Ebene  mit  dem  Strale  9;  es 
gibt  in  der  Ebene  eine  Gerade,  deren  Punkte  BeHcbleonigung  senkrecbt  sur 
UomenUJiase  besitzen,  nämlioh  die  Gerade,  in  welcher  die  Ebene  von  der 
Ebene  (ch)  geschnitten  wird.  Eine  Kegelflache,  welche  3  zu  einer  Brenn- 
pnnktsUnie  und  (ch)  zur  zugehörigen  Directorebene  im  obigen  Sinne  hat, 
schneidet  die  Ebene  in  einem  Kegelschnitte,  dessen  Punkte  Beschleunigungen 
Ton  gleicher  Neigung  gegen  die  Momeatanaie  besitzen.  Da  die  Geraden, 
welche  TOn  0  aus  unter  demselben  Winkel  |  gegen  c  gezogen  werden  ken- 
nen, eine  KegelflBche  2.  Grades  bilden,  so  sind  die  Beschleunigungai-ichtnn- 
gen  der  Punkte  jenes.  Kegelschnittes  die  Erzeugnngslinien  eines  einfachen 
Hyperboloids. 

§.  11.  um  die  Stralen  von  0  zu  finden,  deren  Beschleunigung  eine 
gegebene  Richtung  hat,  bedenke  man,  dase  diese  Richtung  mit  der  Axe  c 
eine  Ebene  f  bestimmt  und  mit  dieser  Ase  einen  gewissen  Winkel  |  bildet. 
Man  lege  nun  durch  irgend  einen  Punkt  G  des  Strales  g  eine  Blbeue  senkrecht 
zn  c  und  bestimme  in  ihr  den  Kegelschnitt  aller  Punkte,  deren  Beschleunigung 
mit  der  Axe  c  den  Winkel  |  bilden.  Uan  ziehe  hierauf  durch  &  die  beiden 
Geraden  dieser  Ebene,  welche  mit  der  Ebene  f  den  Winkel  X  bilden,  dessen 
Tangente  0/  :  w'  ist.  Nur  die  eine  von  ihnen  kommt  hier  in  Betracht,  nfim- 
lioh  diejenige,  für  welche  der  Winkel  1  so  liegt,  wie  es  mit  dem  Sinne  von 
to'  barmonirt.  Diese  Gerade  trifft  den  genannten  Kegelschnitt  in  zwei  Pnnk< 
ten  M,  deren  Beschleunigung  der  gegebenen  Richtung  parallel  ist,  denn  sowohl 
die  Componente  MG  yä*  +  ä'^ ,  als  auch  die  Componente  MQ  .  m^ 
iBt  parallel  der  Ebene  e;  daher  ist  auch  die  Beschleunigung  dieser  Punkte 
selbst  parallel  zur  Ebene  t  und  da  sie  mit  der  Axe  c  den  Winkel  £  bildet, 
so  genügt  M  der  Fordenmg.  Die  beiden  Funkte  JU  besitzen  Bescbleunigang 
derselbrai  Richtung,  aber  von  entgegengesetztem  Sinne.  Denn  da  ihre  Ter- 
bindnngstinie  durch  ß  geht,  so  sind  die  Componenten  MG  Voj*  +  »'*  ihrer 
Beschleunigung  entgegengesetzten  Sinnes  und  da  G  Brennpunkt  des  Kegel- 
schnittes ist,  so  liegen  beide  Punkte  M  auf  derselben  Seite  des  Directrix, 
w^che  in  der  Ebene  (ch}  sich  findet.  Daher  hat  die  Compoueute  MQ  .  a^ 
fttr  bmde  Funkte  denselben  Sinn,  Bierans  folgt,  dass  die  Gesammtbeschleu- 
nigung  selbst  filr  beide  Punkte  entgegengesetzt  ausfallt.  Zieht  man  von  0 
nach  den  beiden  Punkten  M  die  Stralen  OM,  ao  sind  sie  der  Ort  aller 
Syatempunkte,  deren  Beschleunigung  die  verlangte  Richtung  hat. 

Es  gibt  also  im  System  nur  zwei  Stralen  des  Punktes  0, 
deren  Beschleunigung  einer  gegebenen  Richtung  parallel  ist. 
Sie  liegen  mit  dem  Strale^  in  einer  Ebene  und  sind  die  Schnitt- 
linien dieser  Ebene  mit  dem  Kegel  aller  Punkte,  deren  Beschleu- 
nigung mit  der  Momentanaxe  denselben  Winkel  bildet  in  der 
gegebenen  Richtung. 
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In  eäner  £bene  des  Systems  gibt  es  also  nur  zwei  Funkte  von  ge- 
gebener BeBchlennigangsrichtnng,  n&mlich  die  Schnittpunkte  der  Ebene  mit 
den  beiden  Straten,  welche  den  Ort  für  die  Punkte  dieser  Beschleanignngs- 
nchtnng  bilden. 

Insbesondere  sind  in  jeder  Ebene  nnr  zwei  Paukte  vorhanden,  deren 
Beschleunigung  senkrecht  zn  der  Ebene  ist. 

§.  12.  Die  Nonnalcomponente  qo.  der  Besohlennigong,  welche  wir 
früher  aus  ipc  nnd  9^  zusammensetzten,  kann  auch  in  zwei  Componenten 
zerlegt  werden,  von  denen  die  eine  <p,  senkrecht  tum  8trale  m  ist,  wBhrend 
die  Euidere  ip,  die  Richtung  von  m  bat.  Die  Werthe  derselben  entnehmen 
wir  ans  Fig.  196  anmittelbar,  so  dass  9  durch  die  drei  rechtwinkligen 
Componenten  fj,  <f,  and  die  Tangentialbescblennignng  tpt  reprfisentirt  werden 
kann,  nBmlich: 

q>,  «"  «*r  cos  p  —  ar  sin  £ ,     yi  — ■  «'r  bId  p ,     9><  ■"  w'  '^^  ^. 
oder  durch  9  und  p  ausgedruckt: 

91,  "»  (»*  sin  if  cos  p  —  oii(»  sin  #)a,     tp,  ^  fo^  sin*^  .  s, 
ipi  — =  (w'  sin  p  —  wifj  cos  #  cos  p)s. 
Für   den  Ort  <p,^=0,  d.  b.   für   die   Punkte   ohne    Bescblennlgung    senk- 
recht za  m  ist  osinpoos^  —  i^siu#=-0.    Der  Ort  ist  eine  Eegel&lche 
dritten  Grades.    Mit  Hülfe  des  Coordinatensystems  §.  7,  wo 
sin^«— r:s,     zas  f(  -=^  z  :  s ,    sinfr^j/ir 
wird  ihre  Gleichong 

(«■  +  j,V-^!r(»"  +  !i'  +  »")-o. 

Sie  e&thSlt  die  Axen  c  and  n  nnd  schaeidet  die  Fltlcbe  ip,^0  d.  b.: 

tu'  sin  f  —  caif)  cos  #  cos  p  ->=  0 
in  drei  Stralen,  deren  Punkte  blos  Beschleunignng  in  der  Richtung  XO 
bedtzen.  Da  fllr  die  Stralen  der  Kegelflftche  sich  die  Normalbeschleunigung 
9.  anf  q),  rednciii,  so  haben  die  Stralen  tn  derselben  die  Sichtung  der 
ErtlnunnngshalbmesBer  ihrer  Punkte.  Die  Erflnunungskreise  sind  fflr  sie 
^rSsBte  Kreise  der  Engeln,  auf  denen  sie  sich  bewegen,  die  KrOmmungs- 
halbmesser  sind  ein  Uazimnm. 

Fflr  den  Winkel  j3,  welchen  die  Ebene  der  Beschleunigungen  eines 
ätialas  m  mit  der  Normalebene  bildet,  hat  man 

ipi        Ol'  ein  p  —  »^  cos  &  cos  9 
q>,        a*  sin  p  cos  9  —  anj;  sin  & 
Dean  die  Ebene  von  q>,  und  qt,  entbSlt  den  Neigungswinkel  ß  beider  Ebenen. 
Für  die  Neignng  ^  der  Beschleunigung  gegen  den  Stral  m  ist 
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Diese  Formeln  geben  Anfscliluss  über  mancherlei  specielle  Stralen  des  be- 
weglichen Systems. 

§.  13.  Die  Systempunkte,  deren  Beschleunigung  denselben  WerUi  % 
hat,  genügen  nach  §.  4  der  Bedingung 

9*  =  [(<"'  Bin  p  —  wif)  cos  1/  cos  &)'  +  (lo*  sin  g  —  ojifj  cos  p  sin  #)' 
+  w*^*  8in*p  sin*»]  .  s*  =  x* . 
Wählt   man   die  Momentanase  c  enr  iS'As.e,    die  Äxe    der   Normalwinkel- 
beschleunignng  zur  Axe  der  x  und   die  zu  beiden  senkrechte  Gerade  zur 
y-Äie,  Bodaee  der  Uebergang  von  der  positiven  x-Axe  znr  positiven  y-Aie 
mit  dem  Sinne  dar  Winkelgeschwindigkeit  tu  harmonirt,  so  ist 
rBin#  =  —  y,roos*^a;,  s.sin^^r,  S.cosy  =  «,  r*  =  i*-f-y*. 
Hiemit  geht  die  Beding ungsgleichnng  9  ^  x  über  in 

Der  Ort  aller  Punkte  des  Systems  von  der  Beschleunigung  tp^x  ist  daher 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  den  Punkt  0  zum  Mittelpunkt  hat 
Man  sieht  leicht,  dass  dieselbe  ein  Ellipsoid  ist.  Denn  sie  kann  keine  nn- 
endlich  fernen  Punkte  enthalten,  weil  deren  Beschleunigung  unendlich  gross 
ist.  Die  cubische  Gleichung,  von  deren  Wurzeln  £  die  Hauptazen  abhängen, 
kann  auf  die  Form 

ie(M*  +  «'*  +  «V'  -  ny  =  "V* 

gebracht  werden.  Ihre  Wurzeln  sind  alle  positiv  und  liegen  zwischen  0 
und  M*  +  m'*,  zwischen  <o*  +  »'*  und  10*  -f"  »'*  +  (o*if'  und  zwischen 
m*  +  m'*  +  u'^*  und  +  co. 

Der  Stral  g,  nir  dessen  Riohtongscosinnsse 

a  =  sin  Po  cos  *o  I  ß  "^  —  ^"'  öo  *"*  ^o  1  7  ""  "^^  Po 
man  mit  HfÜfe  von  §.  8  findet:  a  :  »«'^  =  ^  :  —  a^^  =  y  :  (a*  +  »'*), 
ist  conjugirt  znr  Ebene  {ch)  und  c  und  h  sind  conjugirte  Dtameter  des 
Schnittes  des  Ellipsoids  mit  der  Ebene  (ch) .  Daher  sind  c,  g,  h  drei  con- 
jugirte Diameter  des  Ellipsoids.  Die  Längen  der  in  diese  drei  Stralen  fal- 
lenden Semidiameter  ergeben  sich,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  Punkt« 
dieser  Stralen  resp.  nur  Beschleunigung  haben,  herrttbrend  von  der  Winkel- 
beechleunigung,  parallel  zu  c  und  centripetale  BeEchlennigung  und  die  Grdsae 
darstellen,  welche  proportional  der  Entfernung  von  O  ist,  einzeln  gleich 
M  setzt. 

LäBst  man  x  variiren,  so  erhält  man  eine  Schaar  ooncentriseher,  ähn- 
licher nnd  ähnlich  liegender  Ellipsoide.  Eine  Ebene  wird  von  einem  Ellip- 
Boide  dieser  Schaar  berührt  und  von  allen  Übrigen  in  einem  System  con- 
centrischer  ähnlicher  und  ähnlich  liegender  Ellipsen  geschnitten.  Für  die 
Punkte  jeder  Ellipse  ist  die  Beschleunigung  dieselbe,  für  den  Berflhrungs- 
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ponkt  ist  sie  ein  Mimmnm.  Wii-  stellen  die  -  Hftnptresultat«  dieser  Be- 
trachtnng  in  dem  Satze  zosamnien: 

Der  Ort  der  Systempnnkte  gleicher  Beschleunigung  qi  •«>  x 
ist  ein  Ellipaoid,  dessen  Mittelpunkt  mit  dem  Botationsmittel- 
punkte  0  znsammenfSllt.  Die  slmmtlicfaen,  den  verschiedenen 
Werthen  von  x  entsprechenden  Orte  bilden  eine  Sobaar  ähnlicher 
und  ähnlich  liegender  EUipsoide,  fUr  welche  die  Ebene  (cA)  der 
Axen  der  Winkelgeschwindigkeit  nnd  der  Winkelbesohleunigung 
dem  Strale  g,  dessen  Funkte  blos  Besohleunigung  parallel  zur 
erstereu  dieser  beiden  Axen  besitzen,  conjngirt  ist  und  fUr  welche 
die  Axen  c,  g,  h  ein  Tripel  conjugirter  Diameter  bilden.*) 

g.  14.  Projicirt  man  daa  Dreieck  000'  (Fig.  192)  auf  irgend  eine  Axe,  so  folgt, 
daaa  die  Projection  von  der  ElementarbeBchleunignug  da  gleich  dem  Differentiale 
der  Projection  m^  von  ra  irt,  eo  dosB,  wenn  l  die  Neigung  von  dta  gegen  die  Aie 
bezeichnet,  da  .  cos  1  ^  dta^   wird.    Diridirt  man  mit  dt,  so  wird 
dm,  dm, 

wann  a^  die  Projection  von  a  iatj  d.  h.  die  Projection  der  anf  ihrer  Axe 
A  als  LKnge  aufgetragenen  WiukelbeBchlennigung  a  auf  eine  Axe  ist 
die  DeriviTte  der  Componente  der  WinkelgOHoh windigkeit  m  nm  diese 
Axe.  Für  die  rechtwinkligen  Coordinatenaxen  der  x,  y,  e  des  Pnnktci  0  hat  man 
daher  fßr  die  WinkelbeBcbleunignng  a,  ihre  Componenten  a^,  a  ,  a,  und  ihre 
Neigongen  X,  n,  v  gegen  die  Axen 


g.  15.  Wir  woUeD  jetzt  die  Componenten  X,  Y,  Z  der  Beschlermigung  eine« 
SfBtempunktei  in  Bezog  anf  drei  rechtwinklige,  lioh  im  Rotationseentrum  O 
Bohneidende  Axen  darstellen.  Sie  Betun  sich  ans 
den  Beatandth eilen  ineammen,  welche  von  der  cen- 
tripetaLenBeichlennigiuigBCOmpoiienteiD'f  herr&hreii 
und  anderen,  welche  die  WinkelbeBchleanignng  a 
reianlaBBt.  In  Bezug  auf  die  enteren  seien  (Fig. 
19S)  a,  ß,  t  die  Richtungswinkel  der  Momentonaxe, 
1,  fi,  V  die  für  MF  and  x,  y,  t  die  Coordinaten 
des  SjBtempnnktee  3f .  Man  hat  dann  fflr  die  Com- 
ponenten von  m'r 
rig.  »W.  a>*rcoeJl,    o'rcosft,    o'r  cos  *• 

und   indem   man   den  Liniening  OSIPO  auf  die  Axen  projicirt 


*)  Der  Verfasser  hat  obigen  Satz  kurz  nach  Yoltendnng  des  Druckes  der 
1.  Auflage  dieses  Boches  (ISTO)  fOr  die  sphärische  Brnvegong,  wie  fQr  die  Windnngs- 
bewegong  gefunden  und  seit  1671  alljährlich  in  seinen  Vorlesungen  entwickelt. 
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a:  +  r  CM  a  —  OP  coe  o  —  0 , 

y  +  rooB^-OPcosp-O, 

e  +  r  ooa  v  —  OP  cos  y  =i  0  . 

Indem  mau    mit  Hfilfe  der  Projection  des   Zngea   der  x,  y,  t,  MF,  PO  aof  die 

Richtmig  OP  die  Linie  OP  dtirsteltt,  n&mlich 

OP  —  X  UM  a  +  t/  coe  ß  +  n  HOB  V , 
ergeben  nch  weiter; 

r  coB  i  -  {a:  cOB  «  +  j,  CM  p  +  .  CM  y)  CM  «  -  a: . 

r  CM  ^  —  (a:  coB  o  -f  y  coB  |J  +  «  ooa  y)  coa  p  —  y  , 

*■  cos  ••  =  («  coB  «  +  y  OOB  ß  +  «  CM  y)  CM  r  —  »  . 

Holtiplicirt  idbji  dieeo  Gleichaogeti  mit  m'  und  ersetrt  m  coi  <i ,  a  oo»ß,  m  ooa  y 

dnfth  0),,  ED  ,  0,,   Bo   stellen  Bich  die  geanchteii  Beatandtlieile  tod  qs,,  <p  ,  q>, 

onter  der  Form  dar 

ta*r  sin  1  ^  m^  (ü  iB     +  j(  o>„  -f-  f  ta^  —  et^x , 
ai»rcMf(=  a>^(xa^  +  ya^-i-tto,)—  «.'y, 
m'r  008  *  =  m,  (a:  o,  +  y  oiy  +  t  oj  —  a'e . 
Durch  die  Componeoten  dei  WinkelbeechleDnignng  a  ertuigt  du  Sjstem  mn 
die  Äxen  die  ouendlich  kleinen  Winkelgeschwindigkeiten 

(Compo&enteo  der  ELementorwinkelbeichleunigong)  und  diese  ertheilen  dem  Syitem- 
pnnkte  (aryr)  nach  Cap.  VI,  %.  8  die  Elementorbeschlennigimgen  parallel  den  Coor- 


j  "'  "'Idt,     j  *'  "'  \dt,     I  *'  "'  \dt, 

indem  an  die  Stelle  der  dortigen  p,,  q^,  r,  hier  a^dt,  a  dt,  ti,dt  treten. 
Durch  Division  mit  dt  erhalt  man  die  Componenten  derBeBchlennigong  Am  Syatem- 
pnnktes,  herrObrend  von  der  WinkelbachlenDignng  selbst,  n&mlich 


Die  Oeaammtbeschlennigiing  dei  SyetempaiikteB  bat  also  folgende  Componentan; 

Y  -  <n^(x^^  +  y<D^  +  *D>,)  -  „'y  +   I  "j   J  |, 
Z  —  a>,ix<a^  +  yai^  +zo>^ —  a*t+\    ^     '  \- 

Wfthlt  man  ioBbeBondere  die  Homentanaxe  lor  Axe  der  c  and  iwai  bo,  dan 
der  Sinn  Ton  cd  mit  dem  positiven  Sinne  der  t  übereinstimmt;  ferner  rar  xv-Ebene 
die  gemeintame  Tangentenebene  der  Kegel  (C)  nnd  (F)  nnd  zwar  bo,  daae  da 
poiitive  Sinn  der  ir-Axe  mit  dem  Sinne  der  Normalbeflchleimignng  flbereinBtimmt, 
so  sind 

■*",      dm 


(Dlf.  ,       O     —  - 


DigiLizedbyCoOJ^Ic 


n.  Tb-,  Cap.  XIV,  g.  t5.    Ao&lfi  DanteUang  der  BeBchleon.  d«r  SjBtempnnlft«.    495 

und  etb&lt  maa  fOr  die  Compouenten  der  BeBchlenoiguDg  des  Sjetemponktee  xye 
die  einfiwhere&  AnsdrAcke: 

X  =  —  flj'Ä  —  lo'y,     y  ^  —  m'y  -\-  a'x  —  w^lii,     Z  ^  miliy . 
Hit  Hälfe  dieser  FoTmeln  kann  man  zu  den  Resultaten  der  gg.  1  —  15  gelangen. 
So  liegen  die  Sjetemponkte,  deren  BeKhlenoigaiig  der  gemeinianien  TaDgenten- 
ebene  der  Kegel  (C)  und  (F)  parallel  iat,  in  der  Ebene  F  —  0 ,  d.  h. 

to  ■  X  —  »*y  —  »V'  "■  0  ■ 
Für  die  PuDkte,  deren  BeBchleunignng  eenkrecbt  vat  Momentauiaze  iit,  wird  Z^O, 
sie  liegen  daher  in  der  Ebene  y  =•  Q ,    d.  h.  in  der  Tangentenebene  der  beiden 
Kegel.    Alle  Punkte,  deren  Beachlennigang  parallel  Ent  Uomentanaze  ist,  genflgen 
den  Bedingongen  X  •—  0,  Y  —  0  zugleich.    Bie  li^en  in  der  Oeraden 

»'a;  -|-  »'y  ^  0 ,     ta  x  —  o>*y  —  ta'^t  ^  0  . 
Die  Coordinaten  ir,,  y,,  e,   dei  BeecbleonigangsmittelpnnkteB  genügen  den  drei 
Bedingnngen: 

0  =  oj'a:,  +  a»'y,  ,  0  —  m'a;,  —  m'y,  —  «V«i  ,  0  —  loiCyi  - 
Da  diesem  OleiobungBsyHtem  im  Allgemeinen  durch  ^r,  ■-  y,  ■■  £,  ^  0  genfigt 
wird,  so  folgt,  dass  dai  BesobleonigungBcentmm  inuner  eiistirt,  aber  mit  dem 
Botationscentnim  des  Systems  zusammenOIlt.  In  besonderen  Fällen  gibt  es  eine 
oontinnirliche  geradlinige  Folge  solcher  Bescblennigimgioentra,  oder  eine  Be- 
■chlennignngsaxe.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  to  =>  0  ist;  denn  dann  ist  die  dritte 
Qleichnng  von  selbst  erfallt  nnd  liefern  die  beiden  andern  x^  ^  y,  ^  0 ,  d.  h.  die 
Beichlennignngsaie  fällt  mit  der  Momentanaze  insanunen.  Wenn  ^  —  0  ist,  d.  h. 
wenn  die  Momentanoxe  nicht  wechselt,  liefert  das  Oleichongisjstem  x,  •—  y,  i—  0  , 
d.  b.  gleichfalls  die  MometttaDaie  als  Bescblennigangeaxe. 

Der  Abstand  des  Systempunktes  von  der  MomentKruue  sei  r ;  die  Kohtnng 
desselben  in  dem  Sinne  <ron  dem  Schnittpunkte  mit  der  Momentanaie  nach  dem 
Systemponkte  bis  genommen  bildet    mit  den   Coordinatenaiea    Winkel,    deren 

Coainniee  — ,  — ,  0  sind,    D^er  liefern  X,  Y  in  dieser  Riobtong  den  Bestand- 
Uieü  der  Normalbeschlennignng  (p„ 


Hieim  tritt  aber  noch  Z  •=  tn^y  als  weiterer  Bestandtbeil  von  q>,,  da  es  recht- 
noklig  im  Geschwindigkeit  ist.    Daher  ist 

»"b  ■■  ;t  {"'■'  +  *y')'  +  oj'v'y'- 

Die  TMigentialbeschlennignng  wird  erhalten,  indem  man  die  Componenten  von  X 
nnd  Y  in  der  Richtung  der  Geschwindigkeit   vereinigt    Die  Richtaingscosinnne 

derOescbwindigkeitdesSystemponktee  gegen  die  Coordinatenaxen  sind  —~,  ~,0i 
daher  wird 

9,--  X^+Y^  -«>  -  „v  ^■ 
Die  Systempionkte,  welche  keine  Bescblennigung  in  der  Kchtong  von  r,  aleo 
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nni  NormalbeBChleimignDg  parallel  ini  Momentacaie  beüUen,  genflgea  der  Be- 
diagnog  »*r  -|-  m^  —  c»  0;  sie  liegeD  anf  dem  Kegel  iweiten  Qradea 

»(«:*  + y')  +  <pyt  =  0. 
Er  eotfa&lt  die  Momentanaxe  und  berührt  die  Kegel  (C)  und  {P)  längs  ihr. 

Die  Sfst^mpnnkte,  deren  Nonnalbeichleunigmig  senkrecht  zur  Momentaaaxe 
ist,  genSgen  der  Bedingung 

ffl^p  ■=  0 
und  lind  alao,  weon  nicht  m  oder  iji  verschwindet,  die  Punkte  der  gemeinsamen 
Tangentenebene  der  Kegel  (C)  und  (r). 

DieSjitempnnkte,  deren  Normalbeschleunigang  vollständig  verschwindet,  g'e- 
nflgen  den  beiden  Bedingungen 

"'(a!"  +  y')  +  i(.yr-0,    aiify  —  0 
zugleich.    Ist  nan  m  nicht  NqII,  so  Bind  sie  die  Pnnkte  der  Momentanaxe;  ist  aber 
a  ^  Q ,  eo  sind  beide  Bedingungen  fOr  alle  Sjstempnnkte  erfüllt  nnd  besitzen  in 
demselben  Homeote  alle  Funkte  des  Systems  nur  Tangentialheschleardgnng. 

Die  Systempunkte,  deren  Tangeutjalbeachlemugung  veTschvindet,  welche  alao 
im  Allgemeinen  ein  Maximum  oder  Minimum  der  Qesch windigkeit  besitsen,  ge- 
nügen der  Bedingung  m'r  —  iatj>  —  —'0;  sie  liegen  auf  dem  Kegel  zweiten 
Qrades 

«'(«'  +  y")  —  mifxz  =—  0  . 
Die  gemeinsame  Tangentenebene  der  Kegel  (CT)  und  (F)  ist  fOr  ihn  eine  Hanpt- 
ebene;  er  schneidet  d»her  den  vorigen  Kegel  rechtwinklig,  für  welchen  die  yr- 
Ebene  eine  Hanptebene  ist. 

§.  16.  Die  Ebene,  welche  den  Bystempunkt  M  mit  der  Momentaiuixe  c 
verbindet,  ist  die  Kormalebene  der  Bahn  des  Punktes  Jd.  \  sie  enthält  die 
NonnalbeschlBunigung  q:>,,  deren  Richtung  die  Bichtung  der  Hauptnormaleoi 
oder  des  ErQnuDungah&lbmesserB  ist.  Die  Ebene,  welche  durch  diese  Kch- 
tnng  und  die  Tangente  der  Bahn  bestimmt  wird,  ist  die  Schmiegungsebene. 
Da  cp»  in  die  beiden  Componenten 

^c  =  (oi'  sin  9  —  m^  cos  if  sin  &)s    und     qa'c  ^  mifi  ein  fr  sin  ^  .  s 
zerf&llt,  von  denen  die  eretere  senkrecht,  die  letztere  parallel  zu  c  ist,  eo 
bildet  die  Richtung  des  KrammungshalfameBseFs  mit  der  Äxe  c  den  Winkel  fi, 
fQt  welchen 

fficr         (0  sin  Q  —  il>  cos  p  sin  #         a      1 

tg  (i  tt=  i^-  -^ ^^ a™  —  —     —  coto  0 

(pc  if  sin  #  sin  f  ^  am  & 

ist.  Der  Pnnkt  M  beschreibt  eine  aphltrische  Curve,  deren  Krtünmongskreia 
der  Schnittkreis  der  Kugel,  welcher  die  Bahn  angehört,  mit  der  Schmiegungs- 
ebene  ist.  Daher  ist  der  Krümmungshalbmesser  H  die  Projection  des 
EugelradiuB  OM  =  s  auf  die  Richtung  der  Hauptnormalen,  und  mithin 
S  ^  s  ooa  {fi  —  f)  (Fig.  199).    Ebenso  gut  kann  S  erhalten  werden  mit 
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Hülfe   der  Formel  (P.  ==  ,r  '=  ■    Anf  die  eine,  wie  auf  die  andere  Art 

erhKlt  man: 


y»'  ain'p  —  2(Bt(i  sin  ^  cos  p  sin  #  +  i|/*  sin'  # 

Die  Gerade  Of,  welche  den  Pankt  0  mit  dem  ErOmmungBinittelpankte  X 
verbindet,  ist,  weil  sie  in  £^  senkrecht  zur  SchmiegungB- 
ebene  ist,  die  KrtlmmungBaze  der  Babn.  Sie  bildet 
mit  c  den  Winkel  ^  n  —  i*. 

Ans  der  obigen  Formel  fUr  tg  fi  folgt,  dass  die  Paukte, 
deren  Krümmangsaxe  die  Momentauaxe  rechtwinklig 
schneidet,  der  Bedingung  ^  >=  0  genOgen.  Diese  Oleicbong 

*Fig  199.  ^*t    entwickelt    tgp  =  — sin#,    d.h.    der  Ort  der 

Systempunkte,  deren  Krümmungshalbmesser  der  Momentanaxe  c 
parallel  sind,  ist  die  KegelfIBche  zweiten  Grades  ohne  Normal. 
beschleuniguDgscomponente  tp^. 

Für  die  Punkte,  deren  Krümmangsaxe  in  die  Momentanaxe  fltllt,  deren 
Schmiegangsebene  und  Krümmungshalbmesser  diese  Axe  rechtwinklig  schnei- 
den, ist  n  -=  ^^,  ä.h.e  =  0.  Der  Ort  der  Punkte,  deren  Krtim- 
maugshalbmesser  die  Axe  c  rechtwinklig  schneiden,  ist  daher  die 
Ebene  (cA)  der  Momentanaxe  und  der  Winkelbeaohleunigungsaxe. 

Die  Punkte,  deren  Schmiegungsebene  durch  0  geht,  welche  also  die 
Stelle  ihrer  Bahn  passiren,  an  welcher  der  Krümungshalbmesser  ein  Maxi- 
mum, nSmlich  gleich  s  ist,  liegen  auf  der  KegelflSche  ft^p,  d.  h. 

(tg  p  +  cotg  p)  sin  «  =  ^     oder     sin  p  cos  p  =  —  sin  fr . 

Die  Gleichung  dieses  Kegels  in  Bezug  auf  das  Coordiuateneystem  des  §.  13. 
wird  il)(x^  +  ***  +  «*)y  +  'o{ii^  -{■  i/)b  •=  0  .  Er  ist  vom  dritten  Grade 
und  enthalt  die  Momentanaxe. 

§.  17.  Die  KegelflSche  ^ic'^O,  deren  Paukte  keine  Normalbeschlen- 
nigung  senkrecht  zur  Momentanaxe  haben,  spielt  in  der  Theorie  der  ErOm- 
mang  der  sphärischen  Bahnen  eine  ftholicbe  Rolle,  wie  der  Wendekreis  für 
die.  ebenen  Bahnen;  doch  kann  von  Wendepunkten  hier  nicht  die  Rede  sein, 
da  der  Krümmnogsbalbmesser  einer  sphMtischen  Bahn  nicht  unendlich  gross 
werden  kann.  Die  Haupteigenschaft  dieser  Flache,  welche  im  vorigen 
Paragraphen  sich  ergab,  nämlich ,  dass  sie  der  Ort  der  Punkte  ist,  deren 
Bahnkrtlmmangsaxett  die  Momentanaxe  c  rechtwinklig  schneiden, 
wollen  wir  zuiAchst  direct  ableiten. 
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Durch  die  Momentauaze  c  (Fig.  200)  legen  wir  eine  Ebene  e  nnd 
ziehen  in  ihr  durch  0  einen  Stral  k  Beukrecht  zu  c.  Durch  ihn  unci  die 
folgende  Momentanaxe  c  ist  eine  Ebene  c,  besümmt.  Jede  der  beiden 
Kbenen  e,  e,  ist  Nonnalebene  der  Bahnen  aller  ihrer 
Punkte,  t  für  die  Zeit  t,  e^  für  die  Zeit  t  +  dt. 
Legen  wir  durch  c  eine  weitere  Ebene  t,  welche  mit 
c  den  unendlich  kleinen  Winkel  d&  bildet,  gleich  der 
Elementaramplitude  der  Rotation  des  Systems  am  c 
and  zwar  in  dem  Sinne,  dass  e'  die  der  Zeit  (  -|-  di 
entsprechende  Lage  Ton  e  darstellt.  Die  Ebene  e' 
schneidet  Ej  in  einem  Strale  ti  des  Punktes  0,  dessen 
Lage  zur  Zeit  t  in  der  Ebene  t  der  Stral  t'i  s^. 
Fflr  *,,  ei  ist  Winkel  (ci,)  gleich  Winkel  (et',).  Für 
die  Pimkte  des  Strales  i,  ist  die  Schnittlinie  i  der  NormalebeneD  e,  e'  die 
KrUmmnngsaze,  d.  h.  die  Gerade,  welche  im  Krtlmmangsmittelpunkte  auf 
der  Schmiegangsebene  senkrecht  steht.  In  jeder  Ebene  des  EbenenbUscheh, 
dessen  Aze  C  ist,  liegt  ein  Stral  ij;  die  KrQmmungsazen  k  fUr  alle  solche 
Stralen  liegen  in  der  zu  c  senkrechten  Ebene  des  Punktes  0 .  Wir  Sachen 
den  Ort  aller  Stralen  t,  oder,  was  genügt,  den  Ort  aller  Punkte  t,  auf 
^er  um  0  mit  dem  Radius  1  beschriebenen  Engelflache.  Setzen  wir  ci^^^, 
80  ist  das  Bogenelement  i^^  •=>  d&  .  ain  g .  Bezeichnet  femer  dx  den  Con- 
tingenzwinkel  der  Ourve  i,,  d.  h.  den  Winkel  chc'i  der  Normalebenen  in 
den  Punkten  i^  und  ti,  so  ist  wegen  (ic)  =  ^n  zugleich 

iiti  =  dx  sin  (J^w  +  p)  "=■  dt  cos  9 . 
Durch  Oleichsetzung  beider  AusdrOcke  für  i^ii  wird  daher 

d&  sin  p  =  dr  cos  9 . 
Bildet  nun  die  Ebene  e  mit  der  zu  cc   senkrechten  Ebene  der  Momentanaie 
den  Winkel  l  und  ßlUt  man  von  c  axa  cg  senkrecht  auf  kc\  so  wird 
dl  =  C3  =  cc' .  cos  i  ^  dff  .  cos  1 

dfr  da 

und  hiemit   geht   die   Torige  Gleichnng,   wenn   wieder  'ji'^^i  At^'^ 

gesetzt  wird,  Über  in 


*«?  = 


-  cos  l. 


Diese  Oleiohung  drUckt  aber  die  Eegelflftche  9a  —  0  ohne  Konnalbeschlen- 
nigung  senkrecht  zu  c  ans  (§.  7.,  wo  #'  statt  l  gesetzt  ist).  Der  Stral  i, 
ist  die  rechtwinklige  Projection  des  Btrales  t  (§.  7.)  auf  die  Ebene  e. 

§.  18.    um  die  ErUmmungsaxe  k  der  Bahn  irgend   eines  Fnnktea  m 
(ee  genügt,  einen  Punkt  der  EugelflSche  vom  Radius  1  um  0  zu  betrachten) 
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za  finden  (Fig.  201),  Bei  m  dessen  Lage  rar  Zeit  t-\-dt  nnd  cm  =  q.' 
Die  Normalebenen  in  m  nud  m',  welcbe 
diese  Punkte  mit  den  Äxen  c,  c  verbinden, 
schneiden  sieb  in  der  KrUmmungsaxe  % , 
:'  welche  aber  im  Allgemeinen  nicht  senkrecht 
üQ  c  sein  wird.  Ifan  bat  daher,  wenn 
(ric)  ^=  Q  und  il  der  Winkel  ist,  den  die  Nor- 
malebene von  m  mit  der  zu  c 
Ebene  bildet: 


d#. 


np  =  8in(?  +  p')dt, 
n  p'^  dtf  .  cos  i. 


Bin  p  Bin  f 
Setzen  wir  den  sphSriachen  Kadiuavector, 


COB  k. 

welcher  c  mit  dem  Punkt 
coel  — tg(ci,)  =  tgpi   und 


tj  des  vor.  §.  verbindet,   gleich  pj 
daher  gibt  diese  Gleichung 

cotg  Q  +  eotg  (f  =  eotg  p, 
d.  h.  fQr  alle  Stralen  Om  des  Punktes  0-in  einer  Ebene  t  der 
Momentanaxe  c  ist  die  Summe  der  Cctangenten  der  Winkel  p, 
(',  weche  Om  nnd  die  Erflmmnngsaxen  der  Bahnen  der  Punkte 
des  Strales  m  mit  der  Momentanaxe  c  bilden,  eine  Constante, 
nSmlich  gleich  der  Cotangente  des  Winkels  p,,  welchen  der  Stral 
der  Keg'elflSche  tpc  =  0,  der  in  die  Ebene  s  fallt,  mit  der  Momen- 
tanaxe bildet 

Die  Constante  p,  wechselt  von  Stral  zu  Stral.  Dieser  Satz  ist  du 
Analogen  zu  dem  Satze  Cap.  XIII,  §.  15.  (Vgl.  ancb  8.  269.)  Legen  wir 
im  Schnittpunkte  c  der  Momentanaxe  mit  der  Kugel  um  0  vom  Radius  1 
eine  Tangentenehene  an  die  Kugel  und  sind  M,  K,  iT,  die  Schnittpunkte 
der  Stralen  m,  i,  i^  mit  ihr,  wo  J^  auf  dem  Kreise  liegt,»  in  welchem  der 
Kegel  tpe^=0  von  der  Tangentenebene  geschnitten  wird,  so  geht  die  vor- 
stehende Gleichung  aber  in 

1 


and  gilt  also  in  der  Tangentenebene  dieselbe  Betrachtung  wie  Cap.  XIII, 
§.  15,  WD^  der  genannte  Kreis  die  Stelle  des  dorügen  Wendekreises 
spielt  nnd  insbesondere  MJ^  •=  MC .  MK  ist.  Es  können  daher  alle  dor- 
tigen Constructionen  mit  Leichtigkeit  auf  die  hier  vorliegenden  Probleme 
abertragen  werden. 
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§.  19.  Die  Ebene  der  beiden  aufeinanderfolgenden  Momentaoaxen  c, 
c  ist  die  gemeinsame  Tangentenebene  der  Kegel  ((7),  (P),  von  denen  der 
zweite,  dem  beweglichen  System  angehönge  auf  dem  ersten  wSfarend  der 
Bewegung  rollt.  Ersetzt  man  sie,  wie  Cap.  VI,  §.  6  durch  ihre  Schmie- 
gnngskegel,  deren  halbe  Oeffnnngen  1,  1'  seien,  so  ist,  wie  dort  gezeigt 
wnräe 

—  ^  ootg  1  +  cotg  i'  =  eotg  gl . 

Daher  iat 

cotg  Q  -\-  cotg  (f  =  ootg  1  +  cotg  i' 
welche  Qleichung  gleichfalls   in  der  genannten  Tangentenebene  ihre  Inter- 
pretation finden  kann. 


XV.  CapiteL 

BeBObleimignng  der  Windnngabewegang  des  nnTer&nderliahen 
SfHtemB. 

§.  1.  Es  seien  c  die  Momentanaze  des  Systems  zur  Zeit  t  nnd  ((o,fo) 
die  Elemente  des  Oescbwindigkeitszustandes  zu  derselben,  nSmlicli  .die  Win- 
kelgeschwindigkeit um  c  nnd  die  TraDslatioasgeBcbwindigkeit  des  Systems 
parallel  zn  c;  es  seien  ebenso  c'  und  (tu  -f-  dw,  v^  -{-  dv^  die  Momentan- 
axe  nnd  die  Elemente  des  Gesohwindigkeitszu Standes  zur  Zeit  ( -|-  dt\  end- 
lich seien  (u,  '^  die  Elemente  der  Weohselgeschwindigkeit  der  Uomentan- 

axe,  nämlich  die  OribogonalgeBch windigkeit  «  =  —  =  —  und  die  Win- 
kelgeschwindigkeit -^  =  — ,  wo  f),  (/  die  Fusspunkta  des  kürzesten  Abstandes 

der  Axen  e,  c'  und  da  der  nnendlicb  kleine  Winkel  beider  Axen  ist 
(Fig.  202^.  Die  Uomeutanaxe  erleidet  beim  üebergang  ans  der  Lage  c  in 
die  Lage  ^  die  Elementarrotation  da  nm  die  RlcbtungHlinie  des  kürzesten  Ab- 
standes  OCf  nnd  die  Elementartranslation  de  =  00* parallel 
derselben.  Die  Winkelgeschwindigkeit  a -\-  dta  am  c  ist 
aequivalent  m  -^  da>  um  die  zu  <f  parallele  Axe  c"  des 
Punktes  0  in  Verbindung  mit  einem  Paare  vom  Momente 
(M-(-d(o).OO',  gebildet  ans» -f^  da  nmc'und  —  (w-j-i») 
um  c  Dies  Paar  ist  gleichbedeutend  mit  einer  nnendlicb 
kleinen  Translationsgeschwindigkeit  wadl,  deren  ffichtung 
senkrecht  zor  Ebene  der  Momentau&xe  c  und  des  kür- 
zesten Abstandes  ist  Durch  dt  dividirt  erhalten  wir  aus 
ihm  die  Bescbleuniguugscomponente  (uu,  welche   allen  Sy8t«mpimkten  ge- 
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meinsam  ist.  Die  Winkelgeschwindigkeit  w  -\-  dm  um  c"  ist  aequivalent 
(Cap.  XIV,  §.  l)  (o  am  c  und  der  Elementarwinkelbeschleunigniig  dllf 
um   die   Aze   h,   deren  Neignng  /   gegen   die  Momentanaxe  c  darch  die 

Oleichnng  ig  y  ^  — -  bestimmt  ist    tl'ir  durch  ät  dividirt,  gibt  die  Win- 

dir 
kelbeschleunigung  o  =  —  um   dieselbe   Am  h.    Diese  Winkelbeschleuni- 

gang  kann  in  ihre  tangentielle  Componente  ui  ^  m  und  ihre  Normalcom- 
poneute  m^  aufgelöst  werden,  erstere  um  c,  letztere  um  die  Axe  n,  senk- 
recht zu  c  in  der  Ebene  (ci/').  Von  der  Botationabewegung  des  Systems 
rühren  demnach  die  BeBchleuirigniigsbestandtheile  her:  1.  die  centripetale 
Componente  m*,  die  Aze  c  rechtwinklig  schneidend,  (wie  Cap.  XIV,  §.  l), 
2.  die  WinkelbeBcbleunigung  n  um  A  oder  statt  ihrer  die  Componenten 
ui  ^  CE>'  und  d.  =  mifi  um  die  Axe  c  und  n  nnd  3.  die  allen  Punkten 
gemeinsame  Translationsbesohleunignng  uu  parallel  der  Axe  n.  Um  die 
von  der  Translationsbewegung  des  Systems  herrührenden  Beschleunigungs- 
bestandtheile  eu  finden,  seien  (Fig.  203)  von  einem  Punkte  0  aus  die 
Translation sgeach windigkeiten  Vg,  Vg  -)-  dVg  aufgetragen,  ihre 
geometrische  Differenz  ist  die  Elementarb  escbleunigung  und  gibt 
darch  dt  dividirt,  die  Beschleunigung  h  der  Translationsgeschwin- 

dlgkeit  Vq.    Bie  zerMlt  in  die  Componente  v'ü  =  -^    parallel 

de 
der  Momentanaxe  c  und  die  Component«  f^  --    oAtivv,,^  senk- 
recht   zn    c    und    parallel    der    Ebene    {cc')    d.    h.  parallel  n. 
Demnach  können  wir  ftkr  ^en  Systempunkt  M  im  Abstände 
r  von  der  Momentanaxe  nnd  r    von  der  Axe  A  den  Satz  aufstellen: 

Die  Beschleunigung  eines  Bystempunktes  bat  folgende  Com- 
ponenten: 1.  Die  Centripetalbeschleunigang  a^r,  die  Momentan- 
axe c  senkrecht  schneidend  und  dem  Sinne  nach  ihr  zagewandt; 
2.  die  von  der  Winkelbeschleanignng  a  herrflbrende  Compo- 
nente «/  aenkreobt  lu  der  Ebene  durch  die  Winkelbesohleu- 
nigungaaxe  h  und  den  Systempunkt,  welche  in  die  Componenten 
lo'r,  senkrecht  zur  Ebene  der  Axe  c  dnrch  den  Systempnnkt  und 
m^r"  senkrecht  zur  Ebene  der  Axe  der  Normalwinkelbescbleuni- 
gung  dnrch  den  Systempunkt  zerfKllt  werden  kann;  S.  die  beiden 
Componenten  tau  nnd  ti,,^,  welche  allen  Systempnnkten  gemein- 
scbaftlicb  und  beide  der  Axe  n  parallel  sind,  so  dass  sie  nur 
in  Summe  an  -f-  Vgif'  auftreten  und  4.  die  Componente  vq,  gleich- 
falls allen  Funkten  gemeinsam  und  parallel  zur  Axe  c. 

Die  CompoDfflitcai  Vgifi  und  vö  unter  Kr.  3.  und  4.  kOnnen  in  die  Oe- 
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sammtcomponetite  [k]  ^  [vö]  ■{-  [vg^]  zasammengezogen  werden,  welche 
parallel  zar  Ebene  (cA)  ist  und  mit  der  Axe  c  einen  Winkel  bildet,  des- 
sen Tangente  -^  ist,  —  Die  unter   1,  und  2,  aufgeführten  Componenten 

sind  die  Componenten  der  Beschleunigung  der  aphfiiischen  Bewegung  um 
den  Punkt  0;  die  Componenten  3.  und  4.  rühren  von  dem  Wechsel  der 
Momentanase  her. 

§,  2.  Wie  in  Cap.  XIV,  §.  2.  werfen  wir  auch  hier  zunBchst  die 
Frage  auf,  ob  es  zur  Zeit  (  im  System  Punkte  gebe,  deren  Beaehleanigmig 
Null  ist.  Um  sie  zu  beantworten,  legen  wir,  wie  dort,  durch  einen  Syatem- 
ponkt  M  eine  Ebene  E  senkrecht  zur  Momentanaxe  c  und  stellen  die  Be- 
schlennignngscomponenten  <o*r,  ar  welche  Ton  der  sph&rischen  Bew^ung 
des  Systems  herrflbren,  durch  die  Componenten  p9  und  anpq  dar.  Die 
Ebene  E  schneidet  nSmllch  die  Axen  c  und  h  in  den  Punkten  C,  E  und 
den  Stral  g,  welcher  in  Folge  der  genannten  Componenten  blos  Beschleu- 
nigung parallel  zur  Momentanaxe  haben  würde  in  G  (Fig.  204).  Der 
Cy^    ^""^v  Punkt  M  besitzt  dann,  wenn  seine  Abst&nde  von  G 

/l  ^  -^  „  wW,  ^"^^  ^^  ™'  P  ^^^  ^  bezeichnet  werden,  die  Be- 
ff  \  J\.^\  BchlennigungBcomponent«n  j]#  um  ff,  geneigt  gegen 
r  ff         M  p  ant«r  dem  Winkel  X,  wofDr  tg  il  —  ra' :  oi*  ist,  in 

Flg.  tüi.  jener  Ebene  und  die  Beschleunigungscomponente  uipg 

senkrecht  zu  derselben,  dem  Sinne  der  Normalwinkelbescblennigung  »tC 
entsprechend.  Zu  diesen  Componenten  treten  noch  die  aUen  Punkten  ge- 
meinsamen Componenten  ou  -j-  v^^^  parallel  CH  und  v'a  parallel  zur  Axe 
c  hinza.  Die  Componente  mt(i9  ist  constant  auf  einer  Ebene  Q  parallel  der 
Ebene  (ch)  und  wechselt  den  Sinn  beim  Durchgang  durch  die  Ebene  {ch). 
Daher  kann  man.  den  Abstand  q  diesseita  oder  jenseits  von  (cA)  so  be- 
stimmen, dass  sie  die  Componente  v'o  tilgt,  d.  h.  dass  raif;^  =  cö  wird, 
welcher  Bedingung  alle  Punkte  einer  zu  {ch)  parallelen  Ebene  genfigen, 
so  dass  sie  blos  Besobleunigung  uu  -\-  Vq^  und  ^ #  besitzen.  Eine  weitere 
Ebene,  welche  den  Stral  g  mit  der  Axe  A  verbindet,  schneidet  Q  in  einer 
Geraden  £,  parallel  zur  Axe  h,  fUr  deren  Punkte  die  Beschleunigungs- 
componente p&  parallel  CH  ist  und  im  Scbnlttpnnkte  von  £  mit  g  den 
Sinn  wechselt.  Daher  kann  man  den  Abstand  e^  der  Ebene  E  von  0  so 
bestimmen,  dass  pd  =^<ou  -\-  Vgifi  wird.  Die  hiedurch  bestimmte  Ebene 
schneidet  den  Stral  £  in  einem  Punkte  ff^  dessen  Beschleunigung  Null  ist. 
Um  «,  zu  finden,   bedenke  mau,   dass  e^ :  CH  =-  cotg  y  werden  muss  und 

CE  =  GS :  cos  i  =  ( j)  +  ~^)  :  cos  l  =  (p  sin  i  +  g)  :  sin  i  cos  A  ist 

Den  Funkt  ff,  ohne  Beschleunigung  nennt  man  den  Mittelpunkt  der 
Beschleunigungen.    Da  ff,ff  senkrecht  zu  CG  und  znr  Axe  c  ist,  so 


DigiiizedbyCoOJ^Ic 


lI.Th.,Cap.XV,S3-3. 3.    Mittelpunkt  dei  BeBchleuDiguDgen.    .  503 

ist  GiG  senkrecht  zur  Kbene  (cp),  mithin  Benkreoht  zam  Strale  g;  eine 
Ebene  parallel  zur  Ebene  (cg)  im  Abstände  {au  -\-  Vgif))  :  #  von  ihr,  auf 
der  Seite,  nach  welcher  die  BeBcbleanigtmgBcemponente  au  -f-  Hgtp,  welche 
die  Richtung  der  Axe  n  hat,  hinze%t,  enthalt  daher  den  Mittelpunkt  &, 
der  Beschleunigungen.  Diese  Ebene  schneidet  die  Ebene  Q,  da  beide  der 
Aze  c  parallel  sind,  in  einer  zu  c  parallelen  Geraden  und  da  OQ,  senk- 
recht zu  ihr  ist,  so  ist  diese  Linie  der  ktirzeste  Abstmid  beider.  Wir  er- 
halten hiemit  den  Sat«: 

Im  unverBnderlichen,  in  Windnngsbewegang  begriffenen 
Spatem  existirt  zu  jeder  Zeit  t  ein  Punkt  Q^  ohne  alle  Beechlea- 
nignng,  der  Mittelpunkt  der  Besohlennigangen.  Eine  Ebene 
parallel  der  Ebene  {ch)  der  Azen  c  nnd  h,  der  Oesohwindigkeiten 
und  der  Winkelgeschwindigkeit  im  Abstände  g  «>  «o  :  uifi  enthält 
denselben;  eine  andere  Ebene,  parallel  zur  Ebene  {cg)  der  Aze 
c  und  des  Stralea  g,  dessen  Funkte  in  Folge  der  sphärischen 
Componente,  der  Bewegang  blos  parallel  der  Aze  c  beechleunigt 
werden,  im  Abstände  (tau -{- fio'^);0  von  ihr  auf  der  Seite  von  (c^) 
liegend,  nach  welcher  die  Beschlennigungsaomponente  au  4~  v^^ 
hinieigt,  enthält  denselben  gleichfalle.  Beide  Ebenen  schneiden 
sich  in  einer  zur  Momentanaxe  c  parallelen  Geraden;  der  Puas- 
punkt  ihres  kürzesten  Abstandee  vom  Strale  g  ist  der  Mittel- 
punkt Gj  der  Beschleunigungen. 

Uan  erkennt  hieraus,  daea  &,  nur  dann  unbestimmt  werden  kann, 
wenn  der  Stral  g  parallel  der  Aze  c  wird  nnd  dass  in  diesem  Falle  eine 
Beschlennigungaaze  ezistirt,  d.  h.  eine  Gerade,  deren  Punkte  aämmtlich 
Mittelpunkte  der  Beschleunigungen  aind,  parallel  zur  Aze  c  Dies  tritt 
z.  B.  bei  der  Bewegang  dea  Bystems  parallel  einer  Ebene  ein.  Jeder  Paral- 
lelsohnitt  zu  dieser  Ebene  bat  einen  Beachlennigungamittelponkt  und  alle 
dieae  Mittelpunkte  fallen  in  eine  znr  Ebene  senkrechte  Beschlennignngsaze. 

§.  3.  Betrachtet  man  die  Aze  n  der  ITonnalwinkelbeachlennigang,  die 
Linie  dea  kürzeste^  Abatandea  der  aufeinanderfolgenden  Momentanazen  c,  c 
und  die  Momentanaze  c  als  Azen  der  x,  y,  g  eines  rechtwinkligen  Coor- 
dinatenayatema ,  positiv  im  Sinne  der  NormBlwinkelbesohleunigung ,  der 
Orthogonalgesohwindigkeit  und  der  Winkelgeaohwindigkeit,  so  erhält  man 
die  Coordinaten  x^,  y^,  /,  des  Mittelpunktes  der  Beschleunigungen,  wie 
folgt    Es  ist  (Fig.  204) 

^r^^Ce^picosX  +  stgl,     yj==  -{=-^, 
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§.  4.  Wir  wollen  jetit  Eeigan,  wie  die  Beschlenaiguiigen  der  System- 
ponkte  um  den  Mittelpunkt  &,  der  Bescbleanignngen  stell  gmppiren. 
Ziehen  wir  durch  G-^  taue  Axe  (T,  parallel  zur  Momentanoxe  c  and  eeieo  r 
nnd  f  die  AbatBnde  eines  Systempunktes  M  von  c  und  Cj,  so  kSnnen  wir 
die  Centripetalbeschleunigni^  ai'r  zerlegen  in  zwei  Componenten,  von  denen 
die  eine,  <D*p  die  Axe  c,  rechtwinklig  und  ihr  zugewandt  schneidet,  wäh- 
rend die  andere,  u*r, ,  wo  r,  den  Abstand  der  Azen  c,  c,  bedeuten  soll, 
geometrisch  gleich  der  centripetalen  Beechleunigang  des  Punktes  ^i  ist, 
(vgl.  Gap.  XIV,  §,  2).  Ziehen  wir  femer  durch  G^  eine  Aie  ft,  panllel 
zar  WinkelbeBchletinignngsaze  h  nnd  bezeichnen  die  AbstAnde  des  Punktes 
M  von  h  und  A,  mit  /  nnd  p',  den  Abstand  der  Axen  b,  A,  aber  mit  r'i, 
80  wird  die  Winkelbeschleunigung  a  um  h  aequiralent  derselben  Winkel- 
bescfalennigung  a  um  A,  in  Verbindung  mit  einer  Trasslationsbeschleu- 
nigung  gleich  dem  Momente  ar'x  des  Paares  («,  — a)  und  in  Folge  dessen 
die  von  der  Winkelbescblennigung  herrtlhrende  Componente  der  Beschleu- 
nigung ar  des  Punktes  Jf  aequivalent  ap'  in  Verbindung  mit  der  Trans- 
lationsbeschleunigung  arl,  welche  der  Componente  der  Beschleunigung  des 
Punktes  G,  geometrisch  gleich  ist,  welche  von  a  herrfihrt  Die  Compo- 
nente up'  ist  senkrecht  zu  der  Ebene,  welche  3f  mit  \  verfaindet;  dem- 
nach zerteilt  die  Beschleunigung  des  Punktes  Jlf  in  ai'p,  ap',  co'r^,  ar'i, 
wozu  noch  die  allen  Systempunkten  gemeinsamen  Componenten  vi  parallel 
c  und  au  -f-  »^^  parallel  n  sieb  gesellen.  Da  die  vier  Componenten  a*r'i 
«n',  «ö,  au  -|-  v^Hi  geometrisch  gleich  den  Componenten  der  Beschleu- 
nigung des  Punktes  G^  sind,  dessen  Beschleunigung  Null  ist,  so  tilgen  sie 
eich  am  Punkte  Jlf,  ebenso,  wie  an  dj  und  bleiben  dem  Punkte  M  blos 
m*p,  ap'.    Wir  erbalten  daher  den  Satz: 

Die  Beschleunigung  eines  Sfstempnnktea  M  kann  dnrch 
zwei  Componenten  (o*p  und  ap'  dargestellt  werden.  Die  erste 
derselben  schneidet  ^ie  der  Momentanaxe  c  parallele  Axe  Cj  des 
Bescbleunigungsmittelpnnktes  ff,  rechtwinklig  zugewandt  und 
ist  proportional  dem  Abstände  des  Punktes  von  dieser  Axe;  die 
letztere  ist  senkrecht  zu  der  Ebene,  welche  die  zur  Winkel- 
beschlennignngsaze  h  parallele  Aie  Aj  des  Punktes  G^  mit  dem 
Punkte  M  verbindet,  ist  proportional  dessen  Abstand  p'  von 
dieser  Axe  und  harmouirt  dem  Sinne  nach  mit  a.  Behufs  Bestim- 
mung der  Beschleunigung  kann  man  also  mit  Unterdrückung  der  Compo- 
nenten vö  Q>id  (ou  -\-  Vq'^  den  Satz  Cap.  XIV,  §.  2.   Ober  die  sphlriaob« 
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Bewegung  fQr  den  Punkt  0,   anwenden,  ä.  b.   aie  so  bestimmea,  als  ob 
Ci,  hl  Uomentanaxe  nnd  Winkelbescbleunigunga^e  wSren. 

§.  5.    Zerlegt  man  (Fig.  205)  sowobl  die  Componente  vi,  wetcbe  paral- 
lel  c,   als  auch  au-f'*'o^>  ^^loI>^  parallel  n  ist,  in  zwei  Gomponenteii) 
parallel  nnd  senkredit  inr  Aze  h  des  Pank- 
tes  0,  Bo  erhslt  man  darch  die  Snmme  der 
erster sn,  lütmlich 

vi  COB  }■  +  (o)«  +  (j^v)  sin  y 
— a  [vom'  +  (oju  +  t>„^}  »if]  :  a 
nnd  die  Differenz  der  letzteren 

viismy  —  (»u  +  v^if)  COB  y 
—  [ni«!/»  —  (row  +  tioic)  a]  :  « 
zwei  allen  Punkten  des  Systems  gsmein- 

Fig.  JOS,  J  o 

same  Componenten,  von  denen  die  leiztsre, 
zn  h  senkrechte,  zn  einer  Verlegung  der  Aze  k  dienen  kann.  Man  sieht 
leioht,  dasB  auf  der  Richtung  00'  je  nach  dem  Zeichen  der  letztgenannten 
Componenten  diesseits  oder  jeuBeita  tod  0  ein  Punkt  K  gefunden  werden 
kann,  so  dasB  [tiooi^  —  {au  -{-  v^^)  a'}:  tx  •=  OK .  «  wird.  Zieht  man  durch 
diesen  Punkt  eine  Axe  k  parallel  h  und  ertheilt  dem  System  am  sie  die 
geometrisch  entgegengeBetzten  Winkelbescbleunigungen  a  und  —  a,  bo  tilgt 
das  Paar  («,  —  a)  die  zu  h  senkrechte  Componente  und  wird  der  Be- 
BchleunigungBzustand  dargeBtellt  durch  die  Centripetalbeschleunigung  en*, 
aenkrecbt  zu  c  und  die  Winkelbeschleunigui^  er  um  ft  und  die  TrauB- 
lationsbeBchleunigung  {vQta  -j-  (au  +  V^^)  anfi]  :  a  parallel  fc.  Wir  wollen 
die  ans  a  um  k  and  der  zur  Aie  k  parallelen  Beschleunigungacomponente 
entspringende  Beschleunigung  die  Schrauben beacbleunigung  des  Systems  und 
k  deren  Axe  nennen.    Daher  können  wir  den  Satz  aufstellen: 

Der  BeschleunignngszuBtand  der  Windungsbewegang  eines- 
unverUnderlichen  Systems  kann  reprftsentirt  werden:  1.  durch 
die  CentripetalbeBchleunigung  gegen  die  Momentanaxe  c  gleich' 
a'  in  der  Einheit  des  Abstandee  von  c,  2.  durch  die  Schranben- 
beschleunigung  nm  die  Axe  k,  parallel  der  Axe  h  der  Winkel- 
beschleunigungund  im  Abstände  0^  =  [vöm^  —  (wi*  +  «'o1')"'J  ■  *** 
TOn  ihr,  deren  Botationscomponente  in  der  Einheit  des  Abatan- 
des  gleich  a  und  deren  TranBlationsoomponente  die  allen  System- 
p unkten  gemeinsame  Beschleanigung  [via  +  {au  +  Vgi(>)att>}:tt  ist. 

§.  6.  AHB  §.  4.  folgern  wir,  dass  die  SKtee  Aber  die  Bescblenitigung 
der  BphBrischen  Bewegung  mit  geringen  Aeuderungen  auf  die  Beschleu- 
nigung der  WindnngBbewegung  tibertragen  werden  können;  au  die  Stelle 
der  dortigen  Uomratanaze  tritt  hier   die  Axe  (^,  Ma  dortigeii  Tangential- 
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und  Kormalcomponenien  sind  hier  Componenten  senkrecht  zu  den  Ebenen 
der  Axe  c,  und  Componenten  in  diesen  Ebenen  etc.  Insbesondere  folgt 
aber:  Der  geometrische  Ort  der  Punkte  gleicher  Besehleunigung 
h  ist  ein  Ellipsoid,  desaen  Mittelpunkt  der  Beschleanigungs- 
mittelpunkt  ist  und  desBen  Hauptaxen  der  Richtung  und  OrSase 
nach  bloB  Ton  tu,  a  und  It  nicht  aber  Ton  u  abh&ngen.  Die  sKmmt- 
lichen,  den  Tereohiedenen  Wertben  Ton  £  entsprechenden  Ellip- 
Boide  sind  ähnlich  und  ähnlich  liegend. 

In  jeder  Ebene  des  Systems  gibt  es  einen  Funkt,  dessen 
Beschleunigung  ein  Minimum  ist;  er  ist  der  Mittelpunkt  einer 
Schaar  ähnlicher  und  ähnlich  liegender  Ellipsen,  welche  die 
Orte  constanter  Beschleunigung  fUr  die  Ebene  sind. 

In  jeder  Geraden  des  Systems  gibt  es ''einen  Punkt  kleinster 
Beschleunigang.  Nach  beiden  Seiten  von  ihm  sind  die  Beschleu- 
nigungen in  gleichen  Abständen  gleich  gross.  Der  Funkt  des  Hini- 
rnums  ist  der  BerQhrungspunkt  mit  einem  Ellipsoid  der  Schaar. 

§.  7.  Das  Bogenelement,  welches  ein  Sjstempunkt  M  (Fig.  206)  im 
Abstände  r  von  der  Momentuiaxe  c  in  dem  auf  die  Zeit  t  folgenden  Zeit^ 
demente  beschreibt,  ist  gegen  c  onter  dem 
Winkel  a  geneigt,  dessen  Tangente  ar-.v^ 
ist  Die  Nonnalebene  ist  daher  unter  dem 
Winkel  ^n  —  a  gegen  c  geneigt.  Wir  he- 
stimmen  jetzt  die  Tangential-  und  Nor- 
maloomponenten  der  Beschleunigung,  in- 
dem wir  die  Projeotionen  aller  Beschlen- 
uigmigacomponenten  auf  die  Tangente  und 
die  Normalebene  sammeln. 
Flg.  toe.  Der  Punkt  M  hat  die  Besohleunigungs- 

eomponenten  w*r,  «r,  vi,  mu  +  »o^.  Die 
C'omponente  ar  zerlegen  wir  wie  Cap.  XIV,  §.  4.  in  die  Componenten 
ita  sin  ^  —  <uif  cos  p  cos  #)  «  senkrecht  zur  Ebene,  welche  c  und  M  Ter- 
bindet,  —  mi^  cos  p  sin  >&  .  «  in  der  Sichtung  von  r  und  at^  sin  #  ain  (  ■  s 
parallel  c.  Die  Componente  tau  -\-  v^^  spalten  wir  in  (com  -f-c,,^)  cos  * 
in  der  Itiohtung  von  r  und  —  (uu  -|-  VoV)  ^^i  ^  senkrecht  zur  Ebene  {cM)- 
Demnach  hätten  wir 

1.  »V  —  ojifj  cos  p  sin  #  .  s  -|-  {(Ott  -\-  Po*)  cos  » in  den  Biohtnngen  r,  posi- 

ÜT  c  zugewandt 

2.  (»'  sin  p  —  ui^  cos  ^  cos  #)  A  —  (to  u  -f-  v^^)  sin  #  in  der  Biohtiing  senk- 

recht zur  Ebene  (c,  M), 
8.  vi  -f- 10 1(1  sin  (  sin  &  .  s  parallel  c. 

Die  Componente  1.  gehört  der  Normalbescbleunigung  an,  die  Compo- 
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nenten  3.  und  3.  aber  Bpalten  wir  noch  weiter  in  tangentielle  und  nor- 
male Bestandtheile.  Die  Componeste  2.  liefert  durch  Mnltiplication  mit 
ein  a  eine  tangenÜelle  Componente  und  durch  Mnltiplication  mit  coa  (m  —  a) 
eine  normale  Componente  senkrecht  zn  r,  Mmlich 

[(lo'  ein  (f  ~  co-^  cos  if  cob  6)  s  —  (mu  4"  "0^)  ^™  ^]  ^'^  "  tangentiell, 
—  [(w'  Bin  p  —  »ifi  C08  p  cofl  #)  s  —  (mu  +  r^if»)  sin  &]  cos  a    normal    nnd 
insbesondere  senkrecht  zn  r . 
Ebenso  liefert  die  Componente   3.  durch  Mnltiplication  mit  cos  a  und 
sin  a  einen  tangentiellen  und  einen  normalen  Bestandtheil,  i^mlicb 
(vi)  -j-  atlt  sin  p  sin  #  .  3)  coa  a  tangentiell, 
(vö  "^  o>^  sin  0  sin  #  .  5)  sin  a  normal  und  senkrecht  zu  r. 
Daher  erhalten  wir  fOr  die  Tangentialbeschlennignng  ^1,  wenn   wir 
cos  o  =  «0  :  Ym'r'  +  «J ,    ein  o  =  »r  :  ^«0*»^  +  wj  einfügen: 


V(0*r*  +  fj  •  Vf  =  [(»'  sin  p  —  wif  cos  f  cos  #)  s  —  (au  +  «^tf;)  sin  #J  lor 
+  [vö  +  "■'('  sin  p  sin  #  .  5]  v^. 
In  Bezug   anf  die  Normalbeschlennigung   vereinigen    wir  zunSchst  die 
Componenten  senkrecht  zu  r  zu  einer  Componenten  ^,,  wofUr 


yo>*r*  +  tij  .  J?^i  ■-=  [fö  +  cttif'  sin  (  ein  &  .  9]  ur 

—  [(»'  sin  f  —  mifi  00s  ^  cos  #)  s  —  (»u  +  HjI/j)  sin  &]  v^ 
und  fOgen  hinzn  die  Componente  N^  welche,  hiezn  senkrecht,  in  die  Blch- 
tnng  von  r  Mit,  nftmlich 

Nf  *=  i»*r  —  iD  ifi  cos  f  sin  {^ .  8  -f*  (»«  +  Uo''')  "^^  *• 
Wegen  der  Rechtwinkligkeit  von  Ni  und  JVg  erhalten  wir  dann  fOr 
die  gesanunte  Normalbesohleonigui^ 

unter  Zugrundelegong  des  §,  3  gebrauchten  Coordinatensystems,  d.  h. 
indem  wir  ä  .  sin  p-=r,  s  .  cos  j  =  ir,  r  8in*  =  y,  r  cos  ft^x,  r*^ii!*+y* 
setzen,  nehmen  diese  Beschleuuigung8component«n  die  Form  ut: 

•=-  o)<n'  (i*  +  y*)  —  ca'iljxe  —  w'wy  +  v^vö . 

=  ((ofo  —  m'co  +  »'l'y)  (a:*  +  ff*J  +  (afv^x^ 
+  (o>«  +  Vot)  "oy 
und  weiter 

r  ■  JT,  -=  o>*r*  —  loi^y«  -f-  (atu  +  Wo^)  * 

=  «1*  (a:*  +  y»)  —  «t .  y«  +  (com  +  t'oV')  ^  ■ 
%.  8.    FOr  die   geometrischen   Orte  aller   Punkte,  dersn  Tangeatial- 
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beschlenniguDg  Terscbwindet,  die  also  zur  Zeit  t  eine  Btation&re  Geschwia- 
digkeit  (Maximum  oder  Hinimum  derselben)  besitzen,  iet  daher  ^^0,  d.  h. 


("'+«">- 7 

xz  — 

ir'  +  £-o 

-+^-iv)'- 

?"+s-*(^y 

=  0, 

«.+/-»-?. 

"  +  ; 

f5-t(^"-. 

1-  Ort  auf  den  Mittetpunkt  (x 

=  0,  y  =  \^,  «■ 

=  0) 

als  Ur- 

sprang  bezogen  wird. 

Der  geometrische  Ort  aller  Sjstempnnkte  ohne  Tangential- 
bescblennignng  ist  eine  FlSche  zweiter  Ordnung,  deren  Mittel- 
punkt auf  derKichtungslinie  der  Orthogonalgeschwindigkeit   im 

Abstände  —  \ — ttodO liegt  Die  Flache  wird  von  Ebenen  senkrecht 

zur  Momentanaxe  in  Kreisen  geschnitten;  die  Ebene  (cA)  ist  paral- 
lel einer  Hauptebene  und  die  Richtung  der  Orthogonalgeachwin- 
digkeit   die   einer  Hauptaxe.     Die  FlScbe  ist  ein  einfaches  oder 

doppeltee  Hyperboloid,  je  nach  dem  Vorzeichen  von  -^—,  —  \  { — ^  J  ; 
sie  kann'  in  ein  Paraboloid  and  in  einen  Kegel  degeneriren. 
Anf  die  Hauptaxen  bezogen,  ist  die  Gleichung  der  Fläche 

Von  den  Hauptazen,  welche  in  die  fre-£bene  fallen,  bildet  die  eine  mit  den 
Azen  der  x  und  x  Winkel,  deren  Cobinasse  das  Verh&lioisB  haben 

FUr  a'  =  0  rUckt  der  Mittelpunkt  ins  Unendliche  und  wird  die  FlSche 
eiu  hyberboliaches  Paraboloid,  für  -''— ,  —  }  (~^ )   ""  ^  ™^  ^'®  ^"^  KegeL 

Die  Systempunkte,  fUr  welche  W,  »=  0  ist,  welche  also  keine  Nor- 
malbeschletinigang  senkrecht  gegen  die  Momentanaxe  c  besitzen,  genDgen 
der  Bedingung 

..  +  ,._¥„  +  (£  +  ■«)«  =  „, 

sie  liegen  also  auf  einer  FlKche  zweiter  Ordnung,    deren  Mittelpunkt  auf 

DigiLizedbyCoOJ^Ic 


II.  Tb.,  Cap.  XT,  §.  8.  Ort  der  Punkte  ohne  NormalbeBchleuaigaugsconipoa.  509 
der  BichtviDg  der  darcb  den  Punkt  0  gezogenen  Winkelbeachlennigungsaxe 

im  Abstände  \[ 1 — ^J  von  0  liegt.   In  Bezug  auf  diesen  Mittelpunkt 

bei  denselben  Axenrichtungen,  wie  bislier  wird,  die  Oleichnng 

Senkrecht  zur  Momentonaxe  wird  die  Flficbe  in  Kreisen  geschnitten.  Die 
«-Axe  ist  eine  Hauptase;  von  den  beiden  andern  Hauptaxen,  welche  paral- 
lel 2nr  Ebene  (cu)  sind,  bildet  die  eine  mit  der  y-  und  e-Axe  Winkel, 
deren  BicbtungscosinusBe  das  VerhSltoiBS  ^  ]/(o*  +  ifi*  :  m*  haben.  Auf  die 
H&uptaxea  bezogen  ist  die  Gleichung  der  FlSche 

^  +  („  +  y„'  +  ^-)  j,'  +  („  -  y.-'-Tf'')  ^  _  i  (» + ^)  • 

Sie  stellt  ein  einfaches  Hyperboloid  dar. 

Der  geometrieche  Ort  der  Punkte  ohne  NormalbeBchlen- 
nigung  senkrecht  zur  Momentanaxe  ist  ein  einfaches  Hyper- 
boloid, dessen  Hittelpunkt  auf  der  Axe  n  des  Punktes  0  liegt 
Dasselbe  wird  von  Ebenen  senkrecht  zur  Momentan&xe  in  Krei- 
sen geschnitten  und  ist  die  Axe  n  eine  Hauptaxe  desselben.  Die 
Schmiegungsebenen  der  Bahnen  der  Punkte  des  Ortes  sind  paral- 
lel de[  Momentanaxe. 

Der  Ort  aller  Punkte,  fUr  welche  die  Normalbeschleonigungscompo- 
nente  ^,  <=  0  wird,  ist  eine  FIBche  dritten  Grades 

(tovö  —  a'vg  +  o)>y)  (x'  +  J*)  +  a,l>v^xe  -f  (o>m  -f  v^t)  foy  =  0. 

Der  Ort  aller  Pnnkte  ohne  alle  Nonnalbescbleonigang  ist  wegen  der 
Rechtwinkligkeit  TOn  W,  und  N^,  in  Folge  deren  dieselben  einzeln  ver- 
schwinden mlUsen,  eine  Curve  6.  Gradee,  nSmlich  die  DurcbBchnittalinie 
der  ebengenannten  FlSche  dritten  Grades  mit  dem  Hyperboloide  N^  '^  0. 
%.  9.  Unter  Beibehaltung  desselben  Coordinatenajitemi  kann  man  leicht  die 
Componenten  X,  T,  Z  der  Beachleunigung  eines  Systempunktes  parallel  den  Cooi- 
dinateuaxen  beatimmen.  Die  Componenten  der  centripetalen  Beschleunigung  m'r 
sind  n&mlicb  —  ce'x,  —  a>'y,  0.  Die  von  der  Winkelbesclileimigniig  a  heirflhreu- 
deu  ergeben  sich  ans  den  Formeln  Cap.  XIV,  §.  15.  wenn  man  «^  =»  m^,  b  i«  0 , 
cr^  ^  ta   setzt,  Q&mlicb  , 

*       •    =  —  oi'u,     I  "'      '  i  =  m'x  —  mifiB ,  '       '     ■=  "'^y  ■ 

\    y     s    \  ,    s     X    i  ]    X     y     \ 

Die  Componente  e'o  hat  die  Bichtnog  der  2-Axe,  die  au  +  ^ti>  die  der  a^Aie. 
Demnach  sind 

X  ^-  —  to* X  -^  to  y  -i-  au  •^-  v„^ ,  Y  =•  to  x  —  o)*y  ~-  a^Z ,  ^  =  m^y  +  (?'„ 
Setzt  man  diese  OrOssen  sammtlich  gleich  Null,  so  hat  man  für  die  Coordinaten 
^«iVfi's  dea  Beschleunigungsmittelpuuktes  O, 
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—  Bt*x^  —  ai'y,  4"  ""*  +  "o*  ■"  "i  <'>'^t  —  "'yii  —  Bi^Äj  =  0  ,  tDV!/o  +  "o  ="0  , 
womua  die  FormelD  des  §.  3.  folgen.  Der  BeacUeunigmiguiüttelpaiikt  eisolieiiit 
hier  als  der  DnrchBcbnittBpiitilit  dreier  Ebenen,  deren  Bedeutniig,  wie  man  leicht 
Bieht,  mit  der  Conitracticm  des  g.  2.  fdr  den  Pnokt  G^  barmonirL  Die  erst«  ist 
parallel  znr  Uomentanaxe  im  Abstände  {tau  —  v^ip)  ■  ^i  die  zweite  zu  ihr  senk- 
recht  durch  den  Draprang  geführt,  die  dritte  ist  die  Ebene  parallel  (cA)  im  Ab- 
stände —  e'i,  :  m^  . 

Sabtrobirt  man  die  QleicbiingeD  fflr  G,  tod  denen  fOr  X,  Y,  Z  and  setat 
a:  —  fCo  =■  fi>  J*  —  I/o  ~  li  *  —  'o  =  t,  so  dass  |,  i\,  £  Coordinaten  des  Syatem- 
pnoktfis  werden  fQr  ein  dem  orsprflngliclien  paralleles  Coordinatens^stemes  mit  dem 
Urspnmge  in  G^^ ,  so  erhalt  man 

X=  —  »'{  —  0)')],      y  =  a>'S  —  oi'»i  —  oi^£,     Z  =  mlpi}. 

Hierin  erkennt  man  die  Darstellnng  der  Beschleunigung  dnrch  die  Componecten 
(fl'p,  a'p  des  §.  4. 

Qnodrirt  and  addirt  man  die  Aasdrücke  für  X,  Y ,  Z  in  der  einen  oder  der 
andern  Form,  so  erh&lt  man,  indem  man  ^ie  Qoadratsnmme  gleich  einer  Con- 
stanten  setst,  die  Qleicbnng  des  Ellipsoids  g.  6,  bezogen  anf  O  oder  G„  als  ürspraog. 

Um  X,  Y ,  Z  aof  die  Bichtang  von  r  eu  projiciren,   hat  man  sie  mit  — - ,  — ,  0 

la  multiplioireQ,  .wenn  als  positiv  der  Sinn  von  der  Axe  c  abgawandt  gilt;  dies 
liefert 

s_;ri+ri. 

Auf  die  Bicbtung  von  »r  senkrecht  zat  Ebene  (crj  werden  X,  Y ,  Z  piojicirt 
dnich  die  Maltiplication  mit  —  — ,  — ,  0 ;  dies  liefert 

r-=  r—  —  x-^i 

endlich  in  der  Richtang  parallel  sar  Momentanaie  hat  man  blos  Z.  Um  die  Tan- 
gentialbescbleoniguDg  <p,  so  bilden,  hat  man,  nenn  a  der  Winkel  ist,  den  die 
Tangente  der  Bahn  mit  der  Axe  c  bildet, 

9,  —  Zcosa—Taina. 
Um  die  NormalbeMhleanigang  in  erhalten,  bat  man 
q)=  —  (Z  sin  «  —  2"  cos  a)'  +  S» . 
Die  Substitution  der  Werthe  fSr 
5,  T,  X,   Y,  Z,  cos  a  =  c„  :  ^at'i"  +  cj  ,  ain  a  —  mf  :  j/mV  +  pj 
fahrt  SU  den  Ausdrücken  in  §.  T. 

g.  10.  Han  kann  die  bisher  geMhrten  Unteranchnngen  auch  rein  analytisch 
in  grfisster  Allgemeinheit  behandeln.  Es  sei  hieHiii  ein  festes  Coordinateusystem 
dei  X,  y,  B  nnd  ein  beweglichea  der  x',  y  ,  i ,  welches  mit  dem  System,  nm  denen 
Bewegung  es  siob  bandelt,  fest  Terbunden  ist!  Man  bat  dann,  wie  Aüher  die 
Transformation  sformeln 

a  =  3^  +  ay  -f  a'y'  +  a"«' 

y  ~  yo  +  &«'  +  h'y  +  6"«' 

«  =  r,  +  ex'  +  c'y'  +  c'V, 
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worJD  x^,  yg,  «0  die  Coordinftten  des  beweglichen  ürspraDg«,  den  wir  auf  dar 
Momentanaxe  im  FoBspoukte  ihres  kürzeaten  Abatandes  von  der  folgenden  Mo- 
mentanftie  annehmen  wollen,  a,  b,  c;  a,  h',  e  ;  a",  b",  e"  aber  die  Bichtungs- 
coiinasBs  der  Aren  x',  y,  £  gegen  die  festen  Aien  bedenten.  DiffeTentiirt  man 
diese  Gleichong  iweimal  and  bedenkt,  daaa  x',  y',  e'  von  der  Zeit  nicht  abhUageii, 
BOndem  die  nnveränderliche  Lage  des  STstempnaktae  im  Sjatem  bestimmen,  so 

erUUt  man  fQr  die  Compooenten  --^,  j^,  ^-j  der  Bescbleonigung  9)  des  System - 

pnnktes  parallel  den  festen  Axen  die  Gleichungen 

dc  "  <((•■*"*  dc  "•■ "  dC  "^  '  d%^  ' 


Di«  Cootdinaten  x, ,  y, ,  «,  des  Beschleunigung«  mittelpunktes  genQgen  den  Bedin- 

g«"g™  ^_o     ^_o     £S_o 

de  '       d('  '      dt'  ' 

seine  Lage  im  SjstAm  wird  daher  dnrch  die  Oleichnngen 

0-^-1-:,'   ^"4-^^-1-^^ 

"  -  "5?-  +  '^i  äF  +  »'  -5?  +  '■  -JiT 

bestimmt.  Snbtrahiit  man  diese  Oleichnngen  von  den  Torigen,  fOr  die  Component«n 
der  Beschlennigang  angestellten,  ho  erhält  man  diese  Componenten  etwas  ein- 
facher dargestellt,  falls  man  den  Beschleonignngstnittelpnnkt  mm  Urapruage  der 
Coordinaten  £■=«'  —  a:',  ,  ij  =  y  —  y",  ,  £  =-  e'  —  «",  irthlt,  nämlich 

d'«       t^a    ,      d'a'^d'a" 

"dF"«d?'+''"dF  +  f'dt^ 

d'y       ,d'6   .     d'6'   ,   ,d'b' 

dt'  ""'dc  ■•■'' dc  ■•''  dt* 

d»a       -d'c   ,      dV   ,   ,dV 

■d(5--*dt^+''7(5-  +  f-d?" 

Nachdem  man  die  Coordinaten  i^,,  y", ,  f*,  des  Beechleunigongsmittelpunktes  im 
System  geAmden,  ergeben  sich  mit  HUfe  der  la  An&ng  des  Paragraphen  auf- 
gestellten Qleichnngen  ancb  dessen  Coordinaten  a;, ,  y, ,  s,  im  absoluten  Sanme. 

Die  Normal-  und  Tangentialbeechleonigang  q»„,  qo,  eines  Sjstempnnktes  ergeben 

sich  auf  folgende  Weise.    Der  Cootingenswinkel  dt  der  Bahn  eines  Punktes  (wenn 

wir  die  Differentiationen  alle   auf  die  Zeit  (  als  unabhAngige  Variabele  beziehen 

.dar         -du         ,    dg         .dt        ,       .  ,.         ..,/,,.. 

™^d("*'  df  ""'  dt"*'  dt"'  "*'*•'*  ''o™'"'  <'  =  *'+-y'  +  '' 

und  wenn  twei  Accente  eine  eweimalige  DiffereatiatioD  nach  t  bedeat«n, 

»'*"  —  !c'^"  +  y'v"  +  «'«" 
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folgen)  ist  gegeben  durch  die  Gleichang 

nnd  folglicli  ist  nach  AuefSbraog  der  DlSerentiatioDen: 

•'* '  G"i)' "  ^''''^'  ~  '"*')'+'«>'■ "  "'>')' + («■'"  - »"'')' 

=  («''+y''  +  *'')  Cx"'  +  y"'  +  *"')-(i'*"  +  y'y" +  «'*")' 
=  {xy-  -  x"yy  +  (y'z"  -  y'V)'  +  (Vx"  -  «■«")» . 
Da  der  ErümmangBbalbmeBBeT  p  dnrch  die  Oleiahnng 


dt 
bestimmt  wird,  ao  hat  man  zufolge  der  vorstehenden  Belationeo  nnd  mit  BQckncht 
aof  die  Bedeutung  der  Enr  Abküunng  gebranchten  Schreibweise 

f'~\dtdt*        dt  dt*}    ■*"  \(i(  dC       didC/    """Widf"        dt  dfl  ' 


Da  aber -TT  —  v,  so  Btellt  dieser  Ansdrack  dos  Qaadrat  t 


dar,  wodurch  tpn  als  gefunden  zn  betrachten  ist    Femer  ergibt  sich  durch  Dif- 
ferentiation von 

die  weitere  Oleichang 

dp  _  d^  d*x      dy  dV    ,    de  d^ 

"  dt  ~  "'""'  dt  dC  ^"di  dt«  ""■  dt  dt*' 

Hiennit  erh&lt  man  fQr  die  geometriachen  Orte  der  Systempnakte  ohne  Normal- 
beschleunignng  nnd  ohne  Tangentialbaachleimigung: 


*)  Sind  D&mlich  a,  b,  c  die  ßichtangacosinuBse  einer  Geraden  in  einer  nsten 
Lage,  io  Bind  a  +  da,  b  +  db,  c  -\-  de  die  RiohtaDgaooBinuBse  ffir  ihre  n&chjt- 
folgende  Lage  and  wenn  wir  mit  dieaer  Geraden  in  beiden  Lagen  dnrch  den 
Ursprung  Faxallele  legen  und  auf  ihnen  vom  Draprunge  aus  Strecken  gleich  der 
Längeueinliett  auftragen,  ao  stellen  jene  seoha  GrOsaeu  die  Coordjnaten  der  End- 
punkte dar.    Daher  ist  die  L&nge  dt  der  Verbind ungalinie  der  Endpunkte 

dt  =  yd^-fdb*'+  de' . 
lat  die  in  beiden  Lagen  betrachtete  Linie  die  Tangente,  ao  wird 


lind  daher  der  Contingenewinkel 
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d^x    dx       d'y^  _dy       d't    di 

dt^  '   dt^  df   "   dt"  dt*'  dt' 

did^dy     d^    ,di    d^ 

dt      dt*'^  dt      df'^'dt    dt'' 
der  erste  Ort  ist  ateta  eine  Curve ,  der  zweite  eine  Fläcbe. 

In  den  Ausdröcken  fQr  die  CompODenten  der  Bcachleanignag  kommen  die 
ersten  nnd  zweiten  Derivirten  der  Cosinuase  a,  a,  a";  b,  b',  b";  c,  c,  c"  Tor.  Um 
dieselben  zn  entwickela,  bedenken  wir,  dasB 

a-.coa(XX'),     a  =- co«  (X  K'),     a"  ■=■  cob  {XZ') 
die  CoordiaateD   eines  Punktea  P  sind  in   der  Einheit  der  EotferDang  TOn  dem 
beweglichen  Ursprünge  0,  dessen  Eodinavector  0  P  parallel  der  z-Aie  ist,  in  Be- 
zug anf  das  bewegliche  Coordinatensygtem  i',  y,  /.    Daher  sind  -r-  ,  — r-  ,  -~rr- 

die  Componeuten  der  relativen  Geschwindigkeit  des  Punktes  P  bezüglich  dieser 
Äien.  Zerlegt  man  nun  die  Winkelgeschwindigkeit  u  nm  die  Momentan&ie  in 
ihre  Compooenten  m^,  m  ,  u,  parallel  den  Aien  der  x',  y',  e,  so  sind 

o'»^.  —  a'ai  .,     a"™,'  —  (K",' ,    am  .  —  a  m^- 
die  Coinpoiient«n  jener  relativen  Geschwindigkeit,  also 


Hieraus  ergibt  sich 

d^  "  ^  ~dr ~'*  dt  "^ " 

und  in  ähnlicher  Weise  — i-r- ,  — ^v  ■ 


die  Componenten  der  Beschleunigung  des  beweglichen  Coordiiiatenursprungs  dar- 
stellen. Wir  wollen  aucli  dieBe  zwcckmlBaig  umfonnen.  Der  Punkt  x,,  j/j,  «„ 
besitzt  die  Componenten  der  Geschwindigkeit 


parallel  der  Momentanaxc  und  erlangt  von  Seiten  der  Translationsgescb windig- 
keit des  Systems  die  ElementarbeHchlennigangscomponenten 


^('.^-(•.^-(•.?)- 


Darch  die  Rotation  um  die  folgende  Momentanaie,  deren  kfirzeeter  Abstand  von 
der  erstereu  dt  sei,  erlangt  er  aber  weit«re  ElementarbeBchleunigungBCOmpouen- 
ten,  nämlich  wenn  1,  ft,  v  die  Cosinasse  der  Bichtungiwinkel  von  de  gegen  die 
beweglichen  Aien  sind 

[(»  .  o),.  —  V  .  m  ■)  de ,     (»  ■  to^.  —  l  .  a^.)  de ,     (!.»).  —  (*.  Oy)  de . 
&CHIII.I.,  u«hsDik.    I.  33 
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Daher  siad  seine  BeschleanignugBcomponeDten  fiberhaapt: 

d'x,        d  (     '•.\  de 

.ii"     H  V'  •;  +  ''■  "»     '  ■ "''  dt 

Bisher  liesaen  wir  die  Wfthl  der  Coordinatenaien  ganz  freij  nehmen  wir  ab«r 
jetzt  u),  iau  die  Axe  der  t'  mit  der  Momentanaie  tind  die  Axe  der  g:'  mit  der 
Bichtnng  de«  kQrzegten  Abatandea  de  znaammenfalle,  sowie  dass  £U  Anfang  des 
Zeitelementei  dt  die  Richtungen  der  beweglichen  Azen  in  den  RicbtungeD  der 
correepondireuden  feateo  Aie  liegen ,  durch  die  Bewegung  des  S;fsteins  aber  ans 
dieser  Lage  herausgehoben  werden.  Dann  erhält  man  folgendes  Sjstem  von 
Werthen  fSr 

^oyii^oi    Ip*!    aa'a" ,    bb'b",    cc  c" 
und  ibre  Derivirten  der  eisten  und  zweiten  Ordnung: 

(0^,  —  0  ,     <a^,  —  0  ,     m..  —  0»  ,     1  =  1,     [i  =  v  =  o, 

dXa        „       du,  dx. 

-jf-o.    Jf-o.    -J-.., 

a  —  1        o'  —  0        a"  =0 


df  ~ 

«•  . 

df    " 

dt  '     de  "  tit 

rf>6 

^ 

d'ft' 

<(•,     i-s-      ■<-, 

J('~~ 

»  . 

dF- 

"TT'    Ji-  ~  iii 

rft*~ 

0 

d'c' 

df 

d',      d-c- _d-, 
dt  '     dt'  "   dt 

'df'         m 

da,^ 

s^ 

,,  d-,           dt       d't 
"  <ä   dt            dt'      dt 

dv, 

^  dt 

dx 
"dt   ^ 

-  fy 

=  -        ^-'. 

dt'    ~ 

'^-<, 
dC 

'■~'if^>- 

df 

4-, 

v-^^'^  +  ^^- 

d'i 

e  far  die  weitere  Verfolgung  eiues  Problems  in 

die  obigen  Qlei 

chimgen  einzuführen  sind. 

DigiLizedbyCoOJ^Ic 
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§.  II.  An  die  bisherigen  üntarauchungen  Ober  die  Besclileiiiugnngeii 
der  Windongsbewegang  lassen  sich  weitere  über  die  KrtlmmnDgSTerhKlt- 
niese  der  B&hnen  der  System  punkte ,  der  Systemgeraden  und  sonstigen 
Sy8t«mcurven  anscblieasen ,  in  ahnlicher  Weise,  wie  wir  für  die  Bescblen- 
nigung  der  ebenen  Bewegung  Ca.p.  XIU,  §.  12  und  ffg.  und  der  spbtl- 
riacben  Bewegung  Cap.  XIV,  §.  16  und  Sg.,  getban  haben.  Dieses  nm- 
fangreicbe  Gebiet  der  Geometrie  der  Bewegung  bat  noch  verhälbiissmässig 
wenige  Bearbeiter  gefunden.  Für  weniger  allgemeine  Fi-agen  dieser  Theorie, 
wie  z.  B.  die  KrUmmungaverhältnisse  der  B&hnen  gewisser  Panktgroppen 
sind  ansgezeichnete  Forschosgen  vorhanden,  insbesosdere  von  Uannheim. 
Wir  wollen  einige  der  hieher  gebSrigen  S&tze  entwickeln. 

Wir  haben  früher  bewiesen,  daas  wenn  eine  Gerade  g  in  der  Ebene 
sich  bewegt,  die  Tangenten  der  Bahnen  aller  ihrer  Punkte,  entfiprechend 
irgend  einer  bestimmten  Lage  derselben,  eine  Parabel  berühren  (Cap.  IV, 
§.  3)  und  daas  die  Krttmmungeniittelpunkte  derselben  auf  einem  Kegel- 
schnitt liegen  (Cap.  XIII,  §.  14,  ISr.  i).  Ebenso,  dass  die  Tangenten  der 
Bahnen  der  Punkte  einer  sich  im  Baume  bewegenden  Geraden  ein  hyper- 
bolisches  Paraboloid  erfüllen  (Cap.  TII,  §.  4,  Nr.  I).  Wir  knOpfen  hieran 
an  und  beweisen  folgende  Sätze : 

Die  Erttmmungsaxen  der  Bahnen  der  Punkte  einer  Geraden 
ff,  welche  eine  Windungsbewegang  besitzt,  erftlllen  ein  ein- 
faches Hyperboloid.  Die  ErUmmungsaxe  einer  Gurre  doppelter  Krtlmmung 
ist  die  Gerade ,  welche  im  KrUmmungsmittelpunkte  auf  der  Scbmiegungs- 
ebene  senkrecht  steht.  Die  Normalebenen  der  Bahnen  der  Punkte  Ä  von 
ff  schneiden  sich  alle  in  der  zu  ff  conjugirten  Geraden  g^  des  durch  die 
Elementarsohraubenbewegung  bestimmten  Complexes.  Sie  bilden  also  um  ffg 
als  Ase  einen  Ebenenbüschel,  dessen  Ebenen  durch  die  Punkte.^  geben.  Ebenso 
schneiden  sich  die  Normalebenen  der  zu  den  Punkten  Ä  homologen  Funkte  A' 
der  folgenden  Lage  ff  der  Geraden  ff  in  der  zu  g'  conjugirten  Geraden  gy  und 
bilden  um  ff^  einen  Ebenenbüscbel,  dessen  Ebenen  durch  die  Punkte  A' 
auf  ff'  geben.  Da  die  Punktreihe  (Ä)  congment  der  Punktreibe  (A')  ist, 
so  sind  die  BUschel  projectivisch.  Daher  schneiden  sich  die  entsprechenden 
durch  A  nnd  A'  gehenden  Paare  von  Normalebenen  in  den  Erzeagungs- 
linien  eines  Hyperboloids,  welches  ^g  und  ffi  enthält  und  also  den  Ort  aUer 
conjugirten  Graden  berührt. 

Auf  der  Geraden  g  gibt  es  nicht  nothwendig  Funkte  A,  welche 
eben  Wendepunkte  ihrer  Bahnen  passiren.  Denn  das  genannte  ein- 
fache  Hyperboloid  hat  keine  unendlich  fernen  Geraden  und  kann  mithin 
der  KrOmmungsmitteipunkt,  welcher  der  Schnittpunkt  der  Krümmungsaze 
mit  der  Schmiegangsebene  ist,  im  Allgenieinen  nicht  ine  Unendliche  rücken. 
Damit  dies  eintrete,  mnss  das  Hyperboloid  in  ein  hyperbolisches  Paraboloid 
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degeaeriren,  ä.  b.  es  mUssen  alle  KrOmmungB&zen  einer  Ebene  parallel  and 
mithin  alle  SduniegnngBebeuen  zu  dieser  Ebeae  eenkrecfat  sein.  Die  Scbinie- 
gungsebenen  müssen  also  einen  Cylinder  berOhren  oder  zusammen  fallen. 
Da  das  bjperbolische  Faraboloid  nur  zwei  unendlich  ferne  Geraden  besitzt, 
so  kann  es  auf  einer  Geraden  hdcbsteus  zwei  Wendepunkte 
geben. 

Die  Mittelpunkte  der  Schmiegungskugeln  der  Bahnen  der 
Punkte  einer  Geraden  g  liegen  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung. 
Denn  der  Mittelpunkt  der  Schmi^angekogel  einer  Curve  ist  der  Schnitt- 
punkt zweier  auf  einanderfolgender  KrUmmungsaxen.  Ifun  ist  der  Ort 
aller  ersten  KrUmmungsaxen  ein  erstes  Hyperboloid,  der  aller  folgenden 
KrOmmungsaxen  das  folgende  Hyperboloid.  Beide  Hyperboloide  enthalten 
daher  den  Ort  der  Mittelpunkte  der  Schmiegungskugeln.  Sie  haben  aber  die 
Gerade  ffi  gemein,  da  das  erste  durch  g^,  ^j,  das  zweite  durch  g^  nnd  die 
folgende  co^jugirte  Gerade  g^  hindurchgeht.  ^^  ist  aber  nicht  KrOmmungs- 
axe,  weil  sonst  die  Bewegung  nicht  Windungsbewegung  sein  könnte.  Da- 
her ist  der  übrige  Theil  des  Schnittes  beider  Flfichen,  d.  h.  eine  Baum- 
onrre  dritten  Grades  der  gesuchte  Ort  der  Mittelpunkte. 

Auf  der  Geraden  g  gibt  es  höchstens  drei  Punkte,  deren 
Schmiegungsebenen  stationär  sind.  Denn  soll  die  Scbmiegungsebeue 
für  zwei  Lagen  ibies  Berührungspunktes  mit  der  Cuive  dieselbe  sein,  so 
müssen  die  KrUmmungsaxen  beider  Lagen  parallel  sein,  es  muss  also  der 
Mittelpunkt  der  Schmiegungskngel  ins  Unendliche  rücken.  Die  Curve  drit- 
ter Ordnung  hat  aber  höchstens  drei  unendlich  ferne  Punkte.    Daher  etc. 

Die  Systempunkte,  für  welche  die  Sohmiegungsebene  sta- 
tionär ist,  erfüllen  eine  Fläche  dritter  Ordnung:  Denn  auf  einer 
Geraden  liegen  höchstens  drei  Punkte  stationärer  Schmiegungsebene.  Da 
eine  FlSche  dritter  Ordnung  höchstens  27  Gerade  enthalt,  so  erhellt,  dass 
es  in  jedem  Moment  höchstens  27  Gerade  im  System  gibt,  deren  Punkte 
stationäre  Schmiegungsebene  besitzen. 


Einige  Idtflratnr  über  die  BasohlaTi  n  i  gn  n  g  der  Windtmgsbeveffnng. 

Resal,  Memoire  Bur  les  propriät^g  gäomätriquea  du  mouvement  le  plus  g6a6- 
ral  d'un  corpB  solide.  Joaru.  de  l'EcoIe  poljtecbn.  T.  XXI  (37"»  cah.),  p.  227— S71 
nnd  Tr&itä  de  cinämatique  pure,  p.  197  et  sqq.  Auf  ein  Vereehea  in  der  Theorie 
Beeal'B  machte  aufmerksam:  Sabinine,  bui  l'accgl Station  normale  it  la  tr^ectotre 
d'uu  point  d'un  Byatäme  invariable  mobile  daus  Bon  mouvemeat  le  plus  g6ain\, 
NouT.  Annalea  de  Mathöm.  II»«.  Sitie,  T.   12,  p.  S57  (1873). 

Jordan,  sur  le  mouvemeat  des  figiirfis  daoB  le  plan  et  daoB  l'espace.  Bal- 
letm  de  la  sociät4  math^m.  de  Fi-anoe,  T.  1,  p.  144  (1873).  In  dieser  Äbfaaadlnng, 
welche  in  grOBBcr  Allgemeinheit  der  Analyae  alle  Ordnungen  der  Beschlennignn- 
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gen  amfaast.  Bind  das  EUipsoid  comtoiiter  BeacbleniiigaDg  und  die  flbrigen  Orte 
aasgeieichneter  BeBChlenaigang  behandelt.  Dus  EUipsoid  worde  bereits  1B70  von 
dem  Yerfassei  dieses  Baches  sehr  bald  nach  Tollendetem  Drucke<  der  1.  Auflage 
deseelben  gefunden  und  alljährlich  in  seinen  Vorleanngen  über  theore tische  Mecha- 
nik entwickelt  Die  Mittheilung  von  Liguine,  Snr  le  lien  des  pointa  d'un 
Systeme  invariable  mobilo  d'nue  mani^re  g^närale  dana  l'espace ,  dout  lea  acc^M- 
rations  dn  premier  ordre  Bont  constantes  (Ballet,  de  la  soci^tä  mathäm.  de  France 
T.  1,  p.  16S)  ist  identisch  mit  einem  Theile  desBen,  was  der  Verfasser  vorliegea- 
den  Buches  über  diesen  Gegenstand  vorzatragen-  pflegte. 

Somoff,  Theoretische  Mechanik,  a,  d.  Russischea  Obers,  t.  Ziwet,  Cap.  XV, 
g.  leö,  p.  347  u,  ffg. 

Besondere  wichtige  Abhandlungen  von  Mannheim:  1.  DäterminatioD  du  plan 
osculateur  et  da  lajon  de  conibnre  de  la  trqject«ire  d'un  point  qnelconque  d'nne 
droit«  <)ue  Ton  däplace  en  Tasenjettissant  ik  certaines  conditions  (Compt.  rend.  de 
l'Acad.  des  sc.  T.  70,  p.  1215  (1870).  2.  CoostructioD  de  l'aie  de  conrbnre  de  la 
Borface  dt^veloppable  enveloppe  d'un  plan  dont  le  döplacement  est  assujetti  ä, 
certainea  conditionB  (Cpt.  r.  T.  70 ,  p.  1259).  3.  Sur  les  trajectoires  des  points 
d'nne  droite  mobile  dans  l'espace  (Cpt.  r.  T.  76,  pp.  6B1  et  635  (1873).  4.  8ar 
les  snrfacea  trajeetoirea  dea  points  d'nne  figure  de  forme  invariable  dont  le  d4- 
placement  est  aaaujetti  i.  quatre  conditioas  (U^m.  des  lavants  titr.  T.  XXII,  Nr. 

12.  et  Rapport  des  MM.  Bertrand,  Bonnet,  Chasles;  Cpt«,  r.  T.  76,  p,  762  (1873)). 


XVI.  Capitel. 

Die  BeBObleanlgimg  der  relatlTen  Bewegung  eines  Punktes 
im  nnTeitoderliohen  System. 

§.  1.  Bereits  im  III.  Cap.,  §.  15.  wnrde  gezeigt,  das«  die  absolute 
Geschwindigkeit  eines  Punktes  die  Resultante  seiner  relativen  Geschwindig- 
keit und  der  Geschwindigkeit  des  System punktes  ist,  welcher  eben  mit  ihm 
znatunmenftllt.  Hier  soll  nnn  nntersucht  werden,  in  welcher  Weise  die 
Beschleunigung  der  absoluten  Geschwindigkeit  von  den  Beschlennigungen 
der  relativen  Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigung  der  Geschwindigkeit 
des  Sjstempnnktes  abbSngt.  Es  wird  sich  zeigen,  dass  die  eratere  nicht 
bloe  ans  den  beiden  letzteren  allein  sich  bildet,  sondern  dass  zn  diesen 
noch  eine  dritte  Componente  hinzutritt,  die  zusammengesetzte  Centripetal- 
beschleimignng. 

Es  sei  V  die  absolute  Geschwindigkeit  des  beweglichen  Punktes  M 
zur  Zeit  (;  sie  ist  die  Resultante  seiner  relativen  Geschwindigkeit  Vr  im 
System  and  der  Geschwindigkeit  v,  des  Systempunktes  tn,  der  zur  Zeit  t 
mit  ihm  zusammenfUlt.  Ebenso  seien  v',  vi-,  v,  die  absolute  und  relative 
Geschwindigkeit  des  beweglichen  Punktes  zur  Zeit  t  -\-  dt,  zn  welcher  er 
die  absolute  Lage  M'  hat,  sowie  die  Geschwindigkeit  des  Systempnnktes 
m',  der  uur   Zeit   t -\- dt   mit  ihm  zusammentrifft.    Auch   hier  ist  v   die 
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Resultante  von  v'r,  v',.  Ziehen  wir  nun  durch  irgend  einen  Punkt  0 
des  Ranmee  (Fig.  207)  zwei  Gerade  OV,  OV  geometrisch  gleich  den  ab- 
soluten Geschwindigkeiten  v,  v,  so  stellt  V  V  die  Elementarbeschlennignng 
_,  ,        du   der    absoluten   Bewegung   zur  Zeit  t  dar. 

T^X^h'  Ziehen  wir  ebenso  durch  0  zwei  andere  Ge- 
rade OVr,  OV'r  gleich  parallel  und  von  glei- 
chem Sinne  mit  den  Geschwindigkeiten  Cr,  v'r 
der  relativen  Bewegung,  so  würde  F,  F^  =■  rff?i 
die  Elementarbeechlennignng  dxir  der  relativen 
Bewegung  sein,  wenn  die  relative  Bahn  ruhte 
und  nicht  selbst  in  Folge  der  Elementarschran- 
benbewegung  des  Systems  eine  LagenKnderung 
erlitte  und  dadurch  eine  BichtungsSnderung  der 
relativen  Geschwindigkeit  herbeigefuhrt  wOrde.  So  aber  zeriUlltiJt],  in  zwei 
Componenten,  von  denen  nur  eine  die  relative  Elementarbeachlennigung 
ist,  während  die  zweite  eine  ganz  andere  Bedeutung  hat.  Zwei  Gerade 
endlich  durch  0,  geometrisch  gleich  den  Geschwindigkeiten  v,,  v,  der  System- 
punkte t»  und  m'  zu  den  Zeiten  (  und  i  +  di,  nOmlich  OF,,  Oy',  liefern 
eine  dritte  unendlich  kleine  Beschleunigung  F,  Fi  ^  dijg ,  welche  zwar  nicht 
unmittelbar  die  Elementarbeschleunigung  du,  des  Systempunktes  *»  zor 
Zeit  i  darstellt,  wohl  aber  durch  diese  und  die  Elemente  der  Bewegung 
des  Systems  zu  dieser  Zeit  ausdrückbar  ist.  Durch  parallele  üebertragnng 
der  Linienelemente  Äij,,  (fijj  an  FF'  zeigt  sich,  dass 

[FF']  =  [F,  Y'r\  +  \y.r.\  d.  h.  [rf«]  =  [dqj  +  \Ari^\ 
ist. 

Die  Componente  di],  ist  das  geometrische  Differential  der  relativen 
Geschwindigkeit  Vr,  d.  h.  die  unendlich  kleine  Äenderung  der  Linie  OYr 
nach  Grösse  und  Lage  im  Baume  und  zeriVIlt  in  zwei  Componenten,  von 
denen  die  eine  von  der  Bewegung  aaf  der  relativen  Bahn  und  die  andere 
von  der  Bewegung  der  relativen  Bahn  selbst  herrührt.  Die  erste  ist  die 
relative  Elementarbeschleunigung  dur.  wie  sie  sich  ergeben  wflrde,  wenn 
die  relative  Bahn  nicht  an  der  Bewegung  des  Systems  Tbeil  nehmen  wtlrde 
und  welche  Vr  nach  Grösse  und  Richtung  so  abändert,  dass  die  Richtung 
in  die  folgende  Tangente  der  relativen  Bahn  in  der  Lage  dieser  Bahn 
zur  Zeit  t  Übergeht.  Die  zweite  Componente  ist  die  Äenderung  der  L^e 
von  V,  im  Raum,  welche  durch  die  Elementarschraubenbewagnng  des 
Systems  nm  die  Momentanaxe  herbeigeführt  wird. 

Durch  die  Tranalationsgesch windigkeit  tritt  zu  Vr  keine  Elementar- 
beschleunigung hinzu,  da  ihre^Grösse  überhaupt  nicht  durch  die  Schranhen- 
bewegung  des  Systems,  ihre  Richtnng  aber  blos  durch  die  Rotationscom- 
pouente  dieser  g^ndert  wii'd.    Die  Rotation  um  die  Momentanaxe  ist  aber 
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Squiv&leiit  derselben  Rotation  um  eine  durch  m  gehende,  ihr  parallele  Axe 
und  einer  Trajislatlon.  Letztere  ttbt  amf  die  relative  Oesch windigkeit  eben- 
so wenig,  wie  die  eben  erwähnte,  eisen  verändernden  Einfluss  ans.  Die  ge- 
suchte Besofaleunigangscomponente  hangt  alao  bloa  von  der  Winkelgeschwin- 
digkeit m  tun  die  durch  m  gehende  Axe  ab.  Nun  beschreibt  aber  der 
Endpunkt  von  Vr  in  Folge  dieser  einen  anendlich  kleinen  zur  Ebene,  welche 
durch  Vr  und  die  Momentanaxe  gefflbrt  werden  kann,  senkrechten  Kreis- 
bogen im  Sinne  von  to,  dessen  GrSsse  gleich  adl  multiplicirt  mit  dem  Ab- 
stände dieses  Endpunktes  von  der  BoUtionsaxe  bt.  Dieser  Abstand  ist 
Vr  sin  a,  wenn  a  den  Winkel  zwischen  Vr  und  der  Axe  bedeutet  und  gleich 
der  Projection  der  relativen  Geschwindigkeit  auf  eiue  zur  Momentanaxe 
senkrechte  Ebene.    Die  gesuchte  Beschleunigungscomponente  ist  daher 

loVr  sin  a  dt 
und   senkrecht    zu   der    durch    die    relative   Geschwindigkeit   parallel   zur 
Momentanaxe  geführten  Ebene,  dem  Sinne  nach  harmonirend  mit  a.   Dem- 
nach bildet  sich  ifi],  aus  du,  und  avr  Bin  u  dt,  so  dass 

[d,,] -■[<!»,] +  [««,«»a.<J(l 
wird. 

Um  die  Componente  dij^  zu  bestimmen,  legen  wir  durch  0  eine  Ge- 
rade OH  geometrisch  gleich  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  m'  zur  Zeit 
t,  nKmlich  des  Systempunktes,  welcher  zur  Zeit  t-^dt  mit  dem  Punkte 
M  zusammenfällt.  Dann  ist  HV,  die  Eiern entarbeschleunigong  der  Be- 
wegung des  STStempnnktes  m'  znr  Zeit  t,  die  wir  du,  nennen  woUeu; 
F,II  aber  wird  eine  unendlich  kleine  Beschleunigungscomponente  darstel- 
len, welche  zur  Geschwindigkeit  des  Punktes  m,  welcher  zur  Zeit  t  mit  21 
zusammenfallt,  hinzutreten  muss,  um  aus  derselben  in  die  Geschwindigkeit  des 
folgenden  Systempuuktes  m  für  dieselbe  Zeit  t  zu  bilden,  welcher  zur  Zeit 
t  -(-  ^t  mit  ^  zusammentrifft.  Diese  Componente,  welche  in  die  Unt«r- 
suchung^  dadurch  eistritt,  dass  der  Punkt  Jlf  im  System  vom  Punkte  m 
zum  Punkte  m  wandert,  ist  also  das  geometrisohe  Differential  zwischen 
den  Geschwindigkeiten  der  Pankte  m  und  m  zu  ein  und  deTselben  Zeit  t. 
Nun  haben  beide  Punkte  eine  Geschwindigkeitacomponenta  parallel  der 
Momentanaxe  gemein;  in  ihre  Richtung  ^It  mithin  kein  Bestandtheil  unserer 
gesuchten  Componente.  Sie  haben  aber  beide  auch  Geschwindigkeitscom- 
poneuten  reo,  rm  senkrecht  zu  den  Ebenen,  welche  man  durch  sie  und  die 
Momentanaxe  legen  kann,  unter  r,  r  ihre  Abstände  von  dieser  Axe  ver- 
standen. Stellt  daher  die  Ebene  der  Fig.  208  die  Projectionen  von  m, 
m,  r,  r  auf  eine  zur  Momentanaxe  senkrechte  Ebene  dar  und  zieht  man 
zu  »iir  =  r<a  noch  die  Linie  m,  F'  geometrisch  gleich  ml  F' = /a,  so 
bedeutet  V  V"  die  gesuchte  unendlich  kleine  Grösse.  Aus  der  Aehnlichkeit 
der  Dreiecke  m^FF'  und  Ojn,mi'  ergibt  sich  aber  sofort 
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d.h.    FF    ^m,m[.a.    Nun  wandert  der  Punkt  Jf  im  System  von»»  nach 
m    und   ist   m^nn    die    Projecüon   seines  Elementarwegea   in  ;demflelben  auf 
^  "iie  Ebene  senkrecht   zur  Momentanaie.     Daher  stellt 

/  -^  OK  Projection  v^  sin  a  aeinev  relativen  Geschwin- 

digkeit auf  dieselbe  Eoeue  dar  und  wird  folglich 
W  =  avr  am  a.  dt. 
^m^^n»»        Diese  Componente  ist  senkrecht  zu  der  Ebene,  welche 
durch  die  relative  Qescb windigkeit  parallel  zur  Momen- 
tan axe  gelegt  werden  kann 'und  ihr  Sinn  stimmt  über- 
ein mit  dem  Sinne  von  u .    Aus  der  Aehnlichkeit  der 
Dreiecke  w»,  VV  und  Om^m',,  von  denen  zwei  Seiten- 
paare  zu   einander  rechtwinklig  'sind ,   folgt  nämlich, 
dass   VV'  senkrecht  ist  zu  m,»»!. 
Demnach  wird 

[■ji,j]  =  i:d«;]+[«tv8in«.do- 

Indem  wir  die  fttr  diji  and  dr]^  gefundenen  Ausdrücke  in  die  Formel 
[du]  ^  [diji]  +  [^Vs]  einsetzen,  die  ganze  Gleichung  mit  dt  dividiren, 
du  dUr 

=   m.        =^  Wr,     lOt'r  Sin  U  ^  tpm 

dt  *'  dt  *    '  ^ 

D  der  Grenze  in  die  BeGchleunigung  9,  =  — — 
des  Systempunktes  m  übergeht,  erhalten  wir 

W-W  +  W  +  W- 

Diese  Gleichung  spricht  den  folgenden,  zuerst  von  Coriolis,  wenn 
auch  in  etwas  anderer  Form,  auf  analytischem  Wege  gefundenen  Satz  ans: 

Die  Beschleunigung  91  der  absoluten  Geschwindigkeit  eines 
Punktes  M  hat  drei  Componenten:  1.  die  Beschleunigung  ^r  der 
relativen  Geschwindigkeit,  2.  die  Beschleunigung  <p,  des  System- 
punktee m,  mit  welchem  eben  M  zusammentrifft  und  3.  eine 
Beschleunigung  ip o>  ^  2 aVr  sin  a,  an  Grösse  gleich  dem  doppel- 
ten Produkte  aus  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momentan- 
axe  und  der  Projection  der  relativen  Geschwindigkeit  auf  eine 
zur  Momentanaxe  rechtwinklige  Ebene,  der  Bichtung  nach  senk- 
recht zu  der  Ebene,  welche  durch  die  relative  Geschwindigkeit 
zur  Uomentanaxe  parallel  geführt  werden  kann  und  dem  Sinne 
nach  mit  a  übereinstimmend. 
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Die  Componente  ip„  heUst,  freilich  venig  paseeud,  die  zueammen- 
gesetzte  Centripetalbeschlenuigung  des  Punktes  M  und  wenn  sie 
in  umgekehrtem  Sinne  genommen  auftiitt,  die  zusammen  gesetzte  Centri- 
fugalbeschleunigung,  von  der  vir  bald  reden  werden.  Sie  'ist  aus  zwei 
gleichen  Bestand  tb  eilen  gebildet,  von  denen  der  eine  ans  dem  Fortschreiten 
des  Punktes  im  System,  def  andere  von  der  Botation  der  relativen  Bahn 
um  die  Momentanaxe  entspringt. 

§.  2.  Besitzt  das  System  blos  eine  Tran slationsgescb  windigkeit  d.  h. 
ist  a>  ««  0,  80  ist  die  zusammengesetzte  Centripetalbeschlennigung  qj«,  =  0. 
Dasselbe  findet  statt,  wenn  der  bewegliche  Punkt  sich  in  relativer  Ruhe 
befindet,  d.  b.  wenn  Vr  =>  0,  ode/  wenn  Vr  det  Homentanaxe  parallel  IBuft, 
d.  b.  u  =  0  ist. 

Ist  die  relative  Bewegung. eines  Punktes  in  einem  naver- 
Snderlicben  System  ans  zwei  anderen  relativen  Bewegungen  in 
demselben  Systeme  zusammengesetzt,  so  ist  die  zusammen- 
gesetzte Centripetalbeschleuuigung  derselben  die  Resultante 
aus  den  zusammengesetzten  Centripetalbeschleunignngen  jener 
in  Beziehnng  auf  dasselbe  System.  Sind  n9mlich  tv,  v'r  die  beiden 
Componenten  der  relativen  Geschwindigkeit  Vr 
des  beweglichen  Punktes  Jlf  (Fig.  209),  so 
ziehe  man  durch  M  eine  Gerade  parallel  der 
'  Momentanaxe  des  Systems  und  lege  durch  sie 
'      nnd  die  Richtungen  der  drei  Geschwindigkeiten 

drei    Ebenen.    Diese    liefern   die    Projectionen 
"»-  "»■  ..,„.,,         .         ,       „  ,    . 

Vr  Sin  a,  fv  sin  u  ,  fr  sin  n  derselben  auf  eme 

zur  Momentanaxe  senkrechte  Ebene  und  es  sind  die  letzteren  drei  Linien 
die  Seiten  und  die  Diagonale  eines  Parallelogramms,  welches  die  Piojection 
des  Parallelogramms  der  drei  ersteren  auf  dieselbe  Ebene  darstellt.  Zu 
diesen  drei  Ebenen  senkrecht  sind  die  drei  zusammengesetzten  Centripetal- 
beschlfiunigungen  91I,  ^  2<av'r  sin  a,  vü  ■—  2  n  v'i-  ein  «",  9)1,  — >  2  u  Vr  sin  a ; 
sie  bilden  untereinander  dieselben  Winkel,  wie  die  drei  Ebenen,  auf  denen 
sie  senkrecht  stehen  und  also  auch  dieselben  Winkel,  welche  iv  Bin  a, 
r"  sin  d",  »r  sin  a  unter  einander  bilden.  Da  sie  nun  zugleich  diesen  drei 
Grössen  proportional  sind,  so  ist  9«  die  Diagonale  eines  über  tp'„  und  ip'ä 
coustrnirten  Parallelogramms,  mitbin  die  Resultante  dieser  beiden.  Der 
Satz  Iftest  sich  auf  beliebig  viele  Componenten  erweitem. 

Zerfallt  die  Winkelgeschwindigkeit  a  des  Systems  um  die 
Momentanaxe  in  zwei  Componenten  &>',  m"  nm  zwei  andere  Axen, 
so  ist  die  zusammengesetzte  Centripetalbeschleunigung  der  Be- 
wegung eines  Punktes  M  in  Bezng  anf  die  Winkelgeschwindig- 
keit n  des  Systems  die  Resultante  der  beiden  zusammengesetz- 
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ten  Centripetalbesclileunigungen,  entaprecheud  den  Winkelge- 
Bchwindigkeiten  (o,  m".  Zerlegt  man  nKm- 
lich  (Fig.  210)  die  relative  Geschwindigkeit  c, 
des  Punktes  ^in  zwei  Componentra  Ur,  u^,  von 
denen  die  erstere  aenkiecht  zur  Ebene  des  Äien- 
parallelogrammE  der  u  ist,  während  die  letztere 
in  diese  Ebene  bineinfftllt,  bezeichnet  man  femer 
die  zusammengeaetzte  Centripetalbeschleunigong, 
»lg.  210.  welche  irgend  einer  relaüven  Geschwindigkeit  v 

in  Bezug  auf  die  Bewegung  des  Systems  um  eine  Axe  von  der  Winkel- 
geschwindigkeit D>  entspricht,  mit  ip^^*  so^ist  nach  dem  vorigen  Satze: 

[f L" 'J  -  ['■L" ']  +  [»L" ' '] .  [»'L'' '  I  -  ifi'' ']  +  rö' 'j ■ 

Da  Ur  auf  der  Ebene  der  drei  Äsen  senkrecht  steht,  so  fSttt  es  mit 
seinen  Projectionen  auf  drei  durch  M  gehende  zu  diesen  Azen  senkrechte 
Ebenen  zusammen.  Daher  faUen  die  drei  zusammengesetzten  Centripetal- 
beschleunig  ungen 

V„  ^tOUf,     yjr     =  Soj'Mr,      9^'    ==  0>"Mr, 

in  die  Ebene  der  drei  Azen,  stehen  senkrecht  anf  diesen  und  bilden,  da 
sie  m,  m',  a"  proportional  sind,  die  Diagonale  und  Seiten  eines  Parallelo- 
gramms, aus  welchem  folgt: 

Da  ferner  tti-  in  die  Ebene  der  Äsen  w,  m',  q>"  fSUt,  so  sind  seine  Pro- 
jectionen  auf  drei  zu  diesen  Axeu  senkrechte  Ebenen  den  drei  Perpendikeln 
i"»  P't  p"  gleich,  welche  von  dem  Endpunkte  von  «,  auf  diese  Axen  ge- 
fSlIt  werden  können  und  fallen  die  drei  zusammengesetzten  Centripetal- 
bescbl  eu  nignngen 

^^''''- '  —  2  <öi> ,     9j;> '  =  2  to'i)',     y^V '  =  2  <o  V 

sSmmtlich  in  die  Richtung  von  Ur-    Die  Grössen  wp,    la'p',  u'V'  stellen 
aber    die  Momente   der  Seiten   lo,    a,  m"   des  Axenparallelogramms  in  Be- 
zug auf  den  Endpunkt  von  u'r  dar  und  ist  daher 
mp  =-  »y  -f  a"p"  . 
Daher  wird 

[»'."■' 'j  =  [i>";''j  +  iv'j.'']  -  9':'''  +  v':-''- 

Durch  Substitution  der  Ausdrücke  fllr  ip^''  und  ip]^ '  iu  die  erste  der 
Aeqvivalenzen  ergibt  sich 
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§.  3.  Nach  Cap.  V,  §.  2  und  Cap.  VU,  §.  15.  kann  man  die  rela- 
tive Bewegung  eines  Punktes  M  anf  eine  absolute  rednoiren,  indem  man 
dem  S7stem  jeden  Augenblick  die  ent^egengeeetzte  Elementarbewegung 
Ton  derjenigen  ertheilt,  die  es  besitzt  und  den  beweglichen  Punkt  an  die- 
ser Bewegung  Theil  nehmen  Ifiset.  Zu  der  absoluten  Geschwindigkeit  [ii] 
tritt  dann  die  entgegengesetzt«  Geschwindigkeit  —  [v,]  des  Systempanktes 
hinzu,  welcher  eben  mit  M  zueammenfSUt  und  aus  beiden  gebt  die  rela- 
tive Geschwindigkeit  [(.>]  als  Resultante  hervor;  zu  der  absoluten  Beschleu- 
nigung   tp   aber   gesellt    sieh   ausser    der   entgegengesetzten  Beschleunigung 

—  [if>,]  des  Sy steinpunkte B  noch  die  der  zusammengesetzten  Centripetal- 
beachleunigung  [ipal  entgegengesetzte  zusammengesetzte  Centrifugalbeecbleu- 
nigung  —  [ipa],  um  mit  jenen  beiden  zusammen  die  relative  Beschleuni- 
gung [^^]  als  ihre  Beaultante  zu  bilden.  Man  erkennt 
dies  insbesondere  deutlich,  wenn  man  (Fig.  211)  zu 
dem  Parallelepipede  aas  [q>rl,  [ip,~\,  [ipm]  &ls  Eckkan- 
ten, dessen  Diagonale  [9]  ist,  dies  Parallelepiped  aus 
[9)],  —  [^i],  —  [vm}  als  Kanten  conatroirt,  als  des- 
sen Diagonale  die   relative  Beschleunigung    [91^]    anf- 

Pig.  »II.  tnti.    Uan   hat  daher  den  wichtigen,   von  Coriolis 

{Memoire  stir  les  equations  du  mouvement  rel^iif  des  systimcB  de  corps. 
Joum.  de  Vecole  polgtechn.  T.  XK  Cah.  XXIV,  p.  142)  aufgestellten  Satz: 

Die  relative  Beschleunigung  eines  Punktes  M  in  Bezog  auf 
ein  bewegliches  System  S  hat  drei  Componenten:  1.  die  abso- 
lute Beschleunigung  des  Punktes,  2.  die  entgegengesetzt  ge- 
nommene Beschleunigung  des  mit  ihm  zusammenfallenden  System- 
punktes  und  3.  die  zusammengesetzte  Centrifugalbescbleuni- 
gung,  welche  letztere  der  zusammengesetzten  Centripetalbe- 
schleunigung  geometrisch  entgegengesetzt  gleich  ist. 

In  Folge  dieses  Satzes  kann  die  relative  Beschleunigung,  wie  eine  ab- 
solute Beschleunigung  behandelt  werden.  Alle  Lehren,  welche  in  vorher- 
gebenden Capiteln  Über  die  absolute  Bewegung  eines  Punktes  aufgestellt 
worden  sind,  gelten  auch  ftlr  die  relative  Bewegung,  sobald  der  Beschleu- 
nigung der  absoluten  Bewegung  des  Punktes  die  beiden  Beschleunigungen 

—  [9,]  und  —  [qjtti]  zngefBgt  werden. 

Ein  beobachtender  Punkt,  welcher  dem  Systeme  angehört  und  die 
Bew^ung  des  Systems  nicht  bemerkt,  sieht  die  relative  Bewegung  als 
eine  absolute  an;  fttr  ihn  sind  —  [9),],  —  [9)„]  Beachlennigungoi,   welche 
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ihm  der  bewegliche  Punkt  wirklich  zu  besitzen  scheint.  Sie  helsEen.  des- 
halb anch  „scheinbare  Beschleunigungen". 

Der  bewegliche  Punkt  befindet  sich  in  relativer  Ruhe,  sobald  Vr  ^  O 
und  (pr^'O  ist;  da  —  [ipa]  in  diesem  Falle  verEchwindet,  so  tritt  dies 
ein,  sobald  die  absolute  Beschleunigung  [ip]  der  BescUeanigung  [91,]  des 
Syatempunktes  geometrisch  entgegengesetzt  gleich  wird. 

Die  Elementerarbeit  der  relativen  Beschleunigung  längs  des  Elemeo- 
tes  äs  der  relativen  Bahn  heisst  die  relative  Elementararbeit;  sie  ist  eu- 
folge  Cap.  VIII,  §.  11  die  Summe  der  Elementararheiten  der  absoluten 
Beschleunigung  ip,  der  Beschleunigungen  — [qj,]  und  — [cpa]  längs  dieses 
Elementes.  Da  —  [ipj\  senkrecht  ist  zur  Richtung  der  relativen  Geschwin- 
digkeit, so  ist  die  Elementararbeit  der  zusanunengesetzten  Centrifiigal- 
beschleunigung  Null.  Bezeichnen  also  a  und  ß  die  Winkel,  welche  die 
absolute  Beschlenuigung  <p  und  die  Beschleunigung  91,  des  Sjstempunktes 
mit  der  Tangente  der  relativen  Bahn  bilden,  sodass  n  —  ß  der  Winkel 
ist,   den  —  [<p,]  mit  ihr  einschliesst,  so  ist 

tp  cos  ads  —  9,  cos  ß  ds 
die  Elementararbeit  der  relativen  Beschleunigung  (p^  und  folglich  nach  dem 
Principe  der  lebendigen  Kraft,   welches  nach  der  obigen  Bemerkung  jetzt 
auch  ftlr  die  relative  Bewegung  Gültigkeit  hat, 

d  .  ^  vi  ^  <p  coa  a  ds  —  ip,coaß  ds, 
und  weiter  unter  Anwendung  bekannter  Bezeichnungen: 

^v\  —  i  ivry  =  I  (p  c<3B  uds  —  I  <p,  coa  ß  ds . 

Besitzt  das  System  blos  eine  Rotation  von  constanter  Winkelgeschwindig- 
keit (0,  ao  ist  qj.^ai'r,  —  [vt]  reducirt  sich  auf  die  blose  Centrifugal- 
beschleunigimg  und  man  hat 

~    /  9,  cos  p  ds  -»  /  m'r  lir  =  J  o)*  (r*  —  ri) , 

da  dscos  ß  =^  dr  wird,  wenn  r  den  Abstand  des  beweglichen  Punkt«B  von 
der  Momentanaie  des  Systems  angibt.    Daher  wird  in  diesem  Falle 

i »;  - 1  (v,y  -j\  «0» « <i.  +  i  »•  c^  -  ••:)  • 

Die  Erde  ist  ein  System  der  Art;  fOr  einen  faUenden  Punkt  hat  man  da- 
her, wegen  der  ausserordentlich  kleinen  Differenz  zwischen  r  und  r^  und 
mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Beschleunigung  <p  =  G  der  Schwere  fflr 
die  mhend  gedachte  Erde  vertikal  und  constant  ist, 
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io'r-iM'- ah, 

wenn  h  die  Fallhöhe  bezeichnet. 

§.  4.  Wir  wollen  jetzt  die  Componenten  der  relativen  Beschlennigang  panUlel 
dreien  mit  dem  System  beweglicbea  Coordiuatetiaxen ,  deren  UrBpmng  (/  beiasen 
mag,  darstellen.  Die  relativen  Cooidiniiten  dea  Punktes  M  in  Bezug  auf  dieaea 
CoordinatensyBtem  seien  x,  y',  e',  die  Componenten  der  absoluten  Beschleunigung 
Ton  M  parallel  denselben  Axea  seien  X',  T',  Z',  die  der  Bescbleunigung  des  mit 
ihm  zur  Zeit  (  EQsammenfallenden  Systempgnktea  X^ ,  Y'^,  Z'^  und  X^ ,  Y'^ ,  Z'^ 
die  der  xosammengesetzten  CentripetalbeschleoaignDg.  Die  Componenten  der  ent- 
gegeegesetiten  Bescblennignng  des  Systempanktes  nnd  der  rasammengesetzten 
CeDtrifngalbeschlennignng  ergeben  sieb  ans  diesen  durch  Yorsetzung  des  Zeichens 
(— )  und  da  die  «weiten  Demirten  der  relativen  Coonlinaten  *',  y',  «'  die  Com- 
ponenten der  relativen  BeichlenniguDg  gleicbfaUs  darstellen,  so  erhalten  wir  zn- 
n&chst  folgende  Gleicbnugen  tiQr  die  relative  Bewegung  des  Punktes  H,  wenn  ancb 
noch  in  unentwickelter  Form: 

-5^  -  X  -  X.  -  x„ 


Was  die  Componenten  X',  3",  iT  betrifft,  so  erb&lt  man  sie  durch  Projection 
der  entsprechenden  Componenten  X,  Y,  Z  der  absoluten  Beschlennigang  parallel 
dreien  festen  Axen  auf  die  beweglichen.  Sind  n&mlicb  wie  früher  abc,  db'c\ 
a"  b"  c"  die  Richtungs Cosinusse  der  beweglichen  Aien  gegen  die  festen,  so 
ergibt  sieb: 

X'  =  a  X  +  6    r  +  c  Z, 

Y'  —  a  X-\-V  Y  +c'  Z, 

Z'  -a"X+b-Y+c-Z. 

Da  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  M  nnd  die  Bewegung  des  Systems 

bekannt  sind,    so  sind  in  diesen  Formeln  X,  Y,  Z,  a,  6,  c;  a',  b',  e  ;  o",  6",  c" 

gegebene  Functionen  der  Zeit  und  kSnnen  insbesondere  die  neun  Cosinusse  durch 

die  drei  Eulei'scben  Winkel  {s.  S.  378)  anagedrfickt  werden. 

Die  Besebleunigungscomponenteu  des  Systempunktes  in  Bezug  anf  die  festen 
Aien  seien  X,,  Y^,  Z^;  sie  werden  durch  zweimalige  Differentiation  der  Traos- 
fo  rmationsfonneln 

»_»,,  +  <,.■  +  «■!,■  + a-.-, 
y  =  y,  +  bx+  b'y  +  Vi  , 
I-.,  +c  «■  +  <■?■ +  c"i- 
erhalten,  wena  darin  x,  y,  d  als  nicht  von  der  Zeit  abb&ngig  angesehen  werden, 
unter  welcher  Voraussetzung  sie  nnd  x,  y,  t  die  Coordinaten  des  Systempunktes 
far    das    bewegliche    nnd    für    das    feste    Coordinatensystem    darstelleu,    während 
^11  Uli  '1   die  Coordinaten  de«  beweglichen  Ursprungs  als  gegebene  Fnoctiooen 
der  Zeit  aniusehen  sind.    Man  erhält: 

^        d'x       d'x,    ,      .  d'a    ,      ,  d'a'   ,     .  d'n" 
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und  hiermit  in  ähnlicher  Weise,  wie  bei  den  Component^D  X',  Y' ,  Z" : 
X',~a  X,+  b   r,  +  <:  Z, 

r;  -=  o'  X.  +  6'  r,  +  e  z, 
K  =  »"  ^.  +  '^"  ^.  +  <="  ^.  ■ 

WiU  man  fibri^ens  die  ah  bekannt  auzusehende  Lage  der  Momentanaxe  benutzen, 
so  kann  man  X^ ,  Y'^,  Z'^  auch  numittelbai  darstellen.  Man  ICat  dann  die  Be- 
wegung des  SyateniB  in  die  Translation  des  UrBpmngB  0'  und  die  Rotation  um  die 
zur  Momentanaxe  panllele  durch  ff  geführte  Äxe  auf.  Sind  to^.,  <o  . ,  oj^.  die 
Componenten  der  Winke Igescbwinijigkeit  um  die  Azen  der  x  ,y' ,  £ ,  aa  erhält  man, 
wie  Cap.  XIV,  §.  15: 

dia  •  dai^: 

^i  =■  "(»i'  +  «'  -^  —  y  ^^  +  (<*!■  *'  +  •»!,■  y  +  ">.■'')  ">^'  —  •»'■^' 
r;  =  v-^  +  *'  -^  -  *'  -^  +  {-^^  ^  +  "j,'  V  +  '».■^')  "s'  -  '"*!'' 
K-"^z  +  y'  "57  ~  *'  "rff  +  f"-«'  *'  +  "»■  !*'  +  "'■^''  "'■  ~"  "'*' ' 

worin  V^'i  V*»'!  ^j'  '^'^  Componenten  der  BeHchlennigimg  des  Punktes  ff  parallel 
den  beweglichen  Azen  bedeuten. 

Um    die    Componenten    der    zosammengosetzten    CentripetalbeBchleunigung 
q)„  —  2AI7^  pttrallel  den  beweglichea  Azen  zu  finden,  zerlegen  wir  v^  in  ihre 

drei  Componenten  -tt,  -jT'  -77  ™"*  2 w  in  die  ihrigen:  2o>^.,  2m^.,  2»y  und  be- 
stimmen die  Beacblennigongsbestandtheile,  welche  diese  sechs  Componenten  fdr 
den  Punkt  M  veranlassen.  Die  Componente  ,  -  liefert  mit  a^.  keinen  Beschlen- 
nigungsbestandtheil ,  weil  ihre  Projoction  auf  die  znr  Aie  von  u^  senkrechte 
y'/-Bbene  Null  ist,  mit  m.  und  n,.  aber  liefern  sie  —  2«  .  --y-,  ita^-  -^- in  den 


theile    —  So) .  -,-,  2(0.  -7-  in  den  Richtungen  der  x-  und  :E'-Äze,  endlich  -r- 
'    dt  '       ^    dt  °  _  '  ((( 

mit  m^  und  a»  •  die  Bestandtheile  —  Bu^'  -.-,  2<a  .  -^  in  den  Richtungen  der 

y.  u])d  x'-Aze.    Sammelt  man  die  denselben  Azen  entsprechenden  Bestandtheile, 
BO  findet  man: 


"  \^'    dt  "  dt) 

D,j.u,.db,Goc)glc 
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Äuoh  kann  man  diese  CoiD[ioneDteii  auf  folgende  Art  finden.  Es  aeiea  X,  i»,  f 
die  Richbangswinkel  von  9^  gegen  die  bew^lichen  Azen;  dann  bestehen  vennOge 
des  Senkrechtstehena  von  ip^  auf  der  ßichtnng  der  Momentanue  und  der  relativen 
Geschwindigkeit  die  Gleichongen: 

"»«'  ■'■+  ^y-  ■  ft  +"»,-►  =  0  . 
dx     ,    ,    dy  1   d/ 


Js  dy  dx  ds  dl/'  dx        L ' 

"9    dt   ~"  "''  ~dt         "•'  'äi~'^^'  dt         *"''  'dt  ~  "*'  Vi 

/        dx     ,  dy     ,  dz\* 

-(»•'  S+^-i  +  '-'^TJ 

—  io*p^  —  a>'p^  Co!P(o),  C,)  —  [nutpSin  (lo,  p^)]'  =  m'i*^  =  ^^ij- 
Daher  hat  man 

/      dy'  dx'\ 

wie  oben. 

Mit  Hülfe  der  entwickelten  AnsdrflcketarX',  Y",  Z;  x;,  Y',,Z\;  X'^,  r„,  z;„ 
kfinuen  die  au  An&ng  des  Paragraphen  gegebenen  OleichnDgen  der  relativen  Be- 
wegosg  ansgeföhrt  werden.  Ist  der  Pnnkt  M.  nicht  frei,  sondern  auf  eine  dem 
Systeme  angehOrige  El^he  der  Carve  geswungen,  so  treten  auf  den  rechten  Seiten 
dieser  Gleichungen  noch  die  Componenten  der  Widerstand sbeachleonigung  dieser 
Flache  oder  Curve  hinzn. 

Soll  der  bewegliche  Punkt  sich  in  relativer  Ruhe  befinden,  so  müssen  die  Be- 
dingungen erfüllt  sein: 

»,  =  0 ,    X'  —  x;  —  x;„  =-  0 ,    y  _  r;  —  r'„  —  o ,    z—'a',~7/^~ 

oder,  da  qj„  mit  »,.  verschvrindet, 

v,.  =  o,   x  =  x:;,   yn-r;,   z-  —  z\. 

Beispiele  nnd  Anwendungen. 

§.  6.  Ein  sph&TiBches  Pendel  besohieibt  einen  Kreis;  man  soll 
seine  Bewegung  bestimmen,  indem  man  dasselbe  als  in  relativer 
Ruhe  befindlich  ansieht  in  Bezug  auf  ein  nm  die  Verticale  rotiren- 
des  System. 
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Ee  sei  M  (Fig.  212)  der  Pendelpunkt,  welcher  den  Kreis  um  die  Verticale 
OZ  beschreibt,  Die  WiDkelgeschwindigkeit  des  um  OZ  rotireDdea  Sjatema,  in 
Bezug  anf  welcheB  3f  in  relativer  Ruhe  ist,  iat  conetaut,  da  die  abaolate  Ge- 
schwindigkeit V  des  PnnkteB  M  cocstant  sein  musa  (die  Horizontalebenen  eind 
Niveauflächen  für  die  Schwere).  Die  Beechlennigung  dea  mit  M  zuaamnienfalleii- 
deu  Systempunktes  ist  blos  NortnalheBchletiD'gung  c'  :  r,  wenn  r  den  Radius  dea 
Kreieee  bedeutet.  Die  zusammen geaetzte  CeDtiifugalbeschlcunigung  iat  Kuli,  weil 
die  relative  Geachwindigkeit  Null  iat.  Daher  tritt  zu  der  abaoluten  Beschleuni- 
gung des  Punktea  M  und  dfr  SpannuDgebeschleunigung  X  desselben,  nach  0  ge- 
O  richtet  als  acheinbare  Beschleunigung  bloa  hinzu  die  Cea- 

trifugslbeHchlennigung  ti'  ;  r  in  der  Richtung  des  Radius 
a  Mittelpunkte  abgewandt.  N,  g,  v'  :  r  mflasen 
eich  tilgen,  da  die  relative  Qe  ach  windigkeit  Null  ist.  Da- 
her iat  N  geometrisch  entgegengeBetzt  der  Resnltantert 
von  g  und  v'  :  r  und  zugleich  liefert  die  Aehnlichkeit  der 
Dreiecke  eine  weitere  Relation,  so  dass 

■Ä"  =  ff*  +  p.     7  =  1'-   V' 

der  Abstand  dea  Ereises  von  0  ist.    Hieraus  folgt 

wie  bereits  früher  sich  ergab. 

Relative  Bewegung  eines  schweren  Punktes  in  der*Nahe 
der  Erdoberfläche  in  Bezug  auf  das  bewegliche  System  der  Erde. 
Dies  Problem  zerfällt  in  mehrere  einzelne ,  welche  Qegeiistand  dea  Studiums  bds- 
geseichneter  Matheinaliker  geworden  sind.  Die  betreffenden  Gleichnngen  fAr  die 
Behandlnngen  derselben  wurden  zaerst  tod  Gauss,  später  von  Poisson  (Me- 
moire tur  h  mouvement  de»  projectilt»  dans  l'air.  Journ.  de  Vieole  polytechn.  XF, 
1'.  CcA.,  p.  31)  gegeben. 

Das  relative  Pendelprohlem,  welches  gleichralls  hierher  gerechnet  werden 
kann,  werden  wir  zweckm^sigcr  erst  in  der  Kinetik  behandeln. 

Die  Erde  iat  ein  System,  deaeen  Elementarbewegong  eine  Schraubenbewegung 
ist  nm  eine  Aie,  welche  eich  nahezu  parallel  bleibt  nnd  unter  einem  Winkel  roo 
66^  Grad  gegen  die  Ebene  der  Bahn  ihres  Mittelpunktes  geneigt  iut.  Die  Win- 
kelgeschwindigkeit Ol  dieser  Bewegung  ist  constant  und  wird  erhalten,  wenn  man 
2)1  durch  die  Länge  des  Sterutages,  in  Secundan  mittlerer  Zeit  ausgedrückt,  di- 
vidirt.    Letctecer  beträgt  8G164,1  Secunden,  daher  ist 

•-Wy -'■"•''»"»"■ 

eine  sehr  kleine  QrOiae.  Die  Transtationageach windigkeit  v  parallel  der  Axo  ist 
veiänderlich  nnd  wird  erhalten,  wenn  man  die  Geschwindigkeit  des  Erdmittel- 
punktes in  der  elliptischen  Bahn  auf  die  Axe  projicirt.  Sie  tritt  in  den  folgen- 
den Untersuchungea  ebenso  wenig,  als  die  TranstationabeschleuDigung  auf,  denn 
dieselben  Ureachen,  welche  allen  Funkten  der  Erde  Tronslationsgescbwindigkeit 
und  TranslationsbeEchleanigungen  ertheilen,  ertheilen  sie  auch  in  gleicher  Weise 
dem  Funkte,  dessen  relative  Bewegung  in  Bezog  auf  das  System  der  Erde  nnter- 
snoht  wird  nnd  da  sie  ab  BewegnngMlemeote  des  mit  dem  beweglichen  Punkte 
zusammenfallenden  Systempnnktes  jenem  in  umgekehrtem  Sinne  sngefSgt  werden 
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mDuen,  ao  tilgen  sie  die  ihm  eigeDthOmlichen ,  aoduB  die  Erde  für  UntenochnD- 
gen  der  relntiveD  Bewegnog  als  ein  bloB  lotirendeg  Syrtem  von  oODstanter  Winhel- 
geschwindigkeit  ansaseliea  iat. 

Um  die  relaÜTe  Bewegang  einefl  Punktes  M  als  eine  absolate  behandebi  zu 
können,  mOMen  in  der  absoluten  BeschlenDigiing  deBsalben  «och  hinzntreten  die 
entgegengesetite  Be«chleiinigong  des  SjBtempunktes  w,  der  mit  M  snaammenf^llt 
und  die  zasammengesetite  CentrifagalbeHchlenDignng.  Aoaeer  der  Tranriations- 
beBchleunignng,  welche  wir  bereits  eliininirt  haben,  beaitit  nnu  m  noch  die  Cenbi- 
petalbeschlenitignng  m'r,  wenn  r  leinen  Abstand  von  der  Erdaie  angibt,  senk- 
recht in  der  letzteren  and  ihr  zugewandt,  femer  die  von  der  Winkelbeechlenm- 
gong  «  herrührende  Beschleunigung  ap  and  die  Beschleunignng  cau  senkrecht  zur 
Ebene  dnrch  die  Homentanaie  nnd  ihren  kürzesten  Abstand  von  ihrer  folgenden 
Lage.  Anclt  sie  ^It  ans,  weil  die  Urnachen,  welche  sie  allen  Punkten  des  Sjatetas 
erÜieileD,  sie  auch  dem  Pankte  M  ertheilen.  Die ' entgegengesetzte  Centripetal- 
beschlennigaagistdieCentrifagalbeschleonignDg  and  verbindet  sich  mit  der  absolnten 
Beachlennigimg  des  Ponktes  M.  Die  von  der  WinkelbeschleaDigung  a  herrQhrende 
Beschleunigung  ap  des  Syetempnnktes  zerfällt  in  zwei  Componeuten,  die  Tangen- 
tialbeschlennigang  -vr ,  welche  Noll  ist,  weil  a  constant  ist,  und  die  Normalbetohleu- 

nigung  »Vi,  welche  ans  doppeltem  Qrunde  ansaetordentlieh  klein  ist,  entens  ver- 
m^e  der  Kleinheit  von  m  und  zweitens  vermSge  der  Kleinheit  der  Geschwindig- 
keit, mit  welcher  sich  die  Erdaze  neigt    Diese  QrCsse  kniin  daher  TemachlBMigt 

Es  bleibt  nnn  noch  Sbrig,  die  znsammengesetzte  CentrifDgalbeschlenmgnng 
—  9>„  SU  bestimmen.  Ihr  Werth  ist  das  Doppelte  des  Frodaktes  aus  der  Protec- 
tion Kr  der  relativen  Geschwindigkeit  c,.  des  Panktei  M  anf  die  snr  Erdaze  senk- 
rechte Ebene  des  Aeqnatoia  nnd  der  Winkelgeschwindigkeit  n.  Ihr  Sinn  wird 
leicht  erkannt,  wenn  man  darch  den  Punkt  M  eine  Parallele  zur  Erdaxe  sieht 
nnd  dorch  diese  and  v^  eine  Ebene  legt  g  sie  ist  nach  derjenigen  Seite  dieser  Ebene 
gewandt,  nach  welcher  die  Rotation  nicht  erfolgt  and  iit  senkrecht  zd  ihr. 

Als  scheinbare  Beschlennignngen  treten  demnach  zu  der  abaolntea  Beschlen- 
nigung  ip  des  Punktes  itf,  nm  dessen  relative  Beschleunigung  zn  bilden,  blos  hin- 
zu: 1.  die  Centrifugalbeschleunignng  u'r  senkrecht  die  Richtong  der  Erdaze 
schneidend  nnd  von  dieser  abgewandt  und  2.  die  zusammengesetzte  Centrifugal- 
beachlennignng  Sau,,  senkrecht  sn  der  Richtung  der  Ebene,  welche  sogleich 
parallel  ISuR  mit  der  Erdaze  und  der  relativen  Geschwindigkeit  von  Jlf  und  zwar 
nach  der  Seite  hin  gerichtet,  welche  dem  Drehnngssinne  von  n  abgewandt  ist. 
Für  die  relative  Robe  des  Punktes  M  verschwindet  auch  noch  die  msammen- 
gesetste  Centrifagalbesehleunigung  und  ist  die  relative  Beschleunigung  blos  die 
Resnltante  ans  der  absoluten  nnd  der  Centrifogalbescbteanigung. 

Die  Beschlennignng  g  der  Schwere,  welche  wir  beobachten,  ist  die  Resnltante 
der  absoluten  Beschlennignng  der  Schwere  (7,  wie  sie  bei  mhender  Erde  stattfin- 
den würde  und  der  GeotritngalbeschlenDignng  m'r.  O  bildet  uch  al«  Resultante 
ans  den  s&mmtlichen  Beschlennigungen ,  welche  der  bewegliche  Pnokt  Jlf  darch 
die  Einwirkung  der  Pnnkte  der  Erde  erleidetl  Für  die  Erde  als  homogene  oder 
auch  als  aus  homogenen  Schichten  gebildete  Engel  ist  Q  nach  dem  Mittelpunkte 
gerichtet  nnd  variirt  mit  dem  reciproken  Quadrate  des  Abstaudea  des  Punktes 
von  diesem  Mittelpunkte.    Da  aber  der  mittlere  Abstand  der  Erdoberfl&cbe  vom 

8CBU.I:,  Haobuilli.  I.  M   /  -  T 
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Mittelpunkt  9b9fi  Heilen  oder  6  376  000  Meter  betAgt,  m  i«t  für  getinge  £r- 
hebnngen  Aber  die  Erdoberflache  G  als  Ganetant  aiuaeelieii.  Die  Centiifagkt- 
beechlennigung  variirt  mit  dem  Abatande  r  des  Funkt««  toh  der  Erdaze;  für  mitt- 
lere Bieiten  ist  dieser  gleicbhlls  sebr  groet  (gegen  4, 780  000  Meter)  und  bringen 
geringere  OrtsTeränderoDgen  in  der  OrCase  der  CeQtrifbgEdbescblenmgiing  nar 
sehr  schwache  Di£Fereazen  herror.  Daher  kann  in  den  folgenden  Untersnchnugen, 
wenn  fQr  dieaelbeu  nur  geringe  Ortsunteraobiede  in  Ansprach  genonunen  werden, 
die  relative  Beschlennignng  g  der  Schwere  als  constant  nach  IntensttU  nnd  Rich- 
tung augeeehen  werden.  Da  aber  in  g  bereits  die  Centrifagalbeecbleunigang  mit 
aufgenommen  ist,  so  kommt,  wenn  es  eich  um  die  Bewegung  eines  bloe  schweren 
Punktes  handelt,  für  denaetbeu  bloi  noch  die  lusammengeeetite  Ceutrifagalbeechlen- 
nignng  in  Frage.  Indessen  gilt  dies  nnr  miter  der  VoraiusetBiuig,  dess  in  der 
GrOsse  u'r  der  Abstand  r  sich  nur  wenig  mit  der  Lagen&nderung  des  bew^- 
liehen  Pmüctes  ändere.  In  der  N&he  des  Poles  siad  solche  Aendeningen  aber 
bedeutend,  daher  wird  fOr  die  N&be  des  beweglichen  Pnnkte«  am  Pole  eine  be- 
sondere Untersuchung  geführt  weiden  mOssen. 

$.  7.  Relative  Ruhe  eines  schweren  Pnoktes.  Derselbe  befinde  sich 
zun&chst  nnter  dem  Aeqnator.  Dort  eind  sich  die  absolnte  Schwere  und  die  Cen- 
trifi^albeachleunigtuig  direct  entgegengesetst;  man  hat  ^so,  wenn  R  den  Radias 
des  AequatoTH  bedeutet, 

gm.G  —  »'B. 
Hit  Rücksicht  darauf,  dass  der  Ümbng  des  Aequators  inS  ~  40  000000  Het«r 
und  wenn  T  —  8ei64,l  See.  die  Umdrehnngsieit  der  Erde,  also  m  —  -=   und  für 

g  —  9,S0g  896,  erhält  man  fftr  das  VerhUteiss  der  Centcifugalbeschlennigong  «<A 
am  Aeqnator  tnr  beobachteten  Beschleunigung  g  der  Schwere  naheto 

/2«\'  B        _1_         1 

\t}    g  "sefl"  17*' 

d.  h.  ffir  die  Centrifiigalbeschleunignng  am  Aeqnator  *-, ,  sodass  g  •—  ß  —  -^j , 
also  g  —  (7  |l  -|-       -,|       —  6'  —  ■    ^  wird.     Es  tilgt  also  die  Centfifagalbe- 

schleuniguDg  — =^  der  absoluten  Schwere.    Würde  die  Winkelgeschwindigkeit  der 

p:rde  plötzlich  das  I7fache  werden,  so  würde  die  Centrifngalbeschlennignng  «t*R 
auf  das  17'fache  steigen,  also  gleich  G  werden;  in  Folge 
,    dessen  verschwände  g  und  wBrde  am  Aeqnator  gar  keine 
Beschlennignug  der   Schwere   mehr  beobachtet  werden; 
die  KOrper  würden  nicht  mehr  Eur  Erde  fidlen. 

Um  die  Rechnung  für  die  Breite  1  darchmfOhren,  hat 
man  für  die  kogelfOnnige  Erde  (Fig.  S19) 

j(>  ^  Ö'  +  m'  r*  —  2  (7(o'r  cos  l , 
woraus  mit  Rücksicht  auf  r  ^  S  cos  1  und  darauf,  dan 
u'R  »-  —^,  nümlich  gleich  der  CentrifugalbeschleuoiguDg 
3  AequatOT  ist,  folgt: 

j7  =  0  A  —  Ji  eosuV  ™  G  -    j'j;coB«l. 
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Bi  wild  demnach  die  Rbsotote  Schwere  durch  die  CentriftigalbeKhleani^iuig  um 
ein  Olied  vermindeii,  welche«  dem  Qaodnte  des  Conons  der  geographischen  Breite 
proportionBl  iai  Hierbei  ist  aaf  die  Abweichung  der  Erde  von  der  Eogelgestiilt 
keine  Rflcksicht  genommenj  würde  ancb  diese  in  Rechnung  gesogen,  so  würde 
sich  eine  weitere,  gleich&IU  dem  Qoadrate  des  Coedmia  der  Breite  proportionale 
Vennindenuig  ergeben. 

f.  8.  Belative  Bewegung  eines  sohweten  Punktes  anf  der  Uori- 
sontftlebene  nntei  der  Breite  1.  Wir  w&hlen  mit  Tilgnng  der  Accente  an 
den  Coordinaten  mr  xy- Ebene  die  Horixoutalebene, 
auf  welcher  der  bewegliche  Punkt  bleiben  soll  und 
und  Ewar  snr  Aie  der  x  die  Tangente  des  Parallet- 
kreises  (Fig.  214),  positiv  nach  Osten  gerechnet,  znr 
y-Aze  die  Tangente  des  Meridians  odei  die  Hittagt- 
linie,  positiv  nach  S&den  gerichtet  nnd  snr  c-Aie  die 
Vertikale,  positiv  nach  oben.  Da  die  Erde  sich  von 
Westen  nach  Osten  dreht,  so  ist  die  Linie,  welche 
m  darstellt,  anf  der  Erdaze  nach  Baden  gerichtet 
an&D^agen  nnd  bildet  mit  den  positiren  Axen  der 
yig  ji^  X,  y,  t  die  Winkel  ^x,  l,  ^x  -|-  1;   daher  werden 

■n^  ^  0,  »^  ^»  cosl,  <a,<—  —  o  sin  1.  Die  Compo- 
nenten  dei  losammengesetctMn  Oentrif a  galbeschlennigong  sind  daher  mit  RCok- 
sicht  anf  <  w  0  nnd  folglich  ^  —  0  ftli  alle  Werthe  von  t,  weil  der  bewegliche 
Ponkt  anf  der  Horizontalen  bleibt: 

~  Z. losinl^,    -  y.-.<»siol^,    —  Z„— 8»cosl^ 

dt  "  dt  "  dt 

und  hiermit  werden  die  Gleichnngen  der  Bewegung 


df' 


S  0  cos  I ' 


+  S--«', 


wo  N  die  Widerstandsbeschleunigang  der  Horiiontalebene  bedentet 

Bildet  man  mit  ihrer  Hfllfb  die  GrOsse  4t  3!^  +  ^  jtt  • 
dt  dt'        dt  dt' 

diese  und  erh&lt  mnii,  wenn  v^  die  relative  Anfangsgeschwindigkeit  beteiohnet. 


,   so    verschwindet 


d-ir+fö)" 


-«!. 


d.  h.  es  bleibt  die  Geschwindigkeit  der  GrOsse  nach  constant  Dies  ist  auch  von 
vornherein  einlenohtend,  denn  die  relative  Beschleunigung  der  Schwere  ist  als 
constant  nach  QrOsee  und  Biohtong  angenommen  und  da  de  senkrecht  inr  Bahn 
des  Pnnktee  ist,  so  ist  ihre  Elementararbeit  Nnll;  die  Elementaraibeit  der  Eosam- 
mengesetcten  Centrifhgalbeschlennigung  ist  aber  ohnehin  immer  Nnllj  es  ist  also 
alle  Elementararbeit  m  jeder  Zeit  Nnll  und  daher  aacb  (2  .  ^  e*  ■>  0. 

Integrirt  man  die  beiden  ersten  Gleichnngen  einsein,  so  erhUt  man,  wenn 
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die  An&ngBlage  Aes  Panktei  der  Coordinatenvraprong  and  «  der  Winkel  iat,  den 
Tg  mit  der  x-Aie  bildet,  für  die  Componenteo  die  Oeachvindigkeit 

p,  =■  -r-  =  «0  KW  «  —  2  w  Bin  J  .  y ,      »„  =  ^r?  —  o,  ain  «  +  8  «  sin  1 .  a; 

'      dt         °  "       V       dt  ■     '  ' 

und  weil  {'rr)    -h  (  jt)    "^  ^i  ^^^i  ergibt  eicb  ala  relaUTe  Bftbn  dei  Paaktea  der 
Kreis 

vom  Radina      ■  ■* — r  und  den  Hittelpnnktscoordinaiten 

ff,  sin  a  v,  CM  a 

*'  ~  ~  2a>  ainX'    *'  ""  2»eial' 

Dividirt  man  t>,  durch  den  Sadios  dea  Ereitee,  so  drückt  der  Quotient  o  c^  2  «  ain  1 

die  Winkelgeschwindigkeit  ans,  mit  welcher  der  Radios  der  Bewegung  dea  Pank- 

tea   folgt;   dieselbe  iat  unabhängig  von  Cg,    also  fSr  alle  Bewegungen  dieselbe. 

Fflr  die  Breite  von  80°  iat  der  Eadiua  dea  Ereliea     nf^^j~  ""  18698  .  v„.    Die 
Zeit  t,  nach  welcher  der  Punkt  an  aeiuen  Auagangaort  lurSckiiik ehren  strebt,  iit 

Nach  der  Zeit  t,  hat  der  bew^liche  Punkt  auf  dem  Kreise  einen  Weg  znrflck- 


gel^^  deaten  Projection  anf  die  Richtung  *on  ff,  den  Werth  '  ~  ä 


I  Bin  X 


hat  und  aeine  Abweichung  von  dieser  Richtung  betrugt  d  >»  - — *.       (1  —  coaot). 

Entwickelt  man  ain  tat  and  cos  ot  in  Reihen  nnd  nimmt  ffir  kleine  (  der«i  An- 
faugsglieder,  so  erh&lt  man  vermOge  der  Bedeutung  von  e  die  AnadrOcke  e  —  p,  f ; 

Die   dritte   der  obigen   Gleichungen :  Q=— ia  cot  X^-}-g~N  liefert 

die  Widerstandsheachleunignng ,   welche   die  Horiiontalebene  leisten  mosa.    FOr 
a  ^^  \v  bewegt  aich  der  Punkt  anfanga  in  der  Richtung  des  Meridians  nnd  ist 

-j-=  0,  also  N  —  g;  Kr  a  —  0  geht  er  Ton  Weeten  nach  Osten  nnd  iat  y  =  0, 

--  —  Po,  also  ^  =  9  —  Sis  Cg  coa  1;  fflr  u  »  s  wird  JT  —  ff  +  2isp,  coal. 

Unter  dem  Aeqnator  ist  1  ^  0,  alao  der  Radina  der  Bahn  unendlich  gros«; 
dort  beachreibt  der  Paukt  eine  Gerade  und  weicht  also  nicht  von  der  Riobtnog 

von  v„  ab,  indeaseo  ist  der  Widerstand  N  —  g  —  2  a>  —  ■ 

FOr  den  Pol  jnuu  die  ganse  Uutenuchoug  etwas  anders  gefQhrt  werden,  da 
dort  die  Votauasetinng  nicht  mehr  aolfiMig  iat,  dass  der  Abstand  des  beweglieben 
Punktes  ron  der  Erdaze  sich  nur  wenig  im  Laufe,  der  Bewegung  Andere.  Am 
Pole  ist  die  relative  Qeachwindigkeit  aeulnecht  sur  Erdaie;  es  fällt  mithin  die 
lusammengenetcte  Centrifugalbeachleunignng  in  die  Horizontalebeae.  Man  erhftlt 
dort..die  Bewegungagleichungen . 
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worin   die  Gliedei   a''x,  a'y  tod  der  CentrifagBlbeschlennigting  te^r  herrfilircn. 
Behnfg  der  Intef^tiou  ist 

dt  df  "T"  dl  dl'  \    Ji   ■"■  ^  dt/  • 

ei)' + G-?)'  -  •' + -  <- + »'>•  -"'  '•-"■+ '■'•■ 
'"'9  -  »S"  -  -  i'rtf  i?)  "•  4r  - '  s  - » <^- + »•)  ■ 

Diese  beiden  GleichongeD  lind  identiich  mit 

/<Ir\'    ,     ,id»\'         ,    ,     ■,  ,         ^     rfe 

und  aus  ihnen  folgt  9  »  tat,  r  ■>  Vo(,  oder  aUo 


d,  h.  der  Punkt  beicbnibt  eine  archimediBclie  Spirale  am  den  Pol. 

8-  9.  Relative  Bewegung  einei  freien  schweren  Punktes.  Wählen 
wir  den  Ursprung  des  CoordinatensjstemB  in  der  An&ngBlage  des  Punktes,  die 
2-Aie  in  der  Meridianebene  parallel  dei  Erdaie  und  positiv  nach  Norden,  die 
y-Axe  in  der  Richtung  des  Radius  des  Farallelkreises,  positiv  nach  auueo,  lur 
x-Axe  die  Tangente  des  Patallelkreises,  positiv  nsch  Osten  gerichtet,  so  aind  unter 
der  Breite  1  dio  Conponenten  der  Beschleunigung  der  relativen  Schwere: 

0  ,    —  j  cos  i  ,    —  j  sia  I 
and  die  der  snsammengesetzten  Centrifagalbescbleunignng  —im  ■-■■ ,  So  -jt  >  0 
und  hiermit  die  Bewegungsgleichangeni 

d*x  „     du      d'u       „     dx  ,      d'#  .    , 

dieselben  liefern,  wenn  a,  6,  c  die  Oonponenten  der  Anfangageach windigkeit  o, 
bezeichnen  fDr  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  eur  Zeit  t: 

_      _    „   ^y_ 

dt 

Dies  Qleicbungssjstem  ist  linear  und  also  nach  bekannten  Methoden  leicht  integrir- 
bai.  Die  dritte  Gleichung  gibt  anmittelbar  z  •^  et  —  ^^sinX.t'i  die  Combina- 
tion  der  beiden  ersten  der  nrsprfinglichon  Gleicbangen  zweiter  Ordnung  behofs 
Bildung  der  lebendigen  Kraft  liefert 

dx  d'x   ,   dy  d'y  ,     du 

und  folglich 

t[(^^)"+(^?n-«-+")--'-»- 


j-o-S.},    -,2-6  +  !««- jco.I.I,    j^  -c-gmX.I. 


Seist  man  in  diese  Oleichnng  den  Werth  -17  .~  t  —  3<>>y  ein,  eo  folgt 
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yt'  +  Hiam  —  j  CM  t>y  —  4«V 

Hienna  «igibt  iioh,  indem  m&n  abkflnend  5—  —  Pi    7-7 —  «    leti 

nach  leichter  Tr&iufonnBtiOD 

2at  —  Are  lin  -  ^  Are  lin  ■■■     


nnd  hieraus,  indem  man  rechta  and  linka  Sinngge  Dimmt  nach  Wiedereinfühmog 
der  Werthe  für  a  nnd  ß: 

4(D*y  >—  ("ina  —  g  co»  i)  (1  —  coa  Sut)  -\-  Sw6  sin  S«(. 
Hierzu  liefert  die  Gleidiung  -rr  —  a  —  3«y : 

,  _  .1  _  '•"-_»,'»■'  (2.1  -  u,  2»1)  -  ^-  (1  -  CM  !«1). 

Demnach  ist  die  LOsang  des  Problems  in  folgendem  GleichQDgisjateme  enthalten; 

a:  —  ^^V^  (araf  —  sin  Sa*)  +  ^  —  sin  2»i  -  {  ~  (i  —  eoiimt), 

j  —  et  —  i  (7  sin  i  .  *' ; 
(j,  =  a—  aojy,     d^  —  6  +  2<na;  -  g  cos  l .  t ,     v,  —  c~gnnl.t. 

Wir  leiten  hieraus  in  den  folgenden  Paragraphen  die  Sehandlong  einiger  epedeller 
I%lle  ab. 

§.  10.  Relative  Bewegung  eines  frei  fallenden  schweren  Punktes. 
Kür  dieselbe  ist  m  Betien  a  —  ö  —  c  —  r,  «vO.  Dann  sind  die  Gleichungen  für 
die  Lage  und  Geschwindigkeit  des  Punktes 

*-     ^^(a<Di-sina«>(),   p,--a»y 

„  cos  1  *"*"  -jCy<!Oil+««inl) 

^—  —  "^       ,     (1  —  cos  Sät),        «^  =       2iBX~gcoal.t 

«  —  —  i  j  sin  1  .  (' ,  r^  =  —  ij  Bio  I .  ( . 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  »eigen,  dass  die  Projection  der  Bahn  des  Punktes 
auf  die  Ebene  des  Parallelkreioes  der  Anfiwgslage  ein  Cjcloldenbogen  ist;  die 
CycloTde  hat  die  Linie  von  Osten  nach  Westen  zur  Bads  and  li^  dem  Mittel- 
punkte des  Parallelkieises  angewandt;  der  Radius  des  W&linngskieisea  ist  ■       ^  ■ 

nnd  der  W&lsnngnrinkel  snr  Zeit  t  gleich  2«(.  Det  WUzungskteia  dreht  (ich 
daher  mit  der  doppelten  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  nm.  Die  fibrigen  Com- 
binationeit  der  drei  ersten  Gleichungen  ed  Bweien  geben  die  Projectionen  der  Bahn 
auf  den  Meridian  nnd  die  zur  Erdaxe  parallele  Ebene  der  xt.  Da  y  und  (  negativ 
aittd,  ao  folgt,  dasa  die  Projeotionen  dea  feilenden  Punktes  dem  Mittelpmikte  des 
Faratlelkreiaea  nnd  der  Ebene  dei  Aeqnators  anfallen. 

Die  vorliegende  notereuchnng  gilt  fibrigena  nur  fffr  mittlere  Breiten,  um  die 
Grenie  der  Pr&ciaion  der  Formeln  sn  beaUmmen,    muaa  daran  erinnert  wmden, 


DigiLizedbyCoOj^Ic 


IL  Th.,Cftp.  XVI,«.  10.11.  Beut.  Beweg,  e.  uhweren  P.  an  d.  Oberfl.  d.  Erde.  535 
dam  die  Intensität  g  dei  BewUenniguDg  der  Schwere  in  dei  EShe  h  aber  der 
Erdoberfläche  (»,  S,  34Ö)  durch  die  Formel  —  —  ,_    ,  -^.^  :  -=f  gegeben  wird,  kdi 

welcher  man  fdr  die  Differenz  ^g  —  J  —  ?*  die  NUieniDgafonnel  d^  —  -^ 

eoQstnürt.  Der  ErdrKdins  iit  im  UiUel  B  —  M16000  Meter,  daher  wOrde  fOr 
h  —  SOOO  Meter  g  um  0,008  varürea.    FOr  mittlere  Breiten,  wie  *.  B.  fBr  Paria, 

betr^  der  Badiu  des  WÜnDgikreiM*  der  Cyclolde  ^  ""j-  —  803748eB0  Meter 
und  da  derae^ie  mit  der  Winkelgeichwindigkeit  8m  äth  nmdrebt,  eo  würde  er 
ta  einer  Tollen  Umdrehung  4S083  Secanden,  in  i  Grad  tiao  2>,tllB  SecnodeD 
gebiaoeben.  In  dieaer  Zeit  mit  der  Ponkl  aber  tod  der  H6he  von  4SB0  Meter, 
einer  HOfae,  fOi  welche  die  Yariation  rum  g  hereiti  grSaMr  ala  0,008  iet.  Mao 
wird  aUo  die  obigon  Formeln  nicht  Aber  t  ••>  99,918  oder  80  Secondea  ausdehnen 
dOrTen.    Dafflr  bleibt  S«f  anter  0,00U8  und  wenn  man  x,  y,  t  in  Reihen  nach  t 

entwickelt,  so  wird  —  (2we)'  erst  an  der  21.  Stelle  eine  Ziffer  liefern  and  werden 

für  X,  y,  z  folgende  Formeln  bis  inr  16.  Decimale  exact  aeint 

x-^  \gta  cDtl  .t' ,   y  —  —  ij(  C08  i  .  (' +  ijfti'coB  1 .  (',   *  —  —  i3  ain  1.  ('. 

TTaneformirt  man  die  Cooidinateniisea  so  (Fig.  21&},  das«  die  2-Aie  die  Vertikale 

der  Anfangslage  positiv  anfwärts  nud  die  y-Axe  die  Tangente  des  Hendiaus,  poattiv 

voD  Norden  nach  Sflden  gerechnet  wird,    während  die 

i|  x-Axe  blnbt,  so  werden  die  Denen  Coordinnten  x\  y\  t 

■  *»  z'  I—  X,   y'  •>•  y  sin  I  —  2  cos  H,  z  =y  coa  1  +  s  sin  1  und 

^\  folglich 

\i JC  X-  ii,»COil.t', 

^^^  y'=        iffu'-inlcosl.i*, 

'    /  f' ^ffl'+  iffto'cosU.C. 

'^'  Hiin  sieht  hierans,  dass   die  Abweichung  den  Punktes 

''"■  *"■  nach  Osten  vorwiegt,  dasi  etae  sehr  kleine  Abweichung 

nach  Saden  stattfindet  und  dasa  die  FallbOhe  um  ein  Unbedeutend ei  verringert 
wird  darch  die  Rotation  der  Erde.  Vemacbl&Migt  man  die  mit  dem  Quadrate 
»on  M  behafteten  Glieder,  so  wird  a:'  —  iyw  cos  1 .  (',  y'  — 0,  t  —  —  ^gf.  Die 
Bahn   stellt  sich   dann  approximativ  anter   der  Form   der  Neil'Bcben  Parabel 

.  (_  z')     in  der  Vertikalebene  von  Westen  naoh  Osten  dar. 

Relative  Bewegung  eines  vertikal  in  die  HCbe  geschleu- 
derten Ponktes.  Fflr  denselben  ist  a  —  0,  ft  —  p„  cos  1,  c  —  p„  sin  i,  mithin 
nach  9-  9: 

x-.2J?^(2»(-sin2«i)-i^Vl-C0B2»().    .,--8.j, 

y_iE»^l*8inS»(_-^5Hli(i_co8  2»0.  ",—     f,i:oal+2flia:— ffcosl.t 

i:  =-  B,  Bio  I .  (  —  i  jj  sin  l .  (' ,  P,  —      !■„  sin  1  —  j)  sin  1 .  ( . 

Man  kann  aebr  leicht  die  Bahn  der  Projection  des  Puuktea  auf  die  Kbene  des 
ParaUelkreisei  ermitteln.  Zu  dem  Ende  schreiben  wir  die  beiden  ersten  Glei- 
chungen so: 


.-il/I, 
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und  setieti 

~  i (1  —  COB  2<ot)  "  £  ,    \  -S Bin  imt  —  ij , 

wodnrah  wir  erhalten 

welches  in  Being  auf  ein  in  TranslatiDn  begrifieues,  in  der  Ebene  dee  Parallel- 
kreises  beweglichea  Syetem,  deuen  Funkte  sbnmtlich  Bahnen,  congraent  mit  der 
Bahn  dee  Punktes  £,  ti  beschreiben,  die  Oleichaogen  einer  Cjclolde  von  deraeiben 
Beschaffenheit,  wie  die  des  %.  10  sind.    Der  Ponkt  £,  17  beschreibt  aber  einen  Kreis 

(.    ,    ,  Pb  cos  A*   ,      ,       /,  p.  COB  1\'          _   ,.      ,  V.  cos  l     ,  „.„  ,       , . 

i  +  i  — 1    +1=14  — )    vom  Radios  \  — ,  dessen  Mittelponkt 

die  Coordinaten  J  =  —  i ,  ij  =  0  hat.  Der  Eadies  dieses  Kreises,  wel- 
cher nach  dem  Projeotionspankte  x,  y  fährt,  dreht  sich  in  der  Ebene  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  gm  in  entgegen  gesetztem  Sinne,  wie  die  Erde.  Die  Pro- 
jection  des  beweglichen  Punktes  ist  also  ein  Punkt  anf  dem  Umfonge  eines  Kreises 

Tom  Radins  — ■— ,■  ,  welcher  auf  einer  snr  Linie  von  Westen  nach  Osten  pwallet 
fortrückenden  Geraden  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  2<d  rollt,  deren  Punkte 
sämmtlich  Kreise  beschreiben,  parallel  und  gleich  dem  vom  Pnnkte  (f ,  q)  beechrie- 
benen.    Anfang«  findet  eine  Abweichung  nach  Westen  statt,  sp&ter  nach  Osten. 

Das  Maximnm  der  westlichen  Abweichong  wird  zur  Zeit  erreicht,  welche  -jr  <—  0 
macht  Diese  Bedingung  liefert  ■  ■—  ■  t  =  —^ ;  da  tat  sehr  klein  bleibt,  so  folgt 
hieraus  approiimativ  t  •= — -,    also   doppelt  so   gross,   wie  die  Steigzeit  eines 

Punktes  von  der  Qeschwindigkeit  v^  bei  ruhender  Erde. 
Entwickelt  man  in  Reiben,  so  erhält  man 
a:  —  —  r„i»  cos  1  .  (•  +  J301  cos  1  ,  l' , 

y—       p„cos  J  .(  — ijcosl.  ('-  Jc,<o'co8i.  t»  +  ij<»'coeJ.f, 
«  =       D,  sinJl.  (  —  ^jsinl  .  <*. 
Ttansformirt  man  das  Coordinatensystem,  sodass  die  y-Axe  horisontal,  die  i-Aie 
vertikal   wird,    d.  h.    snbstitnirt  man  in  die  Gleichungen  y'  ->  y  sin  1  —  c  cos  X , 
t   — >  jf  cos  1  -|-  I  sin  1 ,  wie  §.   10,  so  ei^bt  sich; 
Sf'-io,'sinlcosl(3  (*-*»,(■), 

w&hiend  x  =  x  bleibt.   Weiter: 

^  =  |«'sinIcoeZ{j;t»  —  »PjC),    ^  —  "0  —  fft  +  i»' cos"  i(jt»  —  8e,(»)- 

Die  Steigzeit  ergibt   sich  aus  der  Bedingung  -jt  ~  *)  ■    Sie  ist  nur  sehr  wenig 
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Tenchieden  von  der  Sleigseit  bei  rohendei  Erde.    Nimmt  man  fSr  sie  also  ( •—  —  , 
M>  ergibt  sich  hienu  die  Steighöhe  A  an*  der  Formel  fDr  /: 

Die  Gleichang  fQr  y'  leigt,  da*«  im  Meridian  eine  Äbweiefanng  nach  Norden  riatt- 

findet;   fOr  die  bOchste  Lage  i«t  dieielbe  J  m'  sin  it  coa  1 .  — ;  sie  ist  sehr  gering. 

Die  Abweichung  nach  Westen,  welche  die  Formel  fSr  x  ergibt,  ist  fOr  die  hAchst« 

Höhe  —  }«)  coa  Ihy —    Dieae  Äbweicbnng  ist  doppelt  lo  grow,  als  die  Östliche 

Abweichung,  welche  der  Punkt  bei  freiem  Falle  von  der  HObe  h  erleiden  wflrde. 
§.  12.  Relative  Bewegung  eines  schweren  Punktes  von  beliebig 
gerichteter  Anfangsgeachwindigkeit  In  diesem  Falle  sind  alle  drei  Com- 
ponenten  a,  b,  c  der  Anfangsgeachwindigkeit  von  Null  verschieden;  daher  hat  man 
die  allgemeinen  Qleichnngea  des  %.  9  2U  discntiren.  Wir  achreiben  dieselben  be- 
hufs ihrer  Interpretation  so: 


"b^  ain  2«(  -  i  A  (1  _  cos  8«()]  -      4^  t*"'  " 


a2mt) 


y  _  U—sin  2o>i  —  i—  (1  —  cos  2o>()J  —  —  ~— j-  (1  —  coa  Ssif) 
g^et  —  ignal  .t^. 
SeUt  man  wieder 

S  —  i  —  Bin8»(  —  i—  (1  —  coaawt),     ii=-i  — ainamt—  1  —  (1  — cos2o>t), 

to  erkennt  man,  daai  die  Gleichungen 

37  — {-?^ii(2»(  — sin2o.t),    y-tj £i2ii  (i  _  ooa  2  oj() 

auf  einer  im  Parallelkreise  in  Translation  begriffenen  Ebene  eine  Cyclo'ide  bestim- 
men. Die  Basis  derselben  bleibt  der  Tangente  des  Parallelkreisea  parallel;  der 
WAlzongskreia  bat,  wie  früher,  die  Winkelgeschwindigkeit  2»,  die  Translaiions- 
balia  ist  anch  hier  ein  Kreis,  dessen  Hittelpunkt  aber  nicht  mehr  in  der  Tangente 
des  Parallelkreisea  liegt    Die  Gleichung  dieses  Kreises  ist 

('+*i)"+('-*Tr-(*i)'+{»i)'^ 

der  Mittelpunkt  hat  die  Coordinaten  £ev  —  ^  — ,    ij  -•  ^  —  und  der  Radius  be- 


tragt  i^ 

Um  alle  Obrigeii  UmsUlnde  der  Bewegung  mit  genflgender  Genauigkeit  su 
erörtern,  wollen  wir  x,  y,  t  in  Reihen  entwickeln,  aber  die  Glieder,  welche  m' 
enthalten,  unterdrücken.     Wir  erhalten  dadurch 

x-~at  —  bat'  +  i  (0^  cos  1  .  t" 

S~bt  +  (fl>a-igC0Bl).t' 

Grösserer  Bequemlichkeit  wegen  wollen  wir  aber  ab  a;'y' -Ebene  den  Horitont,  als 
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s'-Axe  die  Vertikale,  positiv  nach  oben  gerechnet,  aiinebmen  nnd  dabei  die  y'-Axe 
io  die  Richtnng  der  Projeotion  der  Anfaugagegchwindigkeit  t>,  auf  den  Homont 
legen,  positiv  im  Sinne  dieser  Piojaction  gereclmet,  wUirend  die  x'-Aze  lenkrecht 
anf  der  datcfa  o,  geltenden  VertikalebeDe  stehen  soll,  positiv  nach  links  geuommeD 
tut  einen  im  Sinne  der  Projectiou  von  e,  sehenden  Pnnkt.  Die  Bichtong  der 
Anfangsgeschirindigkeit  sei  bestimmt  dorch  den  Winkel  «  ihrer  Vertikalebene 
mit  dem  Meridian  (poütiv  nach  links)  nnd  den  Winkel  9,  den  sie  mit  dem  Hori- 
aonte  bildet.  Au  den  aphärischen  Dreiecken,  welche  auf  einer  tun  den  Unpmng 
beschriebenen  Kngel  die  Bicbtnngen  von  x,  y,  t,  x,  y,  t;  v„  and  seine  Projeefcioa 
anf  den  Horiaont  bestimmen,  ergeben  nch  dann 

a  i~  Vg  00s  7  sin  d ,    b  ^  v„  (sin  9  cos  1  -f-  cos  ip  cos  n  sin  l) , 
c  '—t^  (sin  qo  sin  1  ~  CO»  9  CM  B  cos  1) 

x  —  X  cos  a  —  y  sin  a  sin  1  -f-  '  "i"  «  cos  l , 
y'  E-  X  sin  o  -|-  y  cos  «  sin  1  —  £  cos  K  cos  1 , 
«■  =  y  cos  1  +  e  sin  I 
und  hiermit  also 

x  =-  ~  (»Dg  (cos  9sinl  +  oosaring>  ooa  Jl)<'  +  ^ng  w»  a  wtl  .f,  ' 
if  —       p,  cos  ip  .t  —  Og(D  sin  a  sin  qo  cos  1 .  t*  -|-  ^  m^  sin  a  cos  1 .  t*, 
*  —        Do  sin  9.*  +  [0,,»  sin  B  cos  9  cos Z  —  ^p)('. 
Ans  diesen  Formeln  siebt  mau  nachstehende  Folgerungen: 
1.    FOr  e  °°  0  erhUt  man  die  Flugzeit  I,  : 

2p,  ain  9 

'       g  —  9  Ol  r,  sin  M  cos  tp  cos  l 

FUlt  »a  in  den  Meridian,  so  ist  b  —  0,  also  (,  —  ■  "*  "°  ^ ,  dietelbe  Dauer,  wie 
g 

nach  S.  368  bei  stillstehender  Erde.    Ist  a  positiv,  liegt  also  c,  anf  der  Ostaeite 

des  Meridians,  so  ist  t,  etvrsa  giSsser,  für  die  Westseite  des  Meridian*  ist  l,  etwas 

kleiner,  als  dieser  Werth,  doch  sind  die  unterschiede  sehr  gering,  sodass   man 


als  Mittelverth  annehmen  kann. 


2.  Die  Formel  für  y  liefert  die  Wurfweite  w ,  wenn  man  den  Wertb  für  1, 
in  sie  einführt  Mit  UQlfe  des  eben  gegebenen  mhemngswertbes  fOr  1,  erl^t 
man  k  etwas  grOsser  oder  kleiner,  ab  nie  die  ruhende  Erde,  je  nachdem  e,  west- 
lich oder  estlich  gegen  den  Meridian  geneigt  ist;  für  den  Meridian  aelbat  ist  w 
genau  ebenso  gross,  wie  bei  ruhender  Erde. 

3.  Die  Formel  fOr  x'  liefert,  indem  man  t,  in  sie  einaetit,  die  Abweichung  i 
nach  rechts  oder  links  von  der  vertikalen  Zielebene.    Hau  findet 

tg9/ 

Die  Abweichung  ist  nach  rechte  gerichtet,  so  lange  die  Parenthese  positiv,  welcfaei 
immer  stattfindet,  so  lange  tg  9  <  8  tg  1  ist;  sie  ist  in  diesem  Sinne  bei  gleichen 
Werthen  9  ein  Maximum  fflr  d  —  0,  d.  h.  fOt  das  Zielen  im  Meridian  von  Horden 
nach  Süden;  sie  wird  ein  Minimum  für  das  Zielen  von  Süden  nach  Norden.  Wird 
'K  ¥  >  8  tg  1 ,  80  wird  bei  einem  gewissen  Werthe  von  «  die  Parenthese  negativ 
dann  Allt  die  Abw^chnog  nach  Unks  von  der  Zielebene.  Fit  den  Aequator  ist 
f  _  —  I  B  "'  "°  ^  cos  B .    Die  Abweichung  wigt  nach  links  beim  Sohuss  von 


-f"'-^^'  «»"  +  '5 
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BUen  nach  Norden,  wtch  rechU  im  nmgekefarten  Falle;  aie  ist  Null  fSr  den  Behau 
von  Weeten  nach  Osten  oder  von  Osten  nach  Westen. 

TgL  fiber  die  Probleme  der  gS-  6—13: 

Page,  MonTetnenta  TeUtifa  ä  la  smfaoe  de  la  terre  (Nonv.  Ann.  de  Hathäm. 
2™  Sörie,  T.  YI  (1867),  pp.  97,  887,  «1). 

Beta],  MdUiode  directe  ponr  d^tenniner  rinflneoce  de  In  rotntion  de  la  tene 
■or  la  ebnte  dea  giaves  {Nonv.  Annales  de  Math.  S^"  B6r.  T.  XI,  p,  S4B)  und  Inter- 
pir^tion  geomAriqne  de  la  tn^ectoire  apparente  d'nn  projectile  dans  le  vide  (T.  XI, 
p.  433). 

S-  13.    Einige  UebnngBbeispiele. 

Nr.  1.  Ein  Pnnkt  wird  nach  einem  bewegllobeo  Centnim  hin  proportional 
■einer  Entfemong  von  ilun  besebletmigt;  du  Centmm  beschreibt  eine  Gerade  mit 
oonstuter  Geschwindigkeit;  die  Richtnng  der  AnfangageschwiDdigkeit  decPonktea 
RÜlt  mit  der  Gkiaden,  welche  das  Centmm  beschreibt,  in  eine  Ebene.  Hon  soll 
die  relative  nnd  die  absolnte  Bewegung  des  Fnnktea  bestimmen. 

Die  Gerade,  welche  das  Ceetnim  dmchUnft,  sei  die  a:-Aie  eines  rechtwink- 
ligen Sjsteme  der  xy;  a,  f  die  Componenten  der  Anfangsgeschwindigkeit  des 
Centrams,  o,  6  die  der  Anfangsgeschwindigkeit  des  Punktes,  m,  n  die  Coordinatea 
seiner  Anbogslage,  ft  die  StSrke  der  Bescblennignog  in  der  Einheit  der  Entfer- 
nung vom  Cenbmm. 

Nr.  2.  Ein  schwerer  Pnnkt  Allt  auf  einer  schiefen  Ebene.  Diese  Ebene  be- 
sitzt eine  gleichförmige  Translationsbewegong  von  geradliniger  Beschaffenheit,  so 
swar,  dass  die  Linie  des  steilsten  Abfalles  immer  in  derselben  Tertikolebene  bleibt. 
Man  soll  die  absolnte  Bewegung  des  Punktes  beatinimen.  —  Dieselbe  Anfgabe  fQr 
den  Fall,  dois  die  Translation  der  Ebene  gleichfSmug  beschleunigt  ist 

Nr.  8.  Ein  Punkt,  der  Schwere  unterworfen,  bewegt  sich  auf  einer  geneigten 
Geraden  (befindet  sich  s.  B.  in  einer  engen  ROhre);  die  Gerade  beschreibt  um 
die  Vertikale  eine  Eegelfl&che  mit  kreisförmigem  Schnitt  senkrecht  zur  Tertikaien 
mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit,  welches  ist  die  Projection  der  absoluten 
Bew^nug  des  Punktes  nnf  die  Horisontalebene  ? 

Nr.  4.  Ein  schwerer  Pnnkt  wird  Ungi  einer  Ebene  geworfen,  welche  sich  um 
eine  horisontale  Ase  mit  gleichfDrmiger  Geschwindigkeit  umdreht.  Welches  ist 
die  Bewegung  des  Punktes,  wo  ond  wann  rerUest  er  die  Ebene? 

Nr.  C.  Ein  schwerer  Punkt  bewegt  sich  in  einer  Tertikaiebene ,  welche  sich 
nm  eine  vertikale  Axe  gleichfCrmig  nmdrehi  Welches  ist  die  Bewegung  des 
Punkte«? 

Nr.  6.  Eine  horizontale  Platte  sinkt  mit  der  Beschleunigung  «r  vertikal  ab- 
wilrts,  ein  schwerer  Pnnkt  liegt  auf  ihr;  welches  ist  die  relative  Dmckbeschlen- 
niguDg  des  Punktes  gegen  die  Platte? 

Nr.  7.  Eine  HoUsohaale  (Botationsfl&che)  dreht  sich  mit  constanter  Winkel- 
geschwindigkeit nm  ihre  vertikal  stehende  Rotation  saze ;  in  ihr  liegt  ein  schwerer 
Pnnkt;  in  welchen  Lagen  kann  der  Punkt  sich  in  relativer  Ruhe  gegen  die  Sohaale 
befinden? 

§.  14.  Wir  wollen  in  disBem  Capitel  in  Kflrze  noch  Einiges  über  die 
relative  Beschleunigung  eines  nnverSnderlicbea  Systems  in  einem  anderen 
entwickeln. 

Ea  seien  £" ,  £"  zwei  anyerfinderliche  Systeme,  welche  sich  ineinander 
bewegen.    Die  dementarbewegnag  eines  jeden  ist  «ine  Sohranbenbewegung 
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von  beBtimmter  Translation  und  Rotation  um  eine  beatinunte  Axe.  Die 
Blementarbewegung  von  I^'  zur  Zeit  t  isaat  aich  in  zwei  Componenten 
auflöBen,  nSmlicti  in  die  relative  Elementarbewegung  von  S"  im  System 
£'  und  die  Elementarbewegung  des  mit  £"  lusammen&llenden,  dem  System 
2t  angehSrigen  Systems  o",  welche  letztere  Bewegung  unmittelbar  durch 
die  Bewegung  von  It  gegeben  ist.  Jede  dieser  Bewegungen  zerftllt  in 
eine  Botation  und  Translation.  Nun  seien  ra',  f>'\  a",  v"  die  Winkel- 
geschwindigkeiten und  Translationsgesch windigkeiten  der  absoluten  Be- 
wegungen von  £',  Z"  zur  Zeit  t,  ebenso  a"r,  v',  die  entsprechenden  GrQsBen 
der  relativen  Bewegung  von  £"  in  £'  zu  derselben  Zeit  und  mOgen  die- 
selben auf  den  betreffenden  Scfaraubenaien  als  LSngen  aufgetragen  werden. 
Die  analoge  Bedeutung  für  die  Zeit  i  -\'  Ai  mflgen  tai,  vi,  »i,  v'i;  u'tVt  ^iV 
haben.  Dann  wird  jede  dieser  drei  Bewegungen  zur  Zeit  t  einen  bestimm- 
ten Beschteunigungs zustand  besitzen,  welcher  durch  Centripetal-  und  Win- 
kelbescbleunigUQg  in  Bezug  auf  den  betreffenden  Bescbleumgungsmittelpunkt 
dargestellt  werden  ksnn  und  es  fiagt  sich,  in  welchem  Zusammenbange 
diese  Beschleunigungen  unter  einander  stehen. 

Wir  begnQgen  uns  damit,  die  AbbSngigkeit  der 
Winkelbeschleunigungen  su  entwickeln.  Durch  irgend 
einen  Funkt  0  ziehen  wir  OA'  (Fig.  216)  geome- 
trisch gleich  der  Winkelgeschwindigkeit  u'  der  ab- 
soluten Bewegung  des  Systems  Sf  \  ebenso  OSL, 
geometrisch  gleich  der  relativen  Winkelgeschwindig- 
keit w'r  des  Systems  2f'  im  System  Sf  zur  Zeit  t. 
Das  Parallelogramm  beider  Linien  liefert  durch  seine 
Diagonale  OA"  GrSsse,  Axenricbtung  und  Sinn  der 
'*  absoluten  Winkelgeschwindigkeit  m"  von  Sf',    Ziehen 

wir  durch  0  weiter  OAi  ^  fa'\  und  OSUr,  so  liefert  die  Diagonale  OJl"  des 
Farallelogramms  aus  ihnen  die  absolute  Winkelgeschwindigkeit  von  £"  zur 
Zeit  t  -j-  dt.  Die  unendlicbkleine  Linie  Sl"S^i  ist  daher  die  Elementar- 
winkelbeschleunigung  der  absoluten  Bewegung  von  £"  und  also  Sl"£l'i  :  dt 
ihre  Winkelbeschleunigung  selbst.  Eine  parallele  Uebertragung  genUgt, 
um  zu  zeigen ,  dass  Sl'  Sl ,  die  geometrische  Summe  der  Elementar- 
beachleunigungen  Sl'rSl'ir  und  il' Sil  ist.  Von  diesen  beiden  Grössen  ist 
die  letztere  die  Elementarwinkelbeschlennigung  von  £'  oder  also  auch  von 
a",  die  erstere  aber  hSngt  mit  der  relativen  ElementarbescfaleuniguDg  von 
.£"  in  ^  folgendermassen  zusammen.  Sie  wäre  die  relative  Elementar- 
winkelheschleunigung  selbst,  wenn  die  relative  Momentanaxe  nicht  durch 
die  Rotation  um  die  absolute  Momentanaxe  von  £'  eine  unendlichkleine 
Drehung  erlitte,  in  Folge  deren  Sl'i-Sl'ir  die  geometrische  Summe  der  rela- 
tiven  Elementarwiskelheschleunigung   von   £"   in  £"  und   einer  weiterw 
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unendlichkleinen  Elementftrwmkelbescblenoignng  dt  wird,  welche  durch  die 
Botation  tun  OSl'  herrorgeFafen  wird.  VermSge  dieser  beschreibt  n&m- 
lieh  der  Eudpnukt  der  relatiTea  Winkelbeschlennignng  OSC  um  die  Axe 
OS,'  einen  niiendllchkleiD«D  Kreisbogen,  dessen  Radios  die  Projection  w'r  von 
to'r  anf  eine  zur  Momentanaxe  OH'  senkrechte  Ebene  ist.  Die  L&nge  des- 
selben ist  daher  u'ria'rdt  und  tritt  als  Componente  der  Elementarwinkel- 
beschlennigang  Sl"rSl"i  anf.  Dividirt  man  die  erhaltenen  tinendlichUeinen 
Componenten  mit  di,  ao  ergibt  sich  iüi  die  entsprechenden  endlichen  Win- 
kelbeschleQDigungscomponenten  der  Sats: 

Die  Winkelbescbleunignng  a"  der  absoluten*6ewegnng  des 
Systems  X"  ist  die  Besnltaote  von  drei  Winkelbeschlennignn- 
gen:  1.  der  relativen  Winkelbeschlennigang  ce'r  des  Systems  £" 
in  einem  andern  System  Z",  2.  der  absoluten  Winkelbeschleu- 
nignng  a  von  £"  oder,  was  dasselbe  ist,  der  Winkelbeschleu- 
nigung  des  mit  £"  zusammenfallenden  Beet&ndtheils  tf"  von  £' 
und  3.  einer  Winkelbeschleonlgung,  welche  erhalten  wird,  in- 
dem man  die  Projection  u"r  'der  relativen  Winkelgeschwindig- 
keit a"r  des  Systems  £"  auf  eine  zur  Momentanaze  von  S"  senk- 
rechte Ebene  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  a  dieses  Systems 
multiplicirt  Die  Axe  dieser  Winkelbeschleunigung  ist  senk- 
recht zur  Ebeae  parallel  der  Homentanaxe  und  der  Axe  der 
relativen  Winkelbeschleunigung  und  ihr  Sinn  harmonirt  mit 
dem  Drehungssinne  der  letzteren. 

Aus  der  Natur  des  Parallelogramms  0£i!'r£l''£l'  erkennt  man,  dass 
der  Endpunkt  Sl"  der  absoluten  Winkelgeschwindigkeit  &>"  einen  Kreis- 
bogen von  derselben  OrOsse,  wie  der  von  m'r  beschreibt,  sodass  die  Projec- 
tjonen  u"  von  q»"  und  u'r  von  <o"r  gleich  sind  und  im  Ausdruck  des  Satzes 
also  auch  für  einander  gebraucht  werden  kOnnen. 

Die  dritte  Componente  entspricht  der  znsammuigesetztea  Centripetal- 
^chlennignng  eines  Punktes;  nur  hat  jene  den  Factor  2,  weil  sie  ans 
einer  doppelten  Quelle  entsprang,  der  Elotation  um  die  Momentanaxe  und 
dem  Fortschreiten  des  Punktes  im  System,  von  welchem  die  letztere  hier 
nicht  mitwirkt,  weil  für  die  Winkelgeschwindigkeiten  nur  Rotationen  von 
Einfluss  sind.  Die  dritte  Componente  verschwindet,  sobald  £'  blos  Trans- 
lattonsgeschwindigkeit  besitzt  oder  «r  der  Momentanaxe  OSl'  parallel  ist, 
oder  £"  sich  blos  in  relativer  Translation  oder  in  relativer  Ruhe  befindet, 

FQgt  man  X"  die  entgegengesetzte  Bewegung  von  £'  noch  zu  seiner 
atisoluten  Bewegung  hinzu,  so  erhBlt  man  aus  vorstehendem  Satze  sofort 
einen  entsprecheuden  fUr  die  relative  Winkelbeschlennignng  von  S"  in  £" 
uBmlich; 

Die   Winkelbeschleuiügiing   der   relativen   Bewegung   eines 
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BfstemB  £'  in  einem  anderen  Systeme  ^  besteht  1.  »na  der 
absolnten  Winkelbescblennignng  tod£",  2.  ans  der  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  genommmenen  Winkelbeschlenaigang  des 
Systems  I^'  and  3.  ans  einer  Winkelbescbleunignng  gleich  dem 
Produkte  aas  der  Frojection  der  relatiren  oder  absoluten  Win- 
kelgeschwindigkeit von  2f'  aof  eine  zar  Momeutsnaxe  von  ^ 
senkrechte  Ebene  in  die  Winkelgeschwindigkeit  um  diese  Mo- 
mei^tanaze;  die  Aie  derselben  ist  senkrecht  zur  Ebene  der 
Momentanaze  und  der  Axe  der  relativen  Winkelbescbleunignng 
und  nach  derjenigen  Seite  dieser  Ebene  gerichtet,  nach  welcher 
die  Botation  um  die  Momentanaxe  nicht  hinzeigt. 

Wird  die  relative  Wüikelgeachwindigkeit  m'r  in  mehrere  Componenten 
zerl^,  oder  geschieht  dies  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems 
^,  oder  auch  mit  beiden  Grössen  zugleich,  so  ist  die  dritte  Componente 
der  Winkelbeschlennigung  stets  Squivalent  den  dritten  Componenten,  welche 
aoB  den  einzelnen  Wiakelbeschleunigungen  und  Winkelgeschwindigkeiten 
entapringen,  z  üb  am  men  genommen.  Denn  wird  zunSchat  ta',  in  zwei  Compo- 
nenten ct>|," ,  taf'  vermöge  des  P&rallelogramme  der  Winkelgeschwindigkeiten 
zerlegt  und  projicirt  man  dies  Paiallelograjimi  auf  eine  zur  Uomentanaze 
von  Sf  senkrechte  Ebene,  so  bilden  die  Projectionen  u^*',  t^'  von  m^*,  o|.*' 
wieder  ein  Parallelogramm,  dessen  Diagonale  w'^  die  Piojection  von  w"  ist. 
Errichtet  man  in  dieser  Ebene  auf  den  Seiten  und  der  Diagonale  dieses 
Parallelogramms  Normalen,  so  geben  sie  die  Richtungen  der  drei  fraglichen 
dritten  Componenten  der  relativen  Winkelbeschleusigung  an  und  da  diese 
Componenten  u'"»',  u'^'u',  Wru'  den  OrSssen  uj.'),  vi^^,  u"  proportitmal 
sind,  so  bilden  sie  wieder  ein  Parallelogramm,  dessen  Diagonale  «r«'  ist. 
Daher  ist  Uru'  die  Resultante  von  u'^''a'  und  u^^'co'.  In  bekaimter  Weise 
dehnt  man  diesen  Satz  auf  mehr  als  zwei  Componenten  aus. 

Wird  femer  a  in  zwei  Componratten  »'",  o"'  gespalten,  so  lege  maq 
dnrch  <a',  o^'',  vi-*^  und  <a"r  drei  Ebenen.  Diese  prctiioiren  daa  Zerlegungi- 
parallelogramm  auf  die  zu  m'r  senkrechte  Ebene  wieder  als  ein  Parallelo- 
gramm, dessen  Diagonale  und  Seiten  u,  w'",  u'*'  resp.  die  FrojectiDnea 
von  m',  fl»'",  0)1"  sind.  F&llen  wir  vom  Endpunkte  von  a'r  die  Perpen- 
dikel u'd  w'i,  u'i  auf  (0,  (»''',  ffi'",  so  sind  Ur«',  Uio>('',  U|(b'')  die  drei 
dritten  Winkelbesohleunigungscomponenten,  welche  «',  n<'\  ra^  entsprechen. 
Denkt  man  sich  nun  in  jenen  drei  projicirenden  Ebenen  über  lo'r  und  ta, 
(ö'r  und  ca"),  ra'r  und  co**'  Parallelogramme,  so  werden  deren  Inhalte  so- 
wohl durch  tt'rO)',  m'im<'',  Uim'*',  als  auch  durch  »'u,  m'«*'',  »'«(*'  aus- 
gedrOckt  Letztere  drei  Grössen  sind  daher  gleich  jenen  drei  dritten  Win- 
kelgeschwindigkeitBcomponenten.    Sie  sind   aber  senkrecht  zn   den  Ebenen 
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der  drei  Panllelogrunme  uu  Punkt«  0  anzutragen  und  da  diese  drei 
Ebenen  sich  in  ra'r  sclmeiden,  so  fallen  sia  alle  in  die  zu  a'r  aenkrechte 
Kbene  und  sind  senkrecht  za  u',  u''^,  u"'.  Da  sie  nun  unter  einander  die- 
selben Winkel  bilden,  wie  diese  Linien  und  ihnen  proportional  sind,  so 
bilden  sie  ein  Parallelogramm,  in  welchem 

[«V]  —  [»'«")]  +  [«'«'«]     d.  h.      [uW]  =  [«>!■>]  +  [«i»«'] . 
Die  büden  hier   entwickelten  F9Ue  des  Satzes  gestatten  offenbar  eine 
nnmittelbare   Combination   in   dem  allgemeinen  Falle,  dass   Bowohl  ta   als 
auch  a"r  zerlegt  werde. 

§.  15.  um  den  analytischen  Ausdruck  fOr  die  Frojectdonen  der  ab- 
Bolnten  Winkelbesohlennigniig  Yon  X"  auf  drei  rechtwinklige,  mit  dem 
System  H"  verbundene  Axen  der  x,  y',  /  zu  finden,  projiciren  wir  den 
LioienzDg  der  Winkelbesoblennigung  des  Systems  £",  der  relativen  Winkel- 
besGblennignttg  und  der  dritten  BeschleunigDDgscomponeute  anf  diese  Axen. 
Kun  sind 

da^-      (2(0/      da',' 

~dr'     ~di  '    ~dt 
die  Frojectionen  der  absoluten  Winkelbeschleonigung  von  £^, 

da>r£        dtOry        dsUri' 

dt  '  "df'  "df 
die  der  relativen  Winkelbeschlenmgung  von  Sf'  in  2^;  femer  seien  «y, 
Bf-,  er,'  die  Frojectionen  der  Winkelbeschleunigung  von  2f\  endlich  ei^eben 
sich  die  Frojectionen  der  dritten  Bescblennigungscomponente  u"ca'  leicht 
mit  Hfllfe  des  vorigen  Satzes,  indem  man  sowohl  m  in  Ui',  u^',  u,',  als 
auch  u"  in  drei  Componenten  aaflOst.  Indem  man  die  jeder  Axe  entspre- 
chenden Bestandtheile  sammelt,  erhalt  man  fllr  letztere  Frojectionen 

Aus  allen  einzelnen  Bestandtheilen  erhält  man  demnach  jetzt: 
da'i,-        dwn-    ,  I    /  "     '  "     '  \ 

_ 5J-  +  «-•  +  («r,»/  -  »„•»,), 


dta^ 

-dt      '   "'    '    ^"""• 


dl     -       d(-  +  '''+f'""'"-~""''"''^' 


dt         di 

Sind  mj,  »Vt  B>/,  vy,  «/,  «>'   nicht  anmittelb&i   bekannt,    dagegen   Uz', 

d».'  dotj  da>,'  .    „  1.    .     ,    ,     n 

ti),',  a,\  «x  = .   a,  =     ;)«■"=  — ;—  i"  Bezug  auf  em  festes  v-wr- 

'  dt  dt  dt 

dinatensystem,  so  erhält  man  erstere  tirSssen  ans  letiteren  durah  Frojec- 

lion   and   zwar   am   einfachsten   mit   Hülfe   der  drei  EnWecken  Wiakel, 
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welche   die   Lage   des   Coordinateii System b   der  x\  y",  e    gegen   das   faste 
System  der  g,  y,  e  besÜmmen. 


XVII.  Capitel. 
Bescdileiiiilgiuig  sweiter  tmd  höherer  OrdnTing. 
§.  1.  Von  einem  beliebigen  Punkte  0  sei  nach  einem  in  Bewegnng 
begriffenen  Pnnkte  M  zur  Zeit  t  der  Radinsvector  03f  =  r  gezogen.  Das 
Bogenelement  MM'  =  ds  der  Bahn  des  Punktes  M  ist  das  geometrische 
Differential  and  die  Oesch windigkeit  V'=ds%dt  die  geometrische  Deri- 
Tirte  von  r.  Von  0  ziehen  wir  ferner  einen  zweiten  Badinsveotor  03f,  ™  r,, 
geometrisch  gleich  dieser  DeriviTten.  Beschreibt  i>f  Beine  Bahn,  so  be- 
schreibt Jlf,  den  Hodographen  derselben.  Das  Bogenelement  MiM'i  =  de, 
des  Hodographen  ist  das  geometrische  Differential  und  ds, :  df  =  «^  die 
geometrische  Derivirte  von  r^  oder  die  Geschwindigkeit  tod  M^  ;  diese 
Grössen  stellen  die  ElementaFbeBcblennignng  und  die  Beschleunigung  ip  des 
Punktes  M  dar.  Ein  dritter  Eadiu^rector,  OM^  -=  r,,  geometrisch  gleich 
t),^  ip  liefert  durch  die  Bewegung  seines  Endpunktes  M^  ein^i  zwei- 
ten Hodographen,  dessen  Bogenelement  M^Mi  =  ds^  das  geometrische 
Differential  von  (p  ist,  wäbreud  die  Derivirte  ds^idt^v^  die  Derivirte 
der  Beschleunigung  ip  darstellt.  Man  nennt  v,  die  Beschleunigung  zweiter 
Ordnung  der  Bewegung  des  Punktes  M  und  bezeichnet  sie  mit  9>''*  und 
deshalb  oft  auch  die  Beschleunigung  <p  erster  Ordnung  mit  tp^^'K  Ebenso 
beisst   ds^    die   Elementarbeschleunigung   zweiter  Ordnung   der    Bewegung 

Indem  man  auf  diesem  Wege  weitergeht,  erhSlt  man  1.  eine  Reihe 
Curven  (M),  (Ml),  (M^) , . , .,  deren  jede  für  die  vorhergehende  die  Be- 
deutung eines  Hodographen  hat  und  welche  von  den  Punkten  M,  M,, 
Mg  . ..  beschrieben  werden,  2.  eine  Reihe  von  Radienvectoren  r,  r„  r, . . . 
von  denen  jeder,  nie  fa,  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  anf  der  vorher- 
gehendenHodogTaphencurve(3f,_i)wKreund  die  Beschleunigung  der  Bewegung 
auf  der  zweitvorbergehenden  Cnrre  (3f,_t)  darstellt.  Diese  Radienvectoren 
stellen  die  Reihe  der  geometrischen  Derlvirten  von  r  dar  und  beissen  der 
Reihe  nach  r,  die  Geschwindigkeit  v,  r,  die  Beschleunigung  g)  der  Be- 
wegung des  Pnnktea  M,  r^  =  q^^^'  die  Beschleunigung  zweiter,  r^  «^  9"' 
die  Beschleunigung  dritter,  r.^.i  =  9:'"^  die  Beschleunigung  nter  Ordnung 
von  M.  Da  man  erst  spät  auf  die  Wichtigkeit  der  Glieder  9''',  90"*, . . . 
der  ganzen  Kette  von  Grössen  aufmerksam  wurde,  so  ist  die  flbliche  Be- 
zeichnuagsweiBe   nnd   Nomenclatur    nicht    sehr    coneeqnent     Verschiedene 
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Schriftsteller  haben  diesen  Mangel  zn  beseitigen  gesucht  und  schreiben  als 
zasammengehtirig 


7/1,  Rt,  Rg,...         H, 

wo  V  die  Geschwindigkeit,  91'^'  i^^  9)  die  Beschleunigung  und  T{„  den  n"* 
Hodographen  bedeutet,  dessen  Badinsvector  r^  ist 

Die  Kette  der  Beschleunigungen  aller  Ordnungen  steht  mit  der  Eto- 
lutenkette  der  Curve  {M)  in  inniger  Beziehung  und  zeigt  ähnliche  Bigen- 
Schäften  der  Periodicitftt,  des  Abbrechens,  etc.  wie  diese. 

g,  2.    Wir  wenden  ans  jetzt  zun&ihst  zur  Bestimmung  der  Beschleu- 
nigung zweiter  Ordnnng  eines'Punktes.     Es  seien  (Pig.  217)  Jtf,  M\  M", 
M'"  anfeinanderfolgeude  Pnnkt«  der  Bahn   des  beweglichen  Punktes,  ent- 
sprechend den  Zeiten  t,  t-\-  dt,  etc. 
/*"   JC    y^'  ^^'  ^"^'  ^"^  ^^  Tangenten  in 

/  /O^^^  ^'  ^'  ^"'  ^°  ^^'^",  lä'M"M"' 

Aj/^jlT      *'i^s-  die  Schmiegungsebenen  in  M  und  M'. 

'*'      J^^<X'''~~'^^:^/'.~'.^\e^__^'     Die   Beschleunigung    erster   Ordnung 
,fj^.-,„-^^^—^^^^^^'^''^^^^^^Yy^        9)  ■=  Jtf  a>  zur  Zeit  t  fällt   in  die  er- 

jyA.  _f ^       ^        ster«   dieser   Schmiegongsebenen,   die 

-  Beschleunigung  ^  -{-  d<p  =  M' <Di   zur 

Zeit  f  -|-  df  in  die  letztere;  jene  bil- 
det mit  der  Tangente  MT  des  Punktes  M  einen  Winkel  a,  diese  mit  der 
Tangente  des  Punktes  M'  den  Winkel  a  -j-  da.  Ziehen  wir  nun  durch 
3f'  eine  Linie  M'(^  geometrisch  gleich  91,  so  stellt  die  unendlich  kleine 
Strecke    <I><Z>'  die   Elementarbeschlennigung   zweiter  Ordnung  nach  Grösse, 

Richtung  und  Sinn  dar  und  ist  der  Quotient  die  Beschleunigung  9)'*' 

zweiter  Ordnung  selbst,  die  wir  in  der  Richtung  (Pd>'  an  0  oder  auch 
an  M  antragen  können.  Wir  zerlegen  nun  zunKchst  tp^^^  in  zwei  Com- 
ponenten,    eine  parallel  91,    die  andere    senkrecht   zu    q>;   dieselben   sind, 

wenn   dl    den    unendlich    kleinen   Winkel    fl>'Jf'(P   bezeichnet,    --     und 

dt 

,  1;,  .^„c.  ^f  ™a  ?,f   .....  ,.  [,<".]  -  g]  +  [,  a  • 

Die  erstere  dieser  Componenten  zerlegen  wir  weiter  in  zwei  andere,  paral- 
lel  der   Tangente   und   der  Hauptnormalen   des   Punktes   M,   nBmlich   in 

—  cos  a  und  —  sin  a.  Die  andere  Componente  ip  —  aber  spalten  wir  in 
dt  dt  dt 
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zwei  weitere,   von  denen  die   eine  in  die  Schmiegungsebene  des  Punktes 

jtf  Mit,  während   die   andere   zu  diesei'  Ebene  senkrecht  ist.    Beschreiben 

wir  nämlich  um  M'  mit  M'0  ^  9)  als  Radias   eine  Kugel,  so  bestimmen 

die  Ebene  ^'M'fP,  in  welcher  7  und  (p  -\-  d^  liegen,  die  Schmiegungsebene 

T'M'^  des   Punktes   Jlf  und   die   Schmiegnngsebene  T'M'^    von  M'  ein 

BphSrisches  Dreieck  (t>^T\  dessen  Seiten  <t><^  ^  ^di,  <&r'  =  y  .  (a  —  di), 

wo  ät  den  Coutingenzwinkel  TMT"  bedeutet  und  ^2^  ^  ^  («  +  da)  sind. 

Fällen  wir   in   demselben   die   H6be   ^H,  so  zerf&Ut  ^dk  m  die  beiden 

dl        OH  CfE 

Componenten   O^  und   011  und  also  ai  — -  in  — ;-  und  -; — ,   oder  weil 

dt         dt  dt 

RT'  =  (^T',  also  OH  =  9  .  (a  ~  de  —  «  —  rf«)  =  —  91  (do  +  de)  und 
^H  ^  tpsisia  .da  ist,  wenn  da  den  nnendlich  kleinen  Winkel  der  bei- 
den   Schmiegungsebenen    in   M  und   3f'   bedeutet,   in    die   Componenten 

—  9*  (1 h  t)  """i  9  ^"^  "  ■  T~  j  örstere  in  der  Schmiegnngsebe&e  von  M, 

\at         dt'  dt 

letztere  senkrecht  zu  ihr.  Demnach  ist    3^  =    —  cos  a      +  rTT  sin  «    , 

[»  S  -  ~  K"  S7  +  S]  +  [» •"  "  •  5f]  ■    '^  •"'"■•  ''"  "■ 

den   Componenten    —  9  (—  +  — J  ist  senkrecht  zu  p  und  bildet,  da  ^ 

gegen  MT  unter  dem  Winkel  n  geneigt  ist,  mit  der  Tangente  und  der 
Hanptnormalen  in  M  die  Winkel  ^n  —  «r  und  n  —  a  und  zerfBllt  daher 

in  die  tangentielle  Componente  —  91  ( —  -^  -  - 1  sin  a  und  die  Componente 

iBnge  der  Hanptnormalen  9'  (  tt  4"  J'i)  ^°^  "'  I^^imii^li  hKtten  wir  nach 
passender  Beduction  an  Componenten  der  Beschleunigung  zweiter  Ordnung 
iKngs  der  Tangente 

dm                  da  ,               de  .           d(pooBu)         dt   ,            dwt  dt 

— -  CCS  a  —  a  —  sin  a  —  m  —  sin  a  «=  —^ —^  —  w  —  sm  a  ^  —- a>.  — 

dt  ^dt  .        ^ dl  dt  v^,  ""=«      ^^      vojf 

und  tSngs  der  Hauptnonnalen 

sowie    endlich  zur   Schmiegungsebene  senkrecht,    also  parallel  der  Binor- 

malra  oder  ErUmmungsase   <p  ainu  -  -  •=  9»  -j- .     Wir    wollen    die    drei 

Componenten  von  g^*^  parallel  der  Tangente,  Hanptnormalen  und  Binor- 
raalen  mit  pi'*),  q)«"',  91»'''  bezeichnen,  so  dass  wir  also  setzen: 
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vorin  9>(,   ^„  die   Bedeatung  der  T&ugential-  und  NannalbeBotileunigung 
erster  Ordtrang  haben,  wie  fiüher.    Nun  sind  der  Krümm ungshalbmeBBer  f} 

und  der  SchmiegnngBh&lbineBBer  r   einer  Curve:   a  >-  -- ,  r  ^=  —  ,  daher 

dt  a« 


dt        V      da        V 
dt  ~  7'    dt  "  T 
nnd  kann  die  vorBtehenden  Formeln  auch  folgendermasaea  schreiben: 

^'  dt       ^'  Q        d^       f>* 

V  d(    ^^   e  dt      ^  f  dt       V    dt  f  dt         p*da 

Der  Inhalt  dieser  Formeln,  welche  zxierBt  von  RäBal  (Traiti  de  cmi- 
miüigue  pure,  Ckap.  VI,  p.  271)  in  etwae  anderer  WeiBO  &1b  hier  abgeleitet 
wurden,  kann  io  folgenden  Satz  gefaBBt  werden: 

Die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  eines  Fanktes  zer' 
f&llt  in  drei  Componenten,  parallel  der  Tangente,  der  Haupt 
normalen  und  der  Binormalen  der  Bahn  desselben.  Die  Tan 
gentialeomponente  ist  der  Uehergchnes  der  zweiten  Derivirtei 
der  OeBchwindigkeit  über  den  Quotienten  des  Cubns  der  Qe 
schwindi^keit  durch  das  Quadrat  des  Krümmungshalbmessers; 
die  Normalcomponente  in  der  Schmiegungsebene  Ist  der  üeber- 
achuBB  des  dreifachen  Produktes  ans  dem  Quotienten  der  Ge' 
BChwindigkeit  durch  den  ErUmmungshalbmeBBcr  in  die  Tangen- 
tialbeschleunigung erster  Ordnung  über  das  Produkt  aus  dem 
Quotienten  vom  Cubus  der  Geschwindigkeit  durch  das  Quadrat 
des  KrUmmungshalbmesserB  in  das  VerhKltniss  des  Differen- 
tials des  Krümmungshalbmessers  tum  Bogenelemente  der  Bahn; 
die  Binormalcomponente  endlich  ist  gleich  dem  Cubus  der  Ge- 
schwindigkeit, dividirt  durch  das  Produkt  aus  dem  Kr&mmuQge- 
halbmesser  und  dem  SchmiegungshalbmesBer. 

Die  Formel  fUr  <p}-*1  ist  bei  Basal  unrichtig;  er  findet  eine  Summe 
statt  der  Differenz,  worauf  bereits  Somoff  {Mimoire  aur  les  accüeraiions 
de  ^vtn  ordres,    St.  P^eni>ourif,  1864,  in  den  MA».  de  l'Acad.  des  seien- 
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ces  de  St.  Päersbourg,  TIP  S4rU,  T.  VIII,  No.  5  oder  Theoret.  Mecha- 
nik, übers.  TOD  Ziwet,  I,  p.  €1)  aufmerksam  gemacht  hat.  Die  beiden 
ersten  Componenten  enthalten  den  ErümmungahalbmeBser  der  Bahn,  die 
dritte  ausser  diesem  anch  den  Schmiegnngshalbmesser.  Fllr  ebene  Bahnen 
ist  9jl'i  ■=  0;  für  die  gleichförmige  Kreisbewegung  ist  gi,**'  =  0,  Damit 
ein  Ponkt  eine  Curve  doppelter  Krflmmung  beschreibe,  muss  die  Schmie- 
gungsebene  sich  continnirlich  Sndern  und  da  die  Beschleunigung  in  sie 
hineinftllt,  auch  diese.  Damit  dies  eintrete,  mnss  za  der  Beachleunigang 
jeden  Augenblick  die  binormale,  unendlich  kleine  Beschleunignngscompo- 
nente  ^if'^dt  hinzutreten. 

1.  Mia  Punkt  besÜEt  eine  nach  Orasae  und  Richtung  conatante 
Besehlennigung.  In  dieeem  Falle  ist  qi(»)  —  0,  tp',*'  —  qi^**  —  »'j*'  =  0.  Die 
Bedingung  ip^*'  ^  0  liefert  die  Gleichung  ^-^  =•  ^'  —  oder,  da'd^  das  Bogen- 
clement  der  Evolute  ist  und  diese  Carve  mit  der  Bahn  gleichen  ContingenKwinkel 
dt  besitzt,  also  ~  =~  ,  '■,  -^  —  ist,  wenn  p,  den  KrOmmnngshalbmesaer  der 
Evolute  bezeichnet; 

*p        dt    9 
Der  bevegliche  Punkt  beacbreibt  in  Folge  der  conetanten  Beechlennignng  eine 
Parabel,  deren  Diameter  die  Bichtang  der  Beschleunigung  besitzen.     Bildet  nnn 

diese  mit  der  Normalen  der  Parabel  den  Winkel  i,  so  ist  -v;  ^  9  sin  4,  —  ^ip  ao»  i 
und  erhält  man  mithin 

d.  h.  bei  jeder  Parabel  schneidet  der  durch  den  Curvenpunkt  laufende 
Durchmesser  auf  einem  im  Krümmnngemittelpunkte  auf  der  Norma- 
len errichteten  Perpendikel  von  dessen  Fusspunkte  aus  ein  Drittel 
des  Krümmungshalbmessers  der  Evolute  der  Parabel  ab. 

2.  Ein  Punkt  besitzt  eine  Beaohleanigang,  welche  fortwährend 
nach  einem  festen  Centrnm  C  gerichtet  und  dem  Abstände  von  die- 
sem proportional  ist,  welches  ist  seine  Beschleunignng  9(1)  der 
zweiten  Ordnung? 

j^  j^-  Es  sei  {Fig.  218)  C  das  feste  Centrnm,  MC  —  r,  M'C'- 

'  ■  r  +  dr,  M9  =  ip  =  er,  Jtf '  *'  —  9  -|-  d»  —  e  (r  +  dr). 
Zieht  man  durch  M'  die  Linie  M'9  geomehrisch  gleich  v,  so 
stellt  00'  die  Eiern  entarbeschlenniguDg  zweiter  Ordnung^*)  dt 

dar  und  ist  90)  —  ~j7~-    ^""^  ^^^^  M'99'  ist  aber  ähn- 
lich CMM'.    Daher  ist  «$'  parallel  der  Tangente  in  Jlf.    Der 
bewegliche  Funkt  besitzt  daher  nur  tangentielle  Beschleunignng 
zweiter  Ordnung  und  zwar  liefern  dieselben  Dreiecke 
lfm  dt:  er —  de:  r, 
Man  hat  also,  da  iff^  fllr  alle  ebenen  Bewegungen  Null  ist: 
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dt.  »•  dp 

Der  Punkt  beschreibt  eine  Ellipse  um  C  als  Hittelpunkt;    wenn  p,  den  Erüm- 

niQDggbalbmeiser  der  Evolate  bedeutet,  bo  wird  ~  —  ^  .     Femer  ist  *j  ~"  j , , 

91a  a>  —  nnd  wenn  man  wieder  mit  d  den  Winket  bezeicbnet,  den  die  Normale 

mit  dem  Diameter  des  Pooktes  M  bildet,   ao  hat  man  Uf  S  ~~  -r  •  —  °nd  mit 

^  dt    D 

Hülfe  dieser  Relation  ergibt  die  letite  Gleichung 

velche  den  Krammun^balbmeaaer  der  Evolute  der  GIlipae  liefert,  Hhnlicb  wie 
bei  Hr.  1. 

Mau  kann  von  der  vorliegenden  Äofgabe  cor  TOrheTgehenden  zurückgehen, 
wenn  man  r  ine  Unendliclie  wacbaen  und  i  Null  werden  l&aat,  aber  ao,  daas  fr 
couBtaut  bleibt.  Der  Mittelpunkt  der  KUipae  rtickt  ins  Dneudliche,  ea  wird 
<pm  —  0  u.  B.  f. 

Kennt  man  äberhanpi  fDr  irgend  eine  Bewegung  7_(*),  ao  kann  man  das 
VerhUtniaa  der  KrdmmnngsliatbmeBBer  (,  und  9  fOr  die  Evolate  der  Bahn  und  die 
Bahn  selbst  finden.  Es  i*t  n&mlich,  wenn  S  wie  oben  den  Winkel  bedeutet,  den 
die  BeBchtenaignng  9  mit  der  Normalen  der  Bahn  bildet, 


»."'  =  7  ??('->')■ 

''"("'S)""'' 


8.  Ein  Funkt  beeitst  eine  nach  einem  featen  Centram  f  (s.  Fig.  184) 
gerichtete,  dem  Quadrate  dea  Abatandes  von  demaetben  umgekehrt 
proportionale  Beachleanigung  erater  Ordnung,  welchea  ist  seine 
Beschleunigung  zweiter  Ordnung? 

Nach  Cap.  VIIl,  §.  3,  Nr.  2,  8.  315  ist  die  Beachleanigung  9  —  -rj  -  8  aa>  und 

also  der  Geschwindigkeit  2  aot  dea  Punktes  K  proportional  und  der  Richtung  nach 
nm  ^n  von  dieser  versohieden.  Daher  ist  die  gesuchte  Beachleuoigung  g)(>)  der 
Eweiten  Ordnung  des  Punktes  M  proportional  der  Beschleunigung  des  Punk- 
tes H,  gleichfalls  nm  4*  umgedreht.  Der  Punkt  if  ist  ein  Funkt  eines  Systeme, 
welches  um  F  rotirt  nnd  in  welchem  Jf  eine  relative  Bewegung  längs  des  Radius- 
Tectora  f  Jf  besitzt.  Der  Punkt  H  besitzt  daher  eine  Tangentialbeschleunigung 
senkrecht  zu  MF  nnd  eine  Normalbesohlennigung  llngi  MF.  Um  die  entere  zu 
bestimmen,  mOsien  wir  die  Winkelbeachlennigung  des  S^stema  mit  3a  multdpli- 
ciren,  die  Normalbeschleunignng  ist  2ai'a.  um  aber  die  WinkelbeschlecoigDug 
des  Syatema  zu  finden,  dividiren  wir  die  Componente  des  mit  M  maammenfallen- 
den  Syatempunktea ,  welche  aenkiecht  cu  MF  ist,  dntch  r.  Nun  besteht  die  ge- 
sammte  Beschleunigung  dieaea  Sjstcmpunktes  aus  der  absoluten  Beschleunigung 
von  M  nnd  dessen  relativer  Beschleunigung  im  entgegengesetzten  Sinne  genom- 
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men  nebst  der  znaammengeaetzteD  CentriftigalbeBcUealliping.  Die  beideo  enteren 
sind  länga  MF  gerichtet  und  liefern  bIbo  keinen  Beitrag  eh  der  hier  geanchten 
QrSaBe,  die  letztere  aber  ist  im  .v^,  senkrecht  eu  M.F  and  entgegengMeirt  ge- 
richtet mit  der  Geschwindigkeit  etr.  Die  relative  Geschwindigkeit  o^  von  M  er- 
gibt sich  mit  Hfllfe  des  Dreiecks  MM  Q,  n&mlich 

wenn  p  den  Winkel  bedeutet,  den  die  Normale  in  M  mit  dem  RadinsTector  MF 
bildet.  Da  nun  MQ  =  riaA%  ist,  so  wird  c,.  =■  mr  tg  ß  nnd  folglich  die  znsam- 
mengesetzie  Centrifagalbeschlennigang  9a*r  tg  ^.  Sie  liefert  daher  1&  die  Win- 
kelbeschleanignng  des  Systeme  2m'  tg  ß  und  hiermit  die  Taagentialbeschleunigang 
von  S  gleich  4oi'a  tg  p.  Die  Beschlenn^ng  9:(>)  zweiter  Oidnoog  de«  Pimkles 
M  hat  demnach  die  Componenten  IBag«  des  BadioiTectore  FM  and  senkrecht 
dain  im  entgegengesetsten  Sinne  von  mr,  gleich 

Indem  wir  die  Projecttonsaumme  dieser  CompoDenten  für  die  Tangente  und  Nor- 
male von  M  bildoD,  erhalten  wir 

gi,(»)  —  4  ptgpMnp."»—  8?-^  cos  |}  .  m',    qi«'*'  ~  —  6^  sin  p  .  o>',    ^pj")  =  0  . 

4.  Ein  Punkt  beschreibt  mit  constanter  Geschwindigkeit  e,  eine 
Schraubenlinie  anf  einer  beliebigen  Cjlinderfläche,  welches  sind 
die  Componenten  seiner  Beschlenniguug  sweiter  Ordnung? 

Da  V  constant  ist,  bo  erh&lt  man 


q,/»)  =.  _::^,     ,,^(»)   . 


da' 


Ist  nun  di^  du  Bogenelement  und  Pg  der  Krümmungahalbmesser  des  in  den  Er- 
zeugnngalinien  flemkrechten  ebenen  C;linderschnittes  und  ß  der  Neigungswinkel 
der  Schranbenlinie  gegen  die  ErseugaugBlioie,  so  wird 

'"■Bin'^'  sinpcosp  ''    ^"sin'p'  sin  ^ 

äf  _      1         Ä p,  __      1      _  P; 

d»       ein  (I    ä «,       Bin  p    pg ' 
wenn  p,  den  Krümm nngshalbmesser  der  Evolute  jenes  CylindetBchoitts  bedeatet. 
Hierdurch  gelangt  man  zu  den  Formeln 

tp^m= —  \.äo' ß,    9>,W  —  —  % -Pi  sin'ß,    V/*-.%  ■  ain»  p  cos  ß. 

Die  QrOsse  p^  ^'^^  ß  ^  ^i^  Geschwindigkeit,  mit  welcher  nch  die  Projection  des 
beweglichen  Punktes  auf  dem  CjUnderachnitt  bewegt.    Beieichnen  wir  sie  mit  w^, 

Bo  gehen  die  Formeln  Ober  in 


*)  S.  meine  „AUgemeioe  Theorie  der  Cncven  doppelter  Krümmong",  S.  63. 

DigiLizedbyCoOj^Ic 


11.  Th.,  Cap.  XVII,  g.  3.    Beachl.  %  Ordnnog  n.  SchtnieguagipaMtbeL  551 

nnd  BiDd 'i  und  —  — ,■  die  Werthe  tob  9),('),  fj^^,   welche  dar  Projeotiona- 

bew^nng  in  dem  CjÜDdorachiiitt  entaprechen. 

Ist  der  Cjtiader  eis  Kreiscylinder,  so  ist  p,  =•  0,  aUo  yj^^i  ^^  0. 
§.  3.  Für  ebene  Corven  besteht  zwischea  der  Kormalcomponenten 
qp,'*'  der  BeschlenoiguDg  zweiter  Ordnung  und  der  Schmiagungsparabel, 
d.  h.  der  Parabel,  welche  die  Cnrre  vierpnnktig  berührt,  ein  inniger  Zn- 
sammenhang. Wie  sich  §.  2.,  No.  1.  ergab,  bildet  bei  jeder  Parabel  der 
Diameter  mit  der  Normalen  seines  Endpunktes  einen  Winkel  ^,  dessen 
Tangente  gleich  dem  dritten  Theile  des  VerhSltniBBea  vom  Krtlmmungs- 
halhmesaer  der  Parabelevolute  zum  Krammungehalbmesaer  der  Parabel  ist. 
Die  Sohmiegungaparabel  hat  nun  mit  der  Ourre  zwei  aufeinanderfolgende 
ErOmmnngskreise,  mithin  anoh  zwei  aufeinanderfolgende  Krttmmongsniitte]- 
punkte  und  hat  also  ihre  Erolnte  zwei  Punkte  oder  ein  Bogenelement  mit 
der  Evolute  jener  gemein.  Da  eine  Curre  und  ihre  Evolute  gleichen  Con- 
tingenzwinkel  besitzen,  so  haben  die  Evolute  der  Scbmiegungeparabel  und 
der  Curre  auch  gleichen  ^fimmungshalbmesser  f^.  Daher  bildet  der  Dia- 
meter der  Scbmiegungsparabel   mit   der  Normalen  der  Curve,    welcher  sie 

sich  anschmiegt,  einen  Winkel  d,  fOr  welchen  tg  j  ^  1  -    ist.     Es   gibt, 

9 
nebenbei  bemerkt,  eine  ganze  Schaar  Kegelschnitte,  welche  von  derselben 
Parabel  in  demselben  Punkte  vierpunktJg  berührt  werdbn,  weil  ein  Kegel- 
schnitt erst  durch  fUnf  Punkte  bestimmt  ist  Nacb  §.  2.,  No.  2.  besteht 
die  Gleichung  fUr  S  auch  für  Ellipsen  und  Hyperbeln,  wenn  6  von  dem 
Durchmesser  mit  der  Normalen  gebildet  wird.  Daher  ist  fOr  alle  Kegel- 
schnitte der  Bchaar,  welche  von  einer  Parabel  vierpunktig  berührt  werden, 
der  Diameter  des  BerOhmugspanktes  gemeinschaftlich  und  liegen  also  die 
Mittelpunkte  aller  dieser  Kegelschnitte  in  gerader  Linie,  n&mlich  auf  ihm. 
Nun  haben  wir,  wenn  ß  den  Winkel  bedeutet,  den  die  Beschleunigung 
der  ebenen  Bewegung  irgend  eines  Punktes  mit  der  Normalen  seiner  Bahn 
bildet, 

v*  dv  o, 

und    wenn    mau   diese    Werthe    in    die    Formel   gi„("  =  3  —  -: -a  — 

f    at        e   Q 
einfuhrt,  ergibt  sich 

^...,  _  i^i'  (^  „  _  tg  1)  _  1^  .  5!^^. 

Yt  y^      cos  ^  .  cos  d 

Die  Richtung  der  Beschleunigung  9>  bestimmt  nun  in  dem  Krtlmmnngs- 
kreise  und  in  der  Scbmiegungsparabel  zwei  Sehnen,  c,  c  (Fig.  219)  durch 
welche   sich   die   rechte  Seite  dieser   Gleichung  umgestalten  l&sii.    Fflr  c 
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landen  wir  bereits  Cap.  VIII,  §.7  die  Gleiahung  t^  =  ^cg>;  für  c  wol- 
len wir  jetzt  die  betreffende  Relation  suchen.  Da  die  Diameter  der  Schmie- 
gongsparabel  mit  der  Normalen  den  Win- 
kel i  bilden,  so  ist  die  Gleichung  dersel- 
ben in  Bezug  anf  den  Diameter  nnd  die 
Tangente  dee  Punktes  M  als  Coordinaten- 
axen  y^  =-  2^  cos  j  .  x  (s.  Salmon,  anaL 
Geometrie  der  Kegelschnitte,  deutsch  t. 
Fiedler,  p.  280)  und  liefert  die  Figur  weiter 
die  Belatiosen 


Fig.  J19. 


coap 


y        flin(^~-d)'     y        Bm  (ß  -  S}' 
also,   wenn  man  bieraua  x  entnimmt  und  in  die  Parabelgleichung  einfflbrii 


COB*  ä  COB  ß 


Hiermit  ergibt  sich  nun  für  tpj-*'^: 

y\  c  COS  ß 

oder  mit  Hülfe  von  r*  ■=  -J  cip,  991,  ^ 


a.y^; 


d.  h.  die  Normalcomponente  der  Beschleunigung  zweiter  Ord- 
nung der  ebenen  Bewegung  eines  Punktes  ist  der  sechsfache 
Cubue  der  Geschwindigkeit,  dividirt  durch  den  Krümmungshalb- 
messer und  das  geometrische  Mittel  aus  den  Sehnen,  welche  die 
Richtung  der  Beschleunigung  im  KrUmmungskreise  und  der 
SchmieguDgsparabel  bestimmt. 

Den  in  der  Torstehenden  Untersuchung  vorkommenden  Diameter  der 
Scbmiegungsparabel  nennt  Abel  Transon  {Liouviüe,  Joamoi  de  matkemaU 
T.  VJ.)  die  Deviationsaxe.  Da  nHmlich  die  Kormale  die  mit  der  Tangente 
parallelen  Sehnen  des  KrOmmungskreises,  jener  Diameter  aber  die  der 
Tangente  gleichfaUs  parallelen  Sehnen  der  Sohmiegungaparabel  halbirt,  so 
gibt  die  Tangente  des  Winkels  d  ein  Uass  ftlr  die  Abweichung  des  Cur- 
venpunktes  von  der  Schmiegungsparabel  an,  wenn  diese  Abweichung  anf 
einer  der  Tangente  parallelen  und  ihr  unendlich  nahen  Geraden  ge- 
schst^t  wird. 
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TJfiber  di«  Schmiegungspanbel  vgl.  meine  Abhandlung  „Üeber  die  Be- 
rührung ebener  Curven  mit  der  Parabel"  (ScfalCmilcb's  Zeitsohr.  f.  Mathem. 
und  Physik  B.  II,  p.  58). 

§.  4.    Fttr  eine  geradlinige  Bewegung  rednolrt  flieh  qo'*'  auf  9),'*'  ^  --^  ■ 

Projicirt  man  daher  eine  Bewegung  auf  eine  Axe,   etwa  die  x-Ane  eines 

Coordinatenayetems,  so  wird  —  ^   die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  9» x'*' 

der  Projectionebewegung  darstellen.  Zugleich  ersieht  man,  dass  sie  die 
Projection  der  Beschlennigung  9>''>  der  Hauptbewegung  auf  diese  Aze  ist. 
Benn  das  Dreieck  <l>M'<tf  (Fig.  217)  liefert  in  der  Projection  ftlr  d>d>'  das 
Differential  dgix.  Bildet  tdso  0^  mit  der  Projectionsax«  den  Winkel  «, 
so  hat  man 

^-_.o,_^.„,„_y.).co.». 

Frqjicirt  man  daher  die  Bewegung  auf  drei  rechtwinldige  oder  schiefe  Coor- 
dinatemuen,  so  erh&lt  man 

d'x  ^y  ^t 

^i*-'^'"'      rf?""""'     ^^-''•" 
als  Gleichungen  der  Bewegung,  wenn  ipj*\  <Pg^*\  9>/''  als  Functionen  von 
t,  X,  y,  s,  Vi,  Vy,  fi,,  9>i,  9>y,  ip,  gegeben  sind.    Ihre  Integration  fQhrt 
neun  Constanten  ein,  welche  durch  die  Anfangslage,  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit und  die  Anfangsbeschleunigung  beetinimt  werden. 

§.  5.  Ein  Punkt  beschreibe  eine  CuiTe  und  befinde  sich  zur  Zeit  t 
in  M,  zur  Zeit  <  -|-  i  in  M'.  Von  irgend  einem  festen  Punkte  0  ziehen 
wirOJIf^r,  OM' ^  r  .  Dann  stellt  die  Sehne  JlfJIf' =  a  die  geometrische 
Differenz  von  r  dar  und  kann  dieselbe  durch  die  Geschwindigkeit  v  und  die 
Beschleunigungen  tp'-^'i,  9)''',  . . .  der  verschiedenen  Ordnungen  dargestellt 
werden.  Ist  nSmlicb  x  die  Projection  von  r  auf  irgend  eine  Aze,  ^x  die 
Projection  der  Sehne  a  auf  dieselbe,  so  hat  man  nach  dem  Taylor'schen 
Satze,  da  r  und  x  Functionen  von  t  sind 

wo  R  das  ßeslglied  der  Reihe  bedeutet.  Da  Jx  >=  0  cos  (ax)  and  offenbar 
fUr  alle  Ordnungen  der  Beschleunigung 

ist,  so  erhält  man 
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fl  coB  (flu)  =  «  COS  (f  i)  .  r  +  --  91''*  cos  (q»">a;)  .!*  +  ■■• 

+  -^  g-C-'l  COB  (y('-"«)  .  *"  +  Ä . 

Aus  dieser  Gleichung,  welche  fUr  alle  Richtungen  der  Projeotionsaxe  gelten 
muBS,  erbellt,  daas  sich  ein  Polygon  MAÄ^Aj ...  Ä^—tÄa—i  oonstmiren 
ISsst,  dessen  Seiten 

MÄ~vt,ÄÄi-^~ip<'i^,  ^,^  =  -^9>Wi»,  ...^._,A-i  =  ^  ,,(—»1" 

die  Bichtangen  der  Geschwindigkeit  und  der  BeBohleonigungen  der  ver- 
Bcbiedenen  Ordnungen  baben,  so  dasa  die  Sehne  ff  die  geomeb'isobe  Summe 
der  Seiten  derselben  wird,  nfimlich 

M  -  [")  +  [i  »'■'  ■•]  +  [|y  ?.'•'  ■■]+••■+  [i,  »'"-"  ■•]  +  [»J . 

wo  *  = 7:=-^  ist 

cos  (Vx) 

Genügt  nun  die  Function  x  von  t  den  Bedingungen  der  Entwickelbar- 

keit  in  «ne  Reihe,  so  wird  lim  Jt  =  0  und  in  Folge  dessen  auch  lim  dt  =  0 

und  ergibt  sich  aus  der  unendlichen  Reihe 

M-M+[^»'".']  +  [!;»".■]+■■■, 
dasB  die  Bewegung  des  Punktes  M  während  der  Zeit  von  <  bis  f  -^  *  als 
die  Resultante  von  unendlich  vielen  geradlinigen  Bewegungen  von  den  Rich- 
tungen der  Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigungen  aller  Ordnungen 
angesehen  werden  darf,  deren  Wege  durch  die  Glieder  vt,  ^9i^"t^,  ^9)'"c'i  -.. 
angegeben  werden.  Die  erste  Bewegung  iKngs  der  Tangente  der  Bahn  ist 
eine  gleichförmige  mit  der  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  Jlf  zur  Zeit  (, 
die  zweite  eine  gleichförmig  veränderliche  Bewegung  von  der  Beschleunigung 
erster  Ordnung  p''',  u.  s.  f.,  die  n"  Bewegung  hBngt  von  der  Beschleunignng 
^(»—1)  aij  und  i]jj.  lYeg  igt  proportional  i". 

Vgl  Möbius,  aber  die  phorouomische  Dentung  des  Taylor'schen  Theo- 
rems (Grelle,  Journ.  6.  36,  p.  91);  ßomoff,  theoret  Mechanik  I,   p.  61. 

§.  6.    Setzen  wir  t  unendlichklein  und  schreiben  die  Formel  des  vorigen 
Paragraphen  für  die  Bewegimg  des  Punktes  M 

M  -  W  +  [">]  +  »»"'•']  +  »»'"■•]  +  ■  •  • 

sowie  für  die  Bewegung  eines  andern  Punktes,  welcher  zur  Zeit  (  mit  M 
zusammentrifft,  woftlr  aber  1?, 9'" ,  9><" ,..,  andere  Functionen,  etwa  V, ,  9*," ,  7^),. . . 
sind,  so  bat  man  ebenso 

W  -  W  +  K«l  +  [iy',"-"]  +  [irl'VJ  +  •  ■  • 

und  folglich,  wenn  man  beide  Glwchungen  von  einander  almeht, 

[r'J  -  [r;i  =  [(«  -  v,)r]  +  i  [(9")  -  9<»'}t']  +  i  [(v»  -  vT^']  +  ■  ■  • 
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Ans  dieser  Glüchung  ktuu  man  für  die  Üebereipatini mnng  zweier  Be- 
wegongen  ILhnliehe  Schlflsae  ziehen,  wie  ana  der  analog  gebildeten  Gleiehnng 
der  analytifichen  Geometrie  fUr  die  mehr  oder  weniger  innige  Berübnmg 
zweier  Cnrren.  Ist  blos  [i;]  ^  [fj]  zur  Zeit  t,  so  stimmen  beide  Bewegnngea 
bloB  in  der  Geschwindigkeit  aberein  nnd  kann  man  sagen,  dass  ihre  üeber- 
einstünmong  eine  solche  1.  Ordnung  seL  Ist  ausserdem  ancb  [9:''']  =  [9i"]> 
d.  fa.  sind  auch  die  Beschleunigungen  beider  zur  Zeit  t  dieselben,  so  findet 
eine  UebereinstinimDiig  2.  Ordnung  statt  u,  e.  w.  Ist  die  zweite  Bewegung 
Ton  einer  Anzahl  unbestimmter  Const&nteu  abhSngig,  so  kSnnen  diese  so 
bestimmt  werden,  dass  diese  Bewegung  mit  einer  gegebenen  Bewegung  in 
eine  üebereinstimmang  trete,  deren  Ordnung  um  eine  Einheit  niedriger  ist, 
als  die  Ansafal  der  Constaaten.  FOr  die  Untersuchung  einer  Bewegung  kann 
es  TOB  Interesse  sein,  ihr  eine  andere  zu  snbstituiren,  welche  mit  ihr  bis 
zu  einer  gegebenen  Ordnung  UbereinstimmL  Eine  Bewegung,  welche  mit 
einer  gegebenen  Bewegung  zur  Zeit  t  blos  in  der  Geschwindigkeit  Überein- 
stimmt, wird  eich  zu  ihr  Bhulich  verhalten,  wie  die  Tangente  einer  Curve 
zur  Cnrve  selbst.  Eine  Bewegung,  welche  mit  einer  andern  die  Geschwindig- 
keit und  die  Beschleunigung  zur  Zeit  t  gemein  hat,  wird  dieser  gegenüber 
dieselbe  Rolle  spielen,  wie  der  KrQmmungskreis  der  Carre  gegenüber. 

Diese  Andeutungen  lassen  sich  auch  fdr  die  Beziehungen  der  Bewegungen 
zweier  Systeme  verwerthen.  Die  hier  ausgesprochenen  Ideen  der  üeber- 
einstimmung  der  Bewegungen  zweier  Punkte,  rUhren  von  Lagrange  her  und 
sind  zuerst  von  A.  Comte  entwickelt  worden  (Cours  de  phUosophie  positive, 
Paria  1864,  VoL  L,  p.  172).  Vgl.  auch  Padeletti,  Sülle  relazioni  tra  cine- 
matica  e  meccanica  (Battaglini,  Glomale  di  Matematica,  Vol.  XIV  (1876), 
p.  203). 

§.  7.    In  Bezug  auf  die  Besah leunigun gen  der  Systempunkte  eines  un- 
verSnderlichen,   in  Bewegung  begriffenen  Systems,   beginnen  wir  mit  der 
Untersuchung  der  ebenen  Bewegung.    Nach  Cap.  XIII,  g.  5  hat  die  Be- 
Bchleunigung  9  erster  Ordnung  fUr  die  ebene  Bewegung  eines  Systempunktes  M 
zur  Zeit  t  zwei  Componenten,   eine  centri- 
petale,    nach    dem    Beschleunigungemittel- 
pnnkt  G  (Fig.  220)  gerichtete  at'p  und  eine 
zu  dieser  senkrechte  m'p,  bei  positiven  10' 
dem  Sinne  vcn  <a  folgende,  wo  p  den  Ab- 
stand MG  bezeichnet    Zur  Zeit  t  -f-  dt  sei 
yig.  IM.  JK'  ^jg  Lage  des  Systempunktes  und  &'  der 

dieser  Zeit  entsprechende  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen;  dann  werden 
(»*  -f-  d .  m*)  (p  -|-  dp)  und  (o>'  -j-  f^»')  (p  +  dp)  die  betreffenden  Compo- 
nenten der  Beschleunigung  sein,  erster«  IBngs  M'G'  gerichtet,  letztere  senk- 
recht zu  UtO'.    Die  geometrischen  Differenüalien 
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r(ö,«  +  d.a,»)0)  +  dj.)]-[<o»i.]  und  [Co'+diö')(j>  +  <ij')]-[»'i'] 
stellen  die  Componenten  der  Elementarbeschleunlgmig  ip'-'^dt  zweiter  Ord- 
nung und  durch  dt  diridirt,  die  Componenten  der  Bescbleunignug  9)***  selbst 
dar.  Um  die  erste  derselben  zu  reduciren,  zerlegen  wir  (m*  •^d.(o*){p-\-dj)) 
nach  den  Richtungen  M'JH,  MG,  GG'.  Diese  Zerlegong  erfolgt  mit  HtÜfe 
einer  dem  Viereck  M'MGG'  ähnlichen  Figur  und  liefert 

[(»•  +  d.«-)(p  +  dj.)] 

-  [(»■  +  ii  ■  »■)  .  IfM]  +  [(«'  +  d  .  »■)  .  Jtfff]  +  [(»■  +  if .  »')  .  GG']. 
Setzt  man  die  Wechse^eschwlndigkeit  des  Besohle  unigungsmittelpnnktes  G 
gleich u,, nKmlich  GG' :  d(  =  w,  und  bedenkt, doBs  MM'^CM.wdt'=rmdt 
ist,  WQ  C  das  Momentsjicentnun  bedeutet,  bo  ergibt  sich  fUr  das  geome- 
trische Differential  der  Centripetolbesohlennigung 

und  hat  also  die  Beschleumgung  zweiter  Ordnung  die  drei  von  der  Aendening 
der  Centripetalbeschlenmgnng  herrührenden  Componenten 
{ei'yp  in  der  Richtung  von  p  und  Ton  dem  Sinne  MG, 
ta'ui  nach  Richtung  und  Sinn  mit  der  Wechselgescbwindigkeit  des  Be- 

schleunigongsmittelpuuktea  G  übereinstimmend  und 
<o'r  in  der  Richtung  der  Qeschwindigkeit  des  Punktes  M,  aber  von  eni,- 
gegengeeetztem  Sinne  mit  ihr. 
In  gleicher  Weise  behandeln  wir  daa  geometrische  Differential  der  zu 
p  senkrechten  Beschleunigungscamponente  top.    Wir  zerlegen 

(<»'  +  d«,')  (p  +  dp) 
nach  dreien  zu  M'M,  MG,  GG'  seukreohten  Richtungen  mit  Hülfe  eineB 
dem  Viereck  M'MGG'  ahnlichen  Vierecks.    Es  ist  dann 
[(0,'  +  dm')ip-\-  dp)] 
—  [(m'  +  dw)  .  M'M]  +  [(o)'  +  da)  .  MG]  +  [(«'  +  d«')GG'J 
nnd  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  obigen  Bemerkungen  fUr  das  gesuchte 
geometrische  Differential 

iaa'rdl]  +  [dio  .p]  +  [«'«idt] 
und  folgen  als  Componentea  von  ^i'*^ ,  entspringend  aus  n'p : 
a'p  senkrecht  zu  MG,  bei  positivem  «"  harmonirrad  mit  in 
u'ui  normal  zur  Curye  (G)  der  Beschletmigongsmittelpunkte  und 
cocoV  ISngs  MC,  C  zugewandt. 

Die  Beschleunigung  9'*'  zweiter  Ordnung  jenes  Sy  stempunktea 
hat  daher  die  6  Componenten:  1)  Die  centripetale  {m'yp,  nach  dem 
Mittelpunkte  der  Beschleunigungen  erster  Ordnung  gerichtet  und 
ihm  zugewandt,   2)  die  zu  ihr  senkrechte  a"p,  bei  positivem  n" 
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mit  der  Winkelgeschwindigkeit  a>  harmonireud,  3)  die  Compo- 
nente  a>*Ui  nach  Richtsng  and  Sinn  ttbereinstimmend  mit  der  Wecb- 
selgeschwiudigkeit  (t,  des  BeschleunignngBmittelpnnktes  G,  4) 
die  zu  ihr  senkrechte  lo'u,  von  der  Richtung  der  Normalen  der 
Cnrve  der  Afittelpnnkte  G,  5)  die  Componente  to'r  von  der  Rich- 
tung der  Geschwindigkeit,  aber  von  entgegengesetztem  Sinn  und 
6)  die  zn  ihr  senkrechte  Componente  ara'r,  nach  dem  Mittelpunkte 
C  der  Geschwindigkeiten  bin  gerichtet. 

Die  Componenten  3)  und  4)  sind  allen  Systempnnkten  gemeinschaftlich 
und  liefern  eine  Resultante  Uiyä*  -j-  a*,  welche  gegen  die  Tangente  der 
■Curve  (ö)  unter  dem  Winkel  1  geneigt  ist,  wofür  tg  1  — ■  m' ;  «' ;  die  Com- 
ponenten l)  und  2)  geben  eine  Resnltante  j)y4(o*(0'* -|- cd"*,  proportional  j) 
nnd  unter  constantem  Winkel  l'*'  g^en  den  Str&l  p  geneigt,  wofUr 
tg  l^*>  <E3  a"':  (fä*)'  ist;  die  beiden  Componenten  5)  nnd  6)  endlich  lassen  sich 
zu  einer  Resultante  ro>ym*-|-w*  zusammensetzen,  proportional  der  Ge- 
schwindigkeit und  gegen  r  unter  dem  Winkel  1  geneigt,  aber  aufentgegen- 
geeetzter  Seite  mit  der  BeechlennignngacAmponente  r  Ya*  •+•  «'*  (Cap.  XTII, 
§.  3)  in  Bezug  auf  r. 

%.  8.  Benehen  wir  den  Systempunkt  JU  anf  ein  rechtwinkliges  CooidinatenByatem 
der  a:,y,  desun  ^s-Aie  die  Richtung  von  u^,  dessen  y-Aie  senkrecht  dazu  ist, 
beide  potiÜT  genommen  im  Sinne  von  w,  nnd  H,  -jy  nnd  beteichnen  wir  die  Coor- 
dinaten  des  Momentan centmm*  C  in  Bezug  auf  dieses  Sjatem  mit  x,,i/,,  so  sind 
die  Richtangsconuasse  der  sechs  Componenten  too  q>'''  gegen  die  Azen  der  Reihe 
IMCh  —  X :  j>,  —  y  !p  fSr  die  centripetale,  S  :  p,  —  x:p  fQi  die  in  ihr  senkrecht«; 
1,  0  fflr  «'m,  und  0,  1  för  »'«,  sowie  —  (y  —  y,)  : »",  {x  —  x,) :  r  für  lo'r  nnd 
—  (a:—  x,):r,  —  {y  — yi)ir  fürww'r  and  daher  die  Componenten  X,  T  von  qo'*' 
parallel  diesen  Azen: 

X  •=  —  Suu'x  -f-  («"  —  «")¥  +  tift>'xi  -f-  <8*y,  -\-  m'm, 
r  ■■  —  (m"  —  m*)«  —  tmai'y  —  a'x^  -\-  ata'^^  -\-  tön,  . 
Die  STvtempimltte,  deren  Beschlennigungscomponenten  zweiter  Ordnung  parallel 
der  Tangente  nnd  Nonnale  der  Cnrve  {G)  der  Bescblannignngsniittelpnnkte  ver- 
schwinden, liegen  anf  den  beiden  Geraden 

0  —  —  Smu'x  +  («"  —  0)")^  -f  ""'iBi  +  ilil*yi  +  «'«i 
0  =.  —  («"  —  m*)x  —  Saxa'y  —  oi'a:,  +  »lo'y,  +  «'«, , 
welche  aufeinander  Benkrecht  stehen.  Es  ergibt  sich  hiemos  die  Ezistens  eines 
Betchlennignngscentrunis  6,  der  zweiten  Ordnung,  dessen  Coordinaten  x^ ,  y,  diesen 
OlnchuDgeo  zugleich  genügen.  Setzt  man  dieselben  in  <iiese  Gleichungen  ein  und 
addirt  sie  zu  den  Anidrficken  tOx  X,  Y,  ta  ergeben  sich  diese  Qrflssen  unter  der 
einfacheren  Form 

i  =  —  3iB«."(  +  (m"  —  m')ri 

r-~8»a."i,-(»"-»')S, 

wo£>*2  —  x,,i]vy—  y*  die  Coordinaten  von  li  in  Bezog  anf  ein  dem  System 
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(xy)  paralleles  CoordinatensjBtem  (|ii)  in  &,  sbd.  Wenn  man  die  Entferniuig  des 
SystempunkteB  M  von  G^,  mit  ji,  bezeichnet,  ao  werden  die  Neigoagaconnuiw  der 
Linie  MG,  und  der  auf  ihr  Beukrechteu  Qeiaden,  letiteie  dem  Sinne  nach  mit  s 
harmonbend  genoromeD:  — £:Pi,  —^:pi\  V'-Pt>  —t-Pt  ^'"^  '^^  daher 
—  Snio'E  and  —  ämm'i]  die  Componenten  einer  von  M  nach  (?,  gerichteten  Be- 

schlennignngMomponeate   zweiter  Ordnong  flmw'j),  =  3p, -i— ,80wie{»"— w*)!! 

und  — (ra" — »')£  die  einer  anderen,  zn  MG^  aenkreohten  Componenten  }),(«"— la*). 
Daher  der  Satz: 

Die  BeachleuDigung  zweiter  Ordnung  eines  Syatempanktes 
imunTerSndeTlichen,  ta  der  Ebene  sich  bewegenden  ebenen  System 
zerfsllt  in  jedem  Uomente  in  zwei  Componenten,  von  denen  die 
eine  nach  dem  Beschlennigungscentrum  G^  der  zweiten  Ordnung 
hin  gerichtet,  die  andere  aber  zu  ihr  senkrecht  ist  und  bei  po- 
sitirem  a"  dem  Sinne  nach  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  des 
Systems  harmonirt.  Beide  sind  dem  Abstände  des  Punktes  von  6, 
proportional  und  werden  erhalten,  die  eine,  indem  man  diesen 
Abstand  mit  der  dreifachen  Derivirten  des  halben  Quadrates  der 
Winkelgeschwindigkeit,  die  andere,  indem  man  ihn  mit  dem  Ueber- 
Bchuese  der  zweiten  Derivirten  der  Winkelgeschwindigkeit  Ober 
den  CubuB  derselben  mnltipliciri  Die  Beschleunigung  der  zweiten 
Ordnung  selbst  ist  jenem  Abstände  gleichfalls  proportional,  also 
auf  concentrischen  Kreisen  um  das  Beschleunigungacentrum  der 
zweiten  Ordnung  constant  und  unter  constantem  Winkel  gegen 
die  Radien  dieser  Kreise  geneigt,  dessen  Tangente  (»"—«'):  So'ffi"  ist 

let  die  WiekelgeBchwindigkeit  des  Systems  constant,  so  rednoirt  sich 
die  Gesammtbeschleunigang  zweiter  Ordnnng  auf  — Ptc',  senkrecht  zum 
Abstände  MG^  und  dem  Sinne  von  <u  entgegengesetzt. 

g.  9.  Um  die  Normal-  und  Tangentialcomponente  gp(^" ,  q?^^'  der  Be- 
sehlennigung  ^i'^'  zweiter  Ordnung  eines  Systemponktes  M(i,  tf)  zu  bilden, 
säen  in  Bezog  auf  das  Coordinatensystem  des  Beschleunigungsniittelpanktee 
Gf  des  Toiigen  Paragraphen  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  C  der  Ge- 
schwindigkeiten fp,  t)Q.  Dann  sind  (|  —  S«)  -  '*>  (^  ~~  Va)''  ^^  Biohtungs- 
cosinusse  der  Normalen  CM  und  (q  —  i?o)  :  f ,  —  (|  —  J^)  :  r  die  der  Tan- 
gente der  Bahn  des  Systempunktea  und  erhSlt  man 

r,,l'>  -  Z({  -  u  +  y(,  -,,)--  3»«(S'  +  V) 

r»j»  -  z(,  -  ,J  -•  r(t  -  y  _  (.--  -  »>)  ({•  +  ,•) 

-  [(«"  -  o")!.  -  3o»',,]«  -  [(«"  -  «.■),,  +  3i.»'y,. 
Die  Systempunkte,  deren  NornudbeBcblennignng  2.  Ordnung  Teischwindet, 
liegen  daher  &nf  dem  Kreise 
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Die  SjBtempnnkt«,  deren  TangentialbesohleuniguDg  2.  Ordnung  Null  ist,  anf 
dem  weiteren  Kreise: 

«'+''- &'-^'-]ä-[-  +  „^°^' «•]'-»• 

L  (■>    —  otJ  L  m    —  et      J 

Beide  Kreise  enthalten  den  Mittelpunkt  C  der  Geschwindigkeiten.  Sie  ent- 
halten anch  den  Mittelpunkt  der  Beschleunigung  zweiter  Ordnung,  den  Ur- 
sprung des  CoordinateuBjatems. 

§.  10.  Man  kana  ganz  in  derselben  Weise,  wie  frUher  fUr  die  Be- 
schleunigung 1.  Ordnung  geschah,  die  vorstehenden  Untersuchungen  roll- 
BtSndig  analytisch  einkleiden  und  die  Existenz   des  Beschleunigungsmittel- 

pnnktes  ffj  so  darthnn,  dass  man   die  Ausdrücke  ^^'  'Tß,  -r^  gleich  Null 

setzt,  wodurch  man  zur  Bestinunong  dieses  Punktes  zwei  lineare  Gleichungen 

erhBIt. 

Die  vorstehenden  Lehren  können  in  ähnlicher  Weise  zur  Bestimmung 

des  Krümmungfibalbmessers   der  Evoluten  ebener   Curven  dienen,   wie  die 

Lehren   des  Gap.  XHI.  zur   Bestimmung   des   KrUmmongshalbmeesers   der 

Bahnen  der  Systenipunkte  fllbrten. 

§.  11.     Wir  bestimmen  jetzt  die  Beschlennignng  zweiter  Ordnung  go'*' 

eines  Systempunktes  fUr  die  sphärische  Bewegung.  Die  Beschlennignng  91 
der  ersten  Ordnung  des  Systempunktes  M 
zur  ZeitJ  hat  zwei  Componenten,  die  cen- 
tripetole  w*r  in  der  Sichtung  von  MF<^r 
(Fig.  221)  senkrecht  zur  Momentanaxe  c 
und  die  von  der  Winkelbeschleunigung  u 
berrflhrende  ur,  senkrecht  zur  Ebene,  welche 
den  Punkt  M  mit  der  Aze  h  der  Winkel- 
beschleunignng  verbindet  (Cap.  XIV,  §.  2), 
so  dass  also 

W -["'-•]  + [ar-]    , 
*^'  **'■  ist,  wo  T   den  Abstand  MQ  von  der  Axe  U 

bedeutet.    Ebenso  ist  zur  Zeit  t  -f-  dt,  zu   welcher   der  bewegliche  Funkt 

sich  in  M'  befindet,  süne  Beschleunigung 

M  -  [("'  +  ä  ."')('  +  ir)-\  +  [(.  +  i«)  (r  +  dr-)] , 

WO  r  -\-  dr  ^  M'F'  und  r  +  dr  =—  M'Q'  die  Abstände  des  Punktes  M' 

von  den  folgenden  Axen  c'h'  der  Winkelgeschwindigkeit  und   der  Winkel- 

beschleunigung  bezeichnen.    Daa  geometrische  Differential  von  ip  oder  die 
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EUementarbeschleunigung  zweiter  Ordnung  /p'^^dt  des  Pnnitea  M  ist  hiernach 
die  geometrische  Summe  der  beiden  geometrischen  Differentialien 

[(„'  +  d .  „•)  (r  +  dr)]  -  Kr] ,     [(«  +  d„)  (/  +  dr')]  -  [.r] , 
weiche  wir  einsein  bestimmen  wollen. 

um  das  &ns  der  Centripet&lbeschleunigung  herr&farende  Differential  zn 
rednüren,  zerlegen  wir  («*  +  rf .  m*)  (*■  +  dr)  nach  den  Seiten  des  Vierecks 
M'MPP'  und  erhalten 

[C«*  +  d.»')(r+dr)] 
=  [K  +  rf  .  »») .  JK'fi]  +  [(»»  +  d  .  ««)  .  3f  P]  +  [(o.»  +  rf .  «»)  . PP-]. 
Daher  ist  der  fragliche  Differential  die  geometrische  Snmme 

[(»*  +  d  .  o')  .  M'M\  +  [(d  .  <o') .  JtfP]  +  [(o>*  +  rf  .  M*)  .  PP-J 
oder,  wenn  man  bedenkt,  dass  MM'  =  ardt  ist  und  abkürzt,  die  Summe 

-  [,,'rdt]  +  [(d .  «»)rl  +  [«>«  .  PP-j  , 
deren  Glieder  die  Richtungen  M'M,  MP  und  PF"  haben.    Hierin  ist  bloa 
PF'  noch  weiter  zu  transformiren.    Es  ist  aber,  wenn,  wie  &Oher  d9  d«i 
Winkel  (cc')  der  Momentanaxen  e  nnd  c'  bedeutet 

[PP]  —  [OP .  da]  +  [d  .  OP] . 
Femer  ist,  wenn  OM ^  s  und  ■^MOP=  (f  gesetzt  wird,   OP^seosp 
und  d  .  OP  ^  s  .äcoinf.    Eine  Kugel  vom  Radius  gleich  der  Einheit,  um 
0  beschrieben,  liefert  durch  die  Durchschnitte  mit  den  Axen  t,  c   und  dem 
Strale  s  ein  unendlich echm&lea  sphSrisches  Dreieck  pp'tn,  in  welchem 

PP  =  <i«.  P"*  —  e.  i>'»»  —  e  +  dp 
ist  und  der  Seite  ^  -|-  dp  ein  Winkel  gegenüberliegt,  gleich  der  Neigung  9  der 
Ebene  (c^M)  gegen  die  Ebene  (cli),  weniger  der  Eiern entanunplitude  witl. 
Daher  ist 

cos  (p  +  dp)  =  cos  p  .  coB  dtf  +  sin  p  cos  dö  .  C08  (ä  —  wdt) 
oder  reducirt, d.cospx-sinpcoE^.iff.    Hiemitist d.OP^s.sinpcosd. da,  also 

[PP^  =  [s  cos  p  .  dff]  +  [s .  sin  (  cos  9  .  da] 
und  folglich 

[ta* .  PP]  •=  Im*«  cos  pdii]  +  [m's  .  sin  p  cos  *  .  dff] , 
resp.  in  der  Richtung  von  OP  und  senkrecht  dazu. 

Setzt  man  diese  Grösse  in  den  Ausdruck  des  fraglichen  Differentials 
da 
ein,  dividirt  mit  dt  und  benutzt  die  Formel  "Ji  ^  ^  ^"i"    ^'*    Wecbselge- 

schwindigkeit  der  Momentanaze,  so  ergibt  sieh  fUr  den  Bestandtheil  der 
Beschleunigung  zweiter  Ordnung,  welcher  von  der  Aendernng  der  Centri- 
petalbeschlennigong  henUhrt,  die  geometrische  Snmme 

—  [m'r]  +  [(«*)'*•]  +  [»*V«  cos  p]  +  [»*i(<s  sin  e  cos  «] , 
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deren  Qlieder  nach  Biehtung  nnd  Sinn  abereinstimmen  jtülM'M,  MP,  dar 
Aze  der  Normalwinkelbeacbleimigang  ^  nnd  der  Uomentonaze. 

Um  das  zweite  der  obigen  DilTerentialien  eu  rednciren,  mDsaen  wir  eine 
Bemeiknng  Über  die  WinkelbescUeanigiing  «<''  zweiter  Ordnung  voraus- 
sehiclcen.  £s  aeien  a  nnd  u  -\-  da  auf  ihr«n  Axen  h,  h'  aufgetragen  und 
werde  a  -\-  dtt  in  zwei  Componenten,  nBnüich  a  um  die  Aze  k  nnd  eine 
nnendlichkleine  Componente  dtf '  zerlegt.  Diese  unendlicbkleine  Componente, 
welche  das  geometrische  Differential  yon  a  ist,  nennen  wir  die  Elementar- 
winkelbeachleunignng  zweiter  Ordnung  und  sie  selbst,  durch  daa  Zeiteleiaent 
dt  dividirt,  die  Winkelbeschleunignng  o*"  zweiter  Ordnung,  Sie  hat  eine 
beetinunte  Axe  A'*^  Demnach  ist  ti  -{■  da  um  h'  aeqmvalent-u  nnd  h  und 
und  i^*^dt  um  h^*K  Der  Winkelbeschleanignng  a  van  h  verdankt  der  Sjstem- 
pnnkt  M  zur  Zeit  t  die  Beschleonigong  «  .  MQ,  senkrecht  zur  Ebene  (A,  ilf ); 
der  Winkelbeechleunigung  u  -\-  du  um  h'  zur  Zeit  (  +  dt  die  Beschleunigung 
(a  -f-  da)  ,  M'^  senkrecht  zur  Ebene  (A',  M).  Letztere  ist  aber  nach  dem 
eben  Entwickelten  aeqnivalent  der  Besohl eunignng  a  .  M'g  senkrecht  zur 
E\Kue{k,  M")  in  Verbindung  mit  til*ldlf.3fV"  senkrecht  ÜBT  Ebene  (Ä"],Jtf'), 
wenn  M'q  und  M'g"  die  Abstände  des  Punktes  M'  von  h  und  A<'>  bedeuten, 
d.  h.  es  ist 

Hierin  ist  a  .  M'q  weiter  zu  reduciren;  denn  es  ist  M'q  von  MQ  verschieden. 
Errichtet  man  auf  A  eine  Ebene  senkrecht,  z.  B.  in  Q  und  projicirt  M'q  auf 
sie,  wodurch  maam'Q  erhUt,  so  liefert  das  geschlossene  Polygon  Jlfg^Jlfm'Jf', 
in  welchem  die  Seiten  m  M"  und  qQ  geometrisch  entgegengesetzt  gleich 
sind,  wenn  wir  a.M'q  nach  seinen  Seiten  zerlegen: 

[a  .  M'q]  -=  [«  .  MQ]  +  [u  .  Mm]  . 
Es  ist  aber  Mm   die  Frqjection  von  MM'  —  radi  auf  die  Ebene  senkrecht 
zur  Axe  der   Winkelbeschlennigung.    Bezeichnet  Ua  die  Projection  der  Ge- 
schwindigkeit rn  auf  diese  Ebene,  so  ist  Mm  ^'Ua.dt  and  folgt 

[(«  +  da)M'(i]  =  [« .  MQ]  +  [«M„d(]  +  [«Wrf( .  M'f\ 
nnd  hieraus  ersieht  man,  dajf'ff"  nur  um  Unendlichkleines  von  Mq"  ver- 
Terschieden  ist,  dass 

(.».]  +  [«"'sj 
den  Bestandtbeil  von  tp^*>  bildet,   welches  von  der  Aenderung  der  Winkel- 
beechleunigung herrührt.  Indem  wir  alle  Beschleunigangebes  fand  th  eile  zweiter 
Orduang  sammeln,  erhalten  wir  den  folgenden  Satz: 

WShrend  der  sphBriachen  Bewegung  eines  unveränderlichen 
Systems  um  einen  Punkt  besitzt  jeder  Systempunkt  eine  Be- 
schleunigung zweiter  Ordnung,  welche  in  folgende  sechs  Com- 
ponenten zerfSUt:  1.  eine  Componente  (w')'t' centripetal  gerichtet 
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gegen  die  Moment&uaze;  2.  eine  weitere  m'^scoB  f,  parallel  zur 
Axe  der  NormalwinkelbeBChleunignDg  and  im  Sinne  dieser  ge- 
richtet, gleich  dem  Produkte  ans  der  Winkelgeschwindigkeit  a, 
dem  Abstände  sooBff  des  Radius  r  vom  Rotationscentrum  des 
Systems  und  der  Kormalwinkelbeschleanignng  u'4>;  8.  eine  fernere 
co'ifs  sin^  coB  #,  parallel  der  Uomentanaxe  im  Sinne  der  Linie, 
welche  auf  ihn»  darstellt,  gleich  der  Winkel  gesch  windigkeit  tamul- 
tiplioirt  mit  der  Normalwinkelbeschleunigang  i»^  nnd  der  Projec- 
tion  «.  sin  ß  cos  9  des  Radius  rauf  die  Ebene  (cA)j  4.  eineComponente 
(o'r,  der  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  entgegengesetzt; 
6.  die  Componente  au„  gleich  dem  Prodnote  aus  der  Winkel- 
hescblennigung  und  der  Projection  Ua  der  Geschwindigkeit  »r 
auf  eine  znr  Aze  A  der  Wiukelbeschlennigung  senkrechte  Khene, 
sowie  endlich  6.  die  Componente  «'^'sj  gleich  dem  Produkte  der 
Winkelbeschlennignng  zweiter  Ordnung  und  dem  Abstände  des 
Systemponktes  von  deren  Aze,  senkrecht  geriahtet  gegen  die 
Ebene,  welche  durch  den  Systempnnkt  und  die^e  Axe  geht 

IMe  letztere  Coinponente  kann  mau  wieder  in  zwei  andere  zerf&llen, 

da 


Axe  A  und  eine  normale 


■Je 


deutet.    Man  erhSlt  g -r-  und  g^i 


dp 


dt   "     ^»■"  d( 

§.  12.  Wir  suchen  jetzt  die  Componenten  von  ^'■*^  parallel  dreien 
xochtwinkligen  Coordinatenaxen.  Die  e-Axe  sei  die  Uomentanaxe,  die 
x-Axe  die  Axe  der  Normalwinkelbesobleonigang  und  die  y-Axe  senkreobt 
zu  beiden.  Die  Richtnngscosinnsse  fltr  die  centripetale  Componente 
(i»*)'r  sind  dann  — *:'',.  — V'-fi  0  und  daher  ihre  Componenten 
—  {to^'x,  —  (o»'}'yi  0;  die  BiohtnngscosinuBBe  der  iweiten  Component« 
ra'^S  .  cos  fr«  ca'^e  sind  1,  0,  0;  die  der  dritten  ra'if  «.  sin  ^co&9^=ta*<^s: 
0,  0,  1;  fllr  die  vierte  sind  aie  y  -.r,  —  x:r,  0.  Um  die  Bestandth«le 
zu  finden,  welche  die  fünfte  Componente  parallel  den  Axen  liefert,  zerlegen 
wir  die  Winkelgeschwindigkeit  und  die  Winkelbeschleuuigung  parallel  den  Az«i 
nnd  besthnmen,  ähnlich  wie  Cap.  XVI,  §.  4  das,  was  die  einzelnen  Partiad- 
Gomponenten  zur  Bildung  jener  Grössen  beitragen.  Denn  es  lassen  sich  die 
dort  duTchgefUfarten  Betrachtungen  auf  den  vorliegenden  ganz  analogen  Fall 
unmittelbar  Übertragen.  Die  Componenten  von  wr  sind  —  »y,  m«,  0,  die 
Ton  u  aber  a^  •=  uiff,  a^  ^^  0,  (r,  <=  a.  Daher  sind  die  iraglichen  Com- 
ponenten 
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\  Of-m,  \        '■  ax  0    \  ,        ■  »,  «e,  I        1  0    —  »y   ;  , 


auf! 


-  my  tax 


I  =  —  M*i(<a:. 


1  «X  «,  I  I  «-t  0 
Die  sechst«  Componente  endlich  liefert,  wenn  a^'' ,  u'^' ,  «**'  die  Componenten 
von  a'*  in  Bezug  auf  die  Äxen  bedeuten,  wie  Cap.  XIV,  §.  IS,  die  Be- 
Btaodtheile 

i  y  /  i'  I  "^  X  j'  ■!  X  y  r 
Die  GrÖBSen  «^*>,  e^**,  «^*'  ergeben  sich  durch  Projeotion  des  aus  «, 
u  -^  da  und  a"'  d  t  gebildeten  Dreiecks.  Man  erhsit  nämlich  zü- 
nachst  a^*'>dt  =  d.  a^,  t^^^dt  =  d  .  a,  und  weiter  mit  Htllfe  von 
«I  -=  a^  ,  ctg  -=  0,  «,  <=  m'  unmittelbar  tt^*'  =  (oif)' ,  «J**  ""  w" ,  o'*'  aber 
muss  direct  bestimmt  werden.  Nun  ersieht  man  aus  Fig.  221,  dasB,  weil 
a  in  der  x^'-Ebeue  liegt,  die  Projecüon  von  n'^'df  auf  die  ^-Axe  gleich  der 
Projection  von  u  -\-  da  auf  diese  Äxe  ist  Es  ist  diese  OrOsse  daher  mit 
dem  Sinus  des  Winkels  zu  multipliciren,  den  ihre  Richtung  mit  der  a;«-Ebene 
bildet.  Ist  nun  di  der  Winkel  zwischen  den  Richtungen  von  «  und  ti  -{-  du, 
X  aber  der  Winkel,  den  die  Ebene  dieser  beiden  Linien  ^t  der  xs-Ebene 
bildet,  so  wird  di .  Bmx  der  gesuchte  Sinus,  also  u'^dt  ^  (u-\-dtt)di.amx, 

mithin  b'*'  ^  a  sin  x  ■  —  sein.    Daher  litfert  die  6.  Componente 

di         „  .,,•.,,•.,  di 

tt«  sin«  —  —  w  y,     a  X  —  (,«^j  f,    (»Vjy  —  "*  '"** Si' 

Uair  erh&lt  daher  nach  einer  kleinen  Reduction  CUr  die  Componenten 


von  g>^": 


ata'x  4*  (">*  —  *»")y  +  (w*^  +  «  sin  x  ^;)  'i 

r="  —  nit'p  —  (<•'  —  n")x  —  (oii(()'r, 

_  .       di        ,    ,      ,, 

Z™  _oguij(_.a;_}_  ^„i(,j  y . 

Ans  diesen  Ausdrucken  ergibt  sioh,  dass  ein  Beschleunignngsmittelpnnkt 
zweiter  Ordnung  existirt,  daaa  derselbe  aber  mit  dem  Rotationscaatrum  des 
Systeme  znsanuuenitUlt. 

Mit  Hülfe  derselben  Ausdrucke  bildet  man  auch  mit  Leichtigkeit  die 
Tangential-,  Normal-  und  Binormalcomponente  ip'^,  ip'*^  qgj,*'  von  ^^  itlr 
den  Sjstempunkt  Af .  Man  hat  X,  Y,  Z  auf  die  Richtnngen  der  Tangente^ 
Hanptnormale  und  Binormale  zu  prcgidren. 

§.  13.  In  gleicher  Weise  kann  man  auch  die  Beschleunigung  zweiter 
Ordnung  im  System   behandeln,   welches  eine  WinduBgsbewegimg  besitEt, 
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Denn  dae  System  hat  in  Bezug  auf  die  Axen  C,,  Ai,  welche  durch  den 
Mittelpunkt  der  Beechlennigungen  erster  Ordnung  zur  Momentanaze  C  und 
WmkelbeBchleunigungaaxe  h  parallel  gezogen  werden  kOnnen,  die  Beschleu- 
nigongacomponenten  at^p,  ap' ,  von  derselben  Form  tuid  Bedeutnug,  wie  sie 
§.11  für  die  sph&nBohe  Bewegung  Toransgesetzt  wurden.  Es  kann  daher 
die  ganze  Betrachtung  der  §§.  11  und  12  auf  die  Windungsbewegnng  Über- 
tragen werden.  Man  flbereieht  leicht,  dass  hier  ein  BeBchlennigangemittel- 
pnnkt  zweiter  Ordnung  esistirt. 

§.  14.  Zum  Schlosse  des  vorliegenden  Capitels  wollen  wir  noch  das 
Wesentlichste  ana  der  Theorie  der  Beschleunigungen  n*^  Ordnung  der  Be- 
wegung des  unveränderlichen  Systems  entwickeln.  Wir  beginnen  mit  der 
ebenen  Bewegung  und  beweisen  den  Satz: 

Wenn  fUr' irgend  eine  Ordnang  n  der  Beschleunigung  eines 
in  seiner  Ebene  sich  bewegenden  ebenen  Systems  in  jedem  Zeit- 
momente ein  Punkt  G^  existirt  von  der  Eigenschaft,  dass  die  Be- 
schleunigung T)'*'  aller  Systempnnkte  Jf  den  Abst&nden  3f6,  von 
jenem  Punkte  proportional  ist  und  mit  MQ^  einen  constanten 
Winkel  u  bildet,  so  gibt  es  im  System  einen  weiteren  Punkt 
(ri-f-i,  aber  auch  nur  einen  einzigen,  dessen  Beschleunigung  91'*'''" 
nScfast  faOh&rer  Ordaung  verschwindet,  während  die  Beschleu- 
nigung der  Ordnung  (n -f-  l)  fQr  alle  Syatempnnkte  dem  Abstände 
derselben  von  6,41  proportional  ist  und  mit  diesem  Abstände 
constanten  Winkel  bildet. 

Die  Beschleunigung  y'"'  des  System- 
punktes  ^  zur  Zeit  t  (Fig.  22^),  welche 
mit  dem  Strale  MG^  den  Winkel  a  bildet, 
kann  nSmlich  in  zwei  Component«n  zer- 
TtUlt  weiden,  die  eine  längs  MGn,  die 
andere  senkrecht  hiezu.  Sie  sind 
9i<")  cos  a  =  »JJ .  Jtfö. 

9'")  Bin  ff  =  Äj' .  MGn  , 
wo  ^)  und  #(^>  die  betreffenden  Compo- 
nenten  in  der  Einheit  der  Entfernung  von 
^^-  «»■  ff,  sind.    Zur   Zeit  (  +  dt   befinde   sich 

der  Syetempunkt  in  M'  und  Bwen 

{9f  +  (i .  »ij>) .  3/'ff;,    (&(;»  +  d .  ö(;)) .  m'g; 

die  dieser  Zeit  entsprechenden  Componenten,  erstere  nach  dem  folgenden 
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BeBChleumgangemittelpunkt«  G»,  letztere  eenkreoht  zu  M'Q-i,  gerichtet.  Die 
Orfiggen 

[(»<;>  +  d .  eji)  .ara:\  -  [«<;i .  Jfs.] 

und 

[C**;!  +  d .  *(;))  jtf'e;]  —  [#<;' .  mg^] 

atellen  daher  die  geometrischen  DifferentialieD  der  Componenten  9)'")  cos  a, 
^(■)  Bin  «1  oder  die  Componenten  der  Elementarbeechleonigung  (n  -|-  l)ter 
Ordnung  dar  and  liefern,  weim  man  sie  mit  dt  dividirt,  die  Componenten 
Ton  y*"+  ". 

Eme  Zerlegung  nach  den  Seiten  des  Viereck  M'MG^Gii  gibt  nun 
Eonftcbst 

[(#<;i  +  d .  **;>} .  m'g;,]  =-  [(#<j'  +  d .  ef) .  m'M} 
+  [(#<;)  +  d .  ©ij') .  Jtf  ff,]  +  [(#(;)  4-  d.«-;)) .  G.e;] 

und  wenn  man  bedenkt,  daeti  JUdf'nurdt  ist,  wenn  r=«CJIf  den  Abstand 
des  Punktes  M  vom  Momeutancentrum  C  bedeutet  und  G^Qi,  ^  Uaif 
wird,  wo  u«  die  Wechselgesch windigkeit  des  Beschteunigungsmittelpunktes 
G,  mit  bezeichnet,  die  Componenten  der  Beschleuoignug  (n  -|~  l)ter  Ord- 
nung tp^*  + '' ,  welche  ans  der  centripetolen  Beschleunigung  9^^''  .  MG^ 
herrahren: 

parallel  den  Achtungen  M'M,  MG»,  &.&'.. 

Ebenso  liefert  eine  Zerlegung  nach  den  Seiten  eines  mit  M'MG^G'n 
congruenten  Vierecks,  dessen  Beiten  auf  den  Seiten  dieses  senkrecht  stehen, 

[(#<;'  +  d .  *<;0 .  -M'ö'-]  —  [(*V"'  + ''  ■  *r')  ■  ■^'■^3 
+  f(»^->  +  d .  #(;>) .  JtfO.l  +  [(#!;>  +  d .  d*;!) .  G.ff'.l 

und  Memit  als  Componenten  der  BeBCbleanigang  9>'' "'''',  welche  aui 
^^' ,  MCf„  entspringen: 

ä .  «<■> 

»J'.ov,  -^y^.jife.,   »M.„. 

IKogs  MC,  senkrecht  zu  MG,,  und  senkrecht  zu  &n(r't.    Es  ist  daher 

[,!.+  .)]  _  [»W  .„r]  +  [»!;> .  »r]  +  [_-j^  •)..]+  \_~^  -j..  J 

+  W  ■«.]  +  [»<?•».]. 
WO  j).  =>  -Mff«  gesetzt  ist. 

Bilden  wir  nun  die  Componmten  X'"  +  '*,   r('  +  *'  von  9'"  +  "  in  Be- 
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zng  auf  die  Tangente  und  Normale   der  Curve  (6.)  der  BeBohleanigungS' 
mittelpnnkte  Gn,  so  erhalten  wir,  wie  leicht  zu  übersehen  ist: 

-»<Xy-y„)  +  &t;' 

wo  X,  9  die  Coordinaten  des  SjrBtempunkteB  M,  x^,  y„  die  des  &fomeutau' 
centrums  bezüglich  der  Tangente  und  Normale  von  (0.)  als  Azen  sind. 
Es  gibt  nun  ein  System  von  Werthen  Xn  4- 1 ,  ^a  -f- 1 ,  welches  ftlr  x,  y  ein 
gesetzt,  diese  Ausdrücke  zu  Null  macht.  Hiemit  ist  die  Existenz  des 
schleuuigungamittelpnnktes  0,  ^  1  hypothetisch  dargethon;  es  eiistirt  fflr 
die  Ordnung  n-j-  1,   wenn  es  f&i  die  Ordnung  n  besteht.    Ziebt  man  die 


d  .  #<;'  d .  #<" 

"^  =  -  -df  ^'+'  -  ^     ^"  +  '  +  ^''  '"<^"  +  '  -  ^"^ 

—  *i;>»(i/,  +  ,  -  #J  +  #(;) .  «,, 

TOD  den  vorstehenden  AnadrÜeken  für  .X'"  +  ",   y("  +  ')  ab  und  setzt 

x  —  x,  +  i  =  i,    J/  —  !/,  +  !  =f(, 

80    folgt, 

/<*•*';'  \  /d.9^'>  \ 

'^•'■"  —  {-^+  "f')  -  -  hr  -  *»'")  «• 

welche  Gleichungen   ausdrücken,   dass   q)("+'>  aus  zwei  Componenten   be- 

/d .  &f  \ 

steht,  deren  eine,  (  ■      ' — |- *(j;'»l  ■i),+ 1   von  M  nach  (t«  +  i  geriiditet 

ist,  wShrend  die  andere,  I — -r—  — *jj'")  'l'"+i  zu  ihr  senkrecht  ist,  wo 

JfG',,^!  >K  j).^,  gesetzt  wurde.  Da  beide  dem  Abstände  MQ^+i  pro- 
portional sind,  so  ist  q3(''  +  '>  diesem  Abstände  ebenfallg  proportional  und 
auf  concentrischen  Kreisen  um  G^+i  constant.  Die  Tangente  des  Winkels, 
welchen  (p<-*  +  ^^  mit  dem  Strale  j'.  +  i  bildet',  ist 
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miUun  gleichfallfi  conetutt. 

Da  fflr  die  Beecbleonigung  erster  Ordanng  ein  Mittelpunkt  existirt 
Bo  gibt  es  einen  Bolcben  ftli  die  zweite  and  «us  der  Existenz  dieses  folgt 
die  £zisteiu  eines  solchen  fQr  die  dritte  Ordnung  a.  s.  f. 

Im  F&lle,  dasB  #^'  und  #'^1  oonstsnt  sind,  ergibt  sich  der  Mittelpunkt 
Ga  +  i  der  Beschleunigungen  (n -f-  l)ter  Ordnung  sehr  leicht.  Zieht  man 
nSmlioh  darch  das  Momentancentrum  C  einen  Stral  senkrecht  zur  Tangente 
der  Corre  (Üh),  so  kann  man  auf  ihm  diesseits  oder  jenseits  von  C  einen 
Punkt  finden,  für  welchen  die  Componenten  ^ß^ar  nnd  ^'u,  sich  tilgen. 
Aus  der  Bedingung  d^^cor  =  &(j'u,  folgt  sein  Abstand  von  C,  nämlich 
r  — '  w«  :  o.  Ebenso  gibt  es  auf  demselben  Strale  einen  Punkt,  itlr  welchen 
eicb  die  Componenten  d'^'car  und  ^'u«  tilgen.  Sein  Abstand  r  ist  der- 
selben Bedingung  r  — >  u«  :  oi  unterworfen.  Daher  erfüllt  ein  und  derselbe 
Punkt  beide  Bedingungen.  Er  ist  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  7^""^", 
da  die  Übrigen  Componenten  verschwinden. 

g.  16.  Eine  aoalftisobe  Behandlung  -der  BescbleunigangeQ  höherer  Ordnung 
f9r  die  ebene  Bewegung  hat  keine  weiteren  Scbwierigkeiten.  Bind  x,  y  die  Coor- 
dinaten  des  Punktes  M  in  der  abaoluten  Ebene,  x,  y  »eine  Coordinaten  in  Be- 
zog auf  ein  dem  beweglichen  Syatem  angehOriges  Axeniystem  nnd  x,,  y,  die 
Coordinaten  von  deuen  Drsprnng,  so  iat 

a:  —  a^  +  a«'  +  a>' ,    y  —  y,  +  hx'  +  b'y 
und  daher,  wenn  a;'"',  y'*',  a'"*,  o''"',....  nnalige  DiSerentiationea  bedeuten, 

«"")  -  ^EJ,"-!  +  «'->  X  +  a'""  y\    y""'  -  y^""  +  6'"'  as'  +  &''""y', 
woraus  fOr  ^c'*"'  —  0,  y'*"'  =  0  der  Mittelpunkt  der  Besohlennignngen  sofort  folgt 

Bildet  mva  die  Grossen 

'  ;b'""  ,    -y(""  \^A„^        j  ^""'  J''™'  ■  -  JJ„, 
,  y'-l  ,         .(<"*    [  "    '      I  «'"'  y<"'    ; 

und  setat  fflr  *''"',  a;'"*,  y'"*',  y'"'  ihre  Werthe  in  a;j,"',  o''"',...  ein,  »  ergeben 
sieb  die  Formen: 

A^,  —  («("'a'-»  +  tl^Jftl-»)  (X*  +  y'')  -f-  Jtfi'  +  ATy'  -f-  J», 
U^,  _  (a("'6'""  -  o'"'fcW)(a,'t  +  y'«)  +  ifa:'  +  iVy'  +  P". 
Sind  D^,  D„  die  Stieoken,  deren  Prigeotionen  auf  die  Aien  «*"■',  y*"';  «''' 
y'''  sind  d.  b.  die  Betchlennigungen  mi"'  und  n^r  Ordnung  des  Punktes  X,  so  ist 

x"")yW  -a!'"'yW 

d.  h.  es  ist 

■^««  —  ^m^n  «■■  (^^«  ^0  >      *..«  —  ^m  ^»  «'"  (^«.  ^O  ' 


n  (D,„  !>,)  - 
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A^^  ist  also  du  geometriaohe  Produkt  dei  BeschleanignDgen  des  B7st«mpiuiktea 
M,  B^^  ist  da«  Moment  der  einen  Beachlennigong  in  Bezug  aof  den  Endpnnkt 
der  anderen,  wenn  beide  in  ihren  Bichtangen  toh  M  kos  »n%etrag6n  werden. 
Ans  den  Formeln  für  A^^,^ ,  B^^  zieht  man  nachstehende  Folgerangen : 

1.  Der  Ort  allec  Punkte  im  S;atem,  für  welche  A^^  —  k,  d.  b.  conitant  ist, 
ist  ein  Kreis;  alle,  den  Tersohiedenen  Werthen  von  k  entsprechenden  Kreise  sind 
concentrisch. 

-    8.   Der  Ort  £„,  °-  k  ist  gleich&Ua  ein  Kreis. 

3.  Der  Ort  der  Pnnkt«,  wofilr  .i4„^  —  kA  ,  ist  ein  Kreia  A^^  —  kA—'o, 
welcher  durch  die  Sohnittponkte  TOn  A^^  =  0  nnd  A      mm  0  hindorcbgeht. 

4.  Ebenw)  ibd  die  Orte  A^^  —  *B^,.  B„,  =  kB^^  Kreiae. 

Dg  bedeutet  den  Badinerector,  D^  die  Geschwindigkeit,  J?,  die  Bescbleunigong ; 
D,  cos  (D,  D,)  ist  die  TangentialbesohleQnignng,  D,  ain  (D,  i>,)  die  Normalbe- 
Bchlennignng.  Han  erhUt  daher  bis  xnr  zwdten  Ordnnag  die  speciellen,  tnm 
Theil  bekannten  SUie: 

1.  Der  Ort  S^^  •^kder  Punkte  gleicher  FUchengeschwindigkeiten  rv  sin  (rc) 
ist  ein  Kreis. 

a.    Der  Ort  ^n  —  ii'  =-  t  ist  ein  Kreis. 

3.   Der  Ort  A^,  b>  9'  =•  t  constantei  Beschleunigung  ist  ein  Kreis. 

i.   Die  Orte  conatonter   VerhUtnisse   D,:D^,   D,  :  2^,  cos  (Z>,i>,], 
Z>,  :  S,  sin  (PiV,)  Bind  Kreise. 

6.  Der  Ort  der  Punkte  constanten  Winkels  iwiechen  Geschwindigkeit  und 
Beschlennignng  ist  ein  Kreis  u.  s.  w. 

§.  16.  Ebenso  hat  man  für  die  BeBchlennigongen  höherer  Ordnung  der  sphä- 
rischen nnd  der  Windnngsbewegnng  mit  Hfllfe  der  Gleichungen 

x~x^  +  ax'  +  o'y'  +  a"r' ,    x'"'  -  «'„"'  +  o""3:'+  a'"';/'  +  o"<">/ , 

y  =.  y,  +  fcx'  +  6'y'  +  b" z' ,    y'"'  -  yS,"  +  6'"'*'+  6'""y'+  i-"'"*«' . 

»=*„  +CX-  +ey  +  c"z-,    i'"'  =  rj,"'  +  c^V  +  c'<'"y  + <:"<"*', 
aus  denen  für  a:'"'  =-  y'"'  —  i*"'  ™  0  sogleich  die  Existem  des  Mittelpunktes  der 
Beschleunigungen  nf^  Ordnung  folgt,  nachstehende  Folgerungen  wo 

O. -[«'■'■  +  !/'•'' +  »'"'']* 
die  Beschleunigung  ni"  Ordnnng  beseichnet: 

1.  Der  Ort  aller  Punkte,  deren  Beschleunigungen  n*""  Ordnung  dieselbe  Bich- 
toog  haben  (EichtangaeoBinusH  m,  ß,  y)  ist  die  Gerade  x'"'  :  y'*' :«'''  —  a  ;  |I :  r- 

2.  Der  Ort  aller  Punkte,  deren  Beschleunigungen  n<^  Ordnang  einer  Ebene 
parallel  sind,  d,  h.  senkrecht  zu  einer  Geraden  (a,  fi,  y)  ist  die  Ebene 

x'" . «  + 1/-' .  (1  +  *'"J .  r  -  0  . 

Sie    geht    durch    den    Mittelpunkt    der    Beachleunignngen    x''^  —  0,    y^"'  — 0, 

8.  Der  Urt  aller  Punkte,  deren  Beschleunigungen  h«^  Ordnung  den  Erzeugunge- 
linien  einer  Kegelfläohe  F  (x,  yi  ')  ■—  0  parallel  sind,  ist  eine  Kegelflftohe  dessel- 
ben Qradea  F  (x''"',  y'*"',  /'"^)  ~  0  <  welche  den  Mittelpunkt  der  Begchlennignn- 
gen  zum  Mittelpunkte  hat  Sie  geht  in  eine  Cjlinderfiäohe  über,  wenn  dieser 
Mittelpunkt  ins  Unendliche  rückt  oder  wenn  eine  Beschleunigungaaxe  besteht. 
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i.  Der  Ort  oller  Ponkt«,  deren  Beschlenoigimg  tif^  Ordnung  dieielbe  GrOsae 
k  bat,  ist  d&a  EUipioid  aj'""'  +  y'"' '  +  ^'"''  —  *'>  deaM"  Mittelpunkt  im  Be- 
BcUeonigonganiittelpnnkte  liegt. 

5.  Der  Ort  2J„i>,cogfi)„i)J —a!''"'«^"' +;/"•'¥'"' +  ''"''''' —  coMt-  »t 
eine  Fl&che  2.  Grades;  det  Ort 

[D„I>.nn(D„  !>,)]'—     *      ^  +'      "^         +  -** 

eine  Fl&che  i.  Qntdee. 

6.  Der  Ort  (J>„i>,)  >■  0  ist  der  Bchnitt  der  drei  Hyperboloide 


0. 


Da«  ente  nnd  dritte  denelben  enthalten  die  Gerade  y'"*'  —  0,  j/-'^  «■  0  uäd  schnei- 
den sich  also   noch   in  einem   cnbischeu  EegeUcbniit.    Da  die  Gerade  nicht  i 
dem  Z'weit«n  Hyperboloid  liegt,  bo  stellt  der  Eegelachnitt  allein  den  Ort  vor. 
7.    Der  Ort  derPuakte,  fQr  welche  der  Winkel  (D^O^  conatant  iet,  ist 
Allgemeinen  eine  FlBobe  4.  Grades.    Man  erhält  ihre  Gleichnng,  indem  man  aetit 
[^->*C1+,«  yW  + .1-1  .W]'-f  {«'■"+!/-'■  +  »"')(-'■"+ !«'"''  +  .'"n. 
Für  (D,„P,)  =  -^  reducirt  sie  eich  auf  den  2.  Grad. 

8.  Der  Ort  der  Funkte,  fQr  welche  D^  senkrecht  ist  zu  V^  und  zu  -I>,,is 
eine  Carre  doppelter  KrOmmnDg  i.  Grades. 

9.  Es  gibt  8  Ponkto  im  System,  fflr  welche  D  I)^,  7)^  alle  drei  sn  ein 
ander  rechtwinklig  sind. 

10.  Das  6&che  Volnmen  K^,^  der  Pyramide,  welche  von  »„,  D,,  D^ 
gebildet  wird ,  ist 

a;(™)    y(-)    J.m) 
^(-)     y(")      j(.} 

^P)  y(P)  ^r) 

Es  ist  conitant  föc  die  Punkte  einer  Fläche  3.  Grades.  Verschwindet  das- 
aelbe,  so  ßdlen  D^,D^,  D^  fQr  die  Ponkto  der  FlAcbe  in  eine  Ebene. 

11.  Der  Ort  aller  Ponkte,  far  welche  B^,  D,  ,  1)^,  D^  in  eine  Ebene  fal- 
len, wird  Ton  den  gemeinsamen  Ponkten  der  vier  Fläcbeo  V'^.p  »  0,  V„,^  =  0, 
^mpg  "■  **t  ^«pj""  •*  dritten  Grades  gebildet  Auf  den  beiden  ersten  Fl&cben 
liegt  der  Ort  aller  Paukte,  wofflr  Winkel  (J>^I>^  =-  0  ist.  Dieser  Ort  ist  nach 
e.  ein  cubischer  Kegehcbnitt,  Sie  schneiden  sich  daher  noch  in  einer  Corve  6. 
Ordnung,  welche  den  Ort  darstellt. 

12.  Die  Punkte,  fflr  welche  fünf  Besohlennigungen  D„,  D„,  I>  ,  V  ,  D^ 
in    eine   Ebene    &llen,   sind   gemeinschaftliche   Punkte   der   Flächen  V^^.  ^  0, 

mnq  '    mnr  '        mpj    "i    mpr  '    mjr      '    npq  > 

V^pr  "0,  F^j,  —  0,  V  =  0.  Sie  stellen  nur  vier  Bedingungen  V^^  —  0, 
^mi>i  =  "'  ^mpr  °"  ** •  ^oflr  "  **  ^^^-  ^*  ^''*'  ersten  dieser  vier  Flächen 
3.    Ordnung  schneiden   sich  in  27  Punkten.    Neun  von  diesen  sind  aber  Dorch- 
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Bclmitte  der  Flächen  y„p,-^0  mit  dem  cubiachen  Eegelacfanitt  (i>„SJ  >- 0; 
Denn  amdere  lind  die  Scbnittponkte  tod  V^^  >-  0  mit  dem  Kegdechsitte 
(B^O^  —  D.  Dieee  IB  Paukte  ^bfiren  dem  Orte  njcbt  an,  weil  ne  im  All- 
gemeiDOD  nicbt  auf  F^^^  —  0  liegen.  Daher  bleiben  nnr  9  Pankte,  welche  den 
fraglichen  Ort  bilden. 

Die  in  den  M-  11-' IS.  mitgetheilten  SStce,  tod  denen  einige  far  die  1.  Ord- 
nnog  der  BeBohleanignng  bereib  früher  bekaimt  waren  und  bereite  frflher  ent- 
wickelt wurden,  siad  enthalten  in  der  Abhandlung  von  C.  Jordan,  Snr  le  mou- 
Tement  de«  figntea  dane  le  plan  et  dane  l'espace  (Bnllek  de  U  Sooiät^  matbdm. 
de  France,  T.  I,  p.  144  (1878)).    Wir  fOgen  denselben  noch  hinni: 

Die  Paukte,  deren  Beachleonigang  ttf^  Ordnung  durch  einen  gegebenen  Punkt 
A  geben,  liegen  auf  einer  Gurre  4.  Ordnung.  Denn  Bind  a,  6,  c  die  Coordinaten 
von  A,  X,  y^  z  die  eines  Systempunktes,  bo  mOsBeu  die  Gleichungen  beeteben, 

(j;  -  o)  :  (y  -  6)  :  (e  -  c)  =  x""  :  y«"'  :  ^•''>  . 
Es  sind  aber  x,  y,  z,  x^'\  </'"' ,  j'"'  lineare  Fonctioneu  von  den  Coordinaten  x\ 
y,  s  des  Punktes  in  Being  auf  das  dem  Sjatem  augehSrige  Coordinatensystem. 
Die  CuTTe  geht  durch  den  Hittelpunkt  der  Beachleunigungen  •von  der  Ordnung  n. 
—  Die  Ricbtnngen  der  Beachleuniguugen  n'">  Ordnung,  welcbe  durch  einen  Punkt  A 
gehen,  bilden  eine  jKegelflOche  dritten  Grades,  deren  Grad  den  Grad  des  Compleies 
angibt,  welchen  die  Besobleunigungsrichtungen  n'^  Ordnung  des  Systems  bilde«. 
Unter  den  Complexkegeln  sind  4  Eeget  S.  Grades. 

S.  17.  Nach  Cap.  III,  g.  IB  kann  die  absolnte  Bewegung  eines  Punktes  aus 
der  relativen  Bewegung  desselben  und  der  Bewegung  des  mit  ihm  luaammenfal- 
lenden  System punktes  zosammengesetzt  werden.  Dabei  konnte  ancb  die  absolute 
Geschwindigkeit  ans  der  relativen  und  der  Geschwindigkeit  des  STstempunktes 
gebildet  werden;  femer  seigte  der  Satz  von  Coriolia,  dass  die  absolute  Besohleu- 
nignug  die  geometrische  Suuuue  der  relativen  Beschleunigung,  der  Beschleunigung 
des  Syetempunktes  und  der  zusammengesetzten  Centripetalbeschleunignng  ist.  Ein 
ähnlicher  Sats  wurde  von  Somoff  fOr  die  Beschleunigungen  aller  Ordnungen  auf- 
gestellt nnd  mit  eeiner  Bfilfe  die  relative  Beschleonignog  aller  Ordnungen  ent- 
wickelt. S.  Somoff,  Snr  les  accälärations  des  diverses  ordres  dans  le  mouvement 
reLatif.  (Bullet,  da  l'Äcad.  des  sciences  de  St.  Pätersbourg,  1866,  oder  Hflaoges 
mathämatiqueB  et  astronomiques  tir^  du  bulletin  physico-math^matique  et  dn 
Bulletin  de  l'Acad.  des  sciences  do  St  P^rsbourg,  T.  III,  p.  669,  sowie  „Tbeo- 
ret.  Mechanik",  flbera.  v.  Ziwet,  Th.  I,  p.  392  n.  ffg.) 

Ffir  die  zweite  Ordnung  hatte  Uesal  in  seiner  Cinematiqno  pure  den  betref- 
fenden Satz  bereits  aufgefunden. 


Blnige  Literatur  rar  BeBobleanlgtmg  höherer  Ordnungen. 
Die  erste  Idee  der  Beschleunigungen  zweiter  und  höherer  Ordnung  gebfihrt 
Jacobi,  weicher  bei  seiner  Docterpromotioo  am  13.  August  18S6  als  fOnfte  These 
den  Säte  vertheidigte:  „Tbeoria  mechanices  analytica  causam  ognoscere  nolloBi 
pctest,  quidni,  sicuti  differentialia  prima  velocitatis  nomine,  secunda  virium 
insignimns,  simile  quid  od  altiora  quoque  differentialia  adhibeatur;  de  quibus 
theoiemata  proponi  posiint,  prorsns  aualoga  üs,  qnae  de  vi  et  de  velocitate  oir- 
cnmfonmtnr."    Denselben  Qedanken  entwickelte  1846  A.  Transon,  Note  lur  les 
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principei  de  Ift  Mäcuiique,  Journ.  de  Hath^m.  p.  LionTilIe,  T.  X,  p.  330);  eben- 
so Hoblna,  Deber  die  phoronomiBche  Deotnog  des  Tftjlot'Khen  Theorem«  (Be- 
richte der  Verhuidlniigen  der  kOnigl.  SBcba.  Qesellichaft  der  WinenBchaflen  an 
Leipiig,  184S,  oder  Grelle'«  Joonial,  B.  86,  p.  91).  Die  Auibildnng  der  geometri- 
schen DifferentiatioD  f9hite  nr  weiteren  Änibildnng  der  Theorie  der  Besohlen- 
n^nngen,  mit  der  «ie  im  Omnde  identiich  iat. 

Weiterea  sehe  man  in  den  im  Texte  citirteu  Schriften  tod  R^aal  nnd  So- 
moff,  ioabe«.  in  des  letiteren:  Memoire  enr  \ea  accfl^rotioni  de  diTere  ordrea. 
(U4m.  de  l'AcBd.  des  aciencea  de  8t.  PötersboDTg,  VII.  Sörie,  T.  VIII,  Nr.  6.) 

ToQ  beeonderer  Bedeutung  ist  die  Ton  Rittershttna  in  seiner  Abhandlimg: 
.^inematisah-geometrische  Theorie  der  Beschlennignng  fflr  die  ebene  Bewegong" 
(CiTÜingenienr,  B.  24,  p.  1)  entwickelte  Methode,  welche  fQr  alle  Ordnnngen  der 
Beschlennignng  werth*olle  Anfacblaaae  gibt. 


XVIII.  Capitel. 

Einiges  über  den  Oeaohwindlgkelts-  und  BesolüeonigungsBaBtand 
proJeotinsoh-TeittnderUoheE  Systeme. 

g.  1.  Ea  acien  in  einer  Ebene  zwei  ähnliche  Sjateme  £,,  £,  vereinigt  Je- 
dem Punkte  Ai  des  ersten  ist  ein  Pankt  A^  des  sweiten,  jeder  Geraden  jr,  eine 
Gerade  ^  homolog.  Den  Funkten  der  Pnnktreihe  auf  g,  entsprechen  die  Pnnkie 
der  Punktrmbe  anf  p^,  so  dies  dieee  Reihen  einander  Bbolich  aiud,  und  zVac  ist  das 
Aehnliohkeitaverh&ltDiM  fClc  alle  solche  Paare  homologer  Panktreihen  dasselbe;  alten 
Geraden  eine*  Punktes  A,  entsprechen  die  Geraden  des  homologen  Punktes,  so 
dass  die  beiden  Büschel  A^,  A^  congment  lind ;  jeder  Figur  von  £,  ist  eine  ihr 
ähnliche  Ton  ü^  homolog.  Die  anendlich  ferne  Oeiade  der  Qeummtebene  iat 
eine  Doppellinie.  Die  Sjsteme  kSnnen  auf  iwei  Arten  in  der  Gesammtebene  ver- 
einigt sein,  gleichartig  nnd  ungleichartig,  je  nachdem  homologe  StraleobDecbel 
doMelben  oder  entgegengesetsten  Sinn  faaben. 

Nehmen  wir  an,  die  Syateme  haben  gleichartige  Lage.  Es  seien  A^,  A^ 
(Fig.  !28]  ein  Paar  homologer  Punkte;  aie  aind  die 
Mittelpunkt«  congmenter  gleichliegender  Stralenbüschel, 
deren  homologe  Btralen  aioh  anf  einem  Kreise  aohnoi- 
den ,  welcher  durch  J, ,  A,  hindurchgeht  Dem  Strale 
A,Af,  all  einem  Slrale  d,  dea  BQacheli  A, ,  entipricht 
ein  Stral  d,  des  BQicbela  A, ,  welcher  von  dem  Kreise 
___  in  A,  beröhrt  wird.     Mit  J,  ftllt  ein  Punkt  B,    des 

pig  JJ3  Syitema  i\  lasammen,    welchem  ein  Pnnkt  £,  auf  d, 

entspricht  Bi  nnd  B,  aind  gleichfalls  Mittelpnnkto 
homoleget  congmenter  Bflschel,  welche  einen  zweiten  Kreis  erzengen,  der  den 
Stral  d,  i»  Bi  berOhrtp.  Beide  Kreiae  Bohneiden  aioh  unner  A,  noch  in  einem 
Punkte  O.  Nach  diesem  Paukte  lanfbn  homologe  Stralen  a, ,  a,  der  Bfiiehel 
Aj ,  A,  und  ebenso  homologe  Stralen  b, ,  6,  der  Bileohel  £, ,  £, ;  er  ist  d^er 
sowohl  ein  Putkt  (a,  &,)  des  Systems  £,,  als  anch  dessen  homologer  Funkt  (<ii\) 
von  £,.  Zwei  in  einer  Ebene  vereinigte  fthnliche  Systeme  gleichar- 
tiger Lage  besitzen  daher  einen   Doppelpunkt    Sie  kOnnen  nnr  einen 
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solchen  haben.  Im  Falle,  dam  iwei  Doppelpunkte  vorhanden  wiren,  wfliden  die 
Systeme  congruent  sein  und  znsammenfollen,  dft  das  AelmlichkeitaverUltoies  auf 
allen  homologen  Geraden  dasselbe  ist. 

Der  Doppelpunkt  ist  gemeinsam«!  Mittel- 
punkt sweier  homologer  congmenter  Strklen- 
büschel  Ton  S,  und  2^.  Man  sieht  leiobt,  daas 
wenn  Ä,,  A,;  S, ,  S,  (Fig.  324)  irgend  irtrei Paar 
homologe  Punkte  sind  und  die  Verbindungslinien 
Ai A^  und  B, B,  sich  in  einem  Fnnkte  H,  A^B^, 
A^B^  sich  in  einem  Punkte  J  sehneiden,  die  Tier 
Kreise  .i,B,  H,  A^B^  S,A,AjJ,Bi  B,  Jdnrchden 
Doppelpunkt 0 gehen.  DAAOA,B,ai  AO^£,,bo 
iatW.  ^,OBi  — W..<l,05,und  folgt  W.  A,OA, 
=  W,  B,OS,  unddaO^i  :0J,  —  OB, -OB,,  so 
""■"■■  folgt,  dase  AOAiA^ai  AOS.B,  nnd  folglich  ist 

W.  OA^A^  =  W.  ÜJSiB,,  d.  h.  die  Stralen  OA^,  OB^,...,  welche  »om 
Doppelpunkte  0  nach  den  Punkten  des  Systems  Z^  (oder  2^)  gehen, 
bilden  mit  den  Geraden  AiA,,  BiB,...,  welche  diese  Punkte  mit 
den  ihnen  homologen  verbinden,  den  Projectionsstralen,  gleiche 
Winkel.  Dass  Winkel  A,  OB,  =^  A,  OB^  =.  A,  HB,  ist,  fährt  in  einer  leichten 
Constmktiou  des  Doppelpunktes.  Alle  homologen  Oeradenpaara  bilden 
denselben  Winkel  mit  einander. 

Zwei  ähnliche  Systeme  ungleichartiger  Lage  haben  stets  eine  Doppellinie. 
S>  8.  Ist  Z[  die  erste ,  £^  die  zireite ,  von  der  ersten  unendlich  wenig  ab- 
weichende Lage  eines  Uinlich  veiftnderlichen  Systems  £!,  d.  h.  eines  Systems, 
welches  w&hrend  der  Bewegung  sich  steta  ähnlich  bleibt,  so  sind  .1,^,  B, B,, . . . 
die  Bogenelemente ,  welche  die  Punkte  A,,  B,, . . .  von  £  im  Zeitelemente  dt  be- 
schreiben. Daher  sind  A,Af  :  dt,  B,B^  :  dt, .  .  ,  die  Geschwindigkeiten  dieser 
Punkte.  Die  Geschwindigkeit  des  dem  Doppelpunkte  homologen  Punktes  ist  Null. 
Man  kann  ihn  dalier  den  Mittelpunkt  der  Geschwindigkeiten  nennen. 
DieGeschwindigkeiten  bildongleiohe  Winkel  mit  den  Stralen,  welche 
die  Systempuukte  mit  dem  Mittelpunkte  der  Geschwindigkeiten  ver- 
binden. Die  Geschwindigkeiten  der  Punkte  eines  solchen  Strales 
sind  parallel  und  dem  Abstände  vom  Mittelpunkte  proportional. 

Ti^igt  man  auf  der  Tuigeute  der  Bahn  jedes  Punktes  A  von  Ai  ans  die  Ge- 
schwindigkeit nach  GrOsse  nnd  Sinn  auf,  so  bildei\  die  Endpunkte  dieser  Geschwin- 
digkeitsstrecken ein  dem  System  £,  oder  £,,  oder  2^  ähnliches  System,  welches 
denselben  Punkt  0  snm  Doppclpunkte  hat  (Man  branckt  nur  die  Geschwindig- 
keiten der  Pnnkte  eines  Strales  zu  verfolgen,  welche  durch  den  Doppelpunkt  geht.) 
g.  3.  Die  Bewegung  eines  ähnlich  veränderlichen  Systems  £  kann  auf 
mannigfache  Art  bestimmt  weiden.  Sie  ist  bestimmt,  wenn  cwei  Systempunkte 
A,  B  sieh  anf  Ewei  Geraden  a,  b  %o  bewegen,  dass  sie  auf  denselben  ähnliche 
Pnnktreihen  J,  ,  J, ,  J,  .  .  .  . ,  B, ,  B, ,  B,  .  .  .  .  durchlaufen,  so  dass  also 
A,At  r  B,B,  —  A^Ai !  BtB,  —  . .  . .  ist.  Ist  0  der  Doppelpunkt  sweier  auf 
einand erfolgender  Lagen  £, ,  E,  des  Systems  S,  und  H  der  Sohnitlpnnkt  von  a 
and  h,  so  schneiden  sich  die  Kreise  AiB^H,  A^B^H  in  einem  Punkte  0,  wel- 
cher Doppelpunkt  von  ^ ,  S^  ist.  Aber  dieser  Punkt  ist  mgleich  Doppelpunkt 
von  Sf,  Z,,  indem  der  Kreis  A^B,H  durch  denselben  hindurchgeht,  ebenso  ist 
er   Doppelpoukt  je  sweier  anf  einanderfolgender  Lagen.    FQr  die   anf  diese 
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Weise  beatimnte  Bewegung  bleibt  also  der  Mittelpuokt  der  Aefan- 
lichkeit  und  der  Qeachwindigkeiten  ffir  alle  Lagen  ein  and  derielbe 
Pankt.  Wenn  femer  C, ,  (7,,  C,  .  .  .  anf  einandeifolgende  Lagen  eines  weiteren 
SysteinpunliteB  C  sind,  ho  folgt  aoa  der  Äebnlichkeit  der  Dreiecke  OA^O,, 
OA^C^,  OA,C,  .  .  .  .,  daas  der  Pnakt  C  eine  Gerade  0^0,0^...  beschreibt.  Bei 
der  genannten  Bewegang  beschreiben  also  alle  Systempnokte,  ausser 
dem  Hitt^lpnnkte  der  Äebnlicfakeit  gerade  Linien.  Man  kann  die  Be- 
wegung daber  die  geradlinige  Bewegung  eines  ähnlich  veränderlichen  Systems 
nennen.  Wegen  des  allen  aufeinanderfolgenden  Lagen  gemeinsamen  Doppelpunk- 
tes ist  sie  das  Analogon  der  Rotatioii  b^m  m^Teifindorliolieii  System.  Die  Qe- 
rade  AC  des  Systems  erzeugt  anf  den  Bahnen  der  Fankte  A  and  C  ähnliche 
Pnnktreihen.  Es  sind  mitbin  die  Panktreihen,  welche  die  Funkte  einer 
Systemgeraden  auf  ihren  Bahngeraden  erzeugen  alle  anter  sich  Ähn- 
liche Reihen. 

Die  Terachiedenen  Lagen  derselben  8ystemgeraden  sind  daher  die  Projections- 
atralen  ffir  je  zwei  ähnliche  Reihen,  welche  je  zwei  ihrer  Punkte  während  der 
geradlinigen  Bewegnag  auf  ihren  geradlinigen  Bahnen  erzengen.  Es  ist  aber  be- 
kannt, dass  die  Geraden  seibat  Projeationastralen  sind,  nnd  mitbin  erzeugen  die 
yersobiedenen  Lagen  einer  Systemgeiaden  dieselbe  Parabel  durch  Uinh^lnng, 
welche  durch  die  geradlinigen  Bahnen  der  anf  ihr  li^enden  Punkte  des  ähnlieb- 
veAnderlichen  Systems  nmhüUt  wird.  Die  Bewegung  erfolgt  also  so,  dass 
jede  Systemgerade  eine  bestimmte  Parabel  umhüllt.  FB31t  mau  vom 
Uittelpuokte  O  der  AehnKchkeit  Perpendikel  OP  anf  olle  Ls^en  der  System- 
geraden AB,M)  sind  die  Dreiecke  OA^  P, ,  OA^  P, ,  .  .  .  iLbnIich;  es  liegen  daber 
die  Fusapunkte  P  alle  in  einer  Genulen^  der  Scheiteltangente  der  Parabel  nnd 
ist  0  ihr  Brennponkt. 

Die  Systempunkte  umbflllen  also  eine  Scbaar  Parabeln,  welche 
den  Mittelpunkt  der  Aehnlichkeit  zum  gemeinaamen  Brennpunkt 
haben.  Es  sei  j4  ein  Systempunkt  und  Hittelpunkt  eines  StralenbOachels  von 
Syatemgeraden.  Jede  dieser  Geraden  erzeugt  eine  Parabel  und  fällt  einmal  im 
Laufe  der  Bewegung  mit  der  Bahnlinie  des  Ponktes  A  zuiammen;  daher  achnei- 
den  sich  die  Scheiteltangenten  aller  von  den  Straten  dei  BüacbeU  erzeugten  Para- 
beln in  dem  Fnsspnnkte  des  Perpendikels  OP^,,  welches  man  von  0  aof  die  Bahn- 
llniie  Ton  A  ftllen  bann,  und  liegen  die  Scheitel  aller  dieaei  Parabeln  auf  dem 
über  0P„  als  Durchmeesar  beachriebenen  Ereiae. 

Ein  ähnlich  yeränderlicbea  Syatem  E  kann  aua  einer  beliebigen 
ersten  Lage  X,  in  eine  beliebige  zweite  Lage  Z^  durch  geradlinige 
Bewegung  übergeführt  werden. 

Eine  andere  Bewegung  eines  ähnlich  veränderlichen  Syetema  iat  die,  bei  wel- 
cher zwei  Punkte  anf  ähnlichen  Cnrren  ähnliche  Punktreihen  erzeugen.  Auch 
biefQr  bleibt  der  Mittelpunkt  der  Aehnlichkeit  unverändert  derselbe  nnd  alle 
Systempunkte  beschreiben  anf  äbnlicben  Curven  ähnliche  Pnnkbeihen. 

Bewegen  sich  drei  Punkte  eines  ähnlich  veAndeilicben  Systeme  auf  drei  Ge- 
raden, so  ist  der  Mittelpunkt  der  Aehnlichkeit  aller  aufeinanderfolgender  Lagen 
denelbe  Ponkt  nnd  besobreibt  jeder  Systempunkt  eine  Gerade. 

Sind  die  Torgenanaten  Curren  mit  den  ähnlichen  Punktreiben  Kreise,  so  ent- 
steht die  kreisfBrmige  Bew^ung  des  ähnlich  veränderlicben  Systems.  Gehen  da- 
bei die  Kreise  durch  den  Hittelpunkt  der  Aehnlichkeit,  so  ergibt  sidi  die  Be- 
wegung, welche  von  Durand  (NouT.  annales  de  mathäm.  2'.  Särie,  T.  VI,  p.  60), 
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Wiener  (Amiali  dl  matematica,  Ser.  2^»,  *T.  t,  p.  139)  und  Affolter  (QnmeTt's 
Arcbiv  fQr  Hathem.,  Th.  5G,  p.  176)  nnterBUclit  wurde. 

Dncch  drei|  Sf^temgerade,  welche  durch  drei  feste  Packte  gehen,  igt  die  Be- 
wegoDg  des  ähnlich  veAnderlichen  Systems  beBtinunt.  Denn  die  drei  Geraden 
eraengen  drei  congiuente  Stralenbüachel ,  deren  homologe  Stralentripel  ein  sich 
ähnlich  bleibendes  Dreieck  bestimmen. 

§.  4.  Ea  seien  2', ,  £, ,  S,  drei  unendlich  wenig  von  einander  verachiedene 
Lagen  eines  ähnlich  rerUnderlicheu  Systems  S  entaprechend  den  Zeiten  t,  t  -{•  dt, 
^4-^''';  dasselbe  kann  darch  geradliuige  Bew^ung  am  der  Lage  2^  in  die 
Lage  Z,  flbergehen  nnd  ebenso-  ans  der  Lage  S^  durch  eine  andre  gerodünige 
Bewegnng  in  die  Lage  Z',  gelangen.  Ein  belieb^r  Systempunkt  M  beschreibt 
in  Ewei  aDfeinanderfolgenden  Zeitelementen  die  Bogenelemeute  Jf,  Jf,  nnd  M^  M, 
seiner  Bahn  (Fig.  326).  Ein  HfUissygtem  «,  gleichfelU  Uinlich  verflnderlich,  fUIe 
znr  Zeit  t  mit  £,  zusammen  und  gelange  zugleich  mit  S  nach  S^ ,  setze  aber 
dann  die  geradlinige  Bewegung  fort  und  gelange  in  eine 
Lage  £',  derart,  daaa  die  Punkte  aus  den  Lagen  Jlf,  nach 
--^^     M'^  gelangen,    so  dass  die  Bogenelement«  Jlf,  JIT,'  ^  Jf,  JV, 

M/.--^  werden.    Die  HOglichkeit  erhellt  aas  %.  2.    Denn  die  Drei- 

,y^  ecke,    wie  OM,M^,    welche  die  Punkte  Jf,  ,Jlf,  mit  däm 

M/  Mittelpunkte  0  der  Äehnlichkeit  von  S,  und  E,  bilden,  sind 

Fig,  siü  unter  sich  Bihnlich.    Ebenso  sind  die  Dreiecke  O  J^  Jf,  unter 

eich  ähnlich;  ist  also  ffii  irgend  einen  Syatempnnkt  von  a 

Jf,  Jf',  —  Jf,  ilf, ,  so  findet  diese  Gleichheit  Mt  alte  Fnnkte  statt.    Aus  der  Lage 

f',  kann  aber  c  in  die  Lage  Z,  durch  eine  weitere  geradlinige  fthnliche  Bewegung 

gelangen.    Die   Linien   M\M,  sind  nni)  die  Deviationen  der  Punkte  Jf  von  £, 

proportional  den  Beschlennignngen  derselben  und  haben  deren  Biehtong.     Tifigt 

man  anf  ihren  Hiohtangen,  welche  man  dnrch  die  Pnnkte  itf,  ziehen  kann,  Ton 

den  Punkten  Jf,  aus  die  Beschleunigungen  f  ^  Jf,  Jf,  :  \dt^  anf,  to  bilden  ihre 

Endpunkte,  wie  es  §.  8  mit  den  Endpunkten  der  Qesobwindigkeiten  v  der  Fall 

war,  ein  dem  beweglichen  System  Z  ähnliches  System. 

Dieselben  Bebaohtnugen,  welche  wir  eben  anstellten,  um  zu  dem  BhnliohenSystem 
der  Endpunkt«  der  Beschlennignngen  m  gelangen,  gelten  anch  ffir  den  Uebergang 
des  Systems  aus  der  dritten  Lagen  in  eine  vierte  u.  s,  f.,  d.  h.  die  Endpunkte  der 
Beschleunigungen  aller  Ordnungen  bilden  ku  jeder  Zeit  t  ein  dem  beweglichen 
System  ähnliches  System. 

Das  System  der  Endpunkte  der  Beschleunigungen  irgend  einer  Qrdimng  hat 
mit  dem  ihm  ähnlichen  System  E  einen  Doppelpunkt.  Die  Beschleunigung  dieses 
Punktes  ist  Null,  die  Beschleunigungen  der  Funkte  eines  ßtrales,  «elcher  dnrcb 
ihn  hindnichgeht,  sind  parallel,  aber  auf  Tersohiedensn  Seiten  dieses  Punktee  ent- 
gegengesetzt. Wir  nennen  diesen  Fnnkt  den  Mittelpunkt  der  Beschleu- 
nigungen. Die  Stralen  des  Mittelpunktes  der  Beschleunigungen  bilden  mit  der 
Beschleunigung  der  Systempnnkte,  nach  welchen  sie  hinlaufen,  gleiche  Winkel 
n,  s.  f.  Wir  erhalten  daher  leicht  die  folgenden  Sätse,  welche  fili  das  onver- 
ilnderliche  System  bereits  in  froheren  Capiteln  sich  ergaben: 

In  jedem  ähnlich  Teränderlichen  System  gibt  es  za  jeder  Zeit  nnd 
für  jede  Ordnong  der  Beschleunigungen  einen  Punkt  ohne  Besohlen- 
nignug,  den  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen.  Die  Richtung  der 
Beschleunigung  der  Systempnnkte  bildet  mit  den  Stralen,  welche  sie 
mit  diesem  Mittelpunkte  verbinden,  gleiche  Winkel.    Die  Besohle«' 
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nigang  der  8f itempnnkte  iit  ihrem  Abstände  vou  diesem  Ifittel- 
pnnkte  propoitional  und  folglich  anf  einem  um  denselben  beaehrie- 
benen  EreUe  von  derselben  GrÖBse.  Die  Beichleunigangen  der  Pankte 
anfeineroStrale  des  Mittelpunktes  derBeachlennigQngea  sind  parallel 
und  dieaseita  und  jenseita  desaelben  eDtgegeDgesetzten  Sinnea. 
g.  &.  Man  erkennt  femer  leicht  die  Richtigkeit  der  SftUe: 
Der  Ort  aller  Pnnkte  des  Hhnlich  veränderlichen  Sjetema,  fflr 
welche  das  VerhKitnisa  der  Beschlennigung  znr  Oeacbwindigkeit  inr 
Zeit  t  denaelben  Werth  hat,  ist  ein  Ereia,  dessen  Hittelpnnkt  anf  dem 
Strale  Hegt,  welcher  die  Hittelpnnkte  der  Oeacbwindigkeiten  nnd 
der  Beschleanigangen  TOrbindet;  dieaer  Ereta  theilt  die  Entfernung 
dieser  beiden  Pnnkte  harmonisch. 

Der  Ort  aller  Pnnkte,  deren  Betchlennignng  und  Geschwindigkeit 

tnü  Zei.t  (  denaelben  Winkel  «  bilden,  iat  ein  Ereis, 

welcher  die  Mittelpunkte  der  Qeschwindigkeiteu 

nnd  der  Beschleunigungen  enth&lL    Sind  n&mlioh  C 

nnd  O  (Fig.  2!6)  die  Mittelpunkte  der  Geschwindigkeiten 

V  nnd  der  Beschleanignugen  9,  ao  bildet  die  Geaohwindig- 

* ;  \         ^,^'     keit  einei  beliebigen  Syatempnnktes  Jlf  mit  CM  einen  con- 

^  '  /      stauten  Winkel  ar  und  die  Beschleunigung  mit  GM  einen 

^  ^  \.y  conatanten  Winkel  1  und  ut  e±l—  CMG  +  m  nnd  miUiin 

G.  (7Jlf(?  — 0±l~c(,  also  conatani 

*"'■■  ***■  Die  Qeschwi&digkeiteii  v  aller  Pnnkte  des  Ereiae«  gehen 

dnrch  einen  festen  Punkt  C,  des  Ereisea,  die  Beschleanigangen  9  denelben  durch 

einen  andern   featen  Funkt  G^  desselben.    Jedem  Werthe  des  Winkela  «,  den  v 

und  if  mit  einander  bilden,  entspricht  ein  solcher  Erei*. 

Für  <r— 0  fallen  die  Beschleunigungen  nnd  Geschwindigkeiten  der  Pnnkte  de« 
Ortee  insammen.  Der  Ort  heiaet  der  Wendekreis  des  Sjstema.  Seine  Punkt« 
beachieiben  zwei  aufeinanderfolgende  Bogenelemente,  welche  in  dieselbe  Gerade 
follen,  d.  h.  aie  passiien  eben  Wendepunkte  ihrer  Halmen.  Die  Paukte  C^,  G^ 
fallen  in  einen  Fnnkt  zusammen,  den  Wendepol  /.  Die  Pnnkte  dea  Ortea  haben 
keine  Normalbeechlaunigung. 

Fflr  a  r— \x ,  d.  h.  fdr  die  Punkte,  deren  Beschleunigung  rechtwinklig  znr 
Geschwindigkeit  iat,  wird  die  Tangentdalbeschleunigung  Null;  die  Punkte  Ö,,  G^ 
nnd  die  Endpunkte  eines  Durofameesers  des  Ortes.  Der  Ereis  der  Punkte  ohne 
Tangentialbesohleanignng  heisat  der  Tangentialkreia. 

An  den  Ort  der  Pnnkte  ohne  Nonnalbeschlennigung  Iftast  sieh  die  Untersuchung 
Aber  die  Erflmmung  der  Bahnen  ansohliessen  nnd  die  Aufgabe  ISaen:  „Wenn  die 
Erflmmungaradieo  der  Bahnen  dreier  Ptmkia  bekannt  sind,  den  ErOmmongsbalb- 
messer  fflr  die  Bahn  jedes  anderen  Punktes  n  finden." 

Weitere  Untersuchungen  Qber  die  Einematik  ebener  Umlich  Tertnderlieher 
Systeme,  insbesondere  anch  Ober  die  Erfbnmung  der  Bahnen,  finden  sich  bei 
Otonatd,  Fignres  planes  aemblables  (I'Institut,  1866,  p.  1G9  n.  170j  ISTO,  p.  S7, 
94,  1S4  u.  171),  sowie  in  den  besonders  werthvollen  und  grQndlichen  Abhandinngen 
von  Bdrmester;  1)  Eiuematisoh-geometriiche  üntenuohungen  der  Bewegni^  Uin- 
lich  veränderlicher  ebener  Systeme  (SchlOmitcb's  Zeitschrift  fflr  HaÜiematik  und 
Physik  ZIX.  Bd.,  p.  1G4);  8)  Einematisch-geom.  Untersuchung  der  Bewegung  affln- 
verftnderlicher  und  collineai-veränderlicher  ebener  Systeme  (ebenda*.,  XIX,  Bd.,  p.  444); 
3)  Einem.- geom.  Untersnohungen  der  Bewegung  gesetcmOssig-veAnderlicherSysteme 
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(ebendiu.,  SX.  Bd.,  pg.  381);  4}  EmematiBch-geometrUche  Theorie  der  Bewegimg 
der  affin-veT&nderliclieii,  ähnlich- veränderlichen  and  starren  rftomlichun  oder  ebenen 
Systeme  (ebendas-,  XXIIl.  Bd.,  pg.  103);  5)  Uebei  den  BeacklennigangaznetaDd 
ähnlieh-veAnderlicher  und  Btarrer  ebener  Sjateme  (CirilingeiiienT,  XXIV.  Bd.,  i, 
n.  3.  lieft).  Die  ähnlich  vei&iderliche  Bevegoog  kommt  bereiti  1830  bei  Cbasles 
vor  (Nota  but  Icb  propriätäe  du  Systeme  de  deoz  corpe  aemblablea  entr'eux  etc. 
BoUetin  des  Scieocos  math.  p.  Färiuaac,  Not.  1830). 

Eb  verdient  bemerkt  zu  werden,  dasa  man  die  Theorie  der  Bewegung  dea 
ähnlich  veiänderlichen  ebenen  Systems  zum  Theil  am  der  Theorie  des  nnverändet- 
licbea  ebenen  Syatems  ableiten  kann,  indem  man  das  nnveränderliche  System  anf 
eine  Parallelebeoe  von  einem  endlich  entfernten  Paukte  ans  in  allen  seinen  Lagen 
projicirt. 

§.  6.  In  zwei  affinen  ebenen  Systemen  S,,  Z^  entspricht  jedem  Punkt  ein 
Punkt,.  Jeder  Geraden  eine  Gerade  und  sind  die  Punktreiben  homologer  Geraden 
ähnlich,  jedoch  so,  dasa  das  AefanLichkeitaverbältniss  von  einem  Paar  homologer 
Oeiaden  mm  andern  variabel  ist.  Die  unendlich  fernen  Geraden  sind  homolog  und 
jedem  Paar  Parallellinien  des  einen  Systems  entspricht  ein  Paar  ParalleUinien  im 
andern;  einem  Parallelogramm  iat  also  ein  Paiullelogiamm  homolog.  Zwei  homo- 
loge Stralenbüscbel  sind  im  Allgemeinen  nicht  congnient.  Zwei  ebene  Systeme, 
welche  Parallelprojectionen  von  einander  sind,  sind  affine  Systeme. 

Es  seien  swei  affine '  ebene  Systeme  .£, ,  ^  in  i^end  einer  Ebene  vereinigt 
und  die  Verbindnngalinien  der  homologen  Punkte  A^,  A,\  B^,  B^;  .  .  .  (die  PrO' 
jeotionsstralen)  gezogen.  Sind  insbesondere  .^, ,  .B, ,  C, ,..  .  und  A^,  B^,  C,  .  .'. 
homolt^e  Ponktreihen  und  man  theilt  die  Stiecken  AiA,,  BjB^,  C^C^,  in  dem- 
selben VerhUtniss  durch  die  Punkte  .^,  B, ,  C^,  .  .  .,  so  liegen  dieselben  in  einer 
Geraden  und  bilden  eine  den  Beihen  A^BiC^,.  .  .  und  A^B^C,  ...  ähnliche  Beihe. 
Theilt  mau  daher  alle  PiojectLOnsstrecken  der  beiden  Systeme  in  demselben  Ter- 
t^toisi,  so  bilden  die  Theilpnnkte  ein  drittes,  den  Systemen  ü', ,  2^  affine«  System 
2^.  Indem  man  das  Theilnngsverhältuiss  varüren  läasi,  erzeugen  A,,  21,,  C,, .  .  . 
auf  den  Projectionsstralen  ähnliche  Beihen.  Man  erkennt  hieraus  die  MSglichkeit, 
daas  ein  sich  affin  bleibendes  System  sich  so  bewegt,  dasa  alle  Punkte  Geiaden 
beschreiben  und  auf  diesen  ähnliche  Punktreihen  eraeugen.  Dunih  drei  Paar  ho- 
mologe Punkte  sind  E^ ,  S^  bestimmt.  Daher  beschreiben  alle  Punkte  de«  beweg- 
lichen Systems  Gerade,  wenn  dies  mit  drei  Punkten  der  Fall  ist. 

Sind  2:,,  24  gleichartiger  Lage,  so  haben  sie  einen  Doppelpunkt  und  die 
unendlich  ferne  Gerade  zur  Doppelliuie  ohne  Doppelpunkte.  Sind  daher  S^,  S, 
zwei  unendlich  nahe  Lagen  des  beweglichen  Systems  E,  m  besitsen  dieselben  einen 
einzigen  Doppelpunkt,  welcher  Mittelpunkt  der  Geschwindigkeit  ist  und  wenn  man 
in  den  Punkten  von  E  die  Geschwindigkeiten  als  Längen  nach  GrOise,  Achtung 
nnd  Sinn  antAgt,  so  bilden  sie  ein  dem  System  Z  affines  System,  welches  den 
Hittelpunkt  der  Geschwindigkeiten  mit  ihm  gemein  hat 

Aehnliche  Betrachtungen,  wie  in  §.  1  zeigen,  daas  e«  fOr  das  affin  vei4nder- 
Hcbe  ebene  System  ^  alle  Ordnungen  der  Beschlennigung  einen  Hittelpnnkt  der- 
selben gibt  nnd  das«  die  Endpunkte  der  Beschlennigimgen  aller  Ordnungen  ein 
dem  beweglichen  System  affines  System  bilden. 

Während  beim  ähnlich-veiänderlichen  System  der  Ort  aller  Punkte,  deren 
Beschleunigung  irgend  einer  Ordnung  dieselbe  QrSsae  a  hat  ein  Kreis  ist,  ist 
dieser  Ort  der  Punkte  gleicher  Beschlennigung  a  beim  affin  ver- 
änderlichen System  eine  Ellipse  mit  dem  Uittelpunkt  der  Beschlen- 
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DiKnngen,  als  Mittelpunkt  der  Kllipae.  lat  nämÜch  0  der  Doppelponkt 
zweier  in  einer  Ebene  vereinigter  afüaer  Sjateme  Z,,  S,  nnd  sind  A,,  A,  ein 
Paar  homologer  Punkte,  so  beachreibe  man  nm  0  mit  dem  ßadiuB  a  einen  Kreis, 
liehe  den  Radius  Oa  parallel  A,A^,  ferner  aA\  parallel  OA,  biB  zum  Schnitt- 
pankt  A\  mit  dem  Strale  OA,  und  hierauf  A\  A'^  iiarallel  A,  A.^  bis  lum  Suhnitt- 
pnnkte  A\  mit  OA^.  Dana  und  A',  und  A'^  homologe  Paukte  von  S,,  Z,  wegen 
0A\  :  OA,  ^  OA'j  :  OA^)  and  swar  sind  sie  homologe  Punkte  vom  Abstände  a. 
Indem  man  mit  Hülfe  dieser  ConstruttioD  alle  homologen  Pnnktpa&re  von  S, ,  £, 
sucht,  deren  Abstand  dieselbe  OrOsae  a  hat,  erhält  man  cnei  homologe  Gurren 
von  S,,  S,,  deren  homologe  Punkte  gleichen  Abstand  a  haben,  Ist  2^  das  be- 
wegliche System  S  in  der  Lage  snr  Zeit  t,  2^  das  System  der  Endpunkte  der 
Geschwindigkeiten  oder  der  Beschleunigungen  irgend  welcher  Ordnung,  so  stellt 
die  Gurre  in  £,  den  Ort  aller  Punkte  dar,  deren  Qesohwindjgkeiteii  oder  Be- 
Bchleonignugen  gleiche  GrOsse  a  besitieii.  Man  kann  zeigen,  das*  diese  Curve 
dem  am  P  mit  dem  Badius  a  beschriebenen  Kreise  affin,  mithin  eine  üUlipss  ist 
Der  Satz  gilt  für  die  Qeachwindigkeiten  und  die  Bescbteanigungen  aller  Ordnongen. 

g.  7.  Bei  zwei  allgemein  collinearen,  in  einer  Ebene  vereinigten  Systemen 
Z,,  Sj  gibt  es  im  Allgemeinen  drei  Doppelpunkte  und  drei  Doppellininn,  welche 
dieselben  paarweise  verbinden.  Sind  die  Systeme  zwei  unendlich  nahe  Lagen  eines 
coUinear  veränderlichen  Systems  £,  so  sind  die  Projectionistralen ,  welche  die 
homologen  Funkte  A,,A,;  B,,  B,; .  .  .  mit  einander  verbinden ,  die  Riohtongen 
der  Geschwindigkeiten  der  Systempnnkte  A,B,C  und  j4,J,  :  dt,  BiB^  :  dt,  ... 
stellen  die  OrCssen  dieser  Geschwindigkeiten  selbst  dar.  Die  drei  Doppelpunkte 
haben  die  Geschwindigkeit  Null,  die. Geschwindigkeiten  der  Punkte  der  drei  Dop- 
pellinien blten  in  diese  Geraden  hinein.  Die  Richtungen  der  Geschwindigkeiten 
sbnmtlichei  Punkte  einer  Geraden  umhflUen  einen  Kegelschnitt.  Während  der 
Bewegung  des  Systems  wechseln  die  drei  Mittelpunkte  der  Geschwindigkeiten  con- 
tdnuirlich  and  erzeugen  in  der  Ebene  der  Bewegang  eine  Curve,  mit  welcher  eine 
gewisse  veränderliche  Curve  des  Systems  Punkt  für  Punkt  während  der  Bewegung 
in-  sammen trifft. 

Die  Bewegung  des  Systems  ist  durch  die  Bewegung  von  vier  Punkten  im 
Allgemeinen  bestimmt.  Sie  kann  z.  B.  so  erfolgen,  dass  die  vier  Punkte  vier 
Gerade  beschreiben. 

Man  kann  die  Eigenschaften  der  Bewegang  colUnear- veränderlicher  Systeme 
durch  FrojectioD  zum  Theil  ans  der  Bewegung  unveränderlicher  Systeme  ent- 
wickeln. 

g.  8.  Collineare  räumliche  Systeme  sind  dadurch  defioirt,  dass  allen 
Paukten  des  einen,  welche  in  gerader  Linie  liegen,  Punkte  de«  andern  homolog 
sind,  welifte  gleichfalls  in  einer  Geraden  liegen.  Bieraus  folgt,  dass  einer  Ebene 
eine  Ebene,  allen  Ebenen  die  durch  einen  Punkt  oder  eine  Gerade  gehen,  wieder 
Ebenen  homolog  sind,  welche  durch  den  homol<^en  Punkt  oder  die  homologe 
Gerade  gehen.  Zu  jedem  System  kSnnen  unendlich  viele  andere,  ihm  collineare 
Systeme  construirt  werden  und  indem  man  sich  eine  Schaar  solcher  continnirlich 
aufeinanderfolgender  Systeme  denkt,  sieht  man  ein,  da«s  ein  veränderliches  System 
sich  so  bewegen  kann ,  dass  es  nach  and  nach  mit  allen  Systemen  der  Schaar  zn- 
sammenföUt,  sich  selbst  dso  während  der  Bewegung  collinear  bleibt.  Durch  die 
gemachten  Annahmen  ist  weder  die  Art  der  Verilnderlichkeit  des  beweglichen 
Systems  noch  die  Art  der  Aufeinanderfolge  der  Lagen  desselben  vollkommen  be- 

8cniii.i.,Mec1iiLnik.  I.  37 

DigiLizedbyCoOJ^Ic 


578  Collineor-TeräDderliche  Systeme.       II.  Th.,  Cap.  XIII,  %.  9. 

Btimmi  Ea  ^bt  daher  SBeodlich  viele  Bewegungen  eines  colÜDear-verilndeTlichen 
Sygtenu. 

Hiut  kann  zeigen,  da«  zwei  colliseare  Systeme  darcb  ffluf  Paar  homologer 
Punkte  bestimmt  sind,  aodass,  wenn  diese  gegeben  sind,  man  im  Stande  ist,  eii 
jedem  beliebigen  sechsten  Pankt  des  einen  den  ihm  homologen  Fonkt  des  andern 
in  finden.  Hieraus  folgt,  dasH,  wenn  zwei  solche  Systeme  eine  beliebige  Lage  in 
demselben  Baume  haben,  sie  höchstens  vier  Doppelpunkte  bedtzen  kOnnen,  ohne 
vollstHndig  Ensammnczufollen.  Die  vier  Doppelpnnkte  bestimmen  Tier  Doppel- 
ebenen,  deren  jede  drei,  sowie  sechs  Doppellinien,  deren  jede  zwei  der  viei  Doppel- 
ponkte  verbindet.  In  jeder  Doppelebene  liegen  also  im  Allgemeinen  drei  Doppel- 
punkte nnd  drei  DoppeLUnien,  in  deren  jeder  zwei  Doppelpnnkle  sich  finden. 
Wenn  daher  ein  veränderliches  System  sich  so  bewegt,  daes  es  sich  selbst  collinear 
bleibt,  so  ist  die  Bewegung  im  Allgemeinen  dorch  folgende  Eigenschaften  aus- 
geaeichnet  In  jedem  Momente  ruhen  vier  bestimmte  Pimkte  des  Systems,  wKh- 
rend  alle  übrigen  sich  bewegen.  Diese  vier  Funkte  wechseln  mit  jeder  Lage  de* 
Systems  und  erzeugen  i  Curven  im  robenden  Eaume ,  welche  die  geometrischen 
Orte  dieser  Ruhepankte  sind,  sodass  in  Jedem  Momente  die  Bewegung  von  4 
Punkten,  die  in  diese  Cmren  eintreten,  erlischt.  In  Jedem  Momente  mheo  sechs 
Gerade  des  Systems,  so  da»a  deren  Funkte  bloa  in  diesen  Geraden  sich  bewegen; 
jede  Gerade  enthalt  zwei  der  eben  genannten  Ruhepnnkte.  In  Jedem  Momente 
ruhen  4  Ebenen  des  Systems,  so  dass  deren  Funkte  und  Geraden  sich  blos  in 
ihnen  bewegen;  Jede  solche  Ebene  enthält  drei  Bnhepunkte  und  drei  Bahelinien. 
Die  angegebene  Zahl  der  Kobepunkte,  Buhelinien  nnd  Bubeebenen  ist  blos  das 
Maximum,  sie  kann  geringer  sein;  dann  werden,  wie  man  sogt,  einige  von  ihnen 
ideell  oder  imaginär. 

Entsprechen  sich  die  nnendlich  fernen  Ebenen  beider  Systeme,  so  werden  die 
Systeme  affin.  Alle  homologen  Geraden  enthalten  ähnliche  homologe Panktreiben. 
Drei  von  den  4  Doppelpunkten  liegen  im  Unendlichen  nnd  nach  ihnen  gehen  drei 
Doppellinien  hin,  welche  sich  in  dem  einzigen  im  Endlichen  liegenden  Doppel- 
punkte Bchueiden.  Sie  sind  paarweise  durch  3  Doppelebenen  verbanden.  Das 
Aebnlichkeitsverhältniss  wechselt  von  Geradeopaar  zu  Geradenpaar. 

Bednciren  sich  die  drei  uuendlichiemen  Doppelpunkte  auf  einen,  also  auch 
die  durch  sie  hindurchgehenden  Doppellinien  auf  eine,  so  werden  die  Systeme 
ähnlich  nnd  haben  also  nur  einen  Doppelpunkt  und  eine  durch  ihn  hindurch- 
gehende Doppellinie  im  Endlichen.  Fällt  auch  der  letzte  Doppelpunkt  ins  Unend- 
liche, so  werden  die  Systeme  congmeuL  Soll  das  bewegliche  System  während 
der  Bewegung  sich  congruent  bleiben,  so  geht  es  in  ein  uaveritnderliches  fiher. 
Die  einzige  Buhetinie  im  Endlichen  entUlt  zwei  homologe  Punktreihe»,  welche 
durch  Translation  des  Systems  zur  Coinoideoz  gelangen  kOnnen,  während  die  Coin- 
cidenz  aller  Qbrigen  homologen  Fnnkte  durch  Botation  des  Systems  um  die  Buhe- 
linie  erfolgt.  Sie  ist  die  Axe  der  Schraubenbewegung  des  unveränderlichen 
Systems. 

g.  9.  Die  ProjectJonsstralen  zweier  collinearer  Systeme  bilden  einen  Complex 
iweiter  Ordnung;  die  Coraplexstralen  sind  zugleich  die  Schnittlinien  der  homolo- 
gen Ebenenpaare.  Sind  die  Systeme  aufeinanderfolgende,  anendlich  wenig  von 
einander  abweichende  Lagen  desselben  beweglichen  Systeme,  so  sind  diese  Straleo 
die  Biditungen  der  Geschwindigkeiten  der  Systempunkte. 

Die  QeBchwindigkeitsrichtuQgen  der  Punkte  einer  Geraden  des  beweglichen 
Systems  erfOlten  ein  einfaches  Hyperboloid,  welches  für  die  affinen,  ähnlichen  und 
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oongraeoteD  Systeme  in  ein  hyperbolisches  Paraboloid  übergeht,  weil  die  all- 
gemein projektävischen  Ponktreiben  anf  den  beiden  anfeinanderfolgenden  Lagen 
der  Oeniden  ähnlich,  lexp.  ooDgrnent  werden  (vgl  3.  286). 

Durch  BetnchtuDgen,  wie  S.  292  d.  ffg.  ergibt  sich,  data  der  Ort  Aller  Sjstem- 
puDkte,  deren  QeiohwindigkeitsriclitnDgen  durch  denselben  Pnakt  hindarchgehen, 
ein  cnbischer  KegeUohuitt  ift  and  das«  die  Geichwiudigkeitnichtnngeii  selbst  eine 
Eegelfiftche  2.  Ordnung  erfOUen. 

Die  Schmiegongsebenen  der  Bahnen,  welche  die  Fnnkt«  einer  Oeradan  be- 
schreiben, sind  die  SchmiegnugBabenen  eines  cabischen  Kegelschnittes,  denn  drei 
anf  einanderfolgende  Lftgen  der  Geraden  enthalten  projectivische  Beihen  und  die 
Verbindangsebenen  der  homologen  Fankttripel  sind  die  Schmiegnngiebenen  eines 
■  solchen, 

FQi  affine,  Uinliche  nnd  congroente  Systeme  hat  Burmester  in  Besng  anf 
die  Geschwindigkeiten  und  Beschlennigungen  in  der  4.  der  oben  citirten  Abband- 
longen  eine  Reihe  von  Sätxen  bewiesen,  welche  Analoga  sind  eu  Sätzen,  welche 
lom  Theil  in  frühem  Capiteln  dieses  Buches  fflr  das  QnTei&nderliche  System  auf- 
gefunden wurden.  Er  bedient  sich  dabei  des  Satses,  doss  die  Endpunkte  der  Ge- 
schwindigkeiten nnd  Beschlennigungen  aller  Ordnungen,  wenn  diese  anf  ihren 
Richtungen  von  den  Bystempnnkton  aus  anfgetragen  werden,  ein  dem  beweglichen 
Systeme  affines,  ähnliches  oder  congruentes  System  bilden.  Unter  den  Bnr- 
mester'schen  Satten  finden  sich  n.  a.  folgende  besonders  wichtige: 

1.  Der  geometrische  Ort  der  Pnnkte  eines  afSn- veränderlichen  Systems,  deren 
Geschwindigkeit  dieselbe  GrOsse  hat,  ist  ein  Ellipsoid,  dessen  Mittelpunkt  in  den 
Mittelpunkt  der  Geschwindigkeiten  fKlIt.  Derselbe  Satz  g-ilt  auch  fBr  die  Be- 
schleunigungen aller  Ordnungen ,  so  dass  der  Mittelpunkt  des  BIlipsoids  immer 
der  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  der  betreffenden  Ordnung  ist. 

3.  FQr  die  Geschwindigkeiten  des  ähnlich  vei^derlichen  Systems  ist  das 
Ellipsoid  ein  Botationsellipsoid,  für  das  unveränderliche  System  ein  Rotations- 
cjlinder. 

3.  Der  Ort  der  Punkte  eines  affin- veränderlichen,  Jülich- ver&nderlichen  oder 
unveräuderlichen  Systems,  welche  keine  Normftlbeschleunigung  beaitoen  und  mo- 
mentan Wendepunkte  ihrer  Bahnen  paasiren,  ist  eine  Curve  G.  Ordnung  doppelter 
Krümmong,  welche  den  Mittelpunkt  der  Beschlennigungen  enthält, 

4.  Der  Ort  der  Punkte  eines  affin- veränderlichen,  ähnlich- veränderlichen  oder 
unveränderlichen  Systems,  welche  keine  Tangentialbeschleunigung  besitsen,  ist 
eine  Fläche  sweiter  Ordnung,  welche  den  Mittelpunkt  der  Beschien niugng  enthAlt. 

6-  Der  Ort  der  Punkte  eines  affin- Terftnderlicben,  ähnlich  veittnderlichen  oder 
unveränderlichen  Systems,  deren  Beschlennigungsrichtungen  durch  denselben  Punkt 
gehen,  ist  ein  cnbischer  Kegelschnitt  und  die  Richtungen  der  BeBchteunignii>gen 
erfBIlen  eine  Kegelfläche  3.  Grades. 

Aus  dem  letiten  Satae  folgern  wir: 

Die  Beschleunignngsrichtuogen  der  Punkte  eines  affin-veränder- 
lichen, ähnlich-veränderlichen  oder  unveränderlichen  beweglichen 
Systems  bilden  einen  Liniencoroplex  2.  Grades. 
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An  Literatiu  Ober  die  im  Tonteheuden  beHproofaenen  Bewegungen  fagen  wir 
noch  zu: 

Hollame,  Sulla  trasformaiioDe  continua  d'una  fignra  piaaft,  1&  quäle  reata 
aempre  oii)ogia£ca  a  ee  ateMa,  e  di  cai  qnattro  punti  qnaliiiiqae  (tre  dei  quali 
aon  eieno  per  driU«)  descrivono  qnattro  linae  omograficbe  dat«  (Batt«glim ,  Gior- 
nale  di  Hatematica,  Vol.  IX  (1871],  p.  269). 

Dnrrande,  Essai  aar  le  däplacemeat  d'tiae  flgure  de  forme  variable  '(Äanales 
acieatif.  de  l'äcole  normale  snpärieure,  S'"  Särie,  T.  II  (1873),  p.  61){  Etüde  de 
TaccäleratioQ  dane  le  d^plaoemeut  d'un  sjst^me  de  forme  T&ii&ble  (Ibid.,T.  III 
(1ST4),  p.  161).  Diese  Schlitten  ent&lten  die  acaljüache  Theorie  der  Bew^ongs- 
inal^de  collineftr  veriLndeTÜcber  Systeme. 


Verbesserungen. 

S.  1,  9.  2,  Z.  2  lie«:  von  Fnnkten,  Linien,  Fl&chen  oder  ESrpero, 
S.  i,  2.  n  T.  o.  lies:  Den  Unterachied  beider  Bevegiingen  etc. 
S.  24,  Z.  14  7.U.  liea;  (AB,  LN)ata.tt{AB,  LM)uniZ.li-7.o.  LNaisktlCIi 
S.  S9,  Z.  20  T.  n.  lies;  für  jeden  Pnnkt  der  Ebene  anaaerbalb  oder  innerhalb 
dea  Streifens  Momente  entgegengeaetsten  oder  gleichen  Zeiohena. 
S.  61,  Z.  12  T.  o.  liea  1;  statt  r. 

S.  70,  Z.  17  lies  ^- 

S.  137,  Z.  11  V.  n.  |i«,^m[o'  +  ß'  +  («  +  p)']. 

S.  146,  Z.  8  V.  n.  lies  £,  atatt  A,. 

S.  IKl,  Z.  17  liea:  ODTer&nderlichea  Sjatem. 

S.  166,  Z.  11  T.  n.  tilge  das  Zeichen:  g.  11. 

S.  SOe,  Z.  1  n.  2  lies  d«. 
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Tteorin  der  Kräfte  und  itirer  Aeciuivalenz, 
(Dynamik,  einschl.  Statik.) 

I.  Capitel. 
AUgemeine  Er&rtenmgen  Qber  äi»  Erftfte  und  daa  ICasss  derselben, 

§.  1.  Die  Punkte  eines  in  Bewegung  begriffenen  Systems  wurden 
bisher  von  gleicher  Beschaffenheit  angenommen,  sie  waren  daher  von  rein 
geometrischen  Punkten  nicht  verschieden.  Wir  werden  jetzt  Mittel  suchen, 
nm  sie  quantitativ  oJer  intensiv  und  in  gewisser  Hinsicht  auch  qualitativ 
von  einander  zu  unterscheiden  und  den  Einfluss  dieser  Unterschiede  auf 
die  Bewegung  auszudrücken. 

Ein  System  gleichartiger  Punkte  sei  in  irgend  einer  Bewegung  be- 
griffen; dieselbe  sei  vollsttLndig  bekannt,  insbesondere  seien  zu  jeder  Zeit  ( 
die  Beschleunigungen  aller  Ordnungen,  die  Geschwindigkeit  mit  inbegriffen, 
gegeben.  Ein  zweites,  diesem  congruentes  System  besitze  dieselbe  Bewe- 
gung und  sei  über  jenes  hingelagert,  so  dass  je  zwei  homologe  Ponkte  A',  A" 
zusammenfallen.  Dieselben  werden  dann  wBhrend  der  Bewegung  fortwäh- 
rend vereinigt  bleiben  und  beide  Systeme  werden  ein  System  bilden,  dessen 
Punkte '.il  die  Pnnkte  A',  A"  enthalten.  Die  Geschwindigkeiten  und  die 
Beschleunigungen  aller  Ordnungen  der  Funkte  A',  A"  sind  nach  Richtung, 
Sinn  und  GrSsse  dieselben,  wie  die  des  Gesammtpunktes  A,  dagegen  wird 
der  Punkt  selbst  ein  doppelwerthiger.  Die  Summe  der  Geschwindigkeiten 
der  Punkte  A',  A"  drflckt  den  Aufwand  von  Geschwindigkeit  aus,  welcher 
dem  Gesammtpnnkte  A  zu  Theil  werden  muss,  damit  er  dieselbe  Ge- 
schwindigkeit erlange,  wie  die  Partialpnnkte,  welche  zu  ihm  zusammen- 
treten. Dasselbe  gilt  von  den  Beschleunigungen  aller  Ordnungen.  In  gleicher 
Weise  kOnnen  wir  2 ,  3 ,  4 , . . . ,  m  congruen^  Systeme  tlbereinanderla^em, 
welche  ein  Gesammtaystem  von  derselben  Bewegung  bilden,  die  sie  selbst 
besitzen,  in  welchem  aber  jeder  Punkt  als  ein  2,  3,  4,...,m  werthiger 

Punkt  aufeufossen  ist.    Umgekehrt  kdnnen  wir  ein  System  in  2,  3,  4, m 

andere  spalten,  welche  dieselbe  Bewegung  wie  das  ursprüngliche  besitzen;  die 
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2  Beschleunig angscoef^cieat,  Uasse.  IIT.  Tb.,  Cap.  I,  §.  1. 

Punkte  diesea  besitzen  dann  gegentlber  den  Punkten  jenes  ^,  4> '  *  * '  ~ 
der  Werthigkeit  jener.  Auch  können  Systeme  der  eben  erhaltenen  Art 
mit  Systemen  der  vorigen  Art  zu  Systemen  von  derselben  Bewegung  ver- 
bunden werden,  deren  Punkte  im  Vergleich  mit  den  Fnnkten  des  ursprflng- 
lichen  Systems  m-werthig  sind,  wo  m  eine  ganze  oder  gebrochene  oder 
auch  eine  Irrationalzahl  sein  kann.  Sind  v,  7''',  91'^', ....  die  Geschwin- 
digkeit nnd  die  Beschleunigangen  der  verBcbiedenen  Ordnungen  der  im 
m-werthigen  Gesammtpunkte  A  susanunentretenden  Punkte  A',  A",...,  ao 
drHcken  die  Grössen  mv,  mq^'',  m^'^',  . . .  den  Gesammtaufwand  an  Oe- 
scLwindigkeit  und  Beschleunigung  der  verschiedenen  Ordnungen  ans,  welcher 
dem  Gesanuntpunkte  A  ertheilt  werden  muss,  damit  er  die  ßeachwindig- 
keit  V  nnd  die  Beschleunigungen  7''',  71'^'  .  . .  erlange.  Uan  findet  diese 
Geschwindigkeit  nnd  diese  Beschleunigungen,  indem  man  jenen  Gesammt- 
aufwand mit  der  Zahl  m  dividirt,  welche  die  Wertbigk«it  ausdrückt. 

Lagern  wir  jetzt  Über  ein  System  ein  anderes,  ihm  meht  congruentes, 
dessen  Pnnkte  unter  einander  gleichwerthig,  aber  mit  den  Punkten  jenes 
gleichwerthig  oder  nngleiohwerthig  sein  mögen.  Beide  sollen  dieealbe  Be- 
wegung besitzen.  Dann  bildet  sich  aus  ihnen  ein  neues  System,  wvlcfaes 
ungleichartige  Fonkte  enthSli  Es  wird  Punkte  von  der  Art  der  Punkte 
des  ersten  Systems,  solche  von  der  Art  des  zweiten  und  endlich  solche 
entiialten,  in  welchen  ein  Punkt  des  ersten  mit  einem  Punkte  des  zweiten 
verbunden  ist.  Das  Gesammtsystem  wird  dieselbe  Bewegung  haben,  wie 
die  beiden  Systeme,  aus  welchen  es  gebildet  ist.  Lagern  wir  drei  oder 
mehrere  Systeme  auf  diese  Weise  Uberuinander,  so  gelangen  wir  zu  Systemen  ' 
der  heterogensten  Beschaffenheit,  welche  alle  dieselbe  Bewegung  haben, 
deren  Punkte  aber  die  mannigfaltigste  Wertlügkeit  besitzen.  Ffigen  wir 
hinzu,  dass  wir  Systeme  auch  trennen  kOnnen,  so  Übersieht  man  leicht, 
wie  durch  diese  üebereinanderlagerung  Aggregate  von  Systemen  entstehen, 
deren  Punkte  selbst  eine  Nnllwerthigkeit  oder  anch  eine  negative  Werthig- 
keit  besitzen.  In  allen  Ffilten  stellen  auch  hier  die  GrSasen  mv,  nt^"', 
mtp''\  .  .  .  den  Gesammtaufwand  an  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung 
dar,  welcher  einem  Gesammtpunkte  A  zuertheilt  werden  mnss,  damit  er 
die  Geschwindigkeit  v  und  die  Beschleunigungen  g)'",  91'^', . . .  erlange. 

Der  Coefhcient,  welcher  die  Werthigkeit  eines  Punktes  ausdruckt,  kann 
nach  dem  Vorstehenden  jede  reelle  positive  oder  negative,  ganze  oder  ge- 
brochene, rationale  oder  irrationale  Zahl  sein,  die  Null  mit  inbegriffen. 
Erlangt  ein  Punkt  des  Qesammtsystems  den  Coefficienten  Null,  so  ver- 
schwinden für  ihn  die  Grössen  mv,  m^'*',  tn^'*',  ....  In  Untersuchungen, 
in  welchen  diese  eine  Rolle  spielen,  tritt  ein  solcher  Punkt  nicht  anf;  er 
sobeidet  fUr  sie  aus   dem   System   aus,  obgleich   er  sich  nait  ihm  bewegt. 


DigiLizedbyCoOJ^lc 


III.  Th.,  C»p.  f,  S'  l'  Beschlennigungscoefflcient,  Muse.  3 

Trifft  diea  bü  allen  Punkten  einer  ganzen  Partbie  des  Systems  ein,  so 
scheidet  aaoh  üe  ans.  Durch  das  Teraohwinden  jenes  Coeffidenten  ist  also 
das  Mittel  gegeben,  ein  System  auf  einen  bestimmten  Baum  zu  beschrSnken 
oder  in  bestimmter  Weise  abzugrenzen.  U&n  k&nn  als-  das  System  den 
ganzen  Raam  ansehen,  aber  so  dass  die  Punkte  den  Coefficienten  Null 
besitzen,  welche  der  Untersuchung  fremd  bleiben.  Jener  Coefficient  spielt 
hier  vollatSndig  die  Rolle  des  DiscontinuitAtsfactora  der  bestimmten  Inte- 
grale. Ein  n^ativer  Coeffident  eines  Punktes  deutet  auf  einen  Mangel 
an  Werthigkeit  desselben  und  einen  Wechsel  des  Sinnes  in  dem  Aufwände 
an  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung.  Er  kann  auf  zwei  Arten  ent- 
stehen: entweder  durch  Abtrennen  einer  vorgeschriebenen  Punktparthie  oder 
dnrch  Combination  von  Systemen  mit  vollkommen  aitgegengesetzten  Be- 
schleunigungen aller  Ordnungen. 

Man  kann  den  Coeffidenten  m,  welcher  die  qualitative  Verschieden- 
heit der  Systempunkte  charakterisirt  und  ihre  BeschleunigungBcapadtBt 
aller  Ordnungen  misst,  den  Bescbleanigungscoefficienten  derselben 
nennen,  indem  man  die  Geschwindigkeit  unter  dem  Kamen  Beschleunigung 
mitbegreift,  n&mlich  als  Beschleunigung  nullter  Ordnung.  In  den  An- 
wendungen der  Mechanik  auf  Physik  stellt  er  in  vielen  Untersuchungen 
die  Menge  der  Materie  dar,  welche  in  den  Systempnnkten  concentrirt  ge- 
dacht wird,  in  anderen  Qebieten  dieser  Wissenschaft  drttckt  er  das  Quantum 
Agens  der  Punkte  aus  und  die  positive  oder  negative  Beschaffenhdt  stellt 
den  Gegensatz  der  Agentien  (z.  B,  bei  ElectridUt  und  Hagnetismus)  dar, 
das  Verscbwinden  dersdben  die  NeutralitBt.  Die  Lehrbttcher  der  Mechanik 
nennen  diesen  Coeffidenten  durchweg  die  Masse.  Allein  wenn  wir  auch 
wdt  entfernt  sind,  irgend  einen  allgemeineren  Namen  einführen  zu  wollen, 
so  dient  das  Clesagte  doch  wohl  hinreichend  dazu,  auf  das  BedOrAiiss  eines 
solchen  hinzudeuten.  Andere  möchten  vielleicht  lieber  „Actionscoeffident" 
oder  „Beschlennigungsgewicht"  sagen. 

Man  erkennt  aus  der  Entstehungsweise  des  BescblenaigungscoefScienten, 
dass  seine  Beschaffenhdt  sich  auf  alle  Ordnungen  der  Beschleunigungen 
fortpflanzt,  sodass,  wenq  er  an  irgend  einer  Stelle  des  Systems  {Qv  die 
Beschleunigung  erster  Ordnung  verschvrindet,  er  an  dieser  Stelle  für  die 
Bescbleunigui^en  aller  Ordnungen  Null  ist,  die  Geschwindigkeit  mit  in- 
begriffen. Bei  gewissen  Vorg&ngen,  bc!  welchen  er  die  Uaterialitttt  aus- 
drfickt,  bleibt  er  constant,  bei  anderen,  wo  eine  Veränderung  im  Agens' 
auftritt,  wie  z.  B.  bei  der  Vertheilnng  der  ElectridtAb,  ist  er  mit  der  Zeit 
oder  mit  dem  Orte  veränderlich.  FBr  die  in  diesem  Buche  durchzufahrenden 
Betrachtungen  wird  er  als  constant  angenommen  und  steht  nidits  im  Wege, 
ihn  die  Masse  eu  nennen,  obgleich  dieser  Name  nicht  die  Allgemeinheit 
seines  Wesens  ausdrückt. 
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4  KAAe  renchiedeoer  OrdnimgeD.  ni.  Tfa.,  C*p.  I,S.  S- 

üm  die  Werthigkeit  der  Pnakt«  eines  Systems  zu  beatiminen,  ist  er- 
fordeiüch,  dass  man  eine  beetünmte  Werthigkeit  annimmt,  welche  durch 
den  Ct>efficienteii  1  .ausgedrOckt  werden  soU.  Die  Beschlennigong  irgend 
einer  Ordnung  eines  solchen  Ponktes  sei  tp.  Ist  alsdann  m  der  Besehlen- 
nignngscoefficient  des  Punktes,  wenn  seine  Werthigkeit  m  wird,  so  treten 
in  ihm  Beechlennigongsbestandtheile  zusammen,  deren  Beenltante  nup  den 
Geeammtaufwand  an  Beachleunigung  dieser  Ordnung  ansdrfickt,  in  Folge 
deren  er  aber  dennoch  dieselbe  Besohleunignng  ip  erlangt,  weil  die  Besul- 
tsnte  sich  auf  die  Beetandtheile  des  Gesanuntponktes  verUieiit 

§.  2.  Die  Grossen  tnv,  mqn"),  m^"',.. .,  welche  den  Aufwand  an 
Geschwindigkeit,  Beschleunigung  erster,  zweiter,  dritter  Ordunng  n.  s.  w. 
ausdrücken,  welcher  erfordert  wird,  um  einem  m-werthigen  Punkte  die  Ge- 
schwindigkeit 1',  die  Beschleunigung  erster  Ordnung  9)''',  die  zweiter  Ord- 
nung 9'')  u.  B.  f.  zu  ertbeilen,  nennen  wir  Krifte  und  zwar  mv  eine 
Kraft  nnllter,  mip^*^  eine  Kraft  erster,  mijp^  eine  solche  zweiter  Ord- 
nung u.  B.  f.  Sie  sind  die  Grössen,  welche  mit  der  Masse  m  des  Punktes 
dividin,  dessen  Geschwindigkeit  und  dessen  Beschleonigungen  geben.  Sie 
verschwinden,  wenn  die  Masse  oder  die  Geschwindigkeit  (Beschleunigung) 
oder  beide  verschwinden,  sie  wechseln  das  Zeichen,  wenn  einer  der  Fac- 
toren  es  wechselt,  aus  denen  sie  gebildet-  sind. 

Man  pflegt  die  Kraft  n*"  Ordnung  durch  eine  Strecke  darzustellen,  welche 
man  von  dem  afficirten  Punkte  aus  in  der  Bichtung  der  Beschlennigung 
fi*"  Ordnung,  dem  Sinne  nach  mit  dieser  übereinstinuDend  aaftrftgt.  Den 
Punkt  nennt  man  den  Angriffspunkt  der  Kraft,  ihre  Richtung  und  ihr 
Sinn  Bind  die  Bichtung  und  der  Sinn  der  ihr  entsprechenden  Beschleuni- 
gung und  ihre  Grösse  oder  IntensitAt  m^*"'  wird  durch  die  an&ntragende 
Strecke  dargestellt,  welche  das  m-&cbe  der  Strecke  von  derselben  Rich- 
tung ist,  welche  die  BeBchlennignng  fi'"'  ausdruckt.  Ki^ße  Bind  daher 
geometrische  Grossen  im  Sinne  von  B.  I,  Th.  I,  Cap.  I.  Die  Figur,  welche 
von  den  Kr&ften  gebildet  wird,  ist  daher  ftfanlich  und  Hhnlioh  liegend  mit 
der  aus  den  Beschleunigungen  gebildeten  und  kSnnen  die  BeziebungGD, 
welche  zwischen  den  Beachleunigongen  der  yersijhiedenen  Ordnungen  be- 
stehen, auf  die  ihnen  entsprechenden  Kr&fte  fibertragen  werden. 

Sowie  zu  der  Beschleunigung  f)'"',  welche  der  Zeit  t  entspricht,  die 
Elementarbescbleunigung  fi<'*'^"df  nSchsthöherer  Ordnang  hinzutritt,  um  sie 
in  die  der  Zeit  t  -^  dt  entsprechende  Beschleunigung  tlberzuffihren,  so  tritt 
zu  der  Kraft  m?>'"'  der  b""  Ordnung  die  unendlichkleine  Kraft  »19)'"+ "di 
nBcbsthöherer  Ordnung  kinzu,  um  dieselbe  nach  Grösse  und  Bichtung  in 
die  Kraft  umzuwandeln,  welche  dem  folgenden  Zeitmomente  enteprickt.  Die 
Elementarkraft  m^l'+'^df  ist  daher  das  geometrische  Differen- 
tial der  Kraft  mtf^'^   und  die  Kraft  m^''*'''"   ist  die  geometrische 
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lil.  Tb.,  Cap.  I,  S.  3.  Hoam  der  Kräfte.  5 

Derivirte  der  Kraft  my  nfichst  niederer  Ordnung,  Die  KrSfle  ver- 
Bcbiedener  Ordnungen  kSnuen  daher  nicht  mit  einander  verglichen  werden, 
sondern  sind  GrSaeen  TerechiedeHer  Dimensionen  nnd  verhalten  sich  zu 
einander  wie  Flacheoj&nine  zu  Linien  oder  KSrperrSume  zu  FlSchen,  wenn- 
gleich sie  alle  durch  Strecken  darEtellbar  sind. 

Die  Kraft  mv  der  nullten  Ordnung  wird  auch  Quantität  der  Be- 
wegung oder  auch  Momentankraft  genannt;  die  Kraft  mip^'^  der  ersten 
Ordnnng  ist  gemeint,  wenn  man  von  Kraft  mip  schlechthin  redet.  Man 
hat  sich  bis  jetzt  nicht  mit  den  KrSften  höherer  Ordnung  beschSftigt. 

g.  3.  Bezeichnen  -Fq,  t\,  F^, F,  die  Intensitäten  der  KrSfte  der 

verschiedenen  Ordnungen,  welchen  fUr  dieselbe  Masse  m  die  Beschleuni- 
gungen V,  9i''\  9<'', . .  y'"'  entsprechen  (die  Geschwindigkeit  v  als  Beschleu- 
nigung ^t**)  der  nullten  Ordnung  mit  inbegriffen),  so  bestehen  die  Glei- 
chungen : 

Fq  =3  niw,     Fj  ^=  «71'",     Fg  '=  »ho'*! Ff  ^  mgo'"'; 


Aus  ihnen  folgt,  dass  die  Masseneinheit  von  der  Krafteinheit  irgend  einer 
Ordnung  die  Einheit  der  Beschleunigung  derselben  Ordnung  erlangt  und 
dass  die  Krafteinheit  irgend  einer  Ordnung  die  ist,  welche  der  Massenein- 
heit  die  Einheit  der  Beschleunigung  ertheilt.  WShlt  man  also  die  Längen- 
einheit zur  Maasseinheit  der  Beschleunigungen,  so  ist  die  Wahl  der  Kraft- 
einheiten und  die  Wahl  der  Masseneinbeit  von  einander  abbBngig,  so 
dass  mit  der  Wahl  der  einen  die  der  andern  bestimmt  ist.  So  kann  man 
z.  B.  fflr  die  Krfifte  erster  Ordnung  P^  eine  beliebige  Kraft  ereter  Ord- 
nnng als  Einheit  wBhIen;  sobald  dies  grachehen,  ist  die  Masseneinbeit  be- 
Btimmt;  sie  ist  die  Masse,  welcher  jener  Erafteinheit  die  Einheit  der  Be- 
schleunigung erster  Ordnnng  ertheilt.  Eine  der  Schwere  unterworfene  Masse 
erlangt  die  Beechlennigung  erster  Ordnung  ^i^')  ■=^  g  =^  9,81  Meter.  Die 
Kraft  Fl,  welche  der  Masse  m  diese  Beschleunigung  ertheilt,  heisat  das 
Gewicht  P  dieser  Masse,  sodass  die  Gleichung  besteht  P  =•  mg.  Man 
wShlt  ein  bestimmtes  Gewicht  zur  Einheit  far  die  KrBfte  erster  Ordnung, 
nfimlich  das  Kilogramm  (oder  fOr  kleinere  KrKfte  auch  das  Gramm)  und 
die  Masseneinbeit  ist  demnach  diejenige  Masse,  welcher  diese  Kraft  die 
Beschleunigung  Eine  zn  ertheÜen  vermag.  Das  Gewicht  dieser  Massen- 
einbeit, wenn  sie  &ls  der  Schwere  unterworfen  gedacht  wird,  folgt  aus  der 
Gleichung  P '"  tug  ftlr  «1  ^  1  und  ist  folglich  gleich  g  Kilogramm  (oder 
Gnunm).  Hiermit  sind  die  Krafteinheiten  aller  Ordnungen  bestimmt.  Die 
Einheit  der  Momentankräfte  F^  z.  B.  ist  diejenige  Momentankraft,  welche 
der  ao  gewählten  Masseneinbeit  die  Einheit  der  Geschwindigkeit  zu  er- 
theilen  v 
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g  Kraft«  als  Uraacbeo  der  BeachleunigungeD.      lU.  Tb.  Cap.  I,  S-*- 

Ist  P  daa  Gewicht  dar  HaBse  m,  so  folgt  ans  der  Gleichung  P  =  mg 
P 
für   die  Masse  m  die   Formel  m  ^  ■  -  and  indem  man  diesen  Ausdruck  in 
-    9 

P  P 

die  obigen  Gleichungen  einführt:  F^^  --  v,   i^,  ^  -y"'  u.  a.  w,,  Formen, 

welche  Übrigens  heataatcige  weniger  Gebrauch  finden  können. 

§.  4.  Wir  haben  hier  die  Siftfte  rein  mathematäBch  und  frei  von  allen  der 
reinen  Theorie  fremden  VorstellaDgen  defiairt  und  ihren  Zusammen  hang  mit  den 
Beachlennignngen  nachgewiegen.  Es  ist  aber  wünachenswerthj  auch  eiae  andere, 
eon»t  übliche  Auffasinngi weise  kennen  zu  lernen,  welche  weniger  abgiract  ver- 
fährt, nicht  &ei  von  der  Vorstellung  menschlicher  ThUigkeit  ist  und  ein  Axiom 
erfordert.  Nach  ihr  hat  mau  eu  jeder  Veiilndemng  eine  Ursache  hinzuzndenken, 
welche  diese  hervorbringt  und  deren  Wirkmig  die  Yer&odernDg  genannt  wird.  Die 
Frage  Dach  der  Art  des  Zusunmenhanges  zwischen  Ursache  und  Wirkung  bleibt 
dabei  vorllufig  offen.  Die  Bewegung  ist  continnirliche  Ortsändernng,  ihre  Ur- 
sache ist  demnach  im  ■trengiten  Sinne  der  Inbegriff  alles  dessen,  was  den  Punkt 
oder  das  S^item  fortfahrt  nud  ihm  Geschwindigkeit  und  Beschleunigneg  aller 
Ordunugen  ertbeilt.  Indessen  pflegt  man  den  Begriff  der  Ursache  der  Bewegung 
etwas  beschränkter  so  fassen  und  sich  vonugsweiee  fflr  die  Beschleunigung  erster 
Ordnung  eine  Ursache  zu  denken.  Die  Ursache  der  Beschlennigong  erster  Ord- 
nung definirt  man  als  die  Kraft  und  ihre  Wirkung  besteht  darin,  dass  sie  die 
Bescbleonignng  erster  Ordunug  hervorbringt,  d.  h.  die  Geschwindigkeit  nach  Sich- 
tung und  QiOsse  ändert,  indem  sie  in  jedem  Momente  die  Elementarbeschlenni- 
gUDg  Eur  Geschwindigkeit  hinzutreten  IBsst.  Diese  Wirkung  ist  eine  continnirliche, 
so  lange  die  Geschwindigkeit  sich  continuiilich  ändert.  Wo  keine  Beschleunigung 
erster  Ordnung  ist,  wirkt  keine  Kraft;  mit  dem  AufhOren  der  einen  verschwindet 
die  andere.  Die  Kraft  ist  nicht  die  unmittelbare  Ursache  der  Geschwindigkeit, 
sondern  nur  der  Aenderung  der  Geschwindigkeit,  Sie  kann  niemals  angenblick- 
lieh  Geschwindigkeit  hervorbriagen  oder  tilgen,  sondern  nur  allmählich  sie  wachsen 
oder  abnehmen  lassen.  Indessen  denkt  man  sich  oft  die  Geschwindigkeit  durch  dai 
momentane  Wirken  einer  beeondem  Ursache  erzeugt  und  nennt  eine  solche,  weil 
sie  nur  einen  Moment  wirkt,  eine  Momentankiaft  und  im  Gegensatz  zu  ihr  die 
vorhin  betrachteten  Kräfte  continnirlicb  wirkende  oder  kurz  continnirliche  Kräfte. 

Ist  die  Beschleunigung  erster  Ordnung  nach  Grösse  und  Richtung  unver- 
änderlich, so  reicht  die  Kraft  ans,  um  alle  Veränderung  der  Bewegung  hervorzn- 
bringen  und  sie  ist  selbst  unveAnderlich ,  weil  es  ihre  Wirkung  ist  Ist  sie  aber 
veränderlich,  sei  es  nach  GrOise  oder  nach  Richtung  allein  oder  in  beiderlei 
Hinsicht  zugleich,  so  setzt  die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung,  welche  diese  Aen- 
derung veranlasst,  eine  neue  Ursache  oder  Kraft  zweiter  Ordnung  voraus,  welche 
selbst  als  Ursache  der  Vertoderung  der  Kraft  erster  Ordnung  anzusehen  ist  In 
gleicher  Weise  gibt  es  Kräfte  aller  Ordnungen,  wo  es  Beschleunigungen  aller 
Ordnungen  gibt  und  fallen  die  Kräfte  von  einer  gewissen  Ordnung  an  hinweg,  so- 
bald die  Beschleunigung  der  uächstTorhergehcnden  Ordnnng  nach  QWlese  und 
Richtung  tM)nBtant  wird. 

Um  zn  einem  Haasse  der  Kräfte  su  gelangen,  bedarf  die  vorliegende  Anf- 
faasungsweise  eines  Princip«  Aber  den  Zusammenhang  zwischen  Ursache  und  Wir- 
kung. Dasselbe  lantet:  Jede  Ursache  ist  ihrer  Wirkung  proportional 
und  umgekehrt.    Die  Wirkung  der  Kraft  ist  die  dem  beweglichen  Funkte  er- 
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theilte  BeKhleDnigoiig;  ihre  Inteneitat  miuB  daher  der  mitgetlieilten  Beschlenni- 
gaag  proportional  teiii.  Ist  die  Harne  m  die  Beschteunigung  der  Bewegung  ^, 
M  iniiei  die  Kraft  ^  dem  m-werthigen  Punkt«  die  Beachleuoignng  ip  aach  m-Each 
ertheileu;  ihr  Aiudmck  ist  dabei  ^  —  K  ■  mip,  wo  if  ein  Proportion aKUtofactor 
ist  Für  eine  sweite  Kraft  3',  welche  einem  m'-werthigen  Punkte  die  Beechteu- 
nigong  ip  ertheilt,  hat  fnan  ebenso  9'  ~K-m'<p'.  Daher  wird  dat  VerbUt- 
nisi  beider 


d.  b.  die  IntenuUteD  zweier  Ei^e  atehen  im  lutammengesettten  Verhältniue 
der  Uamen  der  Pnnkt«  und  der  BeBobleiuiigangeD,  die  sie  ihnen  ertheileii.  Wählt 
man  nnn  inro  Hesaen  der  KAfte  überhaupt  die  Bchwere  (die  Uraache  det  Fallen» 
der  EOrper),  welche  ihnen  die  Beechleomgiuig  g  —  9,81  ertheilt,  zur  Eraftein- 
heit  daskKilogramm  nnd  znr  Einheit  der  Haaae  die  Maaae,  welcher  die  Kraft- 
einheit die  Einheit  der  Beachleuoigung  ertheilt,  ao  wird,  wenn  man  dieae  QrOaaen 
an  die  Stelle  von  g',  m',  tp'  treten  Ibtt  nnd  die  Maiaiabl  ^  der  Eiaft  3  mit 
F  bezeichnet 

d.  h.  die  Maaauhl  F  der  IntenaitAt  der  Sraft,  welche  der  Utaae  m  die  Beschleu- 
nignng  9  za  ertbeilen  vennag,  i*t  gleich  dem  Produkte  am  den  Haaaiahlen  der 
Maaae  and  der  Beschleonigung. 

In  BetoefT  der  Homentenkr&fte  achliesat  man  &halioh.  Sind  3  ,  X  awei  Ho- 
m«ntankiftfte,  welche  den  Moaien  m,  m  die  Qeaeliwindigkeiteii  v,  v  cn  ertheilen 
TeimOgen,  so  wird 


und  wemn  man  mr  Einheit  der  UementankriUt«  diejenige  Homeotankraft  wfthlt, 
welche  der  Maweaeinheit  die  Geschwindigkeit  c '  •»  1  in  ertheilen  vermag,  ao  folgt 

wo  f,  die  Uaaai^l  der  Momentankraft  (Jg  bedeutet,  d.  h.  die  Maaezahl  der  Mo- 
mentanktaft  iat  da«  Produkt  der  Maiaiahlen  der  Haaae  nnd  der  Qeachvändigkeit. 
S.  6.  HaaiAa&chlich  die  Nothwendigkeit  der  Annahme  dea  Principa,  daas 
iwiacben  Uraache  nnd  Wirkung  Proportionalität  stattfinde,  bat  uns  Teranlaaat,  die 
Er&fte  diiect  in  definiren.  An  aioh  liegt  n&mlich  keine  NOthigung  vor,  Propor- 
tionalittt  aufzuteilen;  viele  andere  Arten  der  AbhtLugigkeit  konnten  mit  gleichem 
Becbte  voraoageaetzt  werden;  die  Mechanik,  welche  aie  cur  Folge  bUten,  wäre 
aber  eine  ganz  andere.  Eb  tat  Newtons  Terdienat  die  Fundamente  der  Hechanik 
gelegt  zu  haben.  Er  stellt  an  der  Spitze  seines  berflhmten  Werkea  „Principia 
pbiloaophiae  natnralia  matbematica"  drei  Grundsätze  über  die  Wirkung  von 
Elften  anf,  welche  von  da  in  alle  Lehrbücher  der  Mechanik  flbergegangen  aind. 
Dieselben  aind  aber  nicht  nothwendig  Qnmda&tze  der  theoTetiachen  Mechanik,  aon- 
dem  vielmehr  der  Phjaik.  Sie  betreffen  die  Voighige  der  physiachen  Welt  und 
vermitteln  die  Anwendung  der  reinen  Mechanik  anf  die  Erklärung  der  Natui- 
ph&nomene,  indem  aie  die  Yoranaaetzongen  beKcichnen,  unter  welchen  die  ab- 
atmeten  Lehren  dieser  Wiaaenachaft  dort  zur  Geltung  kommen.  Diese  Qmnda&tze 
•ittd  folgende: 
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1.  Jeder  KCrper  verharrt  in  dem  Zaataado  der  Ruhe  oder  der 
geradliDigen  gleichförmigen  Bewegung,  so  lange  er  nicht  durch 
äuaeere  Kräfte  zdt  Aenderang  dieses  ZuBtandea  gezvnogen  wird 
(Princip  der  Trägheit  der  Materie). 

1.  Die  AeuderoDg  der  Bewegung  ist  proportional  der  bewegen- 
den Kraft  nnd  erfolgt  in  der  Bichtnngsliiiie  derselben. 

3.  Die  Eraftwirkangen  zwischen  zwei  EOrpern  sind  stets  einander 
entgegengesetzt  gleich  (Princip  der  ^ction  und  Reaction}. 

Die  Beschleunigung  ist  definirt  worden  ala  das,  was  die  Aenderang  der  Ge- 
schwindigkeit eines  Panktea  nacli  Grüsse  nnd  Richtung  bewirkt  nnd  die  Kraft  ist 
die  Ursache  der  Beachleunignng.  Ohne  Kraft  ist  daher  eine  Aeuderung  in  der 
gleichförmig  geradlinigen  Bewegung  nicht  möglich.  Für  die  theoretische  Mechanik 
ist  daher  das  Princip  der  Trlgheit  nicht  erforderlich,  es  sagt  nichts  Nenea. '  Für' 
die  Physik  sogt  es  aber  ans,  daas  die  abatracten  Verstell angen  von  Beschleoni- 
gung  und  Kraft  auf  die  Materie  angewandt  werden  dürfen.  Das  zweite  Princip 
drttckt  nichts  weiter  ans,  als  dass  die  Kraft  die  Beschleunigung  hervorbringt  und 
wie  jede  Ursache  ihrer  Wirkung  proportional  ist  Daa  Princip  der  Action  und 
Reaction  spricht  im  Grunde  die  Behauptung  aus,  daaa  in  der  Natur  alle  Ursachen 
der  Beachleunigung  paarweise  vorhanden  und  entgegengesetzt  gleich  sind.  Ueber 
die  Existenz  von  Ursachen  in  der  Natnr  lehrt  nur  die  Physik,  nicht  die  abatr&cte 
Mechanik;  daher  gehört  dies  Princip  streng  genommen  jener  Wiaaenachaft  allein 
an.  In  der  That  kommt  ea  auch  nor  in  den  Anwendnngen  der  Mechanik  vor, 
welche  noch  zum  Theil  Biperiment«lle  Resultate  zu  Grunde  legen  mflsaen. 

Man  hat  die  Newton'schen  Sätze  vielfach  commentirt  und  erweitert,  ihre 
Stellung  znr  Mechanik  aber  vielfach  mi ss verstanden ,  weil  man  eine  Forderung 
theoretischer  AnfTaasung  von  dem  durch  die  Sinne  Wahrnehmbaren  nicht  trennte. 
Dass  Kraft  nur  etwas  Gedachtes  ist  und  nicht  etwas  Handgreifliches,  in  der  Natnr 
Beobachtbares,  hat  Newton  bereits  anazusprechen  fQr  nöthig  gefunden  and  wenn 
eine  gewiaae  Naturbetrachtnng  die  Kräfte  beobachten  zn  kOnnen  glaubt,  sogar 
von  ihrem  Sitz  spricht  nnd  sozusagen  eine  Dogmatik  über  die  reale  Existenz  von 
KiUfteu  in  der  Natur  aufstellt,  so  genügt  ea  wohl,  sie  auf  folgende  Stelle  in  den 
Principiia  philosophiae  naturaiis  zu  verweisen:  „Voees  attractionk,  impulaae  vd 
propensionü  cuiuscanque  in  centntm  indifferenter  et  pro  se  mutuo  promigcue  uturpo, 
hat  vires  non  phyaice  sed  mathetnatice  tantum  considerando.  Unde 
caveat  Uctor,  ne  per  huiuemodi  voceg  cogitet,  me  sptciem  vel  modam  actionis 
causamve  aut  rationevi  physicam  alicubi  defmWe,  od  centris  (quae  sunt 
puneta  mathematica)  vires  vere  et  phyaice  tribuer«,  st  forte  axU  centra  troAcre 
aut  vires  cetUrorum  esse  dixero".  (Newton,  princ.  phil.  natur.  Lib.  1.  ad  definitio- 
nem  VIII). 

§.  6.  lat  die  Bewegung  einee  Systems  vollstKndig  bekannt,  so  laesen 
sich  die  KrSfte  jeder  Ordnung  aufstellen,  welche  den  Beschleunigungen 
derselben  Ordnung  der  einzelnen  Punkte  enteprechen.  Sie  bilden  zusammen 
ein  Streckensystem,  auf  welches  die  Lehren  des  ersten  Theiles  dieses  Boches 
Anwendung  finden  können.  Fflr  dies  Sjetem  von  ErSften,  in  welchem  jede 
Kraft  einem  bestimmten  Funkte  angehört,  ist  die  besondere  Beschai&nheit 
des  FunktsysteniB  gleichgOltig.  Es  macht  keinen  Unterschied,  ob  dasselbe 
anverBnderlich  oder  nacb  gewissen  Gesetzen  veränderlich  ist.   Weil  durch  dies 
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KrftfteBjBtem  die  Bescbleimigungen  aller  Punkte  aofoiii  gegeben  sind,  iudem 
man  jede  Kraft  durch  die  Masse  des  Punktes,  dem  sie  angehört,  blos  zu  divi- 
diren  braucbt,  so  oennen  manche  Autoren  dasselbe  auch  das  System  der 
EffectivkrSfte,  zum  Unterschiede  von  gewissen  andern  KrBftesystemen, 
weUihe  das  Punktsystem  afficireu  können.  FUr  jede  Ordnung  gibt  es  ein 
besonderes  Effectivkraftesystem. 

Das  uuverKnderlicbe  System  Ist  nnr  gewisBer  Bewegungen  &Üag  und  alle 
anderen  sind  ausgeschloasen.  Dasselbe  kann  daher  nur  gewisse  Beschleuni- 
gungen besitzen.  Das  System  dieser  Beschleunigungen  ist  aber  gegeben,  so- 
bald die  BeBchleunignngen  dreier  Punkte  oder  die  ihnen  Elquivalenten  Be- 
schleunigungen der  Capp.  XIII,  XIV,  XV  des  IL  Tb.  gegeben  sind.  Daher  ist 
das  System  der  Gffectivkräfte  des  unverfinderlichen  Systems  Bquivalent  dem 
System  der  Kräfte,  welche  die  Beschleunigung  dreier  Punkte  bestimmen 
oder  Systemen  von  Erftften,  welche  jene  anderen,  diesen  Beschleunigungen 
ä()uivalenten  Beschleunigungen  zu  geben  im  Stande  sind.  Es  gibt  daher 
verschiedene  Krftftesysteme ,  welche  am  unverfinderlichen  System  einander 
äquivalent  sind,  d.  b.  denselben  Beschleunigangszustand  einet  bestimmten 
Ordnung  zur  Folge  haben.  Gibt  man  ein  beliebiges  Krftftesystem  an 
einem  unveränderlichen  Punktsystem,  so  wird  ans  ihm  nicht  in  allen  FftUen 
ein  möglicher  Bescbleunigungazastand  folgen.  Werden  z.  B.  mehi'  als  drei 
KrSfte  fUr  bestimmte  Punkte  gegeben,  so  müssen,  damit  ein  bestimmt«r 
Besdileunigungszu stand  daraus  folge,  noch  weitere  Belationen  zwischen  ihnen 
gegeben  oder  willkfibrUcb  angenommen  werden,  damit  die  Bewegung  voll- 
stindig  bestimmt  sei.  Diese  Bedingungen  drScken  «nen  gewissen  Zwang 
ans,  welchen  das  System  erleiden  muss,  wenn  es  andere  ein  unverllnder- 
liches  bleiben  solL  Dieser  Zwang  kann  auf  mancherlei  Weise  ansgeObt 
werden;  in  vielen  Fällen  reicht  es  hin,  das  System  als  aus  einem  festen 
Material  gearbeitet  anzusehen,  in  anderen  FBllen  denkt  man  sich  die  System- 
punkte  durch  Fäden  miteinander  verknüpft.  Wie  dem  auch  immer  sei, 
in  allen  Fällen  kann  man  den  Zwang  durch  KrSfte  ersetzen,  welche  zwi- 
schen denjenigen  Funkten  wirken,  deren  unveränderlicher  Abstand  darcb 
die  Wirkung  der  gegebenen  Kräfte  bedroht  ist.  Diese  Kräfte  nennt  man 
innere  Spannungen  oder  Pressungen. 

Wenn  zwei  Kräftesysteme  als  Streckensysteme  in  Bezug  auf  ein  un- 
veränderliches System  äquivalent  sind,  so  können  die  Spannungen,  welche 
sie  veranlassen,  demnach  sehr  verschieden  sein. 

Aehnliches  gilt  nicht  blos  für  nnveränderliche,  sondern  auch  fUr  ver- 
taiderliche  Systeme,  wenn  ihre  Veränderlichkeit  an  gewisse  Bedingungen 
geknüpß;  ist. 

Dies  gilt  ßlr  alle  Ordnungen.  Dagegen  findet  beim  unveränd erhöhen 
System  eine   gewisse  Freiheit   hinsichtlich  der  Wahl  des  Angriffspunktes 
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der  Kräfte  statt,  nie  Biob  bald  zeigen  wird.  In  Bezug  auf  die  Fragen 
über  die  Möglichkeit,  Bestimmtheit,  Mehrdeutigkeit  und  UeberbeBtimmtheit 
der  Bewegung,  welohe  die  Folge  eines  gegebenen  ErSfteBjBtems  ist,  nnd 
Terhfiltniesm&SBig  nooh  sehr  wenig  UnterBachungen  vorhanden. 

lat  ein  System  nicht  &ei,  sondern  an  gewisse  Bedingungen  gebunden, 
welche  Hindernisse  seiner  Beweglichkeit  darstellen,  so  werden  diese  die 
aus  einem  gegebenen  KrBftesjstem  bestimmter  Ordnung  folgenden  Beschlea- 
nigungen  ftlr  jede  Ordnung  modiflciren.  Daher  kann  ihr  modifiörender 
Eiu&uBS  selbst  durch  KrBfte  derselben  Ordnubg  ansgedrtiakt  werden.  Indem 
man  diese  dem  gegebenen  Kräftcsysteni  hinzufügt,  kann  man  das  System 
als  ein  freies  behandeln.  Wir  nennen  solche  Kräfte,  welche  die,  die  Beweg- 
lichkeit hindernden  oder  beschränkenden  Bedingungen  ausdrücken,  Wider- 
Bttlnde  (oft  auch  Spannungen)  oder  Reactionen  gegenüber  den  gege- 
benen Kräften,  deren  EinfluHs  durch  sie  beschränkt  wird,  welche  die  Actionen 
sind.  Wenn  die  Beschleunigung  eines  Punktes,  die  er  in  Folge  der  Actionen 
und  seines  Zusammenhanges  mit  dem  System  erlangt,  durch  das  Hindemiss 
als  die  Beaction  vermchtet  wird,  so  heisst  die  Kraft,  welche  dieser  ver- 
nichteten Beschleunigung  entspricht,  der  Druck  auf  den  Punkt  Druck 
und  Widerstand  sind  stets  gleich,  weil  letzterer  die  Beschleunigung  des 
ersteren  an  demselben  Funkte  tilgi  Ebenso  wird  man  die  Bedingungen, 
welche  einem  Kräftesjrstem  auferlegt  werden  mUssen,  damit  aus  ihm  an 
einem  Punktsystem  von  bestimmter  Gattung  der  VertLnderliohkeit  ein  Be- 
schleunigungszustand  möglich  sei,  durch  Kräfte  ausdrucken  und  nlndafin  das 
System  als  vollkommen  veränderlich  (oder  je  nach  dem  Ausdruck  der  Be- 
dingungen auch  als  unveränderlich)  ansehen.  Auch  solche  KrHfte  nennen 
wir  innere  Spannungen  und  Pressungen. 

§.  7.  Unter  der  Wirkung  eines  Kräftesystems  1.  Ordnung  auf  ein 
Punktsystem  zur  Zeit  t  verstehen  wir  des  BeschleunigungBznstand  des 
Systems,  welcher  aus  ihm  folgt  Sie  besteht  darin,  dass  die  Systempnnkte 
die  Elementarbeschleunigungen  erlangen,  welche  den  Geschwindigkeits- 
zust&nd  des  Punktsystems  zu  dieser  Zeit  in  den  der  Zeit  l  -^  ät  entsprechen- 
den Qeechwindigkeitszustand  aberfllhren.  Diese  Wirkung  ist  verschieden 
nach  der  Beschaffenheit  des  Punktsystems;  sie  ist  eine  andere,  wenn  das- 
selbe unveränderlich  und  anden,  wenn  es  veränderlich  ist.  Ist  der  Ge- 
sohwindigkeitszustand  zur  Zeit  t  -\-  dt  derselbe,  wie  zur  Zeit  t,  so  ist  die 
Wirkung  des  KraftQsyst«ms  zur  Zeit  t  Null,  d.  h.  ea  tilgen  sich  die  ein- 
zelnen Kräfte  gegenseitig  so,  dass  sie  auf  diesen  Znstand  keinen  Einfluss 
Oben.  Man  nennt  diesen  Zustand  des  Kräftesystems  und  auch,  wenngleich 
weniger  paraend,  den  gleichzeiCgen  Zustand  des  Punktsystems,  das  Gleich- 
gewicht des  Kräfte-  oder  Punktsysteme.  Zum  Ql^chgewioht  ist  der  Zu- 
stand der  Buhe  des  Punktsystems  nicht  erforderlich,  wenngleich  er  damit 
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verbunden  sein  kann.  Das  Gleichgewicht  der  KrSfte  kann  momentaii  oder 
datiemd  Bein.    Entsprechendes  gilt  für  alle  Ordnungen  der  ErSfte. 

Zwei  Erftftesjsteme  heissen  in  Bezng  auf  ein  Punktsystem  äquivalent, 
wenn  sie  auf  dasselbe  die  nSmliche  Wirkung  KUBzutlben  im  Stunde  sind, 
d.  h.  den  Oeschwindigkeitszustand  desselben  auf  gleiche  Weise  abzuBndem 
vermögen.  Kehrt  man  von  zwei  äquivalenten  ErBftesystemen  das  eine  so 
um,  dasB  alle  Er&fte  unter  Belbehaltong  ihrer  Intensitäten  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  &a  denselben  Fnnkten  angreifen,  wie  vorher,  und  ISsst  dies 
umgekehrte  System  mit  dem  uraprünglichen  zugleich  wirken,  so  bilden  beide 
ein  im  Znstande  des  Gleichgewichtes  befindliches  Oesammtsyst«m.  Denn 
alle  Glementarbeschlenu^ngen,  welche  die  Kräfte  des  einen  veranlassen, 
werden  durch  die  entgegengesetzten  Elementarbesohleosigungen  des  anderen 
getilgt,  so  dass  der  Qeschwindigkeitszastand  des  Punkttystema  durch  das 
Gesammtsystem  nicht  alterirt  wird.  Umgekehrt  sind  zwei  Ki^ftesysteme 
äquivalent,  wenn  das  eine  von  ihnen  umgekehrt  mit  dem  anderen  im  Gleich- 
gewicht ist;  ünterauchungen  über  die  Aequivalenz  der  Kräfte  sind  daher 
zugleich  auch  üntersachungen  Ober  das  Gleichgewicht  und  umgekehrt.  Statik 
heisst  die  Theorie  des  Gleichgewichtes  oder  der  Aequiralenz  der  Kräfte. 

Kräfte,  welche  an  einem  Systeme  im  Gleichgewichte  sind,  können  un- 
beschadet der  Wirkung  des  gojizen  Kräftesystems  getilgt  oder  in  beliebiger 
Menge  zugefügt  werden.  Im  ersten  Falle  bllen  zugleich  mit  ihnen  Span- 
nungen hinweg,  welche  durch  die  Bedingungen,  denen  das  Punktsystem 
seiner  Constitution  nach  imterworfen  ist,  unter  Einfluss  jener  Kräfte  ver- 
anlaset wurden,  im  letzten  Falle  mtlssen  solche  hinzutreten. 

Oft  ist  eine  einzelne  Kraft  einem  ganzen  Kräftesysteme-  äquivalent; 
man  nennt  sie  die  Resultante  desselben  und  die  Kräfte  des  Systems  ihre 
Componenten.  Dieselbe,  in  entgegengesetztem  Sinne  genommen,  bringt  mit 
dem  Kräftesysteme  Gleichgewicht  hervor.  Ist  ein  Kräftasystem  im  Gleich- 
gewichte, so  ist  jede  einzelne  Kraft  desselben,  in  umgekehrtem  Sinne  ge- 
nommen, die  Resultante  aller  übrigen. 

§.  8.  Wir  wollen  jetzt  noch  einige  Grundbegriffe  erläutern,  die  mit 
den  Kräften  erster  Ordnung  in  Verbindung  stehen.  Unter  allen  Zerlegungen 
der  Beschleunigung  ip  erster  Ordnung  war  die  Zerlegung  in  Taogential- 
und  Normalbesohleunigung  die  wichtigste  (Thl.  H,  Cap.  VUI,  g.  6).  Die 
diesen  beiden  Componenten  entsprechenden  KrSfte  heissen  die  Tangen- 
tialkraft nnd  Normal-  oder  Centripetalkraft.  Ihre  Intensitäten  sind 
d^       .   ^>      „  „«^ 

"*  dt 

tnng  der  Tangente,  die  zweite  ist  normal  zur  Bahn,  nach  dem  KrHmmungs- 
mittelpunkte  hingewandt,  wie  die  betreffenden  Beschleunignngen.  Die  totale 
Kraft  F  =^  my  setzt  sich  aus  ihnen  zusammen  nach  der  Formel 


F,  =  m<pi  =  w  ^  01"^  -FiiJ=  «(Pii  ^  m  — .     Die   erstere  hat  die   Rich- 
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und  nennt  man  f,  und  F„  die  Tangential-  und  Nornulcomponente  Ton  f. 
Mit  der  Compouenten  F,  der  Kraft  F  stehen  in  innigem  Zusammen- 
hang die  Begriffe  von  Kraftantrieh,  fiewegungBgrßBBe,  Arbeit  und 
lebendiger  Kraft. 

Multiplicirt  man  sSmlich  die  Gleichung  F,  =  m  -- -  mit  dt  nsd   inte- 

grirt  sie,  indem  man  Fi  als  Function  der  Zeit  dargestellt  deukt,  nach  t 
zwischen  den  Grenzen  l^  und  t,  welchen  die  Werthe  Of,  and  v  der  Ge- 
schwindigkeit entsprechen,  so  erhält  man: 


I  Pt.ilt'^mv'-  mvg. 

Dd8  Element  des  Integrales  zur  Linken,  gebildet  aus  der  Intensitfit  der 
Tangentialkraß  imd  dem  Zeitelemeate,  heiest  der  Elementarantrieb  der 
Kraft  F  und  das  Integral  selbst  der  Antrieb  der  Kraft  F  w&hrend 
der  Zeit  t —  t^.  Nun  ist  mv  die  Bewegungsgrösae  oder  die  Momentan- 
kraft des  Punktes  und  da  mv  —  mv^  die  Aenderang  derselben  wahrend 
des  Zeitintervalles  t  —  tf,  darstellt,  so  kann  der  Inhalt  der  vorstehenden 
Gleichung  in  dem  Satze  ausgesprochen  werden:  Bei  jeder  Bewegung 
eines  Punktes  ist  der  Antrieb  der  Kraft  wfihrend  irgend  eines 
Zeitintervalles  gleich  der  Aenderung,  welche  die  Bewegungs- 
grösse  wahrend  dieser  Zeit  erleidet. 

Ist  die  Bewegung  geradlinig,  so  ist  F,  ^  F;  ist  sie  gleichfSnuig,  so 
ist  der  Antrieb  Null.  Die  vorstehende  Gleichung  für  den  Antrieb  gebt  aus 
Th.  II,  Cap.  VIII,  g.  10  unmittelbar  hervor,  wenn  man  die  dortige  Gleichong 

V  —  Hg  =  Jtp,dt  mit  der  Masse  m  des  beweglichen  Punktes  multiplirärt. 


—  durch  — -z aus,  multiplicirt  mit  da  und  integrirt,  indem  man  F,  als 

Function  des  Gurvenbogens  s  doi'geeteUt  denkt,   zwischen  zwei  Grenzen  Sg 
^xaA  8,  welche  den  Geschwindigkeiten  v^  und  v  entsprechen,  so  erh&lt  man: 


iFids  =  imy*  —  ^m 


Das  Element  des  Integrales  zur  Linken,  nSmlich  das  Produkt  aus  der 
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Tangentialkraft  und  dem  Wegelemente  ds,  durch  welches  der  bewegliche 
Punkt  fortgeführt  wird,  heisat  die  Elementararbeit  der  Kraft  F  uad 
das  Integral  selbst  die  Arbeit  der  Kraft  F  Ungs  des  Weges  s  —  % 
Die  Grösse  mv^,  das  Produkt  aus  der  Uasse  des  beweglichen  Punktes  und 
dem  Quadrate  seiner  Geschwindigkeit  beiset  die  lebendige  Kraft  des 
Punktes.  Mit  Hülfe  dieser  Begriffsbestimmungen  lautet  der  Inhalt  der 
Gleichung:  Bei  jeder  Bewegung  eines  Punktes  ist  die  Arbeit  der 
Kraft  längs  irgend  eines  Weges  gleich  der  Aenderung,  welche 
die  halbe  lebendige  Kraft  des  Punktes  iBngs  dieses  Weges  er- 
leidet Diese  Gleichung  geht  auch  ans  der  analogen  Gleichung  in  Th.  II, 
Cap.  VllI,  §.  10  hervor,  indem  man  dieselbe  mit  der  Masse  m  multiplicirt  und 
bedenkt,  dass  g»  cos  et  ^  qui,  also  m<p  cos  a  ^  mipi  ^  F,  ist.  Alles,  was 
dort  über  die  Arbeit  der  Beschleunigung  und  in  den  folgenden  §§  Ober 
Momente  der  Besobleunigung  gesagt  ist,  gilt  auch  unmittelbar  von  der 
Kraft.  Die  Elementararbeit  einer  Kraft  kann  hiernach  sowohl  als  das  Pro- 
dukt der  Frojecüon  der  Kraft  auf  die  Richtung  des  Wegelementes  ds  und 
dieses  Wegelementes  selbst,  als  auch  als  das  Produkt  der  Kraft  F  selbst 
und  der  Projection  des  Wegelementes  auf  ihre  Richtung  aufgefasst  werden. 
Die  Elementararbeit  der  Kraft  ist  positiv,  N'ull  oder  negativ,  je  nachdem 
die  Richtung  von  ds  mit  der  Richtung  von  F  einen  spitzen,  rechten  oder 
stampfen  Winkel  bildet. 

Die  eigesthümliche  Benennung  „lebendige  Krall"  rflbrt  von  Leibnitt  her; 
sie  hat  mit  der  Torstellung  dat  Belebten  nichts  gemein,  auch  bt  es  rathiant,  den 
Gedanken  fern  zu  halten,  al*  sei  der  bewegliche  Punkt  der  Sitz  einer  Kraft,  die 
ihn  treibt.  Leibniti  unterBchied  zwischen  todteo  nnd  lebendigen  Kräften;  erstere 
waren  fQr  ihn  diejenigen,  welche  keine  Bewegnog  hervorbringen,  BOndem  nur 
Drack  oder  Spannung  ansflben;  letztere  waren  die  ErSfte,  welche  Bewegung  her- 
Tormfen.  Die  ersteren  mau  er  durch  die  InteusiUt,  die  zweiten  durch  die  Arbeit 
oder  dnrch  die  Aendemng  von  \mv^,  aUo,  wenn  nrsprflnglich  keine  Geschwind ig- 
keit  vorbanden  war,  durch  ^mc'.  Die  Geichichta  der  Mechanik  keunt  einen  hef- 
tigen Streit  fiber  das  richtige  Haass  der  Kräfte,  gefChrt  zwischen  Verfechtern  der 
Leibnitz'schen  und  d'Alembert' sehen  Ansicht  über  diesen  Punkt;  derselbe 
endete  von  selbst,  als  man  die  Benennungen  sot^fKltiger  wählte  nnd  nicht  mehr 
Intensität  und  Arbeit  verwechHlte. 

Bezeichnet  man  die  Arbeit  einer  Kraft  F  mit  T,  setzt  man  nämlich; 

l'F,ds  =  T, 

so  folgt 


d.  h.  die  Intensität   der   Tangentialkraft   ist   die   Deriv 
Arbeit  nach  dem  Wege. 


DigiLizedbyCoOJ^Ic 


14  TangentiRl-  u.  Normalkrflfte  höherer  Ordonng.  III.  Th.,  C^.  1,  §.  8. 

Setzt  man  den  Antrieb  der  Kraft  F  gleich  J,  nBmllch 
l'F,dt  =  J, 
so  folgt  ^j 

d.  h.  die  Intensität  der  Tangentialkraft  ist  die  Derivirte  des 
Antriebes  n&cb  der  Zeit. 

Die  Arbelt  einer  Kraft  kann,  immer  als  das  Produkt  einer  Intensitfit 
und  einer  Länge  dargestellt  werden.  Die  Einheit  der  Arbeit  ist  die 
Arbeit  der  Krafteinheit  längs  der  Längeneinheit  in  ihrer  Rich- 
tung. Ist  die  Krafteinheit  das  Kilogramm  und  die  Längeneinheit  das  Ueter, 
so  heisst  die  Arbeiteeinheit  das  Eilogrammeter. 

Die  hier  erläuterten  Begriffe  lassen  sich  auf  Kräfte  aller  Ordnungen 
ausdehnen.  Construirt  man  nämlich  die  Hodogr^hen  aller  Ordnungen,  in- 
dem man  von  einem  beliebig  annehmbaren  Pole  ans  mit  den  Geschwindig- 
keiten und  den  BeBchlennignngen  der  1^  2.,  3.,  . . .  Ordnung  BadienTectoren 
parallel  zieht  iind  die  Endpunkte  zu  continulrlicban  Gurren  verbindet,  so 
ist  das  Bogenelement  des  Hodogr^hen  H^  der  n""  Ordnung  die  Elementar- 
beschi eunlgang  n*"  Ordnung  ip^'^dt  und  wenn  gleichzeitig  mit  dem  Haupt- 
punkte ein  beweglicher  Punkt  den  Hodographen  beschreibt,  9'"'  dessen 
Geschwindigkeit  und  parallel  der  Tangente  des  Hodographen  gerichtet.  Die 
Beschleunigung  der  (n  +  1)*™  Ordnung  p'"  + ''  zerfällt  dann  in  eine  Com- 

ponente  yi"         •—  -J  -   längs   der  Tangente  des  Hodographen  und  eine 

andere  ^t""^')  in  der  Richtung  der  Hauptnormalen  nach  dem  Krftmmaiigs- 
mittelpunkte    des    Hodographen    £f.    hin    gerichtet.     Letztere    ist,    wenn 

dtg  den  Contingenzwinkel  von  H^  bedeutet,  ip*  =  v'"' "  "37 j  oder 
wenn  ds»  — >  ^^''dt  das  Bogenelement  und  f,  '^  ; "  ^ei*  KrOnunungshalb- 

messer   von   II,  ist,    ^r       ^  ^ Man  kann  daher  auch  die  Eüraft 

ji"-l-i)  der  («  +  1)*™  Ordnung  zerlegen  in  die   Tangentialkraft  JFV*"+*> 

=  »i^^—    und    die   Normalkraft    fi""*"'' -=  m  1^'-!  ,    welche  die  lüch- 

tnngen  der  Tangente  und  Hauptnormalen  der  Curve  If,  besitzen.  Uan  er- 
hält daher,  wie  frtlher 
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in.  Th.,  Cftp.  I,  §.  8.  Tangential-  n.  Nonnalkrtlfte  hBheref  Ordnnng. 
und  da  ds,  =  9J<"'df,  also  -—  =  qo'"'  —j  -  -  "t, 


^m[<pi'^'  —  i»»[9.(")]ii  =  fl 


Fi"  +  "rf5,. 


Wenn  man  die  Kraft  F*"'  der  w*™  Ordnung   nacU  drei   Coordinaten- 
a  der  «,  y,  r  zerlegt,  bo  ergibt  sich,  da  JJ    ==  m  -~n~~  =  — :; 

äT"^-    "'"dT-- 

0ie  Intensitftt  nnd  die  RichtungscosinuBBe  cos «.,  cos  ß„  cos  }>,  ergeben 
sich  hieraus  als 

COB  tt,  COS  ß»  COS  y,  I 

d-^    ~  'd«y  "  "  "tfvT  ""  F*^* 

dr         dr         dr 

Denkt  man  sich  eine  Curre,  welche  die  Bahn  deB  Punktes  an  der  Stelle, 
wo  er  zur  Zeit  t  sich  befindet,  n-pnnktig  berührt,  so  stimmen  die  n —  1 
ersten  Differentialquotienten  der  Coordinaten  beider  überein  und  beginnen  die 
Coordinatendifferenzeu  in  der  Entwickelung  der  Coordinaten  des  Haupt- 
punktes und  eines  Punktes,  welcher  auf  der  berührenden  Cnrve  mit  jenem 
zugleich  vom  Berührungspunkte  ausgeht  und  eine  Bewegung  besitzt,  ftlr 
welche  die  Beschleunigungen  bis  zur  n  —  1*"°  Ordnung  den  Beichleu- 
nigungen  jenes  gleich  sind  mit 

Hieraus  schliesst  man,  wie  B.  I,  8.  324,  dasB  die  Verbindungslinie  beider 
Punkte  die  Kichtung  der  Kraft  J^'>  in  der  Grenze  angibt  und  dass,  wenn 
man  die  verBchwindend  klein  werdende  Entfernung  beider  mit  d.  (Devia- 
tion n*"  Ordnung)  beteiclmet, 

in 


*,  =  -  -  y(-)d( 


—  df 
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I6  Aeqnivaleni  von  KrSften  am  freien  Punkte.    ni.'ni.,Cap,  II,§9. 1.2. 

IL  Capitel. 

AequivalBiiB  der  KräfleayBteme  am  freien  Fimkte.    Aeqoivaleiu  der- 

selbdn  am  Funkte,  weloher  gezwungen  ist,  auf  einer  Ourre  oder 

auf  einer  Fläohe  eu  bleiben. 

§.  1.  Ein  Kräfteaystem  [P],  [P'J,  [P"],  ....  [P-^]  an  einem 
freien,  d.  h.  keinen  seine  Beweglichkeit  beschränkenden  Bedin- 
gungen anterworfenen  Pnnkte  ist  fifinivalent  einer  einzigen 
Kraft,  deren  Richtung  durch  den  Punkt  hindurchgeht,  d,  fa.  es  hat 
eine  Resultante  [B].  Beducirt  sich  dieselbe  anf  Null,  so  ist  das 
System  im  Gleichgewicht.  Denn  von  Seiten  jeder  einzelnen  Kraft  [P^'^J 
erlangt  der  Funkt  eine  bestimmte  Beschleunigung  [qo'''],  welche  nach 
Richtung  und  Sinn  mit  [P<')J  Übereinstimmt.  Dos  System  dieser  Be- 
schleunigungen ist  äquivalent  einer  Beschleunigung  [9)]  =  X[9''1j;  es  gibt 
daher  eine  Kraft,  deren  Folge  diese  Beschleunigung  ist,  welche  mithin  durch 
den  Punkt  geht  und  nach  Richtung  und  Sinn  mit  ihr  abereinstimmt.  Sie 
ist  Äquivalent  dem  System  der  Kräfte,  weil  aus  ihr  dieselbe  Beschleunigung 
folgt,  wie  aus  ihm.  Das  Streckensystem  der  KrSfte  |^P*''j  ist  ähnlich  dem 
System  der  Beschleunigungen  [qp''']  und  mit  ihm  ähnlich  liegend.  Hieraus 
folgt,  dass  die  Resultante  [R]  des  Kraftesjstemg  die  geometrische 
Summe  der  Kräfte,  nämlich  [B]  =  £[P^''>]  ist 

Redudrt  sich  (Ä]  auf  Null,  so  ist  auch  [^pWJ  Null,  d.  h.  das  Kräfte- 
aystem hat  keine  Beschleunigung  des  Punktes  zur  Folge,  es  ist  im  Gleich- 
gewicht. 

§.  2.  Diesem  Satze  reihen  sich  als  Folgerungen  an  (vgl. B.I,  S.  16 — 18): 
Die  Resultante  zweier  Kräfte,  deren  Richtungen  sich  in  eipem 
Funkte  schneiden,  geht  durch  ihren  Schnittpunkt  und  ist  die 
Diagonale  des  Parallelogramms,  welches  Aber  den  Strecken, 
welche  die  KrSfte  darstellen,  vom  Schnittpunkte  aus  construirt 
werden  kann.  Fallen  beide  Kräfte  in  dieselbe  Richtung,  so  ist 
ihre  Resultante  gleich  ihrer  Summe  oder  Differenz,  je  nachdem 
sie  ttbereinstimmenden  oder  entgegengesetzten  Sinnes  sind.  Sind 
sie  entgegengesetzt  gleich,  so  tritt  Gleichgewicht  ein. 

Der  Satz  heisst  der  Satz  vom  Parallelogramm  der  KrSfte.  Es  gibt 
fUr  denselben  sehr  viele  Beweise.*)  Bei  dem  hier  befolgten  Gange,  nach 
welchem  die  Theorie  der  Kräfte  der  Theorie  der  Beschleunigung  nachfolgt, 
ist  ein  ausfBhrlicber  Beweis  nicht  nöthig. 


*)  Vg).  Westphal,  J.  H.,   Demonstrationum  compoütioDis  virium  expoeitio 
de  iisque  indicium.    Goettingae,  181T. 
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III.  Th.,  Cap.  II,  §.  3.    EAfte  am  Punkt,  der  auf  eine  Cnrre  geiwuDgen  ist  17 

Umgekehrt  kann  jede  Kraft  in  swei  ajidete  (Componenten)  zerlegt 
werden,  welche  ihr  zusammen  äquivalent  sind  und  zwar  auf  unendlicli 
Tiele  Arten. 

Die  Beaultante  von  drei  Krfiften,  deren  Richtungen  sich  in 
einem  Punkte  schneiden,  geht  durch  diesen  Punkt  hindurch  und 
wird  nach  Grösse,  Biohtung  und  Sinn  durch  die  Diagonale  des 
Parallelepipeda  dargestellt,  welches  die  drei  Strecken,  welche 
die  KrBfte  darstellen,  zu  Eckkanten  hat. 

Da  die  Diagonale  eines  Parallelepipede ,  ohne  dass  die  Kanten  ver- 
schwinden, nur  Null  werden  kann,  wenn  die  Gokkant«n  in  eine  Ebene 
fallen,  eo  folgt,  dass  drei  an  einem  Punkte  wirkende  KrKfte  nur 
dann  Im  Gleichgewichte  sich  befinden  kCnnen,  wenn  ihre  Rich- 
tungen in  einer  Ebene  liegen.  Im  Falle  des  Gleichgewichtes  ist 
jede  von  ihnen  der  Besultanten  der  beiden  Übrigen  entgegen- 
'geeetzt  gleich. 

Zum  Gleichgewichte  von  KrSften,  deren  Richtungen  sich  in 
einem  Punkte  schneiden,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass 
die  Summe  ihrer  Projectionen  auf  irgend  drei  Axen'des  Raumes 
verschwindet,  von  denen  keine  zwei  parallel  sind  und  welche 
auch  nicht  alle  drei  einer  Ebene  parallel  laufen. 

Behufs  der  analTÜschen  Bestimmung  der  Hesaltante  des  Er&ftesystems 
tritt  hier  B.  I,  S.  16,  §.  8  unmittelbar  ein.  Ebendaselbst  sind  auch  die 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes  desselben  anfgoffUui,  nSmlich  £X  «=:  0, 

§.  3.  Ist  der  Angriffspunkt  der  Kräfte  P  genöthigt,  auf 
einer  Cnrve  zu  bleiben,  so  kann  er  als  frei  betrachtet  werden,  sobald 
der  Widerstand  der  Cnrve  den  KrBften  P  hinzugefügt  wird.  Derselbe  zer- 
AUt  in  zwei  Componenten,  den  Normalwiderstand  N  und  den  tangentialen 
Widerstand  oder  die  Beibung.  Die  Reibung  ist  proportional  N  und  wird, 
wenn  f  den  Reibungscoefficienten  darstellt,  durch  fN  ausgedrtlckt.  Zer- 
legt man  die  Resultante  ü  der  gegebenen  KrSfte  P  in  zwei  Componenten, 
von  denen  die  eine  normal,  die  andere  tangential  zur  Cnrve  ist,  und  be- 
zeichnet mit  9  den  Winkel,  welchen  R  mit  seiner  Normalcomponente  bildet, 
80  sind  R  eoa&  und  it  sin  #  diese  beiden  Componenten.  Von  diesen  stellt 
die  erstere  den  Druck  auf  die  Curve  dar  und  wird  durch  den  Normal- 
vrideretand  N  getilgt,  wahrend  die  andere  sieh  mit  der  Beibung  fN  zu- 
gammensetzt.  Die  Reibung  ist  stets  der  tängentiellen  Componente  Bmatf 
entgegengesetzi  So  lange  B  am  &  <  fN  aUo  ü  sin  #  —  fN  <,0  ist, 
kann  eine  tangentiale  Beschleunigung  nicht  erfolgen  und  findet  daher  Gleich- 
gewicht statt.  Die  äuaserate  Grenze  dieses  Gleichgewichte  wird  erreicht, 
wenn  B  an  9  <=  fN  oder  also  B  sin  #  —  /"W  —  0  ist.  Da  nun  zugleich 
Scan.!.,  If Hbulk,    II.  S  -.  , 
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18  Kräfte  am  Funkt,  der  auf  eine  Corve  gezwungen  ist.     III.  Tb.,  C»p.  It,  g.  4. 

JJ  cos  9  •=  7^  ist,  so  folgt,  dasB  bei  derselben  IntensitBt  von  B,  diese  Grenze 
erreicht  wird,  wenn  tg&  =  f,  A.h.  wenn  R  gegen  die  Normalebene  nnter 
einem  Winkel  geneigt  ist,  dessen  Tangente  gleiob  dem  Beibungscoeffidenten 
ist.  £b  findet  daher  Gleichgewicht  statt,  wenn  it  sin  ^  —  fN  <^  0  ist. 
Da  die  Reibung  der  Componentea  R  sin  9  entgegengesetzt  ist,  so  hSngt 
ihr  Sinn  von  dem  Sinne  dieser  Componenten  ab.  Je  nachdem  £  sin  9  in 
der  Richtung  der  Tangente  den  einen  oder  andern  Sinn  hat,  ist  daher  an 
der  Sussersten  Grenze  des  Gleichgewichte  M  ain^  —  fN  •=  0  oder  A  sin  # 

+  /■«■=  0. 

um  den  Punkt  zn  nSthigen,  auf  der  Curre  zu  bleiben,  kann  man  die 
Curve  als  eine  anendlich  enge  Röhre  ansehen,  innerhalb  welcher  er  sich 
befindet. 

Hinsichtüci  der  KrSfte,  welche  am  Funkte  angreifen,  sind  folgende 
üntersuchnngen  zu  fQhren:  1.  Die  Lage  des  Punktes  auf  der  Corre  ist 
gegeben,  das  Er&ftesystem  ist  vollständig  bestimmt,  man  soll  entscheiden, 
ob  dasselbe  in  Verbindung  mit  dem  Widerstände  der  Carre  im  Gleich- 
gewichte ist,  oder  nicht  und  2.  Die  Lage  des  Punktes  auf  der  Curve  soll 
so  bestimmt  werden,  dass  ein  Erfifteaystem,  dessen  Natur  fUr  jede  solche 
Lage  bestimmt  werden  kann,  ins  Gleichgewicht  kommt.  In  beiden  Flülen 
wollen  wir  die  einfachere  Aufgabe,  dass  nSmlich  die  Reibung  Nnll,  also 
cUe  Curve  glatt  sei,  von  der  complicirteren  trennen,  dass  Reibung  stattfinde. 

§.  4.  Sind  X,  Y,  Z  die  Componenten  einer  der  Kräfte  P,  JV^,  JV„  N, 
die  des  Normalwiderstandes  N,  so  mfissen  im  Falle,  dass  keine  Reibung 
stattfindet,  fttr  das  Gleichgewicht  die  Bediugimgen  erfüllt  sein: 

XX  +  j?«  =  0,   xr  +  a;  =  o,   sz-\-s.  =  o, 

zu  welchen  noch  die  Gleichungen  der  Curve  hinzutreten,  nämlich; 

worin  t  die  unabhängige  Variabele  ist,  von  welcher  die  Lage  des  Ponktas 
(xye)  auf  der  Curve  abhftngt.  Da  N  senkrecht  zur  Tangente  ist,  so  be- 
steht die  weitere  Bedingung 

wo    *'  =  — ,    y  •=  —,    /  =  —  gesetzt  ist    £liminirt  man  Nx,  Nf,  JV,, 
dt  dt  dt 

so  folgt 

x'£X  +>'xr  +  e'Xif  -=  0 

als  die  vom  Widerstände  unabbILngige  Bedingung  des  Gleichgewichtes  der 
gegebenen  KrSfte  P.  Sie  drUckt  aus,  dass  die  Resultante  derselben  normal 
zur  Curve  sein  maees.  Ist  sie  erfIlUt  an  einer  Stelle  (z,  y,  g),  so  ergibt 
sich   für   den   Widerstand   Ä,  =  —  £X,   Nf.=  —  £Y,   K.  =  ~  SZ, 
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in.Th.,  C^).  II,§.  6.     Klüfte  am  Punkt,  der  uf  eine  Cnrre  gezvongen  ut. 
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N'  =  Nl  +  N'l-i- y;  imd  die  Richtung  («,  (S,  y)  deBBelbBn:  cob  a-^N^:N, 
UM  ß  =  Ny  :  S,  coBy  —  N,:  N. 

Sind  C  "=  0,  F  ^  0  die  Oleichnngen  der  Curve,  wo  U,  V  Pnnctionen 
von  X,  ff,  t  sind,  so  genttgen  x,  ff\  i  den  Gleichungen 
ai'P^r  +  y'Vy  +  «Pi  =  0, 

welche  mit 

xZX  +  y'xr  +  «"XZ  =  0 

die  Oleichgewichtebedingnng  unter  der  Form 

\SX   ST    £Z 

!  y,    v;   r, 

liefern. 

lat  nicht  die  Stelle  (x,  jf,  t)  der  Cuire,  sind  dagegen  die  KrKfte  als 
Functionen  des  Ortes  gegeben,  so  gibt  die  Gleichgewichtebedingung  in  der 
ersten  Form  die  Werthe  von  t  fUr  die  Punkte  der  Curve,  an  welchen  das 
Gleichgewicht  der  Kr&fte  möglich  ist;  in  der  zweiten  Perm  stellt  sie  die 
Gleichung  einer  FlSche  dar,  welche  die  Curve  in  des  Punkten  schneidet, 
in  welchen  das  Gleichgewicht  eintreten  kann. 

Beispiele.  1.  Fdr  einen  schweren  Punkt  ist,  bei  verticaler  «-Axe,  positiv 
nach  oben  gerichtet:  ZX  ^SY  "0,  2Z  =•  —  mg;  Ni  ^  Ny  •-  0,  JV,  —  mg, 
daher  die  Bedingung  des  Oleichgewicbts  in  der  ersten  Form  «'^0,  d.  h.  die 
Stellen  der  Curve,  an  welchen  du  Gleichgewicht  fOr  die  Schwere  mOglich  ist, 
Bind  die  höchsten  ond  tiefsten  Pnnkte  der  Curve.  In  der  cweiten  Form  ist  die 
Bedingung 

0    —mg 

V,     ff.      =0     d.h. 


K  K 


y,  ^'. 


2.    FOr  den  schweren  Punkt  auf  der  Schnittoorve  des  Ellipsoids 

mit  der  Engel    F  ?;^  x'  +  y'  +  ''  —  »■'  —  0  wird  die  Bedingung  xy  —  0,  also 
X  =  0  oder  y  —  0.    Das  Gleichgewicht  ist  demnach  in  S  Punkten  ml^(liob. 

8.   Ebenso  für  die  Corve  -,  +  i*  +  t  —  *  —  <>.  *.  +  ?.-  +  -r  —  \  =■  0 


§.  5.  Für  den  Fall,    dass  Reibung  fN  stattfindet,  hat  man  fttr  deren 
Componenten,   da  sie  in   die  Richtung  der  Tangente   flUlt  und   doppelten 


Sinn  haben  kann  -tfif—,  +  fN  -f,  +  fN 


dy 


,  dx 


ds     de 
—-,   --die 
da     ds 

Kcbtungscosinnase  der  Tangente  darstellen.    Fflgt  man  diese  Componenten 

den  übrigen  hinzu,  so  bat  man  als  Gleichgewichtabedingnngen 
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Kmfte  am  Pankt,  der  auf  eine  Carve  gecwangen  iit     III.  Th.,  Cap.  II,  fi.  5. 


.,''* 


-m 


d!l_ 


ds 


£X+N.+  fS^ 0,  £I  +  N,- 

i!N.  +  sfN,  +  /tf,  —  0, 

:r  =  9>(0,   S  =  ^if),   «  =  ar(i)  oder  tr  =  0,   F-=0. 

Um  den  Wideretaad  and  seine  Componentoii  zu  eliminiren,  zielien  wir  ans 
den  drei  ersten  Gleichnngen 


<i9    da 

2Vy  ?f. 
d;  dl 
As  ds 

• 

£Z  EX\ 

dt    dx 

T,   d-s\ 

N,  N^ 
de  dx 
ds  ds 

' 

dx    dy  \ \dx  dy 

ds    ds  [         1  ds  ds 

und  hieraus  dnrch  Qaadriren  und  Addiron  mit  Rflcksioht  auf 

■  * 

'  ds 
\  ds 


(XZ)*  +  {£¥)'  +  (SZy  =  S*  und  ^.  ^ 


=  2V»; 


anderorBeits    ergibt   sich   durch   Multiplicstion   derselbeo   drei   Oleiobungen 

dx    du    de 
"!'*  T''   T'j   3  '  i*"''  ihrer  Addition; 


Beide  Gleichungen  liefern  nach  Elimination  ron  N  die  geBnchte  Gleich- 
gewichtsbedingoog 


-yi+r 


zu  welcher  noch  hinzutreten 


'^'ir+n 


■  +  ^; 


^ 


Ist  diese  Bedingung   an  einer  Stelle  (x,  y,  «)  erfllllt,  so  folgen  X^, 
Ng,  N,  und  N  nebst  dessen  Sichtungen  aus  den  Torstehenden  Gleichungen. 

Ist  die  Stelle  x,  y,  e  nicht  ffeseben,  so  fahrt  die  Elimination  von  -r~,  -;-,  — 
o  o      -.  da    ds    ds 

EU  der  Gleichung  einer  Fl&ohe,  welche  auf  der  Curve  die  Kassersten  Grenaen 

deijenigen  Bereiche  bezeichnet,   innerhalb   welcher  die  Punkte   liegen,   in 

denen  Gleichgewicht  stattfinden  kann.    Dilroh  Auflösung  der  Gleichungen 

nach  diesen  Grtteeen  findet  sich  nSmlich,  wenn 
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IlLTh 

Cap.  II,  §.  6.     ErKfte  wn  Pankt,  der  auf  eine  Fl&che  gezwungen  iei 

^™ 

zx  zr  £Z 

v,  u;  u; 
r.  Ti  r. 

gesetzt  wird, 

^■f -+    ,±--Bi,.    .-•?-+     J--BS,. 

d,     -yi  +  f             d,     -yi  +  /^ 

■i»      -Vi  +  f 

und  schlieBBlicli  also  wegen 


m+m+m 


^  -  j-^-^  K"  (»;  +  «;  +  »;)- 0 

als  die  gesuchte  Gleichung.  Fttr  f='0  reducirt  aie  aioh  anf  ^  ^  0,  wie 
§,  4,  Die  Punkte,  welche  /i  =^Q  auf  der  Cnrro  bezeichnet,  gehören  den 
Gleichgewichtebereichen  oxt.  Sie  besteht  auch  noch  fort,  wenn  f  von  Funkt 
zu  Punkt  auf  der  Curve  veränderlich,  aber  als  Function  des  Ortes  be- 
kannt ist. 

Beispiele.  I.  Fflx  den  schweren  Punkt  ist  £X—£r->0,  SZ^B  —  —  mff, 
als  *J  — —  mp(t^F^—  V'^y,)>  "■i**"  <*»«  Oleichung  dw  Fliehe,  welche  auf 
der  Curve  die  Kussetsten  Orenslogen  fflr  das  Gleichgewicht  bestimmt, 

(U'^y,  -  ^"fy^y  -  f  [(y^y,  -  ^.^)' + {f^'',K  -  ^,y,y]  =  »■ 

2.  Fflr  die  Polodie 
wird  diese  Fl&che  der  Kegel  4.  Grades 

("^■'•'■-■[C'^'0"'-+(wy"-]-°- 

Er  bexeichnet  auf  der  Curve  S  Paar  Punkte,  ßlr  welche  die  8  Funkte,  welche 
Gleichgewi cbtalageu  ohne  Beibuug  sind,  in  die  Mitten  der  Paare  fallen. 

g.  6.  Ist  der  Angriffspunkt  der  KrBfte  P  genöthigt,  auf  einer  FlBche 
zu  bleiben,  so  kann  derselbe  nach  Einfllbrung  des  Widerstandes  der  FlSche 
als  frei  angesehen  werden.  Dieser  Widerstand  kann  in  zwei  Componenten 
zerlegt  werden,  von  denen  die  eine,  der  Normalwiderstand  N,  in  die  Nor- 
male der  Flache  Allt,  wahrend  die  andere,  die  Reibung  fN,  der  Tangenten- 
eben« der  Flache  angehört  Zerlegen  wir  ebenso  die  Resultante  S  der 
gegebenen  KrBfte  P  in  eine  normale  Componente  B  cos  d  und  eine  in  die 
Tangentenebene  fallende  Componente  R  sin  9,  wo  &  den  Winkel  zwischen 
R  und  der  Normalen  der  FlSche  bedeutet,  so  vrird  ü  cos  fr  von  N  getilgt, 
d,  b.  OB  ist  if  eoe  9  ^  If,  wShrmd  die  Reibung  fN  der  tangentiellen  Kraft 
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22  Kräfte  am  Punkt,  der  auf  eine  Fibche  geEwnngeii  ist     IILTh.,  Cap.II,§.6. 

R  sin  9  eatgegenwirkt.  So  lange  letztere  kleiner  als  die  Reibung  ist,  er* 
folgt  keine  Beschlennigang  and  findet  Gteichgewicht  statt.  An  der  KoBser- 
Bten  Grenze  ist  ^  sin  9  —  fN  =  0  die  Bedingung  des  Gleichgewichta  und 
folglich  tg  #  ■>«  /*.  Allgemein  ist  if  ein  #  —  fN  <  0  die  Bedingung  des 
Gleichgewichtes.  Dasselbe  findet  statt,  so  lange  die  Biohtong  von  JR  nicht 
in  den  Aussenranm  eines  mit  der  halben  Oefhong  &  um  die  Konn&le  der 
FlSche  beschriebenen  Botktionskegels  ftllt. 

Man  kann  den  Zwang  des  Punktes  auf  der  FlScbe  yerdeotlichen,  in- 
dem man  die  FlSche  als  eine  Doppelsch&Ie  von  unendlich  kleiner  Dicke 
denkt,  zwischen  deren  Aussen-  und  Innenfläche  der  Punkt  sich  befindet. 
Ist  il  cos  #  noch  Anssen  gerichtet,  so  wirkt  N  nach  Innen  und  nmgekehrL 
Aach  genügt  es,  den  Fnnkt  auf  der  einen  oder  der  anderen  Seite  der  (ein- 
fach gedachten)  Flfiche  liegend  anzunehmen,  je  nachdem  it  cos  9  nach  der 
einen  oder  nach  der  entgegengesetzten  Seite  gerichtet  ist. 

Ist  die  Baibung  Nnll,  so  verUngt  das  Gleichgewicht  in  Bezug  anf 
ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem: 

£Z  +  W,  =  0,     Xr  4-  Jfj,  -=  0,     £Z  +  N,  =  0; 

woraus  folgt 

XX       £T       ZZ 

^.  "^  -Wv  "^  JvT 

und  wenn  17^0  die  Gleichung  der  Fische  ist,  so  bestehen  weiter,  weil 
N  die  Bichtung  der  Normalen  hat,  die  Gleichungen: 

^'        ^?_       ^ ^ , 

Aus  beiden  ProportionalitSten  folgen  durch  Elimination  der  WiderstaadE- 
componenten  N^,  Ng,  N,: 

£X       £T       EZ 

~Ül  'ül~  U', 
als  die  beiden  Gleichgewichtebedingungen,  welche  die  gegebenen  Kräfte  P 
erfüllen  mflssen.  Sie  drücken  aus,  daas  die  Resultante  R  die  Richtung 
der  Fläohennormale  besitzen  mnss.  Sind  sie  erfllllt,  ho  ist  N^  -^  —  ZX, 
Ny=  —  £T,  JV,  -"  —  ZZ  M.  s.  w.  Man  kann  diese  beiden  Bedingungen 
dnrch  die  eine  ersetzen,  welche  sich  jeden  Augenblick  in  sie  spalten  ISsst: 
\ZY  £Z\*       \ZZ  2^.Z|*       \ZXZY'^ 

I  rr,  p;  I  +  I  er;   i/;  j  +  j  p;   (/;  |  ~  ^ 

oder 

Ä»  (tC»  +  XJ'^  +  V7)  —  {ZX  •  U^  +  ZT-  Vy  +  ZZ-  U'.f  =  0. 
Ist  der  Punkt  x,y,ie  nicht  gegeben,  sondern  werden  die  Gleichgewichte- 
lagen desselben  gesucht,  so  stellen  die  beiden  Bedingungen  die  Gleichungen 
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ni.Th.,  Cap.  II,  9.  T.     Er&fte  am  Punkt,  der  anf  eine  Fläche  geiwongeii  ist  23 

einer  Curve  dar,   welobe  die  FISche  in  den  gesuchten  Lagen   des  Punktes 


Beispiele.  1.  Pflr  einen  tcbweren  Punkt  ist  j;X=-Zr=-0,  ZZ~  —  mg, 
mithin  U^*  -f-  U''  =-  0,  d.  h.  f ^  —  0  nnd  U'  —  0.  Das  Oleichgewicht  findet 
daher  an  den  hOohBten  nnd  tiefgten  Stellen  der  Fl&che  itati 

9.  Da«  Oval  r  — Sacos'^  rotire  nm  «eine  horiiontal  gedachte  Aie.  In 
Bezug  anf  ein  rechtwinkliges  CooTdinatensyetem,  deuen  x-Äxe  diese  Linie,  dessen 
y-Axe  gleichMU  horizontal  und  dcBsen  c-Axe  vertikal  ist,  wird  fKr  ii^^d  einen 
Ibridian  cm  4^  •»  x  :  r,  also  die  Qleicbnng  der  Botationtfiftche 

V       (*'  +  y'  +  ^V  -  2aa:»  —  0 
und  folgt  fSr  die  Gleichgewichtslagen  des  schweren  Punktes  anf  der  Fläche 

V^:.:4.  {x*  +  y'  +  z^x  —  6ax*  —  0,     (7 '  =  4  (a;»  +  y'  -(-  i')  y  ^  0, 


wonos  mit  Racksicht  anf  die  Qleichnng  der  FUche  folgt  !>"--. 


.  y-0. 


§.  7.  FOr  den  Fall,  dass  anf  der  Flftche  Reibung  fif  stat^det,  sind 
die  Bedingnngen  des  Gleichgewichtes  mit  Backsiebt  auf  den  doppelten 
Sinn  der  Reibung 

da  as  da 

nebst 

W,       N.       N.  N 

u=o,  md3!+u;di,+u:di-~o,  ^-?--^— i-^=--_,  -j'   -^  . 
^  "  " '  u^     u,     u,    yu;,^-i-  v'*  +  u? 

Multiplicirt  mui  die  drei  ersten  Oleichnngen  mit  U'x,  U^,  U'„  addirt  sie 
und  bedenkt,  dass  fN (^W,^  +  U'y^  +  V,  jj  =  0  ist  vermöge  der 
Differentialgleichung  der  Fl&che,  so  bleibt 

Die  FroportionalitSten  zwischen  N,,  N^,  N,,  U'x,   ü'^,  V,  aber  liefern 

N^u^  +  NgUg  +  N.u'.  —  Nyu;*+  !/;»  +  u'.*-, 

daher  wird  dieee  Gleichung 

sx-  tr;  +  £r-  r/;  +  ÄZ-  u'.  +  .vy't/T'-F r/;*  +  u'.*  =  o.  (i) 

Andererseits  erhält  man  aus  den  drei  ersten  Gleichungen  durch  Elimination 
von  Ng,  Ny,  N,   mit   RUckdcht   auf   dieselben  ProportionalitSteu,    welche 

NyU',  —  N.U'g  =  0,  ...  geben: 


n;  ir. 

-+m 

d,  dl 

dl   da 

£Z  £x\ 

•    v.  .;!  = 

±fs 

de   dx 

d,    d! 

V,    V. 

.£1 

-±fS 

i,   dy 
ä,    dt 

u:  u; 

■ 
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24  Kräfte  am  Pnn^t,  der  anf  eine  Fl&ohe  gemuDgen  ist.     III.  Tb.,  Gap.  It,  g.  8. 

oder,  indem  man  quadrirt  und  addirt,  wegen  Ä*  —  (£1^*  -\-{S7)*  +  {SZf: 

=  fN*  {V*  +  fr;»  +  u'?).  (2) 

Die  Coinbinstion  von  (l)  und  (2)  faeha&  Elimination  von  N  liefert  schliesslich 
S*{%*-\-U'*+U;*)-{l+f){SX-V^-\-ZY.U'^-\-2Z-U',f  =  0  (3) 
als  die  Ton  den  gegebenen  Ersten  P  behufs  des  GlelcbgewlchtB  unabhSngig 
vom  Widerstände  za  erfüllende  Bedingung.  Sie  drtickt  nichte  anderes  aus, 
als  daae  die  Tangente  der  Neigung  #  der  Besult&nte  iZ  gegen  die  Fl&ohen- 
normale  gleich  f,  oder  also  cos  #  =>  1  :  (l  -j-  {*y  seL     Denn  aus  ihr  folgt 

Es  sind  aber  £X:B,  £T:B,  £Z :  Jt  die  Richtungscosinusse  der  Resul- 
tante fl  und  p; :  W,  U'f-.W,  U',:W  die  der  Normalen  und  stellt  mithin 
die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  in  der  That  cos  9  dar. 

FQt  f==-0  geht  die  Gleicbgewichtsbedingung  in  die  Gleichung  des 
§.  6.  aber,  Sie  bezeichnet  auf  der  gegebenen  FlSche  die  Gleichgewicbta- 
bereiche,  dieselben  enthalten  die  Punkte  des  §.  6,  in  welchen  Gleichgewicht 
ohne  Reibung  stattfindet. 

Beispiel.  Für  den  schweren  Pnnkt  ist  SX  •m  SY  —  0,  ZZ  =-  £-»—  mir, 
mithin  stellt 

«vct';'  +  p;*+  if;')-ci+n-MV'  i'i'-o  oder  1;;'+  n^*-ru;'-o 

die  Fl&che  dar,  welche  auf  der  gegebenen  Fl&ohe  17  ^  0  die  Bereiche  beeeiolutet, 
innerhalb  welcher  Gleichgewicht  mOglich  ist. 

§.  8.  Im  Vorstehenden  wurde  der  ReibungscoefBiuent  als  oonstant  fOr 
die  ganze  FlScbe  angenommen.  Ist  denelbe  verSnderlich,  eine  Function 
von  zweien  der  Coordinaten  x,  y,  z,  so  bleiben  die  Betrachtungen  unge- 
Sndert,  die  Gleichung  der  FlScbe  (3)  wird  aber  complicirter.  So  kann 
man  z.  B.  annehmen,  es  atä  f  ISngs  gewisser  Linien  auf  der  Flttche  oonstant, 
aber  von  Linie  zu  Linie  variabel.  FOr  solche  Untersuchungen  wOrde  es 
sich  empfehlen,  die  Punkte  der  FlOcbe  U=0  durch  drei  Gleichungen 
X  =■  qi(w,v),  y  =  i^{u,v),  x  ==  Hr(i»,«)  als  Functionen  von  zwei  verSiider- 
licben  Parametern  u,  v  darzustellen. 

Das  zu  behandelnde  GleiobungssTstem  ist  dann 

£X  +  N,  +  fNp  =  0,  £r+N,'-^  fN^  —  0, 
£Z  +  N,^fN^=-0, 

als    '      '  d«    '  ds 
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li[.Th., Cap.  II,  §.  S.    Eiftfte  am  Punkt,  der  anf  eine  Fliehe  gezwungen  ist 


»C",«)! 


■*(«.«), 


-w(«,«), 


wovon    die   Gleichung   der    dritten    Zeile    die    Rechtwinkligkeit   des   Nor- 

malwiderstandes  N  gegen  die  Fläche  ausdruckt,    Multiplicirt  man  die  Qloi- 

rfaJ     dy      ^' 
chnagen  der  ersten  Zeile  mit  -  -     — 


ds'    d$'    ds 


-I-  nnd  addirt  sie,  eo  kommt 


ds 

multiplicirt  man  aber  die  dritte  derselben  Qleicliimgen  mit  — ,   die  zweite 

de  «         .  ■ 

mit  —  und  sufatrahirt  Bie,  bo  folgt,  wenn  die  analogen  Operfttionen  mit 

den  beiden  andern  Gleichongspaaren  ebenf&Us  ausgeführt  werden: 

\£ir2Z\ 
[dg  rfü  j  t= 
\  ds   da  \ 


N,N, 

izrxi 

N,N.\ 

— 

du  dl 

, 

dt    rfa!  1  =»  — 

dt  di\ 

ds  ds 

ds    ds\ 

ds  da  \ 

SXSY 

N,N, 

I    dy 
B    ds 

— 

dxds 
ds  ds 

HierauB  ergibt  sieli  weiter,  älmlicb  wie  oben  g.  7: 

.  \  as  ds  ds/ 

and  beide  Resultate  fahren  durch  Elimination  von  N  zu  der  Gleichung: 


In  dieser  Gleichung  sind  noch 


dx     da  dx   ,      ,1  /9i 
-T,    ^r,    r-  durch  —  1  :r 

ds      ds  ds  ds  \ot 

ds  selbst  auszudrucken.  Setzt  man  nach  der  Üblichen  Be- 


•  +  L'-). 


zeichnnngB  weise 

so  wird 

d^  —  Edtt*  -I-  2Fdudi>  +  Gdv* 
nnd  hieimii  die  Gleichung 


DigiLizedbyGoOglc 


AeqaWalenz  der  Kräfte  am  freien  anTeränderl. System.    III.Th.,Cap.IU,g.l 


/^Ä*-(i  +  n-S 


=  0. 


Edv*  -\-2Fdudv  +  Gdi^ 
Diese  Gleichung  in  u,  v  drQckt  eine  Curve  auf  der  FUche  aua,  welcbe  die 
Oleicfagewichtebereiche  fnr  die  Reibung  begrenzt. 


III.  Capitel. 

Aeqnivaleoa  der  Eräftesyateme  am  fireien  luiTei&iderliohen 
Fonktayatenie. 

§.  1.  Ein  Kräftesystem,  welches  an  einem  freien,  d.  h.  keinen  Be- 
schränkungen seiner  Beweglichkeit  unterworfenen  Punktsystem  angreift,  ist 
ein  8  trecken  System,  auf  welches  unter  einer  gewissen  Voraussetzung  die 
im  ersten  Bande  Cap.  I  bis  Y  entwickelte  Streckentheorie  Anwendung  findet. 
Diese  Yoraussetzung  ist  die,  dass  jede  Kraft  auf  ihrer  Ricbtungslinie  ver- 
legt werden,  d.  h.  dass  jeder  Punkt  ihrer  Richtangalinie  als  itir  Angri&- 
punkt  gelten  kann,  welcher  dem  System  angehört.  Dieselbe  kommt  auf 
die  andere  zurttck,  dass  zwei  entgegengesetzt 

J*  ^  j   "^.  ^  >        gleiche    KrSfte    in    derselben    Bichtungslinie 

^  -^  äquivalent  Null    sind,   mögen   ihre  Angriffs- 

punkte zusammenfallen  oder  von  einander  ver- 
schieden sein.  Denn  ist  A'  der  Angriffspunkt  der  Kraft  P,  so  kann  jeder 
Funkt  B  ihrer  Bichtungslinie  als  Angriffspunkt  zweier  entgegengeeetzt 
gleicher  Kräfte  P  und  —  P  derselben  Bichtung  angesehen  werden,  deren  Zu- 
fQgung  die  Wirkung  von  P  an  .il  nicht  ändert,  indem  sie  dem  Punkte  B 
gleiche  und  entgegengesetzte  Beschleunigungen  ertheilen.  Ee  ist  mithin 
P  an  J  äquivalent  dem  System  der  drei  Kräfte,  d.  h.  äquivalent  der  Kraft  P 
an  B  nnd  den  beiden  entgegengesetzt  gleichen  Kräften  P  und  —  P,  welche 
an  A  und  B  angreifen.  Es  ist  daher  P  an  .^  äquivalent  P  an  £,  sobald 
diese  beiden  Eritfte  zusammen  äquivalent  Null  sind. 

Indem  wir  diese  Voraussetzung  znlassen,  erlangen  wir  die  Berechtigang  der 
Anwendung  der  Streckentheorie  auf  die  Kräfte.  Denn  die  zweit«  Voraussetzung, 
auf  welcher  diese  Theorie  beruhte,  nämlich  dass  Strecken,  deren  BichtnnffsUmen 
sich  in  einem  Punkte  schneiden,  ihrer  Resultanten,  d.  b.  ihrer  durch  den  Bobxüti- 
punkt  gehraiden  geometrischen  Summe  äquivalent  sind,  ist  für  Kräfte  erfüllt. 
sobald  sie  an  ihren  Schnittpunkt  verlegbar  sind  (Cap.  II,  §,  l). 
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An  einen  Punkt  ausserhalb  ihrer  I^chtongBlinie  ist  eine  Kraft  gleich- 
fallB  verlegbar,  jedoch  unter  ZnfUgnng  elnea  ErKfte- 
paares.  Denn  liegt  B  (Fig.  2)  nicht  aaf  der  Bich- 
tnngslinie  der  an  Ä  angreifenden  Kraft  P,  so  ist  P  an 
A  ftqniTAlent  P  an  £  in  Verbindung  mit  dem  Paare 
(P,  — P),  dessen  SeitenkrSfte  durch  A  und  B  gehen. 
Das  Moment  dieses  Paares  wird  Null,  sobald  die 
Bichtungslinie  von  P  durch  B  geht. 

§.  2.  Die  Aequivalenz  der  Krüfte,  deren  Richtungen  sich  in  einem 
Punkte  des  Systems  schneiden,  die  der  ParallelkrSfi«,  sowie  die  der  Kr&fte- 
paare  einschliesslich  der  Bedingungen  ihres  Oleichgewichte  sind  durch  den 
Inhalt  der  Capp.  I  und  II  des  ersten  Theiles  in  B.  1  erledigt.  Ebenso  enthält 
Cap.  m  dortselbst  alles,  was  die  Aequivalenz  und  das  Gleichgewicht  ebener 
Kraftesyateme  betrifft;  desgleichen  gilt  die  Cap.  IV  entwickelte  Theorie 
unmittelbar  für  die  Aequivalenz  und  das  Gleichgewicht  rSumlicher  Kr&fte- 
systeme.  Das  V.  Cap.  endlich  zeigt,  dass  mit  jedem  Er&ftesystem  ein 
bestimmter  Liniencomplex  verbunden  ist,  dessen  Stralen  die  doppelt  con- 
jngirten  Geraden  eines  Nullsystems  sind. 

Das  Kr&ftesystem  ist  auf  unendlich  viele  Arten  zwei  sich  kreuzenden 
Kr&ften  ftquiraJent,  deren  Richtungen  coiyugirte  Gerade  des  Nullsystems  sind. 
Die  Pyramide,  welche  zu  Gegenkanten  die  beiden  KrSfte  hat,  ist  für  alle 
solche  Aequivalenzen  von  constantem  Volomen.  Somoff  nennt  sie  die 
Invariante  des  Kr&ftesystema.  Das  KrBftesystem  ist  auf  unzBhlige  Arten 
einer  Besnltanten  und  einem  resnitirenden  Paare  Bqnivalent.  Die  Rieb- 
tungsUnien  der  Resultanten  aller  dieser  Aequivale&zen  bilden  einen  Parallel- 
etralenbUndel;  die  Richtungen  der  Axenmomente  der  reeultireaden  Paare 
wechseln  von  Stral  zu  Stral  dieses  Bflndels;  fttr  die  Centralaxe  des  Com- 
plexes,  welche  dem  BUndel  angehört,  wird  das  Axenmoment  der  Besnl- 
tanten parallel  und  zugleich  ein  Minimum  u.  s.  w.  Alle  Lehren  des  Cap.  V 
im  I.  Bande  gelten  unmittelbar  für  Kräfte,  sobald  sie  durch  Strecken  dar- 
gestellt sind.  Wir  fUgen  den  dortigen  Betrachtungen  einige  weitere  hinzu, 
beziehen  dieselben  aber  vorzugsweise  auf  Kräfte,  Ihre  kinematischen  Analoga 
sind  leicht  aufstellen. 

§.  3.  Es  sei  Z  ein  System  von  Kräften  P,,  P,, ...  P„  ...  und  Z'  ein 
anderes  von  Kräften  Q„  Qj, .  ■  ■  Q,,  -  ■ .  Man  reduöre  beide  für  denselben  Punkt  0, 
das  erstere  auf  {R,  &),  das  zweite  aaf  (7f,  G')  und  stelle  G  in  der  zu 
ihm  in  0  senkrechten  Ebene  durch  das  Kräftepaar  (F,  —  ^  dar,  dessen 
Seitenkraft  F  durch  0  gehe;  ebenso  G'  durch  das  Paar  (f,  —  J^) 
von  gleicher  Beschaffenheit,  wobei  F"  und  F  in  der  Dnrchschnittslinie  der 
beiden  aaf  Q  und  G'  senkrechten  Ebenen  angenommen  werden  sollen.  Dann 
ist  die  Summe  aller  Pyramiden,  welche  Q^  mit  den  Kräften  P^,  P|,...  P.,... 
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als  Gegenkanten  bildet  nach  Bd.  I,  K  Th.,  C&p.  V,  §.  1,  8. 68  gleich  der  Summe 
der  Pyramiden,  welche  Q^  mit  B,  mit  F  und  mit  —  F  bildet  Ebenso 
ist  die  Summe  der  Pyramiden,  welche  Q,  mit  f,,  Pj, ....  P^,  .  .  .  bildet, 
gleich  der  Pyramidenaumme  von  Q^  mit  S,  F  und  —  F  v.,  s.  w.  Daher 
ist  die  Snmme  der  Pyramiden,  welche  die  Kraft«  Q,  des  Systems  2'  ein- 
zeln mit  den  Kräften  des  Systems  £  bilden,  gleich  der  Summe  der  Pyra- 
miden, welche  diese  Kräfte  Q^  mit  RjF,  —  F  bilden.  Die  Fyramidensumme, 
welche  die  Krtlfte  Q,  mit  R  bilden  ist  aber  gleich  der  Pyramidensomme, 
welche  S,  F",  — F'  mit  R  bilden;  ebenso  ist  die  Fyramidensumme  der 
Krsfte  Qt  mit  F  gleich  der  von  B^,  F",  —  F"  mit  F  gebildeten ;  desgleichen 
die  von  den  Q,  mit  —  F  gebildete  gleich  der  von  B",  F",  —  F'  mit  —  F 
gebildeten.  Hiermit  erhUt  man  fflr  die  Pyramidensumme  aller  P.  mit 
allen  Q,  die  neun  Pyramiden,  welche  R,  F,  —F  und  Ä",  F",  —  F  mit  einander 
bilden,  nttmlich,  wenn  allgemein  (17,  V)  eine  Pyramide  bedeutet,  welche 
U  und    F  zu  Gegenkanten  hat: 

(Ji,ir),      (F.S'),        i-F,R:) 

(li,—F^,(F,'-F'),    (— F,— f) 

Von  diesen  neun  Pyramiden  verschwinden  (R,  JR"),  (F,  It),  (R,  F^  und 
(J*,  J"),  weil  ihre  Oegenkanten  sich  in  0  schneiden  und  ( — F,  F"), 
{F,  —  F"),  ( — F,—F^,  weil  ihre  Gegenkanten  parallel  laufen.  Es 
bleiben  daher  blos  (B,  — F^  und  ( — F,R^),  deren  sechsfache  Volumina 
RG'  cos  {RQ')  und  ks  cos  (l^G)  sind.  Uan  hat  daher  fllr  die  Momenten- 
summe beider  KrBftesysteme  £,  £"  in  Bezug  auf  einander,  wie 
wir  die  hier  gebildet«  Pyramidensumme  ££  Pgr.  (P^,  Q,)  nennen  wollen: 
62ZFyr.{Pu,  Q,)  =  RQ'  cos  {RG')  +  ii'ö  cos  (B'ff). 

Diese  Momentensomme  verschwindet  a)  wenn  (JR, G)^E^O  oder (£*, 0') ^ 0, 
d.  h.  wenn  eines  von  beiden  Kräftesystemen  im  Gleichgewichte  ist,  b)  wenn 
Rm^Q  und  i^  — •  0,  d.  h.  wenn  beide  Systeme,  jedes  für  sich,  einem  Ps&re 
äquivalent  sind,  c)  wenn  (r  ~>  0  und  Q-'  >=  0,  d.  h.  wenn  beide  Einzel* 
krSften  äquivalent  sind,  d)  wenn  cos  (ÜG'^  =■  0  und  cos  (B6)  •=  0,  d.  h. 
wenn  ihre  Reductionsresultanten  auf  ihren  resultirenden  Azenmomenten 
wechselweise  senkrecht  stehen,  e)  wenn  die  Pyramiden  ^RQ'  cos  {RG")  vatA 
^R^Q  cat  (BfG),  welche  die  Flftobenränme  der  resultirenden  Axenmomente 
G,  Q'  zu  Basen  und  die  von  den  Endpunkten  der  Beduotionsresnltanteo 
A,  K  auf  diese  geßUlten  Perpendikel  wechselweise  zu  Höben  haben,  entgegen- 
gesetzt gleich  sind.  Die  Systeme  halten  in  diesem  Falle  einander  Glüchgewioht. 

Sind  die  Systeme  äquivalent,  so  ist 

&££Pyr.{Pu,  Qv)  =  2ÄG  oos  {RG). 
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§.  4.  Die  vorstellende  Gleichong  igt  anabhftngig  von  der  Nfttnr  der 
Er&fte  and  drtickt  eine  allgemeine  Belation  zwischen  irgend  zwei  Strecken- 
Systemen  aoB,  mSgen  beide  Kritftesysteme  oder  das  eine  ein  ErKfteByBtem,  das 
andere  ein  System  ron  Winkelgeschwindigkeiten  u.  s.  w.  bedeuten.  Be- 
deuten sie,  wie  hier,  KrSftesysteme  and  das  System  der  ErSfte  Q  ist  fttr 
sich  im  Gleichgewicht,  so  stellt  die  Gleichong  62£Pi/r.(Pu,Qt)  ^-0  eine 
Relation  zwischen  den  Momenten  des  Krtitesystems  der  P  in  Bezug  auf 
Aien,  welche  die  Bichtungslinien  der  KrSfte  Q  sind,  dar.  Nennt  man  n&m- 
lich  mit  Cayley  das  Produkt  aas  dem  kürzesten  Abstände  d  zweier  Ge- 
raden u,v  und  dem  Sinns  des  von  ihnen  gebildeten  Winkels  e,  d.  b,  das 
Produkt  zweier  auf  diesen  Geraden  liegenden  Linieneinheiten  in  diesen  kOr- 
zestan  Abstand  nnd  diesen  Sinns  dos  Moment  der  beiden  Geraden  in 
Bezug  aufeinander  nnd  bezeichnet  dasselbe  durch  M(u,tj)  «=  dtin  t, 
eo  wird  &£2:Pgr.{Pu,Q,)  =  £2:P,Q,M(u,v)  =0  und  bedeutet  darin 
PuX{u,  v)  das  Moment  der  Kraft  P^  in  Bezug  auf  die  Aze  v  im  gewöhn- 
lichen Sinne,  nbnlich  den  6fachen  Inhalt  der  ans  P^  und  einer  auf  v  lie- 
genden Linieneinheit  gebildeten  Pyramide  und  ist  I!Pu]U(u,  v)  das  Moment 
des  Systems  der  P  in  Bezug  auf  die  Aie  v.  Wird  dies  kurz  mit  M,  be- 
zeichnet, so  erscheint  unsere  Relation  zwischen  den  Momenten  dieses  Systems 
in  Bezng  auf  die  Azen  1,  2,  3  . . .  v, . . .  unter  der  linearen  Form 

fta,  +  Q,M,  +  --+Q,M,  + 0, 

in  welcher  die  Coefficienten  der  Momente  des  Systems  der  P  tOi  die  ver- 
schiedenen Axen  die  KrSfte  Q  sind,  welche  sich  ISngs  diesen  Axen  wirkend 
Gleichgewicht  halten. 

Umgekehrt  folgt  auch,  daas,  wram  diti  obige  Glwchung 
G££Pyr.(P^,  Q.)  =  Bff'  cos  (ÄG')  -f  iTff  cos  (B'G) 
eine  Relation  iwiaehen  den  Momenten  eines  beliebigen  Systems  von  Kräften 
P  in  Bezog  auf  ein  System  von  Aien  «  darstellt,  d.  h.  fOr  alle  solche 
Systeme  unabhängig  von  der  Lage  gegen  die  Azen  darstellen  soll,  die 
rechte  Seite  der  Gleichung  verschwinden  rnttsse  und  folglich,  da  Ü,  G  und 
ihre  Lage  beliebig  sein  können,  .ß*  ^  0  und  G'  ^—  0  sein  mfissen,  d.  h. 
dass  es  ein  KrKftesystem  Q  geben  mtlsse,  welches  sich  längs  den  Azen  v 
wirkend  Gleichgewicht  halte. 

Auch  kann  man  direkt  zeigen,  daes  wenn  zwischen  den  Momenten  eines 
beUebigen  KrBftesystems  in  Bezug  auf  versohiedene  Azen  eine  Abhängigkeit 
bestehen  soll,  dieselbe  nur  linearer  Katar  sein  kann.  Denn  es  seien  JV,, 
JUf,  Mf, . . .  M„  die  Momente  eines  Kräftesystems  S  in  Bezug  auf  n  Axen, 
sowie  fllr  ein  anderes  System  ^  in  Bezug  auf  dieselben  Axen  glmch 
K,  +  JT,,  Jtf,  +  2Vj,  . .  .  K,  +  N^,  dann  werden  für  ein  drittes  System, 
welches  ans  £^  und  den  im  umgekehrten  Sinne  genommenen  Kräften  von 
Z  besteht,    die   Momente   bezüglich    derselben  Axen   ^,,  .^^i  ^tv-  ^n 
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sein.  Besteht  daher  eine  Gleichung  einerseits  zwischen  M^,  M^,  Jfj,...  M„ 
andrerseits  dieselbe  Gleichung  zwischen  M^~\-  N^,  M^  -\-  N^,  JW,  +  ^j)  •  ■  • 
M„  -f-  N^t  so  muss  sie  auch  flii  die  Aenderangen  N^^,  N^,  N^, .. .  N^  der 
Grössen  Jlfi,  M^,  M^,...  M^  bestehen  (da  sie  allgemein  fdr  alle  S^teme 
gelten  soll).  Dies  ist  aber  nur  dann  mSgUch,  wenn  die  fragliche  Glei- 
chung die  Form  g,Jlf,  +  ft-^fj  +  ft^^s  H \-9n^n  hat,  worin  ?,,<?,,... 

constante,  von  der  speciellen  Wahl  des  Systems  £  unabhfingige  Coeffi- 
cienten  sind. 

Denn  gesetzt,  es  sei  die  fragliche  Relation 

F(Jlf,,  Mi,  Mi,....  Mn)  =  0,  (1) 

so  muss  dieselbe  auch  fQr  df,  -j-  ^Mi,  M^  -f-  JM^, ....  Mn  -j-  ^M,  be- 
stehen,  d.  h.  es  muss 

F(M^  +  JM^ ,  JMj  +  JM^, if »  +  JM^  =  f(Jtf„  Jf,, . . .  3f,) 

9F  dF  dF  'ö*F 


-0(2) 

sein.  Nach  dem  Obigen  muss  die  Relation  aber  auch  bestehen,  wenn  man 
M^,  M^, . . .  M^  durch  ihre  Aenderongeu  A\,  N^, ...  d.  h.  JMi,  JM^, , . , 
JMn  ersetzt.     Dies  ist  identisch  damit,  doas 

F(M^  +  JJtf,,  M,  +  JM^,  ...M,  +  JM,)  —  0 
auch  fortbestehen  muss,  wenn  man  Jlf j  =  Jlf,  =  -  ■  ■  Jf,  =>  0  sebt,  wo- 
durch sie  in  der  That  in  F{JMj^,  JM^, . . .  JM^)  -=  0  flbergeht     Dies 

ist  nur  mOglich,  wenn  F(Jf,  -|-  -^Xi, )  die  Grössen  Mi,  M,,..  nicht 

enthSlt.     Daher  müssen  in  (2)  die  Differentialquotienten 
BF       dF  dF 

SM^ '    d'Mt '  '  "  dM, '" 
constant  sein  und  die  Relation  (2)  selbst,  da  die  höheren  Differentialqno- 
tienten   Null  sind,  wenn  die   der  ersten  Ordnung  sich  auf  Constante  redu- 
ciren,  übergehen  in 

qgJMi  +  q^JM^  H \-  q^^M,  =  0, 

aus  welcher 

qiM,-\-qiM,  +  ---  +  j.äf,  =  0 
folgt,  ohne  Constante  auf  der  rechten  Seite,  da  sonst  durch  Ersetzen  von 
M^,  Jfg, . . .  durch  ^M^^  äM^, ...  die  Relation  nicht  nnge&ndert  bleiben 
kSnnte. 

Um    die   Bedeutung   der   CoefCcienten   q  zu   erkennen,    wBhle  man  tu 
dem   KrSfteSjTstem  £  eine   einzige   ErafL     Dann   sind    M^ ,  Jlf„  ....  Jf_ 
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die  6fechen  FyrtamdvD,  welche  diese  Kraft  mit  Strecken  gleich  der  LKngen- 
einheit,  auf  den  n-Axen  liegend,  bildet.  Die  Produkte  qM  atellan  Pyra- 
miden dar,  welche  die  Strecken  aof  denselben  Azen  statt  Längeneinheiten 
aufgetragen,  mit  jener  Kraft  bilden.  Sie  sind  also  auch  die  Homeate  von 
Kräften  9,,  q^, .  . .  q,  üi  Bezug  auf  eine  Axe  in  der  Bichtnng  dieser  Kraft. 
Da  diese  Axe  beliebig  ist,  so  ist  die  Summe  der  Momente  der  KrBfte 
9ii  9ii  •  •  ■  Sm  ^  ^'^  Axen  des  Raumes  gleich  Null  and  sind  mithin  die 
KrSfte  9,,  qt, . . .  q„  im  Oleichgewicht. 

Wir  sprechen  den  Inhalt  der  ganzen  Betrachtung  in  dem  Satze  aus: 

Besteht    zwischen    den   Momenten    eines    beliebigen    Kr&fte- 

Systems  in  Bezug   auf  n  Axen  eine   Relation,    vermCge   welcher 

eines  dieser  Momente  mit  Hülfe  der  übrigen  dargestellt  werden 

kann,  so  ist  diese  Relation  linear  von  der  Form: 

q,Mi  +  a,jf,  -f-  3,af,  H h  ?-af.  =  0 

nnd  ein  System  von  KrHften  Q,,  Q^,  , . .  Qn,  welche  l&ngs  den 
n  Azen  wirken  und  den  Coefficienten  ^j,  ?},...  g^  proportional  sind, 
ist  im  Gleichgewicht.  Ist  es  sieht  möglich,  dass  Krfifte,  Ungs 
der  Axen  wirkend,  Gleichgewicht  halten,  so  ezistirt  auch  zwi- 
schen den  Momentes  eines  beliebigen  Kr&ftesystems  in  Bezug 
auf  diese  Axen  keine  Relation,  vermSge  welcher  man  das  Mo- 
ment dieses  Systems  fUr  eine  der  Axen  ans  den  Momenten  far 
die  übrigen  Axen  bestimmen  könnte. 

§.  5.  Wir  wollen  jetzt  die  Frage  erörtern,  unter  welchen  Bedingungen 
es  mSglich  igt,  dass  Kr&fte,  IBngs  n  gegebenen  Linien  wirkend,  ein  im 
Gleichgewicht  befindlich«  System  bilden. 

Die  6  Gleichgewichtsbedingungen  J-=.0,  5  =  0,   £7  =  0;   X  =  0, 

Jtf  =^0,  N^=0,  welche  wir,  indem  wir  die  Intensitäten  P  und  die  lUch- 

tnngswinkel  a,  ß,  y  der  Krftfte  einfuhren,  in  der  Form  darstellen  können: 

.EP  cos  «  =  0,  2rP  ooB|S  ==■  0,  iPoos  7  ■=  0, 

JSp\   *      "    1  =  0,  -SP    '     "    1=0,  XP'    "^     *j  — 0, 

COSpcOB]'  COSj'COStt  ICOSaCOBpi 

sind  hinsichtlich  der  Kr&fte  und  der  Coordinaten  der  Angrilhpunkte  linear 
and  homogen.  Sie  bestehen  daher  blos  zwischen  den  YerbBltnissen  der 
KrHfta  und  den  yerhSltnissen  der  Coordinaten  und  bleiben  unge&sdert,  so 
lange  diese  Verhilltnisse  sich  nicht  ftndem,  wenn  auch  die  absolute  Grösse 
der  KrBfte  und  Coordinaten  variirt.  Ist  nun  die  Zahl  der  KrSfte  gleich  6, 
so  kann  man  aus  diesen  6  Gleichungen  die  fi  Verh&ltnisse  der  Kraftinten- 
sitltten  P  eliminiren  und  drflckt  die  Übrigbleibende  Gleichung  eine  Bedin- 
gung fUr  die  Richtungen  der  6  Krftfte  aus.    Sind  nur  6  KrKfte  vorhanden, 
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so  bleiben  nach  Elimination  der  i  Verhältnisse  dereelben  zwei  QleichangeiL 
nad  damit  2  Bedingungen  fOr  die  EichtongBlinien  der  5  ErSfte  Übrig,  bei 
4  KrUten  ergeben  gich  3,  bei  3  KrSften  i,  bei  2  Eritften  6  Bedingongen, 
welchen  die  Richtungen  derselben  genUgen  mUssen,  wenn  Überhaupt  Oleich- 
gewicht  zwischen  diesen  Kräften  bestehen  solL  Sind  sie  erfüllt,  so  kann 
man  dann  auch  die  Verhältnisse  der  EraftintensitSten  so  bestimmen,  dass 
Qleichgewicht  eintritt 

Bei  7,  8,...  Kräften  besteben  keine  solchen  Bedingungen  fOr  die 
Biobtungalinien;  bei  7  Kräften  hat  man  6  Verhaltnisse  der  Intenaitfiten 
und  werden  diese  aus  den  6  Gleichgewiobtsbedingongen  gefanden  werden  ken- 
nen, welches  auch  immer  die  Bichtungslinien  der  KrBfte  seien.  Bei  6  Kr&ften 
kann  man  ausser  den  RichtangsUnien  noch  das  Inteositfitsverhftltniss  zweier 
Krfi^  wülkubrlich  annehmen,  bei  mehr  KrBften  bleibt  ein  grössrer  Spiel- 
raum fUr  dergleichen  Annahmen. 

Die  Bedingungen,  welche  erfUUt  sein  mfissen,  damit  es  mBgliob  sei, 
fUr  n  RichtangsUnien  ErSfte  zn  finden,  welche  sieb  Gleichgewicht  halten, 
sind  zugleich  die  Bedingungen  dafOr,  dass  fOr  n  —  1  dieser  Linien  KxSft« 
gefnndan  werden  können,  welche  einer  Einzelkraft  Äquivalent  sind. 

§,  6.  Es  seien  <;,,  ff^,  9i\  ■  ■  ■  ■  9s  sechs  Gerade,  IKngs  welchen  sechs 
Kräfte  P,,  P,,  Pg, . . . .  P,  wirkend  einander  Gleichgewicht  halten.  Nach 
Elimination  der  &  YerhSltnisae  der  Eraftintensitäten  bleibt  eine  einzige 
Bedingung  ffir  die  RichtangsUnien  zu  erfüllen.  Man  kann -daher  5  von 
den  Ger&des  g,  z.  B.  ^j,  ^j,  f),,  p^,  g^  wiUkührlich  annehmen  and  die 
sechste  g^  jener  Bedingung  entsprechend  bestimmen.  Die  Lage  einer  Ge- 
raden im  Raame  wird  aber  dorcb  vier  Bedingongen  bestimmt-  Daher  ge- 
nügt die  eine  Bedingung  nicht  zur  vollständigen  Beatimmung  von  g^  nnd 
darf  man  diese  Gerade  noch  drei  weiteren  willkOhrlicben  Bedingungen  unter- 
werfen. Es  gibt  daher  zu  6  gegebenen  Geraden  unendlich  viele  sechste 
Geraden,  sodaas  es  möglich  ist,  6  KrSfte  zu  finden,  welche  sich  ISngs  der- 
selben Gleichgewicht  halten.  .  Die  Gesammtheit  aller  dieser  Geraden  ist 
eine  dreifache  Mannigfaltigkeit;  sie  bilden  daher  zusammen  einen  durch 
die  6  gegebenen  Geraden  bestimmten  Liniencomples.  Dieser  Complex  ist 
vom  ersten  Grade,  d.  h,  alle  Geraden  eines  Punktes  M,  welche  Richtungs- 
linien  der  sechsten  Kraft  Pg  sein  kBnnen,  liegen  in  einer  Ebene  ^  und  alle 
in  einer  Ebene  ft  liegende  solche  Geraden  gehen  durch  einen  bestimmten 
Punkt  derselben.  Soll  n&mlich  g^  durch  den  Punkt  Jtf  gehen,  so  ist  dies 
äquivalent  zwei  Bedingungen,  soll  sie  in  einer  Ebene  V  liegen,  so  sind 
damit  ebenfalls  zwei  Bedingungen  gegeben,  soll  sie  aber  beides  thnn,  so 
ist  ausser  den  ersten  beiden  Bedingungen  nur  noch  die  zu  erfüllen,  dus 
ein  Punkt  der  Geraden  in  der  durch  M  gehenden  Ebene  v  li^^,  welehea 
eine  Bedingung  festsetzt.     Soll  also  g^  in  einer  bestimmten  Ebene  v  des 
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Pimktea  M  liegen,  so  sind  drei  Bedingnngen  zu  erftlUen  und  ist  g^  also 
ToÜBtändi^  bestimmt,  sodass  es  niobt  unendlich  viele  sechste  Qeraden  dnrch 
M  geben  kum,  die  in  der  Ebene  v  liegen.  Gesetzt  es  IBgan  nun  alle 
durch  M  gehenden  sechsten  Geraden  nicht  in  einer  Ebene,  so  kann  gezeigt 
werden,  dass  es  dann  in  v  unendlich  viele  solcher  Geraden  gehen  mllsste. 
Denn  es  seien  g't,  gii,  g'e  ctrei  solche  Richtungen,  velcbe  nicht  in  einer 
Ebene  liegen  nnd  P,',  Pä,  Ps,  Pi  PÄ,  P«;  Pi',  P»,  P»,  -P*,  P'b,  Ps\ 
P'i",  I^",  J^",  Pi",  Pj",  Pb"  die  drei  Systeme  von  Kräften,  welche  lOngs 
ffit  9i,  ?B.  9i,  H<  9*i  Pi>  9»!  ftj  9ii  9i<  ?<;  5i.  ?».  ?».  Pti  9t>  9e'  in» 
Gleichgewicht  sind,  so  witre  auch  P'i  +  Pi'  +  P'i"\  Pi  +  Pi'  +  P»'i 
Pi+Pi'+Pi";  Pi-i-Pi  +  P*";  Pi  +  Pi'  +  Pi"i  und  [Pi]  +  [Pi'j  +  [P« 'J 
ISngB  ffi,  ffj,  7],  g,,  jTs  und  der  Richtung  der  Resaltanten  von  Pi,  Pi,  ^' 
im  Gleichgewicht  Da  es  aber  beim  Gleichgewicht  nnr  auf  die  YerhSlt- 
nisse  der  KrSfte  ankommt,  so  könnte  man  die  KrBfte  Pi,  Pi',  Pi"  will- 
kabrlich  annehmen.  Hieraus  folgt,  dass  ihre  Resultante  eine  wUlkUhrliche 
Richtung  im  Räume,  also  auch  jede  Richtung  in  der  Ebene  v  wUrde  haben 
kSiuen,  dass  also  jede  durch  M  in  v  gehende  Linie  die  Richtungs- 
linie  einer  sechsten  Kraft  sein  mfisste,  was  noch  dem  obigen  unmöglich 
ist  Daher  liegen  alle  durch  M  gehenden  aechst«n  Richtmmen  in  einer 
gewissen  Ebene  nnd  eine  beliebige  Ebene  v  des  Punktes  M  enthtllt  nur 
eme  einage  solche,  idJnlich  die  Schnittlinie  von  fi  mit  der  Ebene  v.  Der 
Oomples  ist  also  vom  1.  Gerade  und  ^t  ist  die  Polarebene  von  M.  Soll 
umgekehrt  g^  in  einer  Ebene  ft  liegen  und  noch  dnrch  einen  bestimmten 
Punkt  M  derselben  hindurchgehen,  so  übeizengt  man  sich  ähnlich,  dass 
sSnuntliche  der  Ebene  v  angehörige  sechsten  Richtangen  eine  Curve  1.  Classe 
berühren  mflssen,  d.  h.  alle  dorch  einen  bestimmten  Punkt  gehen  (den  Pol 
von  ft).     Wir  erhalten  daher  den  Satz: 

Sechs  Gerade,  welche  die  Riohtungslinien  von  sechs  im 
Gleichgewicht  befindlichen  Kräften  sind,  sind  stets  Stralen 
eines  und  desselben  Liniencomplexes  1.  Grades.  Sind  fünf  von 
ihnen  gegeben,  so  kann  zur  sechsten  jeder  Stral  des  dnrch  sie 
bestimmten  Complexes  gewählt  werden. 

Sind  fUnf  Gerade  ^j,  gf,  g^,  g^,  g^  zu  bestimmen,  iBngs  welchen  fOnf 
Kräfte  Pj,  P„  P„  P^,  P„  sich  Gleichgewicht  halten  k{)nnen,  so  bleiben 
nach  Elimination  der  4  IntengitBteverhältnisse  der  Kräfte  zwei  Bedingungen 
Z11  erfQlleu.  Man  kann  daher  4  von  den  Gerades  g  willkflhrlioh  aonehmen, 
^  B-  ?i>  9tt  ffst  9t,  und  die  fUnfte  diesen  beiden  Bedingungen  gemäss  be- 
stimmen. Da  zur  vollständigen  Bestimmung  von  g^  noch  zwei  Bedingungen 
fehlen,  so  kann  man  noch  zwei  solche  willktlhrlich  annehmen.  Es  gibt 
daher  zu  4  gegebenen  Geraden  unendlich  viele  ftlnfte  Geraden,  sodass  es 
möglich    ist   6    Kräfte    zu    finden,    welche    sich   längs    denselben   Gleich- 
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gewicht  halten.  Sie  alle  bilden  eine  doppelte,  Mannigfaltigkeit  von  Geraden 
im  Räume  oder  «ine  Liniencongruenz.  Denn  alle  Geraden,  welche  einer 
Bedingung  zu  genügen  haben,  bilden,  weil  zur  volUtändigen  Bestimmung 
der  Geraden  drei  Bedingungen  fehlen,  einen  Complez,  alle,  welche  einer 
andern  Bedingung  genügen  sollen,  einen  zweiten  Complex,  alle  Geraden 
also,  welche  beide  Bedingungen  zugleich  erfuUen,  Bind  die  gemeiassmeD 
Stralen  zweier  Complexe,  d.  h.  de  bilden  eine  Congnienz.  Die  Congruenz 
ist  im  Torliegenden  Falle  von  der  ersten  Ordnung,  d.  h.  es  gibt  durch 
jeden  Punkt  M  des  Haumes  nur  eine  Gerade  und  liegt  in  jeder  Ebene  n 
nur  eine  solche,  welche  den  Bedingungen  der  Aufgabe  genttgt.  Denn  es 
seien  g'^,  g'i  zwei  verschiedene  fOnfte  Kr&ftrichtungen,  welche  durch  M 
gehen  und  Pi,  JPi,  Pi,  Vi,  i^;  P/,  Pi',  P^',  Ji',  Pj'  die  zwei  Systeme 
von  Kräften,  welche  ISngs  g^,  g^,  g^,  g^,  g^  und  jr,,  g^,  g^,  g^,  gi  Gleich- 
gewicht halten.  Dann  würden  auch  ^i-^-K,  Pf\-^,  i^  -f  ^s' ,  P<  +  ^ i' 
und  [f^l  +  [Ps'J  lange  ff,,  g^,  g^,  g^  und  der  Richtung  der  Resultanten 
von  P5  und  i^'  im  Gleichgewicht  sein  mflaeen-  Da  aber  sowohl  Pj,  als  Pj' 
ihrer  Intensitftt  nach  willkührlich  angenommen  werden  kfinnen,  so  wSre 
auch  die  Richtung  ihrer  Resultanten  in  der  Ebene  glg'i  durch  M  wUlktlhrlicb 
und  w&re  jede  Linie  dieser  Ebene  eine  fünfte  Kraftrichtnng,  was  aber  nicht 
möglich  ist,  da  eine  Congmenz  nur  eine  bestimmte  Anzahl  Stralen  eines 
Punktes  zulSsst.  Mithin  gibt  es  durch  IS  nur  eine  einzige  fUnfte  Rich- 
tung. Ebenso  zeigt  man,  dass  es  in  jeder  Ebene  nur  eine  einzige  solche 
Richtung  gibt.     Die  Congmenz  ist  also  vom  1.  Grade.    Daher: 

Fünf  Gerade,  welche  die  Bichtungslinien  von  fünf  im  Gleich- 
gewicht befindlichen  ErSften  sind,  sind  Stralen  einer  nnd  der- 
selben Liniencongruenz  1.  Grades.  Sind  vier  von  ihnen  gegeben. 
so  kann  jeder  Stral  der  durch  diese  vier  bestimmten  Congruenz 
zur  fünften  Geraden  gewKhlt  werden. 

Um  vier  Gerade  ff,,  ffj,  ff,,  ^4  za  bestimmen,  längs  welchen  vier 
KrSfte  P,,  Pj,  Pg,  Pf  sich  Gleichgewicht  halten  kSnnen,  sind  nach  Elimi- 
nation der  Kräfte  drei  Bedingungen  zu  erfüllen.  Es  bleibt  daher  znr  Be- 
stimmung der  vierten  Geraden  blos  eine  Bedingung  willkührlich  annehmbar. 
Die  vierten  Geraden  bilden  daher  eine  Mannigfaltigkeit  erster  Ordnung, 
d.  h.  sie  \iag«ti  alle  auf  einer  geradlinigen  Flftche  als  dem  Libegriff  aller 
gemeinsamen  Stralen  dreier  Complexe.  Diese  FlVche  ist  ein  ein&cbes 
Hyperboloid,  welches  ff,,  ffj,  ff,  enhSlt.  Nach  Elimination  der  3  TerhSlt- 
nisse  der  Kräfte  aus  den  Bedingungen  des  Gleichgewichts  bleiben  nSmlich  noch 
drei  Bedingungen  zu  erfüllen  nnd  kann  znr  vollständigen  Bestimmung  der 
Geraden  g^  blos  noch  eine  einzige  weitere  Bedingung  willkürlich  zugefügt 
werden.  Eine  solche  ist  z,  B.,  dass  g^  eine  gegebene  Gerade  y  eclmeiden 
solle.    Wegen  des  Gleichgewichts  der  Kr&fte'P  mnss  jede  Gerade  o,  welche 
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9i>  9a  >  ffi  schneidet,  auch  g^  Bohneiden.  Denn  eine  beliebige  Strecke,  welche 
man  auf  a  annimmt,  bildet  mit  P^,  P^,  P,,  P^  vier  Pyramiden,  deren 
Summe  verechwinden  muBs.  Schneidet  nun  a  die  drei  Geraden  g,,  g^,  g^, 
so  sind  die  Pyramiden,  welche  mit  P,,  P^,  Pg  gebildet  werden,  einzeln 
Null;  es  mnas  mithin  auch  die  letste  Pyramide,  welche  jene  Strecke  mit 
P^  bildet,  Null  sein.  Damit  dies  eintrete,  mass  aber  a  die  Bichtungelinie 
jT«  von  P4  sehneiden.  Aus  demselben  Grunde  mosB  ttberhaupt  eine  Gerade, 
welche  n  —  1  RiohtnngBlinien  von  ti  im  Gleichgewicht  befindlichen  KrBften 
schneidet,  auch  die  Richtungslinie  der  n'*°  Kraft  achneiden.  Alle  Geraden  d, 
welche  g^,  g^,  g^  schneiden,  gehören  dem  Hyperboloid  an,  welches  durch 
die  Bewegung  von  a  längs  ^^,  ^,,  g^  erzeugt  wird.  Da  a  in  alten  Lagen 
g^  Bchneiden  muss,  so  folgt,  dass  g^  auf  dem  Hyperboloid  liegen  mnss  und 
iiüt  g,,  jr,,  jTa  EU  derselben  Schaar  gehSrt.*)     Daher: 

Vier  Qerade  g^,  g^,  g^,  g^,  welche  RichtungBlinien  von  vier 
im  Gleichgewicht  befindlichen  Kriften  P^,  P,,  P„  P^  sind,  ge- 
hören stets  zu  einer  nnd  derselben  Schaar  einee  einfachen  Hyper- 
boloids. Sind  drei  von  ihnen  gegeben,  so  kann  jede  Krzeu- 
guugslinie,  welche  derselben  Schaar,  .wie  sie,  angehört,  zur 
vierten  gew&hlt  werden. 

um  die  Gerade  g^  so  zu  bestimmen,  dass  sie  eine  gegebene  Gerade  y 
schneide,  suchen  wir  die  Durchschnittspunkte  !>,,  i>j  von'}*  mit  dem 
Hyperboloid  {g^,  g^,  ;,);  durch  jeden  von  ihnen  geht  eine  der  Schaar 
Sit  9i<  9s  angehOrige  Erzeugungalinie  g^,  welche  der  Forderung  genOgt. 
Die  Aufgabe  hat  also  2,  1,  0  Lösungen,  je  nachdem  D,,  />,  von  einander 
verschieden  sind,  zusammenfallen  oder  ideell  werden,  um  aber  die  Durch- 
schnittspunkte von  y  mit  dem  Hyperboloid  zu  guohen,  construiren  wir 
die  beiden  Transversalen  *,  %  der  vier  Geraden  g^,  g^,  g^,  y;  ihre  Schnitt- 
pnnkte  mit  y  sind  i>,,  D^.  Denn  i,  k  liegen  auf  dem  Hyperboloid  nnd 
ihre  Schnittpunkte  mit  y  also  gleichfalls.     Je  nachdem  t,  k  getrennt  exi- 

*)  Ohne  den  Sati  flbei  die  Pyramidenanmme  zn  Hdlfe  zu  nehmen,  kann  man 
folgendermaaaen  zeigen,  dass  eine  Gerade  a,  welche  die  n — 1  ersten  Richtnnga- 
linien  ?,,?,  -  .-tf„_t,!7a  ^"^  «  im  Gleichgewicht  befindlichen  Krftften  Pi,  P,,...  P» 
iohneidet,  auch  die  n**  schneiden  muaa.  Man  redueire  die  EAfte  für  den  Schnitt- 
punkt 0  der  Geraden  a  mit  ^,_i.  Die  Ebenen  der  hiebei  auftretenden  von 
P,,  P,,  .  .  .  Fn—i  herrOhieuden  Paare  gehen  aKmmtlich  durch  die  Qerade  a  hin- 
durch, d.  h.  die  Axenmomente  dieter  Paare  itehen  auf  a  senkrecht.  Daher  iit 
auch  das  ans  ihnen  resnltirende  Aienmoment  aenkrecht  zu  o.  Das  Azeomoment 
des  von  Pr  herrOhrenden  Paares  muss 'mit  diesem  wegen  des  Gleichgewichts 
aller  Erftfte  sich  tilgen;  ei  ist  dieses  gleicbfolls  seukreoht  m  a.  Daher  geht  die 
Ebene  dieees  letzten  Paares  dnich  a  hindurch,  d.  h.  a  schneidet  g^.  (Diesen  Be- 
weis gab  Chelini  (Snlla  composiäene  geometrica  de  sistemi  di  rette  ecc,  Hem. 
dell'  Accad.  di  Bok^na,  Ser.  f^,  1.  X,  p.  »7). 
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stiren,  oder  zuBammenfaUen  oder  ideell  werden',  iet  diea  mit  D^,  D^  ebenso 
der  Fall. 

Als  SpecialfSlle  sind  zu  erwähnen:  a)  zwei  Gei&de  g^,  g^  liegen  in 
einer  Ebene.  Jede  durch  den  Schnittpunkt  {p^g^  gehende,  g^  ecbneidende 
Gerade  a  mugg  ancb  g^  Bchneiden;  daher  fallen  alle  Tier  Geraden  in  eine 
Ebene.  Das  Hjperboloid  degenerirt  in  diese  Ebene,  i)  Die  drei  Geraden 
?i>  9f<  9i  gehen  durch  einen  Punkt  G^i^i^s)-  ^^^^  Gerade  a,  welche  sie 
schneidet,  mnsB  anch  g^  schneiden;  daher  geht  g^  ebeniallB  duroh  gig^gf 
Das  Hyperboloid  wird  unbeBtimmt. 

Sollen  drei  Gerade  g^,  g^,  g^  gefunden  werden,  bo  dasB  drei  Eritfte 
Pi,  Pf,  Pg  sich  iBngB  ihnen  wirkend  Gleichgewicht  halten  können,  bo  mnsg 
jede  Gerade  a,  welche  zwei  yon  ihnen  schneidet,  anch  die  dritte  Bchneiden, 
weil  die  Summe  der  Pyramiden,  welche  eine  beliebige  Strecke  auf  a  mit 
den  drei  KrBften  bildet,  verBchwinden  muBS.  Hieraus  folgt,  dass  alle  drei 
in  ein^  Ebene  fallen  mUsBen.  Da  die  Pyramidensumme  auch  fltr  jede 
durch  den  Durchschnittspunkt  zweier  hindurchgehende,  nicht  in  diese  Ebene 
fallende  Axen  Terschwinden  muss,  so  folgt  weiter,  dasB  sie  alle  drei  sich 
in  einem  Punkte  schneiden 'mUsBen. 

Drei  Gerade  ^,,^,,  (Tg,  welche Biohtungalinien  dreier  im  Gleich- 
gewicht befindlicher  Kräfte  P^,  Pg,  P,  sind,  sind  drei  Straten 
eines  ebenen  StralenbUscheU.  Sind  zwei  Gerade  gegeben,  bo 
kann  jeder  durch  ihren  Schnittpunkt  gehende  Stral  zur  dritten 
gewHhlt  werden. 

Sind  zwei  Gerade  parallel,  so  ist  jede  mit  ihnen  parallele  Gei'ade 
ihrer  Ebene  ein  der  Forderung  genügender  Stral, 

Die  BichtungBlinien  g^,  g^  zweier  im  Gleichgewicht  befind- 
licher KrSfte  P),  Pf  fallen  in  eine  Gerade  zusammen.  Denn  jede, 
die  eine  von  ihnen  schneidende  Gerade  muss  auch   die  andere  schneiden. 

§.  7.  Wir  wollen  jetzt  die  Verhältnisse  der  Kr&fte  P  bestimmen, 
welche  Iftngs  2,  3,  4,  6,  6  Geraden  wirkend  im  Gleichgewichte  sind, 
die  den  im  vorigen  §  entwickelten  Bedingungen  genügen,  unter  welchen 
dies  Gleichgewicht  überhaupt  möglich  ist.  Wir  schicken  einige  allgemeine 
Betrachtungen  voraus  über  die  Bestimmtheit  solcher  Aufgaben. 

Aus  der  Homogenität  der  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  folgt,  wie 
mehr&ch  erwKhnt,  dasa  das  Gleichgewicht  fortbesteht,  wenn  alle  Kräfte  in 
demselben  YerhKltniss  sich  findem.  Gesetzt,  es  gebe  nun  zwei  Systeme 
von  Kräften  P,,  Pg, . . .  P.  und  i^,  i^, . . .  Pi,  welche  sich  lUngs  den  » 
Geraden  g^^,  g^, . . .  g»  Gleichgewicht  halten.  Dann  bilden  auch  IP,  ~|-  i-'Pi, 
iPj  +  i'J^, . . .  iP„  +  i'p;  ein  System  von  KrSften  im  Gleichgewicht  längs 
g,,  ffi,  •  ■  ■  g»,   welchen  Werth    mui   immer   dem    VerhSltnisse  1 :  i'  im- 
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legen  möge.  Setzt  man  daher  AP,  +  i'i^  =  0,  i  h.  i'  —  —  AP,  :  P;, 
ao  folgt,  dass  die  KrSfte  AP,  +  A'Pi,  AP,  +  l'Pi, . . .  AP,_  i  +  A'P;_i  ein 
System  von  n  —  1  Krttften  bilden,  welche  sich  Ifings  ^,,  ;,,...  ffn—i 
Gleichgewicht  halten.     Also: 

Gibt  eB  zwei  Systeme  von  KrUften  P,,  Pj, . . .  P,  und  Pj, 
Pi, . . .  P;^,  TOn  denen  jedes  ISngB  der  Geraden  $>,,  g^,  ■ . .  g»  wir- 
kend für  sich  im  Gleichgewicht  ist,  so  kann  man  fttr  jede*n  —  1 
dieser  Geraden  ebenfalls  ErSfte  finden,  welche  im  Gleich' 
gewicht  sindj  und  nmgekehrt: 

Gibt  es  anter  den  n  Geraden  ^,,  ^j,  ■..?,  kein  System  von 
n  —  1  Geraden,  Ifings  welchen  Kräfte  eich  Gleichgewicht  halten 
können,  so  gibt  es  keine  zwei  von  einander  Terschtedese  Krfifte- 
systeme,  welche  sich  längs  ^j,  g^,...g^  im  Gleichgewicht  befin- 
den können. 

Wenn  andrerseito  n  —  1  Gerade  f?,,  g^, . . .  g^—i  die  Bichtungslinien 
von  «  —  1  im  Gleichgewicht  befindlichen  Kräften  P,,  Pg, . . .  P,_,  sind 
und  man  fügt  eine  n**  Gerade  p,  willkUhrlich  hinzu,  so  dass  es  zwischen 
den  n  Geraden  jr,,  9,, .  . .  g»—u  gn  keine  weitere  Gruppe  von  n  —  1  Ge- 
raden gibt,  Ifings  welchen  KrSfte  im  Gleichgewicht  sein  können,  so  ist 
ausser  P,,  -P,,  ■ . .  f,-i,  0  kein  zweites  Kräftesystem  möglich,  welches 
Ifings  g^y  9i,---9n  im  Gleichgewicht  sein  kann,  d.  h.  g^  kann  nicht Blch- 
tungslinie  Mner  weiteren  Kraft  sein,  welche  mit  den  n  — 1  andern  Gleich' 
gewicht  hält.  Ist  daher  n  so  beschafTen,  dass  es  im  Allgemeinen  nicht  möglich 
ist,  Kräfte  zn  finden,  welche  sich  längs  n  —  1  Geraden  Gleichgewicht 
halten,  soll  es  dagegen  möglich  sein,  dass  zwischen  n  Graden  n  Krfifte, 
welche  alle  von  Null  verschieden  sind,  sich  Gleichgewicht  halten,  so  darf 
unter  diesen  n  Geraden  keine  Gruppe  von  n  —  1  Geraden  sich  finden, 
längs  welchen  Oleichgewicht  zwischen  n  —  1  Kräft^i  bestehen  kann. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  es  gebe  zwei  verschiedene  Systeme  von  Kräften, 
welche  längs  n  Geraden  im  Oleichgewichte  sind  und  es  stimmen  die  Kräfte, 
welche  Ifings  r  Geraden  wirken  in  beiden  (iberein,  nicht  aber  weitere, 
so  erhftlt  man  durch  Snbtraction,  d.  h.  fOr  A  :  A'  =  —  1  ein  Kräftesystem 
von  n  —  r  Kräften  länge  fl  —  r  Geraden  ein  Oleichgewicht.  Ist  daher 
zwischen  n  —  r  Kräften  längs  n  —  r  Geraden  Gleichgewicht  nicht 
möglich,  so  gi-bt  es  längs  des  n  Geraden  keine  zwei  im  Gleich- 
gewicht befindliche  Systeme,  in  welchen  r  Kräfte  Überein- 
stimmen. 

§.  8.  Zwei  Kräfte,  welche  sich  Gleichgewicht  hatten  sollen,  mflssen 
entgegengesetet  gleich  sein,  um  drei  Krfifte  P,,  P,,  Pg  zu  finden,  welche 
Itbigs  drei  in  einer  Ebene  liegenden,  sich  in  einem  Punkt«  schneidenden 
Geraden  ^1,  ?,,  jr,  Oleichgewicht  halten,  nehme  num  P,  länger,  wiUkUhrlich 
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□ach  Siim  und  IntensitSt  an,  conetmire  xu  ihr  die  ihr  entgegengeaetzt 
gleiche  Kraft  —  P,  und  zerlege  diese  in  Componenten  nach  den  Richtungen 
von  g^  und  g^,  eo  werden  diese  Componenten  P^  und  Pg  sein.  Sind  die 
drei  Geraden  g„  g^,  g^  parallel,  so  findet  man  Pj,  P, ,  P,  mit  Hfllfe  dee 
Satzes,  dasE  für  irgend  einen  I!«ductionBpuukt  0  aaf  jr,  die  Bedingungen 
beetehen  [PJ  +  [Pj]  +  [Pj]  =  0  und  [PjP,]  +  [P^Pa]  =  0,  d.h.  ee  muBB 
eine  dot  drei  Krtlfte  den  beiden  andern  entgegengesetzt  nnd  ihrer  Summe 
gleich  sein  und  mOssen  die  Momente  von  Pj  und  Pg  in  Bezug  auf  0  eben- 
falls entgegengesetzt  gleiche  Werthe  haben. 

Wenn  bei  4  Kräften  P,,  P,,  P,,  P^  die  Bedingung  (§.  7)  für  ihre 
BichtungsUnien  fr,,  gt,  g^,  g^  erfüllt  ist,  so  findet  man  die  IntensitBtsver- 
hSltniaee  so.  Man  ziehe  durch  irgend  einen  Punkt  0  vier  Gerade  parallel 
den  vier  Richtungslinien  und  nehme  auf  g^  die  Kraft  Pj  wUlktthrlich  an; 
indem  man  die  ihr  entgegengesetzt  gleiche  Kraft  —  P,  nach  den  Rich- 
tungen g^,  g^,  g^  zerlegt,  liefern  die  Componenten  sofort  Pg,  P^,  P^.  Auch 
kann  man  folgendermasBen  Ter&hren.  Da  die  Resultante  von  P,  und  P^ 
der  Resultanten  von  Pg  und  P^  entgegengesetzt  gleich  sein  muss,  erster« 
aber  in  die  Ebene  (ffigt),  letztere  in  die  Ebene  (gsg^')  fällt,  so  ist  die 
Schnittlinie  beider  Ebenen  des  Punktes  0  ihre  gemeinsame  Richtungslinie. 
Nimmt  man  also  in  dieser  Schnittlinie  von  0  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
Krdfte  beliebig  an  und  zerlegt,  die  eine  nach  den  Richtungen  ^,,  g^,  die 
andere  nach  den  Richtungen  g^,  gt,  so  erhält  man  ebenso  P, ,  Pj,  P,,  P«. 
Bei  fünf  Kr&ften  P^,  P„  P„  P^,  Pg,  welche  sich  längs  fttnf  Geraden 
S'ii  ff»^  9iy  ?*i  9i  Gleichgewicht  halten  sollen,  nntersoheiden  wir  swei  Fslle; 
nSmlich  den  Fall,  dass  vier  von  den  Geraden  g,  z.  B.  g^,  g^,  gg,  g^  von 
zwei  reellen  Transversalen  a,  a  geschnitten  werden  nnd  den,  bei  welchem 
diese  Transversalen  imaginär  sind.  Dies« 
Transversalen  sind  die  Directricen  der 
Linienoongruenz,  deren  Stralen  die  Ge- 
raden g^  sind;  jede  Gerade,  welche  beide 
Directricen  schneidet,  ist  ein  Stral  der 
CongTuenz  und  also  eine  Gerade  g^. 

Sind  a,  a  reell,  so  siehe  man  (Fig.  3), 
um  die   KraftintensitAten   zu  bestimmen, 
durch  den  Schnittpunkt  von  a  mit  g^  die 
^  Erzeugende  g't  des  Hyperboloids  (ßiffa9^, 

sowie  die  Erzeugende  g'i  dea  Hyperboloids  (gtgagt),  beide  von  der  gleiefa«n 
Schaar,  wie  g,,  g^,  g^,  i-esp.  ?,,  g^,  g^.  Beide  Erzeugende  g't,  g'l  werden 
von  der  andern  Transversale  a'  geschnitten,  da  diese  beiden  Hyperboloiden 
angehört  Nun  bestimme  man  vier  ErBfte  P,,  P»,  Pg,  P|,  welche  sich 
längs  jT,,  i7j,  j7g,  g'i  Gleichgewicht  halten,  was  mfiglich  ist,  da  diese  Geraden 
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Erzeugende  dereelb^t  Scboar  eines  HyperboloidB  sind.  Hierauf  eache  man 
eine  Kraft  F'i  auf  g'i  so  zu  bestimmen,  dass  die  Resultante  P^  von  ihr 
und  P«  in  g^  fSilt  Dies  iat  möglich,  weil  die  drei  Linien  g't,  g'i,  g^  durch 
den  Punkt  (ag^  geben  und  in  einer  Ebene  mit  a  liegen.  Weiter  suche 
man  in  P*  Unge  j,,  ?j,  g^  die  Kräfte  Pi',  Pä',  P*,  welche  mit  P5  längs 
9ii  ?3i  ?i)  ?i  ün  Oleiohgewicht  sind,  was  angeht,  weil  diese  Geraden  gleich- 
falls einem  ÜTperboIoid  angehören.  Dann  bilden  Pj,  Pt,  P^,  P«  und  Pä', 
Pä,  P^,  Pj  zwei  Systeme  Ton  4  Kriften  im  Oleichgewicht,  von  denen 
Pi)  Pi;  Ps)  P9'  in  dieselben  Geraden  fallen  und  mithin  2  Kräfte  Pf^^Pt 
+  Pj',  Pj  ■"  Ps  +  Ps'  liefern.  Daher  ist  auch  das  durch  Vereinigung 
beider  Systeme  gebildete  neue  System  P,,  Pj,  P,,,  P^,  P5  im  Gleichgewicht 
längB  17,,  ft,  ffg,  p'*,  iTj. 

Sind  die  Transversalen  a,  d 
imaginBr,  so  ziehe  man  (Fig.  4) 
eineGeradeA,  weichet;,,  gi,g^ 
achneidet,  d.  h.  eine  ErgSu- 
zungslinie  des  Hyperboloids 
iffi9i9»)t  welche  mit  diesen 
Geraden  nicht  zu  derselben 
Schaar  gehSrt;  ebenso  eine 
Gerade  A',  welche  g^,  9,,  g^ 
schneidet,  also  dem  Hyper- 
boloid (Sifftg^  angehört;  end- 
lich ziehe  man  eine  Gerade  2, 
welche  h  nnd  A'  begegnet.  Die  Gerade  l  trifft  das  Hyperboloid  (ffig^gi) 
in  einem  Punkte  H  auf  A  und  einem  weiteren  Punkte  J;  sie  trifft  da« 
Hyperboloid  (^sffsSi)  ebenso  in  einem  Punkte  H'  auf  A'  und  einem  wei- 
teren Punkte  J'.  Zieht  man  nun  durch  J  die  Erzeugungslinie  t  des  Hyper- 
boloids (^i^j^g)  und  durch  i7"  die  Erzengnngslinie  i'  des  Hyperboloids  (gtS^g^, 
so  hat  man  zwei  Geraden  A,  i  gewonnen,  welche  j^i,  g^,  g^,  l  und  zwei 
andere  Geraden  A',  t,  welche  g^,  g^,  g^,  l  schneiden.  Wir  ziehen  nun 
noch  zwei  Gerade  k,  k'  so,  dass  k  die  Geraden  A,  i  und  k'  die  Geraden 
A',  i'  schneidet  und  unterwerfen  sie  der  Bedingung  entweder,  dass  sie  durch 
einen  gegebenen  Punkt  M  gehen  oder  in  eine  gegebene  Ebene  1*  fallen. 
Da  die  Geraden  g^,  g^,  9,,  I  zwei  reelle  Transversalen  A,  t  besitzen  ond 
&  diese  Transversalen  schneidet,  so  können  wir  nach  dem  vorigen  Falle 
6  Krfifte  Pj,  Pt,  i^,  P(,  Pt  finden,  welche  im  Gleichgewichte  sind  iBngs 
diesen  Geraden.  Ebenso  kennen  wir  iKngs  g^,  g^,  g^,  I,  fc'  5  Kräfte 
P'i,  i^',  P4,  P),  Pi  finden,  welche  gleichfalls  im  Gleichgewicht  sind.  Beide 
Systeme  zusammen  bilden  ein  neues,  eben&lls  im  Gleichgewicht  befind- 
liches KrSfleaystom.     Da  es   hiebet  nur    auf  die  Verhältnisse  der  Krtifte 
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ankommt,  so  können  wir  Pi  and  i{  wiUkUhrlich  wBhlen.  Nehmen  wir  sie 
entgegBugesetzt  gleich,  bo  erhalten  wir,  da  Pi  and  Pi' ,  J^  und  Pä  swei 
KrSfte  P,  und  Pj  Iftngs  g^  und  gg  zu  Resoltanten  haben,  als  das  neue 
System  P,,  Pj,  Pj,  P^,  P»,  P*  "und  biebei  gehen  Pi,  Pi,  weil  sie  in  einer 
Ebene  liegen,  in  eine  Itesultante  P^  zusammen,  l&ngH  einer  Qeraden  g^, 
welche  in  die  Ebene  {ki')  fSUt  Das  System  P,.  Pg,  P„  P^,  Pg  ist  daher 
im  Gleichgewicht  längs  g,,  g^,  g^,  g^,  g^.  Die  S  Geraden  g^^,  g^,  g^,  g^,  l 
bestimmen  einen  linearen  Complex  und  k  ist  ein  Stral  desselben,  weil  er 
die  Directricen  h,  i  einer  Congruenz  schneidet,  welche  von  den  vier  Stralen 
ffit  ?si  9s  <  ^  bestimmt  wird.  Demselben  Complex  gehSrt  aach  k'  an,  weil 
diese  Gerade  die  Directricen  V,  i  der  von  den  Stralen  g^,  ^g,  ^4,  l  be- 
stimmten Congmenz  achneidet.  Die  Gerade  g^  gehört  diesem  Complex  an, 
weil  sie  durch  den  Schnittpunkt  zweier  Complezstralen  geht  und  in  die 
Ebene  derselben  f&llt.  Denkt  man  sieb  an  die  Stelle  von  h,  h'  zwei  an- 
dere Erzengungslinien  der  Hyperboloide  (ffiffiffs)  und  (ßtgsg^,  so  erh&lt 
man  eine  andere  Gerade  l  und  zwei  neue  Gerade  t,  t,  sowie  zwei  neue 
Stralen  k,  k',  welche  einem  neuen  Compleze  angehören,  bestimmt  durch 
9i>  9n  ?si  ffi  ^^^  ^^^  ^^^^  Gerade  l.  Mit  Hülfe  dieses  Complexes  kann 
man  ebenso,  wie  mit  Httlfe  des  vorigen  die  Gerade  g^  bestimmen.  Daher 
ist  g^  gemeinsamer  Stral  zweier  Compleze  oder  aber  ein  Stral  der  durch 
9x1  9ti  9t>  9t  bestimmten  Congruenz. 

Für  die  Bestimmung  von  6  Krlften  Pj,  Pg,  P„  P^,  Pj,  Pg,  welche 
sich  ISngs  6  Geraden  pij,  g^,  g^,  g^,  g^,  g^  Gleichgewicht  halten  sollen, 
kann  man  zwei  Systeme  von  je  fünf  KrBften  suchen,  von  denen  jedes  für 
sich  im  Gleichgewicht  ist  und  die  zusammen  das  System  der  6  Kräfte 
bilden.  Man  bilde  nämlich  aus  5,,  g^,  g^,  g^,  g^  zwei  Gruppen  j,,  g„  g^,  g, ' 
und  g^,  gg,  g,,  g^  zu  vier  Geraden  und  bestimme  nach  dem  Vorigen 
5  Kräfte  P^,  Pi,  i^,  Fi,  Pi,  welche  sieb  längs  ^,,  g^,  9,,  g^  und  einem 
bestimmten  Strale  I  der  durch  diese  Geraden  bestimmten  Congmenz  Gleich- 
gewicht halten,  wobei  l  der  Bedingung  genUge,  durch  einen  gegebenen 
Pnnkt  M  zu  gehen  oder  in  einer  gegebenen  Ebene  f*  zu  liegen.  Ebenso 
bestimme  man  6  Kräfte  Pi',  Fi',  Pi',  P^,  P(,  welche  längs  g^,  g^,  g^,  g^ 
nnd  einem  Strale  t  der  durch  sie  bestimmten  Congruenz  sich  Glmch- 
gewicht  holten,  wobei  t  derselben  Nebenbedingnng  genQge,  wie  I,  nämlich 
durch  jenen  bestimmten  Punkt  M  zu  gehen  oder  in  der  bestimmten  Ebene 
ft  zu  liegen.  Indem  man  beide  im  Gleichgewicht  befindlichen  Systeme  zu 
einem  neuen  Systeme  vereinigt,  gehen  Ps  und  Pj  ,  welche  längs  g^  ge- 
richtet sind,  in  eine  Kraft  P2  «^  P^  -J-  Pt  zusammen  und  ebenso  erhält 
man  P,  =- 1^  -^-  Pj'  und  P^  =  Pi  ■\-  P'i  längs  g^  und  g^.  Die  beiden 
KrSfte  P|  und  Pi  liefern,  da  sie  in  einer  Ebene  liegen,  eine  durch  ihren 
Schnit^nnkt  hindurchgehende  Besoltante   P„    welche    in   dieselbe    Ebene 
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ftUlt  Man  erhalt  hiednrch  P„  P^,  P,,  F^,  i*j,  Pg  alfl  ein  System  im 
Gleichgewicht  befindlicher  ErSfte,  welche  ISngs  p^,,  g^,  g^,  g^,  g^  vmd  einem 
Strale  g^  des  durch  diese  Geraden  bestimmten  Complezes  wirken,  welcher 
zugleich  die  Nebenbedingung  erfüllt,  durch  einen  gegebenen  Punkt  M  zu 
gehen  oder  in  einer  gegebenen  Ebene  zu  liegea  Da  mau  die  Intensitäten 
von  P|  und  Pc  willktlhrlich  wBhlen  kann,  so  kann  g^  hei  nnverKuderter 
Lage  von  l,  t  jede  Lage  in  der  Ebene  (l  f)  erreichen,  wShrend  sie  stets 
durch  deren  Bchnittponkt  geht  —  Haben  die  Geraden  p, ,  g^,  g^,  gi  zwei 
reell«  Transversalen  o,  b  und  die  Geraden  j?,,  g^,  g^,  g^  eben&lls  zwei 
reelle  Transversalen  a,  &',  so  schneidet  l  die  Transversalen  a,  h  und  t 
die  a,  b'.  Sollen  I,  t  durch  denselben  Punkt  M  gehen,  so  sind  sie  die 
SchmttliDien  der  Ebenenpaare  {M,ä),  {M.,b)  und  {M,a),  (Jlf,  &');  sollen 
sie  in  einer  Ebene  fi  liegen,  so  sind  sie  die  Verbindungslinien  der  Punkt- 
paare (fia),  (fib)  und  {(^a),  (fi)').  Zu  g^  kann  man  jede  Gerade  der  Ebene 
{l  V)  wählen,  welche  durch  deren  Schnittpunkt  geht.  —  Wenn  jede  der 
Combinationen  der  fi  Geraden  j;,,  g^^  p,,  g^,  ^^  zu  vieren  zwei  reelle  Trans- 
versalen besitzt,  so  ergeben  sich  5  Gerade  Z,  !,  t',  t",  t'",  welche  alle  in 
einer  Ebene  liegen.     Dies  ist  der  Sylvester 'sehe  Satz.   Vgl.  B,I,  S.  296. 

Für   7   Kräfte   Pp  P„  Pg, P,,   welche  sich  Gleichgewicht  halten 

sollen,  können  alle  7  Richtungslinien  g^,  g^,  g^,  ■ .  •  gq  willkUhrlich  ge- 
wählt werden,  um  die  Intensitäteverhaltnisse  der  Ertlfte  in  finden,  nehme 
man  auf  g^  einen  Punkt  M  beliebig  an  und  construire  seine  Polarebene  ^ 
in  dem  Nullsystem,  welchem  der  Complez  gtffaffsffiffi  angehOrt;  ebenso 
construire  man  die  Polarebene  f«'  von  M  in  dem  Nollsystem,  welches  den 
Complex  gtStgig^gi  enthSlt;  endlich  lege  man  durch  g-,  eine  beliebige 
Ebene  a  und  bestimme  die  Schnittlinien  a  und  a  von  n  und  (i  mit  a. 
Sucht  man  nun  6  KrBfte  P^,  P»,  Pi,  Pi,  P-„  Pg,  welche  längs  gi,  g^,  g^, 
ffi^  9-,^  ^  int  Gleichgewicht  sind  und  ebenso  6  andere  KrSfte  P»,  Pj',  P«', 
Pf,',  Pg,  Pa'  ISngs  p,,  9j,  g^,  g^,  g^,  d  im  Gleichgewicht,  so  bUden  beide 
Systeme  ein  neues  im  Gleichgewicht  befindliches  Kt-Sftesystem,  in  welchem 
Pa  und  Pa-  Bo  gew&hlt  werden  kSnnen,  dass  sie  eine  Resultante  P,  Unge 
ffj  haben.  Man  erhSlt  dann  offenbar  die  7  Erftfte  P,,  P,  —  i^  +  i^', 
P^^Ps-^-K,  P4  =  P;  +  Pi',  Ps  =  PS  +  K,  P«, -Pt  längs  pnft,... ff, 
im  Gleichgewicht. 

Ftlr  M  Kraft«  P^,  P^,  . . .  P,,  welche  sich  Gleichgewicht  halten 
sollen,  sind  alle  Richtungslinien  ffn  g^,  ■  ■  ■  ffn  wiUktlbrlich  irithlbar.  Be- 
etimmt  man  7  Kraft«  i^,  J^,  Pä,  Pi,  Pi,  Pg,  P,  längs  g^,  jf„  jTj,  g^,  fff,, 
Ä,  ff,,  ferner  7  Kräfte  P',\  P^',  Fi',  K'.  H\  Pe,  P«  Itogs  j?„  ft,  g„  g^, 
9t,  ?s.  9%  o-  B-  f.,  endlich  7  KrBfle  Pj— '>,  J^""",  Pä"-",  Pj"-", 
P<''-",  i:<"-",  P,_j    längs  ^„  ffj,  ft,  9^,  ffj,  ft,  jr,_,    im    Gleich- 
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gewicht,  80  büden  P^  =  Pi  +  P"  +  P["  ^ \-  Pj"- ",  P^  =  Pi-]-  K' 

+  J^"  H h  Pi—'K  ...P,  =  Pi  +  Fi'-\-  P«'  H h  P<— 'J,   P,, 

Pg, . . .  P.  ein  ErSftesystem,  welches  Iftngs  ffi,  g^,  gt...g„  im  Oldch- 
gewicht  ist. 

§.  9.  Im  Anschlüsse  an  den  §.  4  am  Scblasee  entwickelten  Ssts  folgt 
aus  dem  vorigen  §.: 

X.  Zwischen  den  Momenten  eines  ErRftesystems  in  Bezug 
auf  zwei  Axen  findet  nur  dann  eine  Abh&ngigkeit  statt,  wenn 
diese  Axen  in  dieselbe  Bichtangslinie  fallen.  Die  beiden  Mo- 
mente sind  gleich  und  von  gleichem  oder  von  entgegengesetztem 
Zeichen,  je  nachdem  der  Sinn  der  Axen  derselbe  oder  entgegen- 
gesetzt ist. 

2.  Zwischen  den  Momenten  eines  KrKftesystems  für  drei 
Axen,  von  denen  keine  zwei  zusammenfallen,  findet  nur  dann 
AbhBngigkeit  statt,  wenn  die  drei  Axen  in  einer  Ebene  liegen 
und  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  der  aber  auch  im  unend- 
lichen liegen  kann,  so  dass  die  Axen  parallel  werden. 

3.  Zwischen  des  Momenten  für  vier  Axen  findet  dann  eine 
Abhängigkeit  statt,  so  dass  das  Moment  für  die  vierte  Axe  aus 
den  Momenten  fUr  die  drei  ersten  gefunden  werden  kann,  wenn 
die  Tier  Axen  Erzengungsllnien  derselben  Schaar  eines  ein- 
fachen Hyperboloids  sind,  d.  h.  also,  wenn  jede  Gerade,  welche 
drei  von  ihnen  schneidet,  auch  die  vierte  schneidet. 

Vier  in  einem  Punkte  M  sich  schneidende  Axen  MA,  MB,  MC,  MD 
von  denen  drei  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  genügen  diesen  Bedingungen 
(das  Hyperboloid  degenerirt  in  zwei  Ebenen)  und  liefert  ein  Parallelepiped 
über  MÄ,  MB,  MC  durch  seine  Diagonale  die  Kraft  MD  als  Resultante 
der  Krtfte  MÄ,  MB,  MC;  halten  sich  also  MA,  MB,  MC,  —MD 
Gleichgewicht.  Bezeichnet  daher  Mab  das  Moment  eines  ErKfteaystems 
in  Bezug  auf  AB  als  Äie,  so  folgt 

MA  •  Mja  +  MB  ■  Mub  +  MCM^c  —  MD  ■  Mud  =  0 
oder  MD  ■  Mmd  =  MA  ■  Mua  +  MB  ■  M„b  +  MO  ■  M^c 

Ist  ABCD  ein  Parallelogramm,  so  sind  vier  KrSfte  gleich  den  Seiten, 
nSmlioh  AB,  BC,  CD,  DA  im  Gleichgewicht,  mithin  ist  (A^,  AD) 
—  {BC,  DC)  und  folglich 

AB-Mab  +  AD-MAii==  BC-Mbc  +  T>C-Mdc. 
Ist  insbesondere  D  der  Pol  oder  Nuttpunkt  der  Ebene  des  Parallelogramms, 
so   ist   Mav^Mdc=0,    also   Mab-^"  Mrc^  BC :  AB   und   da   das 
VerbUltniss  BCiAB  gleich  dem  YerhSltniss   der  Perpendikel  ist,  welche 
von  D  auf  die  Axen  AB  und  BC  gef&Ut  werden  ktSnnen,  so  folgt  der  Sati: 
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Die  Momente  eines  Eraftesjetems  in  Being  auf  die  Axen 
einer  Ebene  sind  den  AbBt&nden  der  Axen  von  dem  Pole  der 
Ebene  proportional.  Die  Momente  ftlr  die  Axen  der  Ebene,  welche 
gleichen  Abstand  vom  Pole  haben,  sind  einander  gleich. 

Hiemit  kann  man  den  Fol  der  Ebene  finden,  wenn  die  Momente  ftlr 
drei  Axen  derselben  gegeben  sind. 

4.  Zwischen  den  Momenten  fflr  fttnf  Axen  besteht  Abhängig- 
keit nnd  kann  das  Moment  fnr  die  fünfte  Axe  aas  den  Momen- 
ten für  die  vier  übrigen  gefunden  werden,  wenn  die  fUnf  Axen 
Straten  einer  Congruenz  1.  Grades  sind.  Es  kann  also  darcfa 
jeden  Punkt  des  Raumes  eine  fünfte  Axe  gezogen  werden,  deren 
Moment  aus  den  Momenten  der  vier  ersten  Axen  folgt  Gibt  es 
zwei  reelle  Transversalen  fQr  vier  Axen,  so  kann  das  Moment  fttr  jede  Axe 
gefunden  werden,  welche  beide  Transversalen  schneidet. 

5.  Zwischen  den  Momenten  für  sechs  Axen  findet  eine  Ab- 
hängigkeit statt,  vermöge  welcher  das  Moment  für  die  sechste 
Axe  aus  den  Momenten  fttr  die  ftlnf  Übrigen  gefunden  werden 
kann,  wenn  die  sechs  Axen  Stralen  eines  und  desselben  Linien- 
complexes  ersten  Grades  sind.  Es  gibt  daher  fttr  jeden  Punkt  des 
Ranmes  eine  durch  ihn  hindurchgehende  Ebene  und  in  jeder  Ebene  des 
Baumes  einen  Punkt,  so  dass  aus  den  Momenten  für  die  5  ersten  Axen  das 
Moment  fttr  jede  durch  den  Punkt  gehende  und  in  die  Ebene  fallende  Axe 
erhalten  werden  kann. 

6.  Sind  die  Momente  für  sechs  Aien  gegeben,  zwischen  denen 
keine  weitere  Abhängigkeit  besteht,  so  kann  aus  ihnen  das  Mo- 
ment fflr  jede  7.  Axe  gefunden  werden.  Sind  daher  die  Momente 
fttr  6  solche  Axen  gleich  Null,  so  ist  auch  das  Moment  fUr  jede  7.  Axe 
Null  und  ist  das  Krftftesystem  im  Gleichgewicht.  In  B.  I,  S.  33  wurde 
geieigt,  dass,  wenn  das  Moment  eines  ebenen  Sjstems  fttr  drü  nicht  in 
gerader  Linie  liegende  Punkte  Null  ist,  das  System  ILquivalent  Null  ist 
Ebenso  kann  bei  einem  rSumlichen  System  die  Aequivajeuz  mit  Null  oder 
das  Gleichgewicht  geschlossen  werden,  sobald  das  Verschwinden  des  Mo- 
mentes fUr  6  unabhängige  Axen  constatirt  ist  Dies  folgt  auch  aus  dem 
B.  I,  8.  59  gegebenen  Ausdrucke  fttr  das  Moment  eines  Systems  von  Strecken 
(oder  KrBften).  Denn  wenn  dasselbe  für  6  Axen,  d.  h.  fttr  6  verschiedene 
Gruppen  zusammengehöriger  Werthe  von  Xf,  y^,  e^,  a,  ß,  y^  verschwindet, 
so  folgen  aus  diesen  6  Bedingungen  die  Gleichungen  A  »=  £  ^  C  >=  0, 
i  =  iK  =■  A"  =—  0,  welche  das  Gleichgewicht  des  Systems  bedingen. 

Wenn  das  Moment  eines  nicht  im  Gleichgewicht  befindlichen  Systems 
fttr  6  Axen  Null  ist,  so  ist  es  auch  Null  fttr  jede  6.  Axe,  welohe  dem 
durch  die  6  Axen  bestimmten  Compleze  angehört,  aber  fflr  keine  andere. 
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Alle  6"°  Axeu  eines  Pnnkt«B,  tüi  welche  also  du  Moment  verschwindet^ 
liegen  in  einer  Ebene  und  alle  Azen  einer  Ebene,  für  welche  dasselbe  der 
Fall  ist,  gehen  in  ihr  durch  einen  Pnnkt. 

§.  10.  Die  in  den  §§.  5.  and  6.  entwickelten  Bedingongsn  fOr  die 
Existenz  von  ErSften,  welche  längs  gegebenen  Geraden  wirkend  einander 
Gleichgewicht  halten,  sind  zugleich  die  Bedingungen  daftir,  dass  ein  ErSfte- 
System  einer  Einzelreanltante  (ohne  zngehSriges  Paar)  äquivalent  sei.  Denn 
halten  sich  n  ErOfte  P  ISnga  n  Geraden  wirkend  Gleichgewicht,  so  ist  jede 
von  ihnen,  im  entgegengesetzten  Sinne  genommen,  die  Kesnltante  der  n  —  1 
Übrigen.  Sind  daher  diese  Bedingungen  fOr  n  KchtungsUnien  erfllllt,  so 
kann  anch  umgekehrt  eine  Kraft,  welche  ISngs  einer  derselben  wirkt,  in 
'  N  —  1  KrSfte  zerlegt  werden,  welche  ISngs  den  Dbrigen  gerichtet  sind. 
Wir  wollen  dies  für  einige  speoielle  F&lle  naher  aosfUhren. 

1.  Drei  Kräfte  können  nur  dann  im  Gleichgewicht  sein,  wenn  ihre 
Riehtungslinien  in  eine  Ebene  fallen  und  sich  in  einem  Funkte  schneiden, 
der  abrigena  auch  im  Unendlichen  liegen  kann.  Daher  kann  jede  Kraft 
in  2  andere  zerlegt  werden,  deren  Richtungen  sich  auf  ihrer  Richtung 
schneiden  oder  ihr  parallel  sind  (mit  Htllfe  des  Parallelogramms  der  Eiitfte 
und  des  Satzes  über  die  Momente). 

i.  Bei  vier  Kr&ften  kann  nur  dann  Gleichgewicht  stattfinden,  wenn 
die  vier  Ricbtungslinien  einem  Hyperboloid  als  Erzeugungslinien  derselben 
Schaar  angehören.  Daher  kann  eine  Kraft  nur  dann  nach  drei  gegebenen 
Richtungen  zerlegt  werden,  wenn  diese  drei  Richtungen  mit  ihrer  eigenen 
Richtung  einem  Hyperboloid  als  solche  Erzengungslinien  angehören.  Da 
diese  Bedingong  z.  B.  fllr  4  in  einer  Ebene  liegende  Geraden  erfllUt  ist, 
so  folgt,  dass  jede  Kraft  P  nach  den  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  zerlegt 
werden  kann,  dessen  Ebeue  durch  ihre  Ricbtungslinie  hindorchgeht.  Denn 
man  verlege  P  an  den  Durchschnitt  D  ihrer  Richtung  mit  BC  und  zer- 
lege sie  dort  in  zwei  KrSfte  Q  ISngs  BC  und  T  längs  DA.  Die  Kraft  T 
zerlege  man  weiter  in  Ä  nach  den  Richtungen  AB  und  AC  in  die  Com- 
ponente  iJ  und  ä;  so  ist  Pe^  {Q,  B,  S). 

Drei  Kräfte,  längs  den  Seiten  eines  Dreiecks  wirkend,  können  nicht 
im  Gleichgewicht  sein,  da  die  Resultante  von  zweien  der  dritten  nicht  ent- 
gegengesetzt gleich  werden  kann.  Ist  ihre  geometrische  Summe  nicht  Nnll, 
so  sind  sie  Uquivalent  einer  einzigen  Kraft,  die  man  findet,  indem  man  die 
Resultante  zweier  mit  der  dritten  zusammensetzt.  Im  andern  Falle  sind 
sie  Äquivalent  einem  Paare,  dessen  Moment  der  doppelte  Inhalt  des  Drei- 
ecks ist,  wie  sich  durch  Rednction  der  Kräfte  fOr  irgend  eine  Ecke  des 
Dreiecks  ergibt 

Man  kann  die  drei  Strecken  Q,  B,  S  in  d^  Seiten  des  Dreiecks  ABC 
als  Coordinaten  der  Richtungelime  von  P  ansehen,  indem  sie  diese  beetim- 
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men.  Dabei  wird  man- dem  umfang  des  Dreiecks  einen  bestimmten  Sinn 
als  den  positiven  beilegen  und  jede  der  Coordinaten  als  positiv  oder  als 
negativ  beti-achten,  je  nachdem  ihr  Sinn  mit  dem  Simie  der  betreffenden 
Seite  harmonirt  oder  nicht  harmonirt.  Sind  q,  r,  s  die  von  einem  Punkte 
M  der  BiohtnngBlinie  von  P  auf  Q,  R,  S  gefStlten  Perpendikel,  so  ist 
qQ  -{-rS-\-sS-='0  als  die  Snmme  der  Momente  der  Krilfte  Q,  B,  S, 
oder  also  als  Moment  von  P.  Diese  Glelohnng  ist  daher  die  Gleichung 
der  Kchtong  von  P. 

3,  Für  7  KrSfte,  welche  IKngs  7  gegebenen  Geraden  wirken  sollen, 
ist  das  Gleichgewicht  möglich,  mithin  kann  jede  Kraft  nach  6  gegebenen 
Bichtongen  zerlegt  werden,  unter  allen  in  diesem  Sinne  möglichen  Zer- 
legungen einer  Kraft  P  ist  die  einfachste  die  nach  den  6  Kanten  eines 
gegebenen  Tetraeders  ÄBCD.  Bestimmt  man  den  Schnittpunkt  E  von  P 
mit  der  Seitenfläche  ABC,  so  kann  man  P  in  zwei  KrKfte  zerlegen,  von 
denen  die  eine,  S,  in  die  Ebene  ABC  fällt,  wSbrend  die  andere,  T,  ISngs 
EJ)  gerichtet  ist.  Die  Kraft  S  zerlUllt  nach  2.  in  drei  Componenten 
Q,,  Si,  St  l&ngs  den  Kanten  BC,  CA,  AB,  die  Kraft  T  in  drei  andere 
Qi>  ^1  ^  lUDgs  <1«°  Kanten  DA,  DB,  DC  und  sind  folglich  die  6  KrSfte 
Qi,  ft;  ^it  -Bj;  -^i.  S^  ^e'  Kraft  P  äquivalent. 

Die  6  Grössen  ^ ,    -^ ,   -^- ,   ^ ,  -^ ,  -^  kSnnen  als  Coordinaten  der 

Bichtongslinie  von  P  gebraucht  werden.  Sie  dienten  Gajiey  (Cambridge 
Philosoph.  Transactions  VoL  IX)  und  Zenthen  (Mathem.  Annaien,  B.  I) 
zn  ihren  Untersuchungen  ttber  Compleze. 

%.  11.  Im  Anschlüsse  an  das,  was  wir  B.  I,  S.  59  —  72  und  3.  !9T  u.  398 
mitgetheilt  haben,  fügen  wir  noch  einiges  weitere  fiber  Complese  und  Cosgruenteu 
1.  Grades  hinzu,  was  insbesondere  die  analytische  Behandlung  derselben  betrittt. 

In  %.  3.  fanden  wir  fflr  die  Momentensunune  zweier  Streckensysteme  P,,  P,, ... 
■»■d  ^1  >  Qt  ■  ■  -  *"  Bezug  auf  einander 

exzjy.  {P„,  g,)  —  rg'  cos  (EO')  +  kg  cos  (icg).  (i) 

Nun  ist  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  dessen  Ursprung  O 
der  gemeinsame  Bednctionspnnkt  der  Strecken  beider  Sjsteme  ist,  wenn 
[B]  -  [X]  +  [Fl  +  [2],    [G]  -  [i]  +  IM]  +  [N], 

m^iX]  +  [r]  +  [^].  [G'J -  [J-'J  +  [«■]  +  [Jv'J. 

also  mit  X,  Y,  Z,  .  .  .  abkürzend  die  Summen  EX,  Z  Y,  ZZ,  .  .  .  bezeichnet 
werden,  wofür  wir  Mher  die  Bezeichnung  A,  B,  C  gebrauchten: 

nnd  mithin 

eSSPffr.  (P,,  Q,)  —  LX  +  Jlf  r  +  NZ'  +  XL'  +  YM'  +  ZN'. 
Rednciren  vir  das  S;fstent  (Q)  anf  eine  Einzelstrccke  B',  deren  Moment  in  Bezug 
auf  das  System  (P)  verschwindet,  lo  gebt  die  Oleichuug  über  in 

a     ■  LX  +  MT  +  NZ'  +  XL-  +  YM'  +  ZA"  =  0.  (2) 
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Da  da«  Sjitem  (P)  anf  nnitthlige  Atten  durch  ivei  cOBJngiite  Strocknt  r,tB*- 
setzt  weiden  kann,  ao  ist  dieee  Bedingong  aequivalent  der,  dsM  die  Ricbtnnga- 
Jinie  von  S!  die  Richtnugsliaien  zweier  sotclier  conjogiiter  Strecken  zogleicb 
achneide,  das«  aie  also  eine  doppelt  coqjngirte  Gerade  des  durch  du  STStem  (2^ 
bestimmten  NnllsTstemB  sei. 

Neben  derselben  beateht  die  Bedingung  L'X"  -|-  JV  F  +  IfZ"  •-  0  oder 
O'd  =0,  weil  das  zweite  System  sich  aof  eine  Eincelstrecke  redncirt.  Die  QrSasen 
X',  y,  ^,  L',  M',  H'  können  als  Coordinaten  der  Strecke  S  angesehen  werden 
nnd,  indem  wir  sie  variabel  denken,  stellt  die  Oleicfanng  die  Oesammtheit  der 
Ricbtnngslinien  aller  Streoken  S'  dar,  deren  Moment  in  Bezog  aof  das  Sbrecken- 
qratem  {F)  verschwindet,  d.  h.  sie  ist  die  Oleichnng  des  daroh  das  System  (P) 
bestimmten  Complexes  1.  Qrades.  In  dieser  Gleichung  spielen  X,  T,  Z,  L,  M,  N 
die  Rolle  von  Constanten,  mit  deren  Hfllfe  nach  den  früheren  Lehren  anch  die 
Centialaxe  und  der  Parameter  (7,  :  B  des  Complezes  gefunden  werden  kann.  Die 
Richtangslinie  von  S'  erh&lt  man,  indem  man  aof  die  Ebene  der  Strecken  K,  <x 
im  Urspronge  0  die  Normale  errichtet,  anf  ihr  die  Strecke  G' :  S  nach  links  von 
G'  aas  gesehen  aufti^gt  and  darch  deren  Endpankt  eine  Parallele  mit  B  legt 
Denn  da  K  und  ff  tn  einander  rechtwinklig  sind,  so  folgt,  dass  dnrch  die  Ueber- 
tragnng  von  S  an  jenen  Endpankt  entstehende  Paar  das  Paar  ff  ist. 

g.  IS.  Wir  können  die  Gleiohong  (1)  vereinfachen,  indem  wir  die  beiden 
Systeme  darch  ihre  Reduotionen  (B,  G,)  und  (B',  G\)  auf  ihren  Centrolaien  ver- 
treten lassen.  Es  sei  CC  ^  £  der  kflrEeste  Abstand  der  Centroloxen  R,  R  nnd 
wählen  wir  den  Fuaspunkt  C  zum  Beductionspankt  fdr  R,  G'^ .  Indem  wir  S  in 
seinem  und  im  entgegengesetiten  Sinne  au  den  Punkt  C  verlegen,  entsteht  das 
Paar  {R,  —R),  dessen  Moment  Rb  mit  G'g  Eosammengeht  in  das  Moment  O' 
=.  (G't'  +  R'i')i.  Hiemit  wird  ff'  cos  (BO')  —  0',  cos  {BR)  —  Statt  (BB^) 
nnd  hiermit  die  Qleichnng  (1) 

äSZPyr.  (P„,  e.)  —  (ßG'o  +  S:Gt)  cos  {BR)  —  RRt  sin  (BR) 


(3) 


%EE  Pyr.  (P„,  ^^  -  f?'  +  J-  -  «  tg  {BR)\  BS  cos  {BR). 

Im  Falle  doss  das  System  (Q)  sich  anf  die  Einseikraft  B'  redncirt,  wie  in 
g.  11,  ist  G\  ^  0  and  ergibt  sieb,  wenn  R  ein  Stoal  des  Complezes  (£,  G^  ist 

ah  die  einfachste  Oleichnng  dieses  Complezes.    Sie  spricht  die  B.  I,  S.  71  be- 
wiesene Eigenschaft  desselben  ans. 

g.  IS.  Die  gemeinsamen  Stralen  iweier  Complese  1.  Orades  bilden  ebe 
lineare  Congraeni  (B.  I,  S.  297).  Sie  stellt  eine  doppelte  Mannig&ltigkeit 
von  Geraden  dar.    Sind 

a  —  LX'  +  MT  +  JVZ*  +  XL'  +  YM'  +  Zlf  =  0 
ß,  -  L,X  +  3f,y'  +  N^Z"  +  X^L'  +  Y,M'  +  Z^IT  —  0 
die  Qleicbongen  beider  Compleze,  so  stellt  das  System  derselben  die  Congmeni 
dar,  nUmlich  alle  Stralen  (K,  G'),  deren  Coordinaten  X\  T,  Z,  V .  St,  A"  bei- 
den Gleichungen  zugleich  genügen.  Die  Congmenz  ist  der  Durchsohnitt  der  beiden 
Compleze  (B,  G)  nnd  (it, ,  0,).  Wenn  die  Coordinaten  eines  Strales  den  Glei- 
chungen üc^O,  n,  iBiO  genügen,  so  genBgen  sie  anch  der  Gleichung  A-j-lil,  ~>0, 


DigiLizedbyCoOj^Ic 


III. Th,,  Cap-in,  §.  13.     Analjt. Dargtellnng  derCompleie  □.  CongraeDzen  1.  Or.       47 

welche  gleichfalls  einen  Complex  dnrBtellt.  Die  Congrnenz  gebOrt  klso  nnendlicb 
vielen  Compleien  zugleich  ui,  welche  man  erhUt,  indem  mtin  die  villkOhrliche 
Conatante  1  vaniren  IBaBt.  Ein  Complex  ist  dnich  5  Stralen  beetimmt,  i  bettim- 
men  daher,  wenn  man  den  5.  8^1  yarüren  ISait,  dos  ganze  ComplexbüBchel, 
welohei  dnioh  die  Congrneni  hindoichgeht.  Zwei  conjugirte  Uerade,  welche  meh- 
reren Complesen  angehören,  die  aich  paarweise  in  der  Congmenz  schneiden,  heiraen 
die  Directricen  der  Congrneni;  ihr  kürzeitec  Abttaod  ist  die  Axe,  und  die 
Ebene  aenkreoht  zur  Axe  in  deren  MiUelpnnkt  errichtet,  die  Centralebene  der- 
selben. Die  Aie  der  Congmenx  ichneidet  die  Oentralaxen  aller  Compleie  recht- 
winklig. 

Die  Ao^be,  die  Centralaxen  nnd  die  Parameter  aller  Complexe 
ZQ  finden,  welche  eine  gegebene  Congr.nenz  mit  zwei  Directricen 
I-'r,  Dt  gemein  haben  (Fig.  6),  wnrde  bereits  B.  I,  S.  297  gelSst,  jedoch  ohne 
bestimmt  ansgeprftgte  Formeln  zn  liefemj  wir  kommen  daher  nochmals  auf  sie 
zorück.  Es  sei  FD  c»  d  der  Eflrzeste  Abstand  und  o  der  Winkel  beider  Directricenj 
ein  Complex,  welcher  ans  einem  Streckensystem  ent- 
springt, welches  twei  Strecken  r ,  p  auf  den  Directricen 
äquivalent  ist,    deren  VerfaUtniM  gegeben    ist,  hat 

/eine   bestimmte  Centealaxe    mit    bestimmtem  Para- 
meter Oo  ■  *.  wo  [*]  —  [•■]  +  [9]  irt.  «"d  triff*  ^ie 
/        Centralaxe  den  kanesten  Abstand  der  Directricen  in 
/         einem  bestimmten  Punkte  C.    Indem  man  das  Ver- 
-  J  -      t^büss  r:  1}  variiren  lässt,  ergeben  sich  alle  Com- 
''      ^^*^  plexe,  um  deren  Bestimmung  es  sich  hier  handelt. 

Fif.  5.  Indem  man  die  Bednction  der  Strecken  fflr  den  Punkt 

F  aasfahrt,  erhält  man 

-.^  =  ^% ^-,  ü'  -  ,'  -f  r'  +  2pr  cos  ü. 

sin  o        sin  i?r        sinpit  * 

Das  Asenmoment  6  des  bei  der  Beduction   entstehenden  Paares  ist  O  =-  ^d  nnd 

senkrecht  au  |i.    Daher  ist  seine  Projection  (?„  auf  S,  n&mlich 

G,  —  (7  cos  (ÄG)  —  e  cos  C^«  +  Hc)  —  —  G  sin  B  p  —  —  fd  sin  R9 

nnd  hiemit  wird  wegen  p  :  J7  —  sin  ifr  :  ain  o  der  Parameter  des  Complexes 

O,  ,  siuSrein^p ,   sin  (a  —  Jfp)  sinBg  .  C0B(g  —  gflp)  — eos« 

Ii^~     ■  2nT         ~  '  »in  «  ~  *  sin  ff 

Fflc  die  Lage  C  des  Schnittpunktes  der  Centraloxe  mit  dem  kOrzesten  Äbetaade 

d  ist  S.FC  1^  OniiilltO)  —  G  cos  üp  —  «dcM  Bf,  also 

und  wenn  tür  die  Hitte  M  von  d  der  Abstand  MO^^FC—id  —  t  gesetzt  wird 

'  BUIII 

Es  gibt  4  Compleze,  deren  Centralaxe  gleichen  Abstand  ±  t  von  der  Hitte  Jlf 
des  kürzesten  Abatandes  d  haben.  Setzt  man  n&mlich  o  —  2Rr  d>  ±  u,  so  ist 
für  zwei  derselben  Xr  -=  i(ö±M),  für  die  beiden  andern  Br  =-  |«  -\-  i  ("i**). 

Will  man  die  Formeln  für  Gg  ;  B  und  t  rein  durch  g,  r,  c,  d  darstellen,  so 
hat  man  in. 

^--d.^sinüp,   Fa  =  d.^m»iiB 
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-id. 


"  +  «'  +  2r*c. 


Wir  behandeln  auch  noch  die  weitere  Aufgabe:  Wenn  swei  Complexe 
a,  a,  durch  ihre  Centralaxen  und  die  Bednctionen  (R,  G^),  (R,  G'„) 
gegeben  eind,  die  Direotricen  Fr,  Dq  der  ihnen  gemeiDeamen  Con- 

Da  die  Äxe  der  Congruenz  die  Centralaxen  der  beiden  Complexe  rechtwinklig 
Hchneidet,  eo  ist  sie  die  Linie  kürzesten  Äbstandes  CO'  dieser  Centralaxen.  Als  ge- 
gebene OrCssen  sind  daher  anznsefaen  der  kürceste  Abstand  CC  '^  iS  der  CeniiaJ- 
axen,  ihr  Neigungswinkel  (ÄH')  —  &  und  die  Parameter  G^  r  H  =p,  G'p  •■  R'  =^  p 
der  Compleie.  Indem  wir  fOi  den  Punkt  F  (S.  Fig.  6)  rednciren,  folgt,  wie  beim 
vorigen  Problem:  G„  =  — GsinÄp,  R  .  FC  =  G  coe  Rg  ,  mithin  R  .  FC 
—  —  Gg  cotg  Rh  und  ebenso  K  .  FC"  ^^  ■—  G^^  cotg  Rq.    Hiermit  erhält  man; 

LT,  FC         .     „  FC 

cotg  Bp  —  -  — ,    cotg  iCp  =  _  —^ . 

Indem  wir  die  Mitte  0  von  CC  zum  Urspmng  der  Abat&nde  anf  CC  wBlilen, 
hat  man  *  =  OC  =  —  OC  nnd  wenn  OF  —  —  e  gesetzt  wird,  FC  —  «  —  «, 
FC  —  «  +  J,  mithin 

cotg  Rq  = ,    cotg  if  p  —  — !; — 

P  P 

und  da  fip  =-  ifp  +  RR,  so  wird 

coteR<,  =  ^--'^^'^*^J- 
""'«"«         cotg  ff  +  cotg  ifp 

Diese  Gleichung  lief^  nach  Eiiuetznng  des  Werthes  fflr  cotgSp  nach  leichten 
Traneformatio  nen ; 

[2«  sin  #  —  {p'  —  p)  00«  *]'  —  [2*  Bin  *  —  (p  +  p')  cos  ff]'  —  4  pp'. 
Die  Wurzeln  dieser  Qleichniig  fOr  e  sind  reell,  imaginSr  oder  einander  gleich,  je 
nachdem  [24  sin  ff  —  (p  +  p')  cos  #]'  —  4pp'  ^  0  ist.    Für  die  Mitte  M  yon 
FD  wird 

OM=i  (OF  +  OD)  =-  Kp'  —  p)  col«  ff. 

g.  14.     Alz  Hauptsätze  Aber  die  lineare  Congmeni  führen  wir  an: 

1.  Jede  der  beiden  Directricen  ist  der  Ort  des  Mittelpunktes  eines  BBachelt 
TOD  Straten  der  Congraenz,  dessen  Ebene  durch  die  andere  Directrice  hindurch- 
geht. Jede  der  Directricen  ist  die  Axe  eines  EbeneubQschels,  von  deiaen  Ebenen 
jede  Congmenistralen  enthalt,  welche  alle  in  dem  Bclmittponkt  derselben  mit  der 
uideren  Directrice  znBamnienlaafeii.  Denn  die  Directricen  sind  co^jogirte  Gerade 
in  jedem  Complese,  welchem  die  Congraenz  angehört;  daher  sind  alle  Geraden, 
welche  beide  Direcfaüceu  schneiden,  gemeinsame  Stralen  aller  dieser  Compleie, 
also  Stralen  der  Congmenz. 

2.  Durch  einen  Punkt  M  ausserhalb  der  Directricen  geht  nnr  ein  Stzal  der 
Congruenz;  man  kann  denselben  ansehen  als  die  Schnittlinie  der  beiden  Ehanen, 
welche  in  zwei  Compleieu,  denen  die  Congmenz  angehört,  den  Punkt  M  zum  Fol 
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babea  oder  ancb  als  die  Schnittlinie  zweier  Ebenen,  welcbe  von  M  ans  durcb 
die  Directricen  gelegt  werden  kOnnen. 

5.  Jede  Ebene  entbält  nur  einen  Congruenzatcal;  man  kann  denselben  uneben 
als  die  Verbindnngalinie  der  beiden  Pole,  welche  diese  Ebene  in  zwei  Complexen 
besittt,  denen  die  Congmenz  angehört,  oder  ancb  ala  die  Vetbindnogalinie  der 
Schnittpunkte  der  Ebene  mit  den  beiden  Directrioen. 

4.  Alle  Strolen  der  Congruenx,  welcbe  eine  gegebene  Qerode  lohueiden,  liegen 
auf  einem  H7perboloid,  Denn  nie  schneiden  zugleich  beide  Diiectficen  der  Con- 
gnienE. 

6.  Nach  B.  I,  S.  74  liegen  iwei  Pur  conjagirte  Qerade  eines  Complezei  aaf 
einem  Hyperboloid.  Einer  Geraden  ist  in  jedem  der  Compleze  £i  -\-  XSi,  •—  0, 
welchen  eine  Congrnenz  angehört,  eine  bestimmte  Gerade  oonjogirt  und  da  die 
Directricen  in  allen  Complexen  sich  conjugirt  sind,  so  folgt,  dsss  alle  Geraden, 
welche  einer  gegebenen  Geraden  in  den  verschiedenen  Complexen 
conjngirt  sind,  die  eine  bestimmte  Congruens  gemein  haben,  mit 
ihr  anf  einem  Hyperboloid  liegen,  welches  auch  die  Directricen  der 
Congtneni  enthEllt,  nnd  die  eine  Scbaar  dieser  Fläche  bilden.  Die 
andere  Scbaar  wird  von  allen  Stralen  der  Congrnenz  gebildet,  welche 
die  gegebene  Gerade  schneiden. 

6.  Dreht  sich  eine  Gerade  in  einer  Ebene  nm  einen  ihrer  Fankte,  so  erfüllen 
alle  Stralen,  welche  sie  nnd  die  beiden  Directricen  schneiden,  in  jeder  Lage  ein 
veründerlicheH  Hyperboloid,  dessen  Erzengnngslinien  der  Schaar,  welche  die  Qerade 
schneidet,  die  Congraeaz  bilden.  Denn  jeder  Stral  der  Congrnens  trifit  die  Ebene 
in  einem  Ponkte  nnd  durch  diesen  geht  eine  Lage  der  beweglichen  Geraden. 


Sinige  Lltezatar  über  Kräfteiyvteme. 
Das  Verdienst,  die  von  %.  3  dieses  Capitets  an  durchgeführten  Untersnchnngen 
zuerst  entwickelt  zu   haben,   gebflhrt  MObius  (Lehrbuch  der  Statik  [1838],  B.  I, 
Cap.  Tl  nnd  „Ueber  die  Zusammensetzung  anendlich  kleiner  Drehnngen",   Grelle 
Joam.   T.  XVIll,  S.  189).    Er  wurde    donüt  Eogleich  der  eigentliche  Begründer 
der  von  Plücker  eiogeführten  Theorie  der  Complexe  nnd  Congraeozen. 
Sylreater,   Snr  rinvolntiou  des  lignes  droites  dana   l'espace,  consid^äes  comme 
de«   luces   de   rotation.     (Comptes  rendus  T.  LII   [1861],  p.  741.)     (Entwickelt 
diu   Bedingungen,    unter   welchen   6,   5,  4   Geraden    die   Uichtungslinien    von 
Kräften  oder  die  Aien  von  Winkelgeschwindigkeiten  sein  können,  welche  sich 
im  Gleichgewicht  beSifdea.)   Note  snr  l'involution  de  sii  lignes  dans  l'espace 
(Comptes  r.  T.  LII,  p.  H16.) 
Cayley,    Note   relative  am   droites  en  involntion  de  M.  Sylvester,  (Comptes  r. 
T.  LII,  p.  1039,}  —  Theoreme  relatif  ü  l'^qniUbre  de  quatre  forces.    (Comptas 
r.  LXI  [ISe&J,  p.  829.    Ktlhrt  zaerst  den  Begriff'  des  Uomentes  iweier  Geraden, 
nämlich  des  Produktes  ihres  kürzesten  Ähatandes  niid  dea  Sinns  des  von  ihnen 
gebildeten  Winkels  ein.) 
An  die  Sylvester'echen  nnd  Cayley'scben  Noten  schllessen  sich  an: 
Chasles,  Observations.  Comptes  rend.  T.  LH,  p.  746,  zur  Sylveater'schen  Abhand- 
lung Cr.  T.  LH,  p.  741  gehörig  und  Observation  (Comptes  r,  T.LU,  p.  1042, 
zur  Cayley'acben  Abhandlung  T.  LH,  p.  1039  gehOrig).  —  Snr  les  six  droites 
qui  penvent  fitre   les  directions  de   six    forces   en   äqoiltbre.    Propriät^e   de 
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rfayperboloide  k  aus  nappe  et  d'uae  certaiae  surface  du  qoatri^e  oidie. 

(Comptes  T.  T.  LH,  p.  1094-1104.) 
Spott iBwoode,  Note  aur  r^quilibre  des  foroesdaiiH  Tespace.  (Comptes  r.  T.  LXVI 

[1868],  p.  97.) 
Chelini,  Sulla  compoaizioue  geometrica  de  Biatemi  di  ratte,  dl  aree  e  di  pnntj. 

Hemorie  deU'Aocad.  di   Bolo^a,   Ser.  S"*,    T.  X,   p.  343   (1870)   ood   NaoTa 

geometria  du'  comptean.  Mem.  dell'  Acoad.  di  Bologna,  Ser.  3**,  T.  I,  p.  ISS 

(1871). 
StuTDi,  R.,  Solle  foTEe  in  equilibrio.    Aunali  di  matematioa,  diretti  da  Brioschi  e 

Cremooa,  8er.  B*»,  T.  VII,  p.  317  (1875— 7G). 
Lindemann,   Uebei    nnendlichkleine   Bewegangen    und    über   Er&fteaysteme   bei 

allgemeiner    projectiviacheT   MaBsbeatimmang.      Hathem.    Auoaleii,    Bd.    VII, 

8.  66  (1874). 
Somoff,  theoretische  Mechanik  11,  Statik,  Cap.  IV. 


IV.  CapiteL 

AequiTOlens  und  Gleiohge-wlaht  der  KAftesyateme  am  anveiflitder- 
liehen  Pouktsyatame  bei  bBBohränk:ter  Bewegllohkeit  nnd  am  ver- 
änderllclieu  FanktBfBteme ,  welohes  in  imveränderliahe  Syateme 
aerlegt  werden  kann. 
§.  1.  Das  unveränderliche  Syetem,  an  welchem  ein  Eräfteejetem  an- 
greift, kann  Bedingungen  unterworfen  sein,  welche  seine  Beweglichkeit  be- 
schränken. Sie  bestehen  darin,  dass  das  System  gezwungen  wird,  mit 
anderen  unTerSnderlicheu  Systemen  in  gewisser  bestimmter  Verbindang  zu 
bleiben.  Diese  Verbindung  kann  sehr  mannigfach  sein;  sie  kann  2,  B.  darin 
bestehen,  daes  gewisse  Punkte  des  Systems  auf  gewissen  Flächen  oder 
Cnrren,  die  den  anderen  Systemen  angehören,  bleiben,  oder  dass  gewisse 
Flachen  desselben  durch  Punkte  jener  Systeme  hindurchgehen  sollen,  oder 
dass  Fl&chen  mit  Flachen  in  Berührung  zu  bleiben  genCthigt  sind  u.  b.  w. 
Dabei  können  die  Systeme,  mit  welchen  das  gegebene  vetbunden  sein  soll, 
unbeweglich  (fest)  oder  beweglich  sein.  Uan  kann  das  gegebene  System 
und  alle  anderen  Systeme,  mit  welchen  es  verbunden  ist,  als  ein  einziges  ver- 
änderliches System  ansehen,  dessen  Theile  ihre  Beweglichkeit  gegenseitig 
so  beschränken,  dass  eine  Bewegung  des  einen  auf  die  Bewegung  der  an- 
deren Einfluss  hat.  Dabei  können  an  allen  einzelneu  Systemen  Erttfle  au- 
greifen, oder  nur  an  einzelnen.  Es  kann  somit  das  Studium  der  Wirkung 
eines  Eräftesystems  an  einem  unveränderlichen  Punktsystem,  welchem  Be- 
diugnngen  seiner  Beweglichkeit  auferlegt  sind,  als  ein  specieller  Fall  des 
allgemeinen  Problems  der  Wirkung  von  Kräften  auf  ein  aus  unveränder- 
lichen, mit  einander  nach  bestimmten  Normen  verbundenen  Systemen  ge- 
bildetes   veränderliches   Gesammtsystem   aufgefasst    weivien.     Wir    werdMi 
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diesen  Weg  betreten  und  znnSclist  allgameine  Sätze  tlbsr  das  Oleicbgewicbt 
VOD  Kr&ften  an  solchen  S;Bt«ineD  aufstellen. 

§.  2.  Ein  im  Gleichgewicht  befindliches  KräfteBTstem  kann  den  G»- 
Bchwindigkeitaznstand  des  RrBftesystems,  an  welchem  es  angreift,  nicht 
Sndem,  welches  derselbe  aach  immer  sei.  Der  Geschwindigkeitezusbuid 
kann  daher  verändert  werden,  ohne  dass  das  Gleichgewicht  der  Kr&fte  zer- 
stört wird,  so  lange  dadurch  an  der  Intensität,  Achtung  und  Lage  der 
Kräfte  nichts  geändert  wird.     Bierans  folgt  inebeaondere: 

Findet  Gleichgewicht  zwischen  den  Er&ften  statt,  welche 
an  einem  veränderlichen  System  angreifen,  so  besteht  dasselbe 
fort,  wenn  das  System  in  Ganzem  oder  in  einzelnen  Theilen  an- 
veränderlich  wird  (erstarrt).  Denn  dadurch  wird  blos  die  Beweglich- 
keit beschränkt  und  werden  gewisse  fmher  mögliche  Geschwindigkeits- 
EustBnde  ansgeschlossen.     Hieraus  folgt  weiter: 

Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  von  Kräften  am  nn- 
veränderlichen  System  gelten  auch  fQr  das  Gleichgewicht  von 
Kräften  am  veränderlichen  System  als  nothwendige  (aber  nicht 
hinreichende)  Bedingungen. 

Ebenso  ergibt  sich  weiter: 

Das  Oleichgewicht  von  Kräften  an  einem  beliebig  verän- 
derlichen System  besteht  fort,  wenn  Theile  desselben  nnbeweg- 
lich  werden.  Denn  auch  hiednrch  wird  blos  der  Umfang  der  Beweglich- 
keit nnd  der  möglichen  Geschwindigkeitszustände  eingeschränkt.  Man  darf 
diesen  Satz  nicht  umkehren.  Denn  das  Gleichgewicht  von  Kräften  an 
einem  zum  Theil  unbeweglichen  System  kann  der  Art  sein,  dass  es  nur 
mit  Hülfe  von  Hindernissen  des  Beschleunigungszustandes  zu  Stande  kommt, 
welche  aus  der  Unbeweglicbkeit  entspringen.  Da  aber  Hinderungen  von 
Beschlennigungeu  selbst  durch  Beschleonigungen  dargestellt  werden  können, 
80  nebt  man,  dass  die  Hindemisse,  welche  sie  hervorrufen,  durch  Kräfte 
ersetzbLir  sind.     Daher  kann  man  den  Satz  aufstellen: 

Sind  Theile  eines  Systems,  auf  welches  Kräfte  einwirken, 
unbeweglich  und  findet  zwiscben  den  Kräften,  welche  an  den 
beweglichen  Theilen  angreifen,  Gleichgewicht  statt,  so  ist  es 
immer  möglich,  an  den  unbeweglichen  Theilen  solche  Kräfte 
anzubringen,  dass  das  Gleichgewicht  am  Gesammtsystem  zwi- 
schen ihnen  und  den  nraprnnglichen  Kräften  fortbesteht,  wenn 
die  unbeweglichen  Theile  gleichfalls  beweglich  werden. 

§.  3.  Das  veränderliche  Gesammtsystem  bestehe  aus  einem  unver- 
änderlichen Systeme  £  und  einem  Punkte  Ä,  welcher  blos  auf  einer  Fläche 
S  von  £  beweglich  sei.  An  Ä  wirke  eine  Kraft  P,  an  £  ein  Kräftesystem. 
Reducirt  man  die  Kräfte  an  .£  f Ur  den  Funkt  Äg  der  Fläche  S,  mit  welchem 
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A  zngammeiifSllt  und  ISsst  das  GeBammtsystem  luiTerSnderlich  werden,  so 
folgt,  daBB  das  KräfteBjstem  an  £  einer  durch  A^  gehenden  Einzelreanl- 
tante  B  Squivalent  und  dass  diese  der  Kraft  P  entgegengesetzt  gleich  sein 
musB.  Beide  Kräfte  mUssen  aber  zugleich  normal  zu  S  sein.  Denn  zer- 
legt man  P  in  zwei  Componenten  P^,  P^,  ebenso  B  in  Ri,  R^  normal  nnd 
tangential  za  S,  bo  halten  sich  P,  und  Jt^  Gleichgewicht,  da  j<  in  die 
Flfiche  S  nicht  eindringen  kann,  allein  P,  an  .ä  und  B^  an  dem  Flachen- 
punkte  A^  augreifeud  nicht,  obgleich  sie  entgegengesetzt  gleich  sind,  da 
der  Pnnlit  A  in  der  Tangentenebene  beweglich  ist  und  aber  den  Punkt  A^ 
hingleiten  kann.  Daher  mttsBen  die  tangentiellen  Componenten  fDr  sich 
verschwinden,  d.  h.  P  und  S  mllssen  normal  zu  S  aein. 

Zum  Gleichgewicht  eines  ErKftesystems,  welches  an  einem 
unverSnderlichen  System  £  und  einer  Einzelkraft,  welche  an 
einem  Punkte  A  angreift,  welcher  auf  einer  FlKche  S  von  £ 
beweglich  ist,  ist  nothwendig,  daBS  das  KrftfteByatem  einer 
Einzelresultante  äquivalent  und  dass  diese  jener  Einzelkraft 
entgegengesetzt  gleich  und  zur  FlBche  S  normal  sei. 

Wird  £  fest,  so  halten  sich  die  Kr&ft«  an  £,  welches  sie  auch  immer 
seien,  Gleichgewicht  und  bleibt  für  die  Kraft  P,  welche  an  dem  auf  der 
festen  FlBche  S  &ei  beweglichen  Funkte  A  angreift;,  blos  die  Bedingung, 
dass  sie  normal  zu  S  sei. 

Wird  der  Punkt  A  fest,  so  Mit  P  hinweg  und  bleibt  für  das  ErSfte- 
Bystem,  welches  an  dem  System  £  angreift,  von  welchem  eine  Pl&che  S 
an  dem  festen  Punkte  A  gleiten  kann,  als  die  Bedingung  des  Gleichgewichts, 
dass  es  fiquivalent  einer  durch  diesen  Punkt  gehenden  Einzelresultante  seL 

Sind  A,B,...  Punkte,  welche  in  der  M&che  S  des  Systems  £  be- 
weglich sind  und  auf  welche  KrSfte  P,  Q,  .  . .  wirken,  wfthrend  £  von  einem 
Krfiftesystem  weiter  affidrt  wird,  welches  mit  P,  Q, ...  an  dem  Gesammt- 
system  im  Gleichgewicht  ist,  so  ist  daa  Kraftesystem  äquivalent  dem  System 
der  KrBfte  —  P,  —  Q,  ■  •  ■  d.  h.  es  mflssen  sich  dem  Krfiftesystem  KrSfle 
snbstituiren  lassen,  welche  den  an  jI,  £,..  .angreifenden  KrSften  einzeln 
Gleichgewicht  halten.  Lüsat  man  nun  £  und  damit  auch  S  fest  werden 
während  die  Punkte  A,  £,...  in  S  beweglich  bleiben,  so  folgt,  dass  P,Q,... 
normal  zu  S  in  diesen  Punkten  sein  mllssen. 

Werden  A,  B, . . .  unbeweglich,  während  £  beweglich  bleibt,  so  fallen 
P,  $, .  ■ .  hinweg  und  folgt,  dass  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  von 
KrSften  an  einem  unverSnderlichen  System,  welches  mit  einer  Fläche  S  an 
festen  Punkten  A,  B,. . .  hingleiten  bann,  die  ist,  dass  das  System  dieser 
Kräfte  durch  Kräfte  ersetzt  werden  könne,  welche  in  den  festen  Punkten 
normal  zur  Fläche  S  sind. 

Ist  die  Fläche  S  des  Systems  £  an  einem  oder  mehreren  festen  Punkten 
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verschiebbftr  und  sind  in  der  FlSche  S  Punkte  beweglich,  auf  welche  KrHfte 
wirken,  wahrend  an  £  fttr  eich  ein  KrfifteHfstem  angreift,  so  ist  zum  Gleich- 
gewicht aller  Kräfte,  der  an  den  beweglichen  Punkten  und  der  an  £  an- 
greifenden, nothwendig,  dase  alle  znaammen  dntch  ErBfte  enetzbar  sind, 
welche  in  den  fegten  Funkten  normal  zur  FlSobe  S  sind. 

§,  4.  Die  Möglichkeit  das  Erfiftesystem  durch  ein  ihm  Bquivalentes  zu 
ersetzen,  desEfin  Ertlfte  die  Richtung  der  Normalen  an  die  Flache  S  in  den 
gegebenen  Punkten  A,  B, . .  .  haben,  hangt  von  der  Zahl  n  dieser  Punkte 
ab.  Denn  wenn  A,  B,  C,  L,  M,  N;  A\  S,  0\  X',  M\  If,  die  Keductions- 
elemente  des  Systems  der  gesuchten  n  KrSfte  und  des  gegebenen  Kräfte- 
systems  sind,  so  müssen  die  6  Gleichungen  bestehen 

A='A',       i  =  //, 

B=^B',      M^M', 

ü  =C\  N=  N'. 
Für  n  ^  6  folgen  hieraus  die  Intensitäten  der  gesuchten  Kräfte  eindeutig; 
ftlr  n  >  6,  kann  man  n  —  6  KrKfte  willkilbrlich  annehmen  und  die  6  übrigen 
bestimmen;  ftlr  n  <  6  aber  kann  man  die  IntensitSten  der  n  Er&fto  elimi- 
niren  und  bleiben  dann  6  —  n  Bedingungen  Übrig,  denen  die  Ricfatungs- 
Unien  dieser  KrSfte  genügen  müssen.  FUr  n  >  6  ist  es  also  immer  mög- 
lich ein  dem  gegebenen  äquivalentes  System  von  n  Kräften  zu  finden,  welche 
normal  zu  S  ia  A^  B, . . .  sind  und  zwar  sind  diese  Erftfte  für  n  <~  6  völlig 
bestimmt,  während  sie  für  «>  6  zum  Theil  willkührliob  bleiben;  für  «<6 
ist  es  nicht  immer  möglich,  solche  Kräfte  zu  finden.  Für  n  ^  6  herrscht 
also  immer  Gleichgewicht,  welches  auch  das  gegebene  KrOftesystem  sein 
möge.  In  der  That  ist  das  System,  an  welchem  die  Kräfte  angreifen,  un- 
beweglich, sobald  die  FUche  S  durch  6  gegebene  Punkte  hindurchgehen 
soll,  während  für  n  <  6  Beweglichkeit  verschiedener  Grade  stattfindet. 
Wir  wollen  gegenwärtig  diesen  Gegenstand  nicht  ausführlich  besprechen, 
sondern  ihn  nur  andeuten,  weil  wir  bei  Gelegenheit  des  Principe  der  vir- 
tuelleu  Geschwindigkeiten  ohnebin  tiefer  auf  ihn  eingehen  mttssen. 

§.  5.  Das  Gesammtsyetem  bestehe  aus  zwei  unveränderlichen  Systemen 
£,  £",  welche  sich  mit  zwei  Flächen  S,  S'  in  einem  Funkte  berühren,  so 
dass  lo  diesem  Funkte  eine  bestimmte  Tangenten  ebene  und  Normale  eustirt. 
An  jedem  System  £,  £"  wirken  Krllfte,  welche  zusammen  ein  Er&ftesystem 
bilden,  welches  an  dem  veränderlichen  Gesommtsystem  im  Gleichgewicht 
ist.  Die  Berührung  der  Flächen  kann  man  sich  so  denken,  dass  ein  Punkt 
A  vorhanden  ist,  welcher  in  beiden  Flächen  S,  S"  zugleich  beweglich  ist. 
Es  steht  nichts  im  Wege,  diesen  Funkt  als  eine  verschwindende,  zwischen 
beiden  Flächen  an  der  Bertlhrungsstelle  befindliche  Kugel  anzusehen.  Indem 
man  dieselbe  unbeweglich  macht,  wird  das  Gleichgewicht  nicht  gestört  und 
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folgt,  daes  dl«  Kräfte  an  S  sowohl,  als  auch  die  KrSfts  aa  ^ 
einer  Einzelreeultante  ß,  R  äquivalent  sein  rnttesen,  welche  In 
die  Richtung  der  gemeinsamen  Normale  der  FlSchen  8,8"  fallen. 
Diese  Resnltauten  müssen  ferner  entgegengesetzt  gleich  sein, 
weil  das  Oleichgewicht  fortbestehen  musa,  wenn  S,  S'  zn  einem  Gesammt- 
Bfstem  erstarren.  Diese  beiden  Bedingungen  sind  anoh  hinreichend  zum 
Gleichgewicht.  Dann  sind  sie  erfüllt,  so  bringe  man  an  der  Zwischen- 
kugel die  beiden  entgegengesetzten  Kräfte  —  R  und  —  i?'  an  den  Ber&h- 
rnngspunkten  mit  S,  S"  an.  Dieselben  halten  sich  an  der  Kugel  Gleich- 
gewicht  und  stören  daher  die  Wirkung  der  Übrigen  Kräfte  nicht.  Es  sind 
aber  B  und  —  ü  an  iS  und  Ä^,  ^  B'  an  S",  jedes  Paar  für  sich  im  Gleich- 
gewicht, mithin  ist  auch  das  ganze  KfBftesjstem  im  Gleichgewicht 

Von  den  beiden  Kräften  R,  7f  drückt  die  erstere  die  Wirkung  des 
Kräftesjstems  an  £  auf  das  Sjstem  £"  oder  den  Druck  auf  £"  aitsj  ebenso 
die  zweite  den  Druck  des  Kr&ftesystems  an  2'  auf  Z.  Die  Kraft  —  R, 
welche  an  £  angreifend  mit  den  Kräften  an  £  Oleichgewicht  hSlt,  hehist 
auch  der  Widerstand  von  £"  gegenüber  der  Einwirkung  der  Kräfte  von  £ 
auf  £';  ebenso  ist  — 22'  der  Widerstand  von  £  gegenüber  £". 

Im  Falle  des  Oleichgewichts  von  Kräften,  welche  an  zweien, 


mit  zwei  Flächen  in 
Systemen  wirken,  ist  ' 
längs    der    gemeinschaftli 


lern  Funkte  berührend  verbandenen 
mmer  möglich,  im  Berührungspunkte 
chen  Norm&le  zwei  entgegengesetit 
gleiche  Kräfte,  an  jedem  System  eine,  derart  anzubringen,  dasa 
an  jedem  Systeme  für  sich  zwischen  den  an  ihm  wirkenden 
Kräften  und  der  zugefügten  Kraft  Oleiähgewicht  besteht. 

Berühren  sich  die  Flächen  S,  S'  in  mehreren  Punkten,  so  kann  man 
an  jeder  Berübrungsstelle  eine  unendlicbkleine  Zwischenkugel  einschalten, 
welche  auf  beiden  Flächen  beweglich  ist.  Indem  man  sich  sämmtliche  Zwi- 
schenkugeln unbeweglich  denkt,  erkennt  man,  dass  das  Kräftesystem,  welches 
an  £  angreift,  äquivalent  sein  muss  einem  Kräftesystem  P,  Q,  . .  ,  dessen 
Kräfte  längs  den  gemeinsamen  Normalen  a,  ß,.. .  in  den  Berührungs- 
punkten der  Flächen  S,  S'  wirken  und  dass  ebenso  das  Kräftesystem  an 
£"  äquivalent  sein  muss  einem  anderen  Kräftesystem  P,(^,...  dessen  Kräfte 
gleichfalls  in  die  Richtungen  der  Normalen  u,  ß,.  . .  fallen.  Indem  m&n 
hierauf  die  Systeme  £,  £"  zu  einem  Oesammtsystem  erstarren  lässt,  sieht 
man,  dass  P  -\-  f ,  Q  •{-  Qf,  •  •  ■  ein  an  diesem  im  Gleichgewicht  befind- 
liches Kräftesystem  bilden  müssen. 

Es  kann  sein,  dass  das  System  dur  Kräfte  P,Q,...  welches  dem 
Kräftesystem  an  £  äquivalent  ist,  eindeutig  bestimmt  ist;  dann  folgt  aus 
dem  Gleichgewicht  von  P  -j-  P*.  Ö  +  Ö".  -  ■  ■  dass  das  System  —p-,  _ g-, . . . 
äquivalent  P,  Q,. . .  und  von  diesem  nicht  verschieden  sein  kann  (weil  es 
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nur  eis  System  P,Q,...  gibt).  Daher  ist  P  +  P"  =  0,  Ö  +  Q'  -=  0, . . . 
d.  h.  es  halten  sich  die  Kräfte  P,  F';  Q,  (^ ,. . .  Iftngs  den  Normalen 
d,  ^, . . .  an  jeder  Bertthrnngsstelle  für  sich  Gleichgeirichi  Es  kann  aber 
auch  der  Fall  eintreten,  dass  von  den  KrSften  P,  Q, . . .  einige  willkührlich 
angenommen  werden  können  und  erst  dann  die  dbrigen  eindeutig  bestimmt 
sind.  In  diesem  Falle  folgt  ebenso,  daas  für  jede  einzelue  willkUhrliche  An- 
nahme solcher  KrSfte  an  allen  BerUhrnngsstellen  P-f*  ^' ^="01  Q'^^'=*^t— 
sein  müsse. 

Halten  sich  an  sweien,  mit  zwei  FlSchen  in  mehreren 
Punkten  berührend  verbundenen  Systemen  Kräfte  Gleichgewicht, 
so  ist  es  immer  möglich,  längs  den  gemeinschaftlichen  Normalen 
der  Berührungspunkte  entgegengesetzt  gleiche  KrSfte,  die  einen 
am  einen,  die  anderen  am  anderen  System,  derart  anzubringen, 
daes  an  jedem  System  fUr  sich  zwischen  den  an  demselben  an- 
greifenden und  den   zugefügten  Kräften  Gleichgewicht  besteht 

Berühren  sich  die  Systeme  mit  1,  2,  3, ...  6  Punkten,  so  sind  diese 
zaznfUgenden  KrSfte  oder  Widerstände  bestimmt;  bei  7,  8, . . .  und  mehr 
fierllhrnngsstellen  bleiben  sie  unbestimmt.  Bei  1,  2,  3,  1,  5  Berührungs- 
stellen  findet  Beweglichkeit  der  Systeme  an  einander  statt,  bei  6,  7,  .  . . 
Berührungen  aber  bilden  die  Systeme  im  Allgemeinen  ein  unveränderliches 
Oesammtsyatem  und  findet  das  Gleichgewicht  als  an  einem  solchen  statt. 
Sind  S,  S'  Ebenen,  Kugeln  oder  SchraubenQ  Sehen,  so  kann  auch  bei  mehr 
als  6  BerOhnmgspunkten  Beweglichkeit  stattfinden,  da  solche  Flächen  in 
unendlich  vielen  Lagen  in  Coincidenz  sich  befinden  können.  .  Erhalten  die 
Normalen  a,  ß,  ■  ■ .  der  Bertthrungsstellen  die  Bedingungen  des  C^.  III, 
so  daas  längs  ihnen  KrSfte  im  Gleichgewicht  sein  können,  so  werden  die 
Widerstände  gleichfalls  unbestimmt,  denn  man  kann  einem  solchen  System 
von  WiderstSnden  ein  System  von  Kräften,  welches  sich  längs  den  Nor- 
malen wirkend  Gleichgewicht  hSlt,  hinzufügen  und  dadurch  die  einzelnen 
Widerstände  ihrer  IntensitSt  nach  modificiren.  Auch  die  Bichtung  der 
Widerstände  kann  unbestimmt  werden,  wenn  nämlich  die  gemeinschaftlichen 
Normalen  a,  ß, .  . .  es  werden.  Dies  tritt  ein,  wenn  die  Flächen  S,  S' 
sich  beide  mit  singiilären  Punkten  oder  Linien  (Spitzen,  Kanten  etc.)  be- 
rühren. Solche  Fälle  bedürfen  einer  besonderen  Untersuchung.  Man  musB 
die  besonderen  Elemente  als  Fälle  von  Einschnürungen,  Zusammenschrum- 
pfnngen  etc.  der  Flächen  S,  S'  ansehen  und  erst  den  allgemeinen  Fall  be- 
handeln, um  durch  einen  Grenzenflbergang  aus  der  LQsung  desselben  den 
speci  eilen  abzuleiten. 

Wird  das  System  2"  fest,  während  S  mit  der  Fläche  S  dasselbe  in 
verschiedenen  Funkten  der  Fläche  S"  berührt,  so  ist  das  Kräftesystem  an 
£"  mit  den  KrSften  F",  <^, . . .  unter  allen  Umständen  im  Gleichgewicht 
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und  kann  d&sselbe  auch  fehlen,  indem  die  Feetigkeit  die  Dracke  des  Syetems 
£  aof  £'  tilgt  Dann  branchen  alao  bloB  die  nieichgewicbtsbedingnngeii 
für  das  bewegliche  System  £  erftllU  zu  sein.  nSmlich: 

Halten  eich  an  einem  beweglichen  unveränderlichen  System, 
welches    ein   anderes    unbewegliches    System   an   Terschiedeii«n 
Stellen  berOhrt,  KrBfte  Gleichgewicht,  so  kennen  l&ngs  den  Noi-     1 
malen  derBerttfarungastellen  stets  weitereKrftfts(Widerstandede£ 
unbeweglichen  Systems)  gefunden  werden  derart,   d&ss  sie  mit     1 
den  gegebenen  KrSften  Gleichgewicht,  wie  an  einem  freien  System     j 
halten.  I 

§.  6.  Wir  wollen  einige  hieher  gehörige  Fälle  nltber  untersuchen.  ' 

1.  Es  sei  das  bewegliche  System  2  mit  dem  unbeweglichen  System  I 
bloB  in  einem  Punkte  0  und  zwar  so  verbunden,  dass  dieser  mit  einem 
bestimmten  Pnnkte  desselben  fortwährend  vereinigt  bleibt,  d.  b.  das  be-  ' 
wegliche  System  besitze  einen  festen  Punkt,  um  welchen  es  rotiren  kann. 
Die  Reduction  der  Kräfte  für  0  liefere  eine  Resultante  B  und  ein  Pur 
vom  Asenmomenle  G.  Der  Widerstand  N  des  festen  Punktes,  nach  dessen 
Kinfnhrnng  das  bewegliche  System  als  ein  freies  behandelt  werden  kann, 
muBB  mit  beiden  Gleichgewicht  halten,  d,  h.  es  ist  \B]  -j-  [Jtf]  =  0,  [G]  =  1^- 
Zum  Gleichgewicht  eines  KrSftesystems,  welches  an  einem  un- 
veränderlichen, um  einen  festen  Punkt  beweglichen  System  an- 
greift, ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  dasselbe  einer  dnrcb 
den  festen  Punkt  hindurchgehenden  EinKelresultante  ftquivalent 
sei.  Der  Widerstand  des  festen  Punktes  ist  dieser  Resultanten 
geometrisch  gleich  und  entgegengesetzt. 

Sind  in  Bezug  auf  irgend  ein  rechtwinkliges  Coordinatensyst«m  A, 
B,  C,  N^,  Ny,  N„  L,  M,  N,  a,  b,  c  die  Componentensummen  der  KrtRe 
parallel  den  Axen,  die  Componenten  des  Widerstandes,  die  Componenten 
des  resultirenden  Axenmomentes  in  Bezug  auf  den  Coordinatennrsprung  iincl 
die  Coordinaten  des  festen  Punktes  0,  so  sind  die  6  GleichgewichtsbedingungeD: 
A  +  N^  =  0,     iJ  +  A'y  =  0,     C'  +  -;\^  =  0, 

^  +  Uy,ä|-'''    "  +  \kk\-'>-   "^IkK'-"- 

Es    bleiben   daher   nach    Klimination   des   Widerstandes   als   eigentliche 
Gleichge  wichtsbedingun  gen: 

-"Uer".  «-'0r«-  --mb!-»- 

oder,    wenn    man    den    Ursprung    in    den    festen    Punkt    verleg;    L  =  0, 
jlf  =  0,  Jf  „0,  d.  h.  \G]'^0. 

2.  Ist  das  System  2  der  Bedingung  unterworfen,  dass  ein  Punkt  0 
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desselben  auf  einer  festen  Curre  ohne  Reibimg  zn  bleiben  oder  ftuch,  daas 
eine  Curre  dee  Sjatema  durch  einen  featea  Punkt  faindurclusugehen  ge- 
zwungen ist,  so  ist  zum  Gleichgewicht  des  &n  Z  angreifenden  KrSfte- 
sjstems  nothwendig  und  hinreichend,  dass  dasselbe  einer  Einzelresultante 
Bquivalent  sei,  deren  Richtung  die  Carva  rechtwinklig  schneidet.  Sind 
X,  y,  t  üß  Coordinaten  von  0,  welche  also  den  Qleichungen  der  gegebenen 
Gurre  genttgen  mOasen,  so  sind  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  unter 
Beibehaltung  der  bisherigen  Bezeichnungen,  wenn  x, jr', /  Differentiationen 
nach  dem  Bogen  s  der  Gurre  bedeuten: 

J  +  JV.  —  0,     B-{-N^  =  Q,     C  +  2f,=^0, 

Ax  +  Bij  +  C/  =  0, 
aus    welchen    nach    Elimination    des    Widerstandes    als    eigentliche    Gleich- 
gewichtabe ding un gen  tthrig  bleiben: 

Ax'  +  Bt/'  -\-  C/  — 0. 
FUr  0  als  Ursprung  werden  dieselben,  wenn  man  die  Tangente  der  Gurve 
in  0  zur  «-Ase  wählt,  d.  h,  a;'  =  1,  y'  =  «'  ==  o  sezt: 
L  =  0,     Jtf=0,     iV"==0,     .4  =  0. 
Die  vorliegende  Frage  ist  einer  Entwickelung  f%hig,  wie  die  analoge  ein- 
fachere in  Gap.  11,  §.  3. 

ü.  Ist  der  Punkt  0  auf  einer  Flftcbe  beweglich,  oder  ist  eine  Flftche 
von  Z  durch  einen  festen  Punkt  zu  gehen  genöthigt,  so  muss  das  Kräfte- 
eystem  einer  zur  FlSche  normalen  Einzelresultanten  Squiralent  sein.  Ist 
U=0  die  Gleichung  der  festen  Fl&cfae  und  sind  x,y,B  die  Goordinaten 
von  0  in  ihr,  so  aind  die  Gleichgewichtabedingungen 

^  -f-  2V^  =  0,     B  -f  Jfj  —  0,     C  4-  JT,  =  0 

^+U.;J-''.  ^+i;.;j=''.  "+|;j,i-» 

N,  ^  J^,        N. 
U'^  ~  U'^"^  U'/ 
Für  0  als  Ursprung  und  die  Normale  in   0  als  0-Axe  werden  sie  nach 
Elimination  des  Widerstandes 

^  =  0,     B  =  0,     L  =  0,     M'='0,     N  =  0. 
4.    Sind   zwei    Punkte   O,  0'   des    Systems  Z  und    mithin   auch   die 
Gerade  Off  fest,  so   halten  die  Widerstfinde  derselben  dem  an  Z  angrei- 
fenden Kraftesystem   Gleichgewicht.     Ihre  Richtungen  sind  ein  Paar  con- 
jugirter   Geraden   in   dem  durch   das  KrKftesystem   bestimmten  Complese, 
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welche  die  Axe  OG  achneiden.  Sind  JV:r,  ^y,  ^.\  J^,  JVj,  'S',  die  Coin- 
ponesten  der  Widerstände  A^  B,  C,  L,  3f,  N  die  ReductioaBelemente  dea 
ErBfteBjsteniB  für  0  alB  Ursprimg  und  0(y  =  h  als  2-Axe  eines  recht- 
wiakligen  CoordiDatensjstems,  bo  bestehen  die  Qleichgewiofatebedin^ 


C  +  N.  +  K^O,      J.+  I       ^     +,     ,     .=0. 


oder  J  +  JV;,  +  W;  =  0,     i.  —  äN^  =  0, 

B  +  ^i,  +  J^;  =  o,    Jlf  4-Ä2v;  =  o, 

Die  letzte  dieser  sechs  Qleichnngen  ist  die  einzige  von  dem  gegebenen 
KrfiftesjBtem  für  sich  xa  erfflllende  Bedingung,  die  fünf  anderen  liefern  die 
Component«n  der  Widerstände,  welche  die  festen  Punkte  leistrai  mOssen 
nnd  mithin  auch  der  Presaangen,  welche  das  RiUftesyBtem  anf  sie  aasObi. 
Aus  der  4.  und  5.  Gleichung  erhfilt  man  N^,  N"^  und  hiemit  ans  der  1. 
nnd  2.  N^,  Ng,  wKhrend  die  3.  N,  +  K  gibt,  wie  natürlich  ist,  da  die 
Kr&fte  N,  uod  N',  ISngs  derselben  Geraden  wirken.  Van  kann  daher  eine 
Ton  ihnen  wiUkUhrlicb  annehmen.  Die  von  den  WidersUnden  nnabhBogige 
Gleichung  drückt  ans,  dasB  znm  Gleichgewicht  des  um  eine  feste 
Axe  beweglichen  Systems  bloB  erforderlich  ist,  dass  das  Moment 
des  KräftesystemB  in  Bezug  auf  diese  Axe  Nall  sei. 

5.  Ist  Ton  den  beiden  Funkten  0,  ff  m  Nr.  4  blos  O  fest,  dag^en 
ff  anf  einer  festen  Cnrve  beweglich  nnd  sind  a,  ß,  y  die  Neigungswinkel 
der  Tangente  dieser  Curre  in  ff  gegen  die  Coordlnatenazen,  so  muss  der 
Widerstand  Ton  0'  Bormal  zur  Curve  sein,  tritt  zn  den  Gleicbgewichts- 
bedingungen  der  vorigen  Nr.  noch  die  weitere 

J/':i  006  «  +  J^  COB  jS  +  W^  COB  y  =  0 
hinzu  und  hört  jetzt  die  Unbestimmtheit  von  N^  nnd  N',  anf.  Nur  in  dem 
Falle,  dass  die  Curve  die  Axe  Off  rechtwinklig  schneidet,  d.  b.  cos  y  =  O 
ist,  besteht  diese  Unbestimmtheit  dennoch  fort,  indem  die  hinzutretende  Be- 
dingung N',  dann  nicht  enthält,  um  die  Betrachtung  zu  verein&chen, 
wollen  wir,  was  wegen  der  wiUkflbrlicben  Lage  der  x-Aze  immer  möglich 
ist,  annehmen,  dass  die  Tangente  der  Curve  parallel  der  x-Axe,  d.  h. 
cos  a  •—  1  und  cos  (S  =«  0  sei.  Dann  folgt  noch  ffi  — "  0  nnd  wird  mithin 
M  —  0  sein  müssen.  Das  Gleichgewicht  der  KrBfte  verlangt  also  in  diesem 
Falle  Jlf  K3  0  und  ^  =  0,  d.  b.  das  Terechwinden  des  Momentes  der  ErSfte 
für  die  Axe  Off  nnd  die  zu  der  Ebene  senkrechte  Axe,  welche  Off  mit 
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der  Tangente  der  Cnrve  in  (/  bestimmt.  Die  Bedingung  J^  — :  0  scbliesst 
die  Drehong  des  Systems  um  OCf,  die  Bedingung  3f  ^0  eine  anendlich 
kleine  VerrOckang  des  Punktes  0  anf  der  Curve  aus. 

6.  Sind  beide  Punkte  0,  O  anf  gegebenen  Curren  beweglich  und 
sind  a,  jS,  y\  a,  ^,  y  die  Kchtnngswinkel  der  Tangenten  dieser  Gurren 
in  0,  &  gegen  die  Coordinatenaxen,  ao  treten  zu  den  6  Bedingungen  von 
Nr.  4  die  beiden  neuen 

Ni,  eoz  a  -\-  Nf  ma  ß  -i-  N,  006  y  =  0, 

J^  coe  «' +  JV;  COB  iT  +  ^  COB  y  -=  0 
hinzu,  wodurch  die  Unbestimmtheit  von  N,  und  If,  gehoben  wird,  zugleich 
aber  ausser  N^^'O  noch  eine  neue  von  den  Widerstfinden  unabbfinglge  Be- 
dingang  eingeführt  wird,  die  man  durch  Elimination  der  Widerstand scompo- 
nenten  findet  Ist  z.  B.,  um  den  einfachsten  Fall  zu  erwBhnen,  die  e-Aie 
die  (doppelt  gedachte)  Linie,  in  welcher  0,  &  beweglich  sind,  so  ist  cos« 
=  coB  ;J  =  0,  ooao'  =  008(3' =-0,  also  JT,  =.  0,  N',-^0,  also  C  =  0  die 
hinzutretende  Bedingung,  d.  h.  ein  um  eine  Axe  drehbares  und  zu- 
gleich parallel  derselben  verschiebbares  System  erfordert  zum 
Gleichgewicht  von  ErSftes,  welche  an  ihm  angreifen,  dass  das 
Uoment  derselben  in  Bezug  auf  diese  Axe  und  ihre  Projections- 
aumme  auf  sie  zugleich  verschwinde.  Beide  Bedingungen  zusammen 
hindern  jede  Scbraubenbewegung  um  die  Axe. 

7.  Berührt  das  System  £  mit  zwei  Punkten  0,  ff  eine  feste  Ebene 
und  wShlt  man  0  zum  Ursprung,  Off  zur  :r-Axe  und  die  feste  Ebene  zur 
xy-Ehea«,  ao  sind  N^,  N^,  Nli,  N^  Null  und  bleiben  als  Bedingungen  dea 
Gleichgewichts  J  =  0,  S  =  0,  C  +  N.-\-N'.  =  0,  L  =  0,  M  —  Nyh-^0, 
^  =>  0,  d.  b.  ale  eigentliche  von  den  Widerstanden  unabhängige  Bedingungen 
A~-0,  £  -=  0,  i  =  0,  JV  —  0. 

8.  Besitzt  das  System  £  drei  feste  Punkte  0,  ff,  ff",  so  iat  daeaelbe 
unbeweglich  und  gibt  es  keine  von  den  Widerständen  unabhängige  Be- 
dingung des  Oleicbgewicbta,  vielmehr  ist  jedes  Kraftesystem  an  £  im  Gleich- 
gewicht. Wählt  man  0  zum  Ursprung,  Off  zur  x-Axe  und  die  Ebene  Off  ff' 
zur  xj/-Ebene,  so  erhSlt  man,  wenn  a,  o,  o;  a",  b",  o  die  Coordinaten  von 
ff  und  ff'  sind,  die  Gleichungen  für  die  Componenten  der  Widerst&nde 

A-\-  Nr  +  K  +  N^'  =-0,    B  +  Ng  +  Ni  +  lf^'  —  0, 
C  +  N.  +  y. -^  N'.'  —  0 

I  o   0   I        I  ö    0  I       I  a"  6"  I 
I  sich  nicht  alle  Widerstände  bestimmen  lassen. 
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Sind  die  drei  Punkte  anf  der  festen  Eben«  beweglich,  bo  sind  Nt, 
Ng,  JV;,  JV;,  JV;',  N'y'  NuU  und  bleiben  blos  N„  N",,  K  an  bestimmaa, 
wozn  die  Bedingungen 

A~-0,  B^O,    C  +  N,  +  N'.  +  K  =  0,    £  +  b"N"  =  0, 
M  —  a'K  —  a"N','  =  0,    iV  =  ü 
aaareichen. 

Berührt  aber  das  System  mit  n  Punkten  eine  feste  Ebene,  so  kSnnen 
für  N  >  3  die  Widerstände  nicht  mehr  aus  den  in  diesem  Falle  geltenden 
Gleichungen 

A=o,  B  =  0,  C  +  N, -\' N', -\ h  J^i"'  ="  0, 

X  +  b"lC  +  b"'N'."  H ftOjVW  =  0, 

M  —  a'Jff^  —  a"JV^' a<'l:V}">  =  0,  N=0 

bestimmt  werden,  da  dieselben  nur  in  dreien  von  ihnen  vorkommen.  Selbst 
bei  drei  Punkten  tritt  schon  eine  Unbestimmtheit  ein,  wenn  sie  in  gerader 
Linie  liegen.  Vgl.  hierüber  Abel  und  Crelle  in  Crelle's  Journal  B.  I, 
8.  IIT, 

9.  Andere  hieher  gehörige  FSlle  sind:  drei  Punkte  des  Systems  X 
sind  auf  drei  festen  Flächen  beweglich,  oder  zwei  sind  auf  fest«n  Cnrren, 
der  dritte  auf  einer  festen  Fl&che  beweglich  oder  ein  Punkt  ist  fest,  die 
beiden  anderen  sind  auf  zwei  Flächen  beweglich  u.  s.  w. 

§,  7.  Kann  das  System  blos  parallel  einer  Aze,  z.  B.  parallel  der 
x-Axe  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  eine  Translationsbewegoug 
annehmen,  so  ist  die  von  den  Widerständen  unabhängige  Bedingung  des 
Gleichgewichts  des  au  ihm  angreifenden  Kräftesystems  ^  ^  0.  Ebenso 
sind  B  =  0,  0  =  0  die  Bedingungen,  entapreohend  den  möglichen  Trans- 
lationen parallel  den  Äxen  der  y  und  e.  Bestehen  alle  drei  GleichuDgen 
A^O,  B  -=0,  C  =  0  zugleich,  so  ist  jede  Translation  des  Systems  aus- 
geschlossen, da  eine  solche  sich  aus  drei  Translationen  parallel  den  Aien 
zusammensetzen  läset  Bestehen  nur  zwei  derselben,  so  sind  blos  Trans- 
lationen parallel  der  Ebene  beider  unmöglich. 

Kann  das  System  blos  eine  Kotation  um  die  ;e^-Axe  annehmen,  so  ist 
die  von  den  Widerständen  unabhängige  Bedingung  des  Gleichgewichts  N^=0. 
Ebenso  stellen  L  ^  0,  M  ^  0  die  entsprechenden  Bedingungen  bezüglich 
der  anderen  Axen  dar.  Das  gleichzeitige  Bestehen  der  Gleichungen  L  =  0, 
M  •=  0,  N  -^  0  zeigt  an,  daas  das  System  um  keine  durch  den  Ursprung 
gehende  Axe  rotiren  kann.  Da  jede  Rotation  um  eine  Axe  äquivalent  ist 
einer  Rotation  um  eine  parallele  Axe  um  dieselbe  Amplitnde  in  Verbin- 
dung mit  einer  gewissen  Translation  und  Rotationen  und  Translationen  sich 
gegenseitig  nicht  tilgen  kSnnen,  so  folgt,  dass  das  System  alsdann  auch 
um  keine  Axe  des  Raumes  roüren  kann. 
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Ans  dem  Gesagten  orhellt,  welche  Bedeutung  jede  der  Qleichgewichta- 
bedingungen  Ä=^0,  B  =  0,  C  —  0,  X  =  0,  J(  =  0,  JV^  —  0  des  freien 
Systems  eiuzela  und  in  Verbindung  mit  anderen  von  ihnen  hat  in  Bezug 
auf  das  System,    wenn  es  hinsichtlich    seiner  Beweglichkeit  beschränkt  ist 

§.  8.  Dieselben  Betrachtungen,  «reiche  in  den  letzten  §§.  fUr  zwei 
sich  gegenseitig  hinsichtlich  ihrer  Beweglichkeit  beschrftnlcende  Systeme 
durchgeführt  wurden,  lassen  sich  auch  für  mehrere  solche  durchfahren.  Es 
ist  allein  erforderlich,  dass  zwischen  den  auf  einander  influirenden  Systemen 
<Iie  gegenseitigen  Widerstände  eingefQlirt  werden,  nach  deren  Einführung 
man  das  Gleichgewicht  der  KrKfte  an  jedem  einzelnen  System  für  sich, 
wie  das  an  einem  freien  System  untersnchen  kann. 


S.  1.   E 

inige  Au 

fgab 

en  ü 

atfititen  a 

ehweren 

eyli 

ndria 

gewicht). 

1.    Ein 

homoge 

ner 

ohwe 

21  und   de 

m   Kadiu 

s  de 

yn 

P 

unkt 

V.  CapiteL 

Btatisohe  Probleme  über  KrtUtesj'vteme  an  nnTeränderliohen  und 

ver&nderliotien  PtuüctaTBtenien. 

die  Gleichgewichtslage  eines  unter- 
1  Stabes  [ebenes  Erftflesystem  im  Qleich- 

Kreiscylinder  (Fig.  6)  von  der  Länge 
linitts  gleich  r  stützt  sieh  mit  iwei 
1,  B  seiner  Baaiskreise  gegen  eine 
boTisootale  und  eine  vertikale  Wand,  so  zwar, 
dass  die  Vcrbindangslinie  .i£  der  BerQhrungs- 
punkte  in  eine  Vertikalebene  senkrecht  snr 
Durohschnittslinie  derWande  fällt  und  mit  dem 
Horizonte  den  Winkel  »  bildet;  man  sucht  eine 
am  uDteren  Stfltzpnnkte  A  angreifende  hori- 
zontale Kraft  X,  welche  das  Ausgleiten  des  Cy- 
linders  hindert,  sowie  die  Pressungen,  welche 
die  W&nde  in  den  Punkten  .i  und  £  erleiden 
oder  die  Widerstände,  welche  sie  in  diesen 
Punkten  sn  leisten  haben. 
Das  System  ist  zwei  Bedingungen  unterworfen,  nämlich  mit  zwei  Paukten 
Kwei  feste  Ebenen  zn  berfihren;  die  Nonnal widerstände  dieser  Ebenen  ia  A,  B 
seien  S,  N";  da  der  Cylinder  homogen  ist,  so  liegt  der  Mittelpunkt  sämmtlicher 
paralleler  Schwerkräfte  im  Mittelpunkte  S  des  Cylinders,  in  welchem  wir  ihre 
Besnltante,  das  Gewicht  G,  statt  ihrer  angreifend  denken.  Es  iddss  zwischen  den 
vier  Kiäiten  Q,  A',  ZT,  X  Gleichgewicht  bestehen;  leduciren  wir  also  die  KiäAe 
fflr  irgend  einen  Punkt  des  Ranmes,  z.  B.  für  A,  so  muss  die  Besuttante  und  das 
resnltirende  Paar  versehwinden.  Diese  Hednotion  gibt  in  horizontaler  Kichtnng 
X.  —  N'  und  in  vertikJer  G  —  N  und  da  die  Beanlt&nte  dieser  nur  verschwinden 
kann,  wenn  sie  einzeb  verschwinden,  so  folgt  N=  G,  If  mt  X,  i.  h.  der  Druck 
aof  die  horizontale  Wand  ist  gleich  dem  Gewichte  des  Cjlinders,  der  Druck  auf 
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die  vertökale  gleich  der  geanchten  Kraft,  welche  das  Qleichgewicht  hecbeitOhrt. 
Ferner  ergeben  eich  awei  Krilftepaare  (If,  —  JT)  und  (O,  —  G)  von  panllelen 
Aien,  aber  eatgegengesetitem  Sinae  mit  den  Momenten  X  ■  SI  sin  b  nnd 
—  6  -  (I  eoH  m  —  r  un  0)),  deren  reenltirendes  Paar  verschwinden  ronaa.  Umi  hkt 
daier  ajx  ain  o  —  G  {/  cos  m  —  r  ein  m), 

woram  folgt:  X  =  K  —  ^0  cotg  n  —  ^  -^  G.  —  Die  gesuchte  Kraft  X  wird 
Null,  wenn  die  Dimensionen  Am  CjlindecB  oder  der  Winkel  m  wo  beschaffen  sind, 
dass  -z-  ~  col^  m;  in  diesem  Falle  geht  n&mlich  G  doroh  den  Pnnkt  A  nnd  liegt 

der  Cjlinder  ohne  Druck  an  der  rertikaleu  Wand. 

Um  die  Aufgabe  rein  analjtiBoh  sn  lOeen,  w&hlen  wir  die  Ebene  der  KiUte 
■nr  xy- Ebene,  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Durchschnittslinie  der  W&nde  snin 
Ursprung;  da  alle  i-Coordinaten  der  Ängrifipunkte  der  Kräfte  und  alle  2-Com- 
ponenten  Null  sind,  so  sind  blos  die  Qleicliiuigen  A  •—  £X  »  0,  £  — <  ZY  —  0, 
N  ~  Z{xY  —  yX)  ^0  lu  bilden,  für  die  wir  folgende  kleine  Tafel  entwerfen: 


Kuft.       X  J 

y 

• 

' 

xY~yX 

0            0 
X        -X 

S              0 

-0 
0 

s 

0 

I  cos  Ol +  r  Bin  4» 

2t  cot« 

21  cos» 

0 

Jäno  +  roos» 
0 

— G(Icos»  +  rKn») 

0 

SIcosM.if 

—  2lsina.2r 

Demnach  sind  die  Qleichgewiohtabediugiugen:  —  X-^  K  —  Q,  —G-\-N-mQ, 
—  G  {(  coB  «0  +  r  sin  (o)  +  UN  aoa  »  —  2iÄ"  sin  a  »  O.worans  sich  dieselben 
Folgerungen  ergeben,  wie  vorher. 

2.  Der  Cjlinder  soll  anter  denselben  Bedingungen  wie  in  der 
vorigen  Aufgabe  nicht  durch  eine  neo  einiufahrende  Kraft  X,  son- 
dern durch  die  Reibnng  an  den  Punkten  A  und  B  im  Gleichgewicht 
erhalten  werden  (Fig.  T):  man  sucht  die  änsserste  Lage  desselben,  d.  h. 
den  kleinsten  Winkel  a,  bei  welchem  das 
Gleichgewicht  noch  mOglich  ist.  Zo  den  Ki&ften 
G,  N,  2f'  treten  jetct  noch  die  Reibnngikrftfte  bei  A 
und  S  hinzu;  dieselben  wirken  den  Beschleunigaugen 
des  AuBgleiteus  der  Berflhrungspunkte  A  und  B  ent- 
gegen und  sind  proportional  den  daselbst  stattfinden- 
den Pressungen  N,  N'.  BeBeichuen  fi,  ft'  die  Bmhnngs- 
ooefBcienten  zwischen  dem  Material  des  Cylinders  und 
der  horizontalen  und  vertikalen  Wand,  so  und  die 
IntenHitAt«n  der  beiden  Beibungskr&fte  ja^T  und  f-'Jf'i 
die  Reduction  der  Erilfte  fOr  den  Pnnkt  A  ergibi  da- 
her Uhnlich  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  die  Gleichgewichtabedingnugen: 
^N—N'  —  O,    JV-f/JT  —  G  —  0, 

SJTI  (sin  «  +  (t'  COB  m)  —  G{1  coi  m  —  r  sin  m)  ^  0. 

i  +  fifi  i  +  f»f» 

1  —  ff 


Aas  den  beiden  ersten  folgen  die  Drucke  N  = 
der  letzten  erhUt  man   tg  m  =  - 


2^  +  (1  +  pp') 
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;abe  soll  dahin  Terallgemeinert  werden,  daaa 

zwei  Ebenen   mit   Reibung   aufliegt,   welche 

talcT  Kante  bilden  nnd  gegen  die  Horisontal- 

d  link*  unter  den  Winkeln  a  and  ß  geneigt  lind- 


zt  die  Kante  de 
sacht  di 
lagen,  i 
die  Aze 


['Rinne  reohtwinklig.   Man 

3  beiden  ftnaseraten  Ureas- 

.  h.  die  Winkel  »,    welche 

des  Cjlinders  mit  der  Ho- 

riiontalebene  im  Falle  des  Unsser- 

sten    Gleichgewichtes    bildet    ond 

die   Normalwiderst&nde   N,  N'    der 

Sbenen  n  in  Ä  and  B.   (Fig.  8.) 

Da  die  Richtungen  Ton  AT  and  iV' 
den  Winkel  f  -\-  ß  and  N'  ond  jiN  den 
Winkel  ^«  —  (>  +  ß)  bilden,  so  liefert 
die  Bedootion  fQr  den  Punkt  B,  wenn 
man  die  Richtungen  TOn  N'  und  ii'N'  in 
Prajeotions&ien  wfililt,  fOi  die  eine  Lage 
ytM-  &  des  EUiMersten  Gleichgewichts  i 

IT  +  JVcos  (k  +  p)  —  ftJV  (sin  «  +  |})  —  0  cos  |), 
,.'jr  +  iV  sin  (a  +  p)  +  (i  Jf  cos  («  +  fi  —  ff  sin  () , 
—  ilN  cos  («  +  »)  +  ilH^  sin  («  +  ft  -  ff  (J  CO»  #  +  r  sin  *), 
oder  indem  man  snsammenEieht 

Ar'  + Jf  [cos(«  +  ft  —  psin(«  +  p)j=OcOBp, 
^■N'  +  2V  [sin  (a  +  ft  +  ^  COS  {«  +  «]_  ff  sin  ß, 

tl2f  [cos  («  +  *)  —  p  sin  (a  +  ff)]  —  ff  (J  cos  *  +  r  «in  *). 
Diese  Oleiclrangen  wird  man  dnich  EinfOhrung  der  Reibongswinkel  y,  (',  wo- 
tm  tg  p  »  fi  und  tg  ('  B-  ft'  ist,  Terein&cben,  so  dass  man  erhIÜt 
AT'  cos  «  -f  .^'  coe  («  +  ^  -f-  «}  —  ff  cos  |)  oos  «, 
N-cos  j  tg  ('+  if  sin  («  +  p  +  «)  =  ff  «in  p  008  e, 
SIN  [oos  (k  -f-  ()  008  ff  —  sin  («  4-  «)  *>o  ff]  —  6  cos  0  (J  cos  #  -|-  r  Bin  4'). 
Ans  den  beiden  ersten  folgt 

o  (P  —  g')  oos  y  ,  sin  [a  +  p)  cos  p' 


N~ 


-t) 


ff,    Ä"—  - 


C«  +  ß  +  «  -  p') 


x  +  ß  +  9 
nnd  hierzu  liefert  die  dritte 

5J« -f  +  « -t,') 

»■i)in(B+(i+p-p')+aIwji(«+p)gin(^ 


lg»__. 


"»■) 


Ffir  die  andere  änssersta  Lage  des  Gleichgewichts  wechseln  die  Beibungen  den 
Sinn.    Es  genOgt   daher  — fi  und  — ft'    fSr  fi,  fi'  in  setzen ,   wodurch  9  und  p' 
^eichblls  in  ~  q  ond  —  g  abergehen. 
Sind  die  B«ilrangen  Null,  so  wird 

8in{«  +  (i)"'  sinCa  +  ^)'''    '«*^  »■8in(«  +  p)  +  SIsin«Bin(» 

l.    Der   oylindrische    Stab,    der  jetit  auf  eine  homogene  schwere 
hioit  AB  von  der  L&nge  1  und  dem  Gewichte  O  reduoirt  werden  mOge, 
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Aufgaben  üb.  d,  Gleichgewicht  ebener  SHlftcayatenie.    III,  Th,,  Cap.V.S.  I, 
teren 


cfa  mit  dein 
Ebene  nnd  sei  mit  seinem 
mit  Reibung  vom  Coefficii 
Ende   A   kann    mit  BeibnnB 


Ende  A    fjf'ig.  9)   auf  eine   horixontale 
ecen  Ende  S  an   eise  rertioale    Ebene 
ten  f(    schräg    angelehnt.     Dae    untere 
ng    vom    Coefficieuten    ft     Ungs    einer    aar 
Scbnittlinie  OZ  beider  Ebenen  senkrech- 
ten Geraden    OY  gleiten.    Welches   lind 
die-  Ansaeraten   Gleichgewichtslagen  dei 
Stabea  nnd  welchee  aiad  die  WiderstAnde, 
welche  bei  A  nnd  B  Ton  den  Ebenen  nnd 
der  Oleitnngalinie  m  leisten  sind? 

Es  seien  ÜX,  OFund  dieTerticale  OZ  die 
,    recfatwinkligen   Coordinatenaxen    nnd    bilde    der 
Stab  AB  mit  AO  den  Winkel  «  und  seine  Pro- 
jection  OB  auf  die  vecticale  Wand  mit  OX  den 
Winkel  9.    Es  sei  femer  N  der  normale  Wider- 
stand der  Terticalen  Wand  bei  B   und  folglich 
fiJV  die  Beibnng  bei  B,  senkrecht  in  OB,  nftm- 
Uch  tangential  an  einen  mit  OB  nm  0  in  dieser 
Wand  beacbiiebenen  ICreia.    Der  normale  Wider- 
stand der   horiiontalen  Ebene  bei  A  sei  Z,  der  der  Gleitnngalinie    OY  »tn   X 
nnd  folglich  die  Keibung   Y   an  der  Oleitnngslinie   T  —  fi'  V'JC*  +  Z*,  im  Sinne 
AO  gerichtet. 

Als  Bedingungen  des  Gleichgewichts  ergeben  eich 


Vit.  9- 


1.     X  -  ^iV  sin  *  -  0 

*. 

Z-Ni%iiAD9  =  \<} 

2.    r  —  JV            —  0 

5. 

piV 

=  4Geo8* 

S.     Z  +  ^NnM^^G 

6. 

-A-l-ATtgtfcwff-O 

Die 

liefern    tg 

f  =  —  tg  «    und 

hiermit 

gibt    6 

*r-iG 

Hiem  liefern  sodann  1.,  2., 

3.  die  QrOaswi 

x  = 

-*%-.?!;.,.  ^'-^ 

G 

-.■'■-'""l 

+  .2*8'! 

ie  Bedingung  ^''  (X'  H-  if)  -  1 

''  gibt  für 

■  die  Gleichong 

(g* « -1-  j  (ßf«'  - 

■^■.^..■(.■-4,) 

~o. 

Von  den  ^beiden  reellen  Werthen  fdr  Ig 
welche  hieraus  folgen,  ist  nnr  der  positii 
brauchbar.     Ihm  entspricht  ein  Werth 


ff. 


welcher  aus  tg  «-  >>  -  i^  a  folgt  Uebrigena 
kann  9  dieBseits  nnd  jenseits  OZ  conatruirt 
werden.  Fttr  alle  Winkel  o,  grOseer  als  der 
Hinimslwerth  bis  zu  a  —  }  x,  findet  Gleich- 
gewicht statt,  aber  fSr  Terschiedene  Winkel  #. 
6.  Eiu  homogener,  schwerer  Cjlin- 
der  (Fig.  10)  »on  der  LUnge  21,  dem 
ichte  G  liege    im    Innern   einer  festen 
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Hohlkngel  vom  Badins  R  mit  Beibnng  vom  Coefficienten  fi  in  einer 
luiBersten  Gleicbgewichtalage  bei  A  nod  B  &uf.  Welcbee  lind  die 
Widerstände  N,  N'  der  Kugel  in  dieaen  Puakten  und  unter  welchem 
Winkel  #  iit  die  Axa   des  Cylinders   gegen  die  HoriEontalebene  ge- 

..ig« 

Wenn  Sa  der  zu  SJ  in  der  Kngel  gehörige  Centriwinkel  iit  und  die  Bich- 
tungen  der  C;linderaie  und  dei  Halbirnngslinie  des  Winbela  2  a  la  Projections- 
Bien  gewählt  werden,  «o  sind  die  Bedingnngen  des  Oleicbgewichtes,  welche  N,  N",  # 

{N+  N')eMa  —  fi(N  -  N')  «in  «  —  G  cob  », 

f(  (JT  +  iV")  cos  B  +  (itf  —  -2V')  Bin  K  —  G  ein  fr, 

lt(N+  N')lt~  ff  c  Bin», 

wo  c  ^  OS  den  Abstand  deH  HssBenniitteliianktoH  iS*  des  Cjlinders  vom  Kagel- 

mittelpankte  bedeutet.    Aub  den  beiden  ersten  folgt,  wenn  >t  —  tg  ^  gesetzt  wird 


N  +  N'  —  0- 
und  hiemit 


2V  —  Jtf"  —  ö  - 


jv'  _  G  ^'i^:rjLri' 


(«  +  g  ~  fr)  COB  g 


Uiexu  liefert  die  dritte  der  Gleichungen 


,2p 


-  tg«- 


Für  die  entgegengeBetzte  äusBerat«  GleiehgewichtBloge  ist  —  fi  an  die  Stelle  von 
H  zu  setzen.  Dadurch  wird  tg  g  durch  —  tg  g  und  ün  2  g  durch  —  Bin  Sg  ver- 
treten, üierana  folgt,  daa  cotg  fr  für  die  zweite  Lage  einen  Werth  annimmt, 
welcher  mit  dem  der  ersten  Lage  entspreche udea  Werthe  lUBaminen  Null  gibt 
Daher  stehen  die  Aienrichtungeu  des  CjlinderB  fQr  beide  Lagen  auf  einander 
senkrecht.     Jede  Zwischenlage  iat  gleichfalls   eine  Gleich go wich taloge. 

6.  Der  Cjlinder  Hege  mit  Beibung  auf  der  festen  KngelfUche 
ai^f  (Fig.  11)  nnd  sei  am  unteren  Ende 
mit  einem  Gewichte  P  beschwert;  man 
soll  die  änssersten  Gleichgewichtslagen 
finden  und  den  Widerstand  N  der  Kugel 
bestimmen.  tSaa  hat,  wenn  x  der  Abstand 
des  Haasenmittelpunktes  S  von  der  Normalen 
des  Berührungspunktes  M  ist,  die  Bedingnngen ; 
Ä'—  (0+  P)coBfr  —  0, 
f.Jtf^— (G  +  J^sinfr  —  0, 
G  [xcosfr  —  r  Binfrj  —  l'(I  — a!)cosfr  =  0, 
woraus 

0±P_  fi  +  jtgr 

"l/l  +  ^>'   '"     ö  +  J- 
folgt.  Die  Berührungspunkte  der  änaserateu  Gleichgewichtslagen  liegen  auf  einem 
Kreise,  den  eine  Gerade  auf  der  Kugel  beatimmt,  die  unter  dem  Winkel  fr  gegen 
den  verticalen  Kugeldurcbmeseer  geneigt,  um  diese  rotirt 

§.  2.    Geneigte  .FallthOr  (räumliches  Ki^ftesfatem  im  Gleichgewicht  an 
einem  unverilnderlichen  Punktajatem  mit  fester  Axe). 


tg&  = 
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Eine  homogene,  echwece,  parftllelepipedische  Platte  (Fig.  18)  von 
der  Länge  2{,  der  Breite  26  und  der  Dicke  2d  iat  nm  eine  gegen  den 
Horizont  anter  einem  Winkel  n  geneigte,  die  Mitten  der  iwei  Gegen- 
aeiten  von  der  Länge  id  einer  paiallelogrammatiBchen  Seitenfläcbe 
e  drehbai;  sie  iat  ans  dec  Qleichgewichtilagi 


Winkel  <p  heranaged 
rechte, inderMitti 


BoU  durch  eine  inr  Seitenfläche  4M  sank- 
r  LängendimenaiOD  imAbatande  c  tod  derAze  an- 
greifende Kraft  P  im  Oleichgewichte  erhalten 
werden.  Wie  groBi  iat  P,  wenn  das  Gewicht 
der  Platte  G  betr&gt?  Die  Schwerkräfte  der  Platte 
eraetzen  wir  durch  ihre  Besnltante,  das  am  Bchwer- 
ponkte  r^  angreifende  Gesammtgewicht  G  deraelben;  der 
Schwerpunkt  der  Platte  iet  der  geometrische  Hitt«l- 
punkt  dereelben.  Die  Widerstände  der  Axe  denken 
wir  an  den  Enden  dec  Aze  wirkend  und  bezeichnen 
den  am  hoher  gelegenen  Knde  wirkenden  mit  A',  den 
anderen  mit  N'.  Wählen  wir  eine  durch  die  Hitte 
der  Länge  21  senkrecht  zur  Aze  gelegte  Ebene  mr 
X  y  -  Ebene  und  ihre  Schnittlinie  mit  der  Gleichgewichts- 
lage der  Platte  zur  x-Axe,  senkrecht  dazu  die  y-Aze 
und  die  feste  Aie  eut  e-Axe,  so  erhalten  wir  behofs 
der  Beduction  der  Kräfte  für  den  Coordinatenursprang  die  Tabelle: 


Flg.  li. 


x,m.\     X      \    Y    \      z     1    ,    1     ,    1  . 

,z-.r     1  =jr-»z  1      »r-yj 

N             X 

y    '     X 

p».v 

2 

0 

; 

—  hOtiaiftiiin 

-ir 

IT' 

bOeotifiXan 

0 
IX 

—  IX' 

und  mit  Hälfe  deraelben  die  Oleichgewichtabedingungen: 

1.         GcoB«— PBin9.+  X-[-X'  —  0 
.2.  Pcoeg,  +  Y  +  ¥'  =  0 

3.  —  e  Bin  «  ^  Z  +  Z'  —0 

i.  —  6e  wn  9)  sin«-  I  (r—  1")  =  0 
6.         bO  cos  9  sin  ti  -I-  J  (X  —  X')  —  0 

6.  —bGüaip  cos  «  -f-  Pc  —  0. 

Die  sechste  Gleichung  ICat  die  Hauptfi^ge  der  Aufgabe,  indem  üe  P  liefert  Man 
findet  diese  Gleichung  nnmittelbar,  indem  man  O  parallel  und  senkrecht  zur 
festen  Axe  zerlegt;  dg,  G  mit  der  xy-Gbene  den  Winkel  n  bildet,  ao  ist  die  let«- 
tere  Componente,  welche  der  x-Aze  parallel  läuft,  G  cos  n  and  da  der  Arm  des 
G  coa  n  enUprechendeu  Paares  b  sin  qii  ist,  so  erhält  man  für  das  Moment  dieaes 
Paares,  dessen  Aie  parallel  der  r-Aie  ist,  —  6(7  afn  q>  cos  n;  Pc  iat  das  Moment 
dea  mideren  Paares,  welches  diesem  Gleichgewicht  halten  mnas.  P  wird  ein 
Maximum  fflr  ip  —  i«,  es  wird  Nnll  fCtr  (p  --  0  oder  «.  För  n  =>^x  iat  P  stet« 
gleich  Null  bei  jedem  qi  (die  offenst«hende  Thüre  mit  vertikaler  Axe).  Je  grOaser 
n,  desto  kleiner  wird  P,  für  n  =  0  wird  P  ein  Maximum.  Für  n  >—  0  nnd 
ip  =liit  tritt  daa  abaolute  Haiimnm  von  P  ein  (horizontale  Faltthflr). 
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Die  flbrigen  Gleichungen  liefern  X,  X';  Y,  T;  Z  +  Z',  nämlich; 

X  —      iG  \i—  ein' 9  —  ll  eo*  m =- cos q[i  sinn |  , 

^"=       iG{(^iin'T~l)««.«+  Acoeq.«!!«), 
Y  — —  40  !—  cosq>coBn-)'-^Binn|  «in  91, 

1"  =-  ~  ^  G  j  -  cos  9  cos  « ^-  ein  n  j  »in  9 , 

Z  nnd  Z'  kOnnen  nicht  getrennt;  werden,  da  eie  l&ngs  denelben  Geraden  wirken. 
Für  B  =-  i  Ä,  wofflr  P  =  0  iit,  erhält  man  bezüglich  der  Widentande: 

X+X'  =  0,  Y  +  Y-  —  0,  Z  +  Z'  —  G,  X  -  X' ^  cos<p,    Y^  1"  — 0, 


-  X'  = 


r— - 


r—o,, 


-  Z'. 


da  man  9  ^^  0  eetzen  kann.  Bei  einer  vertikalen  Thüre  wird  also  der  obere 
Kloben  herauBgedrackt,  der  nntere  hineingedrOckt  Ueber  die  e- Componenten  der 
Widerstände  iet  hinBichtlich  ihrer  Vertheilnng  auf  die  Kloben,  welche  hier  ale 
abeolnt  fest  gelten,  niohta  sn  ermitteln. 

§.  3.     Sanvenr  nnd  de  l'Hospital's  ZngbrOcke. 

Es  sei  AB  (Fig.  13)  die  Breite  einer  homogenen,  schweren  Platte 

vom  Gewichte  G,  welche  am  eine  horiiontale  Aze  Ä  drehbar  ist;  in 

B    ist  ein    gewicbtlotec  Faden    befestigt 

fr        jr  nndüber  den  Punkt  C,  welcher  in  der  HOfae 

AC  —  h    vertikal    über   A    liegt,    hinweg- 

gespannt;  am  anderen  Ende  Jlf  der  Länge  a 

des    Fadens   wirkt    das    Gewicht  Q    einer 

grossen  Masse,  deren  Schwerpunkt  3f  sicli 

auf  einer    gewissen    Cnrve   CM   bewegen 

kann.  Welches  ist  die  Beschaffenheit  der 

rve,   wenn   das   System    für  jede    Lage 

ng.  13,  von   M  anf    ihr  im   Gleichgewichte    sein 

BOll? 

Die  Anfgabe  ist  von  einiger  Bedentong  für  die  Constmction  der  Zngbrüoken, 
wenn  AB  die  Brückenbahn,  BCM  die  Zngkette  ist,  deren  Gewicht  hier  gegenüber 
deo  grossen  Gewichten  der  Bahn  nnd  der  Masse  Q  nicht  in  Betracht  kommt,  nnd 
die  Eette  aber  eine  Bolle  C  läoft,  deren  Dimensionen  ebenfalls  nnbedeutend  sind. 
Die  Figur  stellt  einen  Yerüaalschnitt  der  Zngbrücke  dar,  dnrch  die  Mitte  der 
Axe  der  Brückenbahn  Bankrecht  zn  dieser  Axe  geführt.  Statt  der  Zagkette  nnd 
der  Lanfcarve  der  Fignr  gibt  es  in  Wirklichkeit  twei  symmetrisch  gegen  den 
Yeitical schnitt  liegende  congmente  solche  Ketten  nnd  Cniven  nnd  ist  Q  die  Re- 
sultante aas  den  Gewichten  zweier  gleich  grosser  Hassen,  deren  Hassenmittelpnnkte 
anf  beiden  Cnrren  laufen.  Die  Aufgabe  wurde  dem  Marqnis  de  l'Hospital  von 
Sanvenr  1696  gestellt,  welcher  erstere  eine  LOsnng  in  den  Actis  entditorum 
lApsientium  von  1696  (Febmar)  8.  56  gab.  Joh.  Bernonlli  schrieb  gleichfalls 
hierüber,  ebenda«.  S.  hi. 

Denkt  man  sich  den  Faden  iwischen  B  nnd  0,  sowie  zwischen  C  und  Jlf 
durchgeschnitten,  ao  sind  an  der  ersteren  Stelle  zwei  gleiche  Kräfte  T  nnd  an 

DigiiizJby  Google 


68  Saavear  u.  de'l'Hospital's  ZugbrQcke.     III.  Jh.,  Cap.  T,  (.  3. 

der  letzteren  ebeofalU  twei  gleiche  ErUte  2^  in  cntgegengeBebEtom  Sinne  längs 
der  Bichtang  des  Fadens  anznbrmgen,  um  den  Znsaininenli&ng  des  Systeme  ao 
diesen  Stellen  datch  Ei^fte  aoazndrflclieB.  Dadurch  Kerfätlt  aber  du  Oesammt- 
Bjstem  in  diei  Partialsysteine,  von  denen  jedes  fSr  sich  im  Gleichgewichte  iet, 
nämlich:  1.  das  System  der  Platte,  welches  nm  die  feste  Aze  A  drehbar  iat  und 
an  welchem  das  Gewicht  6  der  Platte  am  Schwerpunkte  S  derselben  angreifend 
und  die  Eraft  T  (Spfuuung  des  Fadens)  wirkt,  2.  das  System  des  festen  Ponktes 
C  mit  den  Kräften  T,  T'  und  3.  das  System  des  auf  der  gesuchten  CurTe  beweg- 
lichen Punktes  3£  mit  den  Kräften  T'  und  Q. 

Wir  eerlegen  das  Crewicfat  G  in  zwei  Parallelkr&fte  P  und  P',  in  B  und  A 
angreifend  und  P  weiter  in  twei  Componenten,  die  eine  in  der  Bichtnng  des 
Fadens  OB,  die  andere  in  der  Hichtung  BA.  Die  letztere  wird,  an  A  verlegt, 
mit  P'  zusammen  den  Druck  anf  die  Axe  der  Platte  bestimmen,  welcher  von 
dem  Widerstände  dieser  getilgt  wird;  das  Gleichgewicht  des  Systems  der  Platte 
verlangt,  dase  die  erstere  Componente  gleich  T  sei.  Man  hat  daher; 
T  P 

BG~  AC' 

Hinsichtlich  des  zweiten  Systems  ergibt  sich  T'  =  T.  Denn  der  Pnnkt  C 
kann  angesehen  weiden  als  eine  anendlich  kleine  Rolle  mit  dem  festen  Hittel- 
punkte C  und  wenn  der  Radins  derselben  a  ist,  so  findet  man  durch  Bednction 
der  KrStfte  anf  C:  Ta  —  T'a  =  0,  d.  h.  T  =  3". 

Zerlegt  man  im  dritten  System  das  Gewicht  Q  nach  den  lUchtnngen  CM 
und  der  Normalen  der  Cnrve,  so  folgt,  dass  die  erstere  von  diesen  Componenten 
gleich  T,  die  letztere  aber  dem  Normalwiderstande  N  der  Curve  gleich  sein 
mQase.  Ist  daher  K  der  Schnittpunkt  der  Normalen  mit  AC,  io  folgt  aus  dem 
Farallelismos  der  Linien  der  Figur  weiter: 

_J_        Q_       J^        ^ ^^  _  ^^  „^^ 

ÜM~  CA'—  MK  sin  KMQ'"  BiaKMl"  "  sin  A'CM' 

Belieben  wir  nun  die  unbekannte  Curve  auf  Polarcoordinaten,  mit  C  als  Pol 

6'ji  ab  Polaraxe  (Fig.  13a)  und  setzen  den  Radinsvector  CM^pundden  Polarwinkel 

KCM=-9,   so   wird   an  KMQ  =  con  QMM'  ==  GG' :  MM'  '^  d  .CG  :  MM' 

=-d{Q  006»)  :  ds  und  sinA'Jtfr'  —  cos  TMM'  =-df:ds, 

sowie  &mKCM'~  sin  #.   Uiemit  gewinnt  man  die  Proportion: 

T       ^q_ jv^_ 

d .  p  cos  #        dl)        ijs  .  sin  # 
Eliminirt  man  ans 

T_      p_     .      T  g^ 

BC~  AC  <i.pco8»~d( 

die    Spannung   T,   so    ergibt  sich   zur  Bestimmung  der  ge- 
suchten Curve ,  wenn  AC  ~h,    ^  A  ~  b  gesetzt  nnd  berCck- 
sichtigt  wird,  dass  BC  -~  0  —  9  ist,  die  Differentialgleichung 

(a  —  0)  dp  =°  b  d .  9  cos  9, 
deren  Integration  zu  der  Gleichung  der  Curve  in  p,  #  fahrt,  nOmlich; 
Const.  -  (o  —  ()»  =  2bfl  cos  *. 
Um  die  Constante  zn  bestimmen,  mnss  die  Cuive  noch  einer  weiteren  Be- 
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dingnug  unterworfen  werden.  Pdgen  wir  die  Bediogong  hiuEO,  daoa  sie  dorch 
den  Panht  C  hindarchgeben  «oll,  so  nmsB  fflr  jeden  Wertb  von  9  die  Oleicbiiog 
einen  Wertb  des  Kadioarectors  (  gleich  Null  liefern,  d.  h.  sie  maas  q  &Ib  Factor 
besitzen.  Dies  führt  zu  Conet.  ~  o*  —  0,  womit  die  Oleichnng  der  Car*e  nach 
AnBBcheidnng  des  Factors  g  die  Form  annimmt 


Um  die  Cnrre  lu  conatmireD,  suchen  wir  xnn&chBt  die  Bedeutung  der  GrOBBs 
'  -^h  anl.  Tr^  man  anf  der  Richtung  des  BadiuEvecturs  CM  (Fig.  13b) 
die  Strecke  CD  =a  a,  n&mlich  gleich  der  Länge  des  Fadens  auf 
and  siebt  DE  parallel  AC  bia  mm  Schnittpunkt  £  mit  der 
Normalen  KM  der  Curve,  eo  wird  MD  •^  a  —  p  — •  BC  Aas 
den  obigen  Proportionen 

T  P  T  Q 

'SV~  AC  cm"  CK 

CK    BC        ....     .         Q  , 
•CM-h'    ""thm  6  -  -j,  ;.  ^  -^-^  . 

_  DE        DE 
Fig.  iSb.  CM  "  MD" 


folgt  aber  - 


Weiter 


■  BC. 


r  —  \i-fi "~  dT-  "■"*  hiermit  wird  6  —  DE. 


mg  des  Badit 


Die  Cncve  hat  daher  die  Eigenachaft,  daas  ihre 
r  Verticalen  des  Punktes  D,  in  welchem  die  Bich- 
rectors  einen  um  den  Pol  C  mit  dem  Badipa  a  be- 
B  trifft,  die  conttante  Lunge  b  abscbneidet 
Die  Li«ige  b  kann  flbrigena  grOaser,  gleich  oder  kleiner  alB  a  aeiu.  Für  den 
Fall,  doBs  AB  =^  AC  ist,  wird  g  ^- a  der  längste  Badiusvector,  welcher  der 
mechanischen  Aufgabe  entopricht  Der  Ereie  nm  C  Tom  Radios  a  schneidet 
daher  die  Cnrre  in  dem  änsseriten  Punkte  B,  welchen  der  Massenmittelpunkt  M 
TOn  Q  anf  der  Cnive  erreicheD  kann  und  bestimmt  den  Bogen  ClI  der  Cnrre, 
dessen  Punkte  die  Orte  von  M  sind.  In  diesem  Pnnkte  H  ist  ein  Punkt  X  mit 
dem  sogebOrigen  Ponkte  D  vereinigt  und 
mitbin  die  Normale  HE  vertieal  nnd  die 
Tangente  daselbst  horiEOntal.  Es  ist  daher 
II  ein  tiefster  Punkt  der  Cnrre.  In  dem 
Falle,  daas  JB<^Cund  AC—AB^d 
iat,  bestimmt  ein  Kreis  nm  C  mit  dein 
Badins  a  —  d  den  äusseraten  Punkt,  wel- 
chen M  erreicht. 

Verlängert  man  AC  über  C  hinaus 
(Fig.  13  c}  mn  GB  —  b  und  beschreibt  nm 
R  mit  a  ata  Radius  einen  Kreis,  «o  kann 
man  für  jede  Bichtung  des  Badiusvectors 
CM,  der  onter  dem  voriabelen  Winkel  fr 
g^en  CA  geneigt  ist,  den  ihr  angehören- 
den Currenpunkt  M  finden.  Zieht  man 
'^        Flg.  iSo.  n&mlich  durch  B  die  Gerade  BS  parallel 

CM  und  legt  in  ihrem  Schnittpunkte  T 
mit  dem  Kreise  die  Tangente  TF  an  diesen,  ao  bestimmt  sie  onf  CM  den  Pnnkt 
U  so,  das»  Ci;  — o  — 6  COB*,  also  2  .  Ct/^  —  So  —  2&  cos  *  =- p  —  CJf  wird. 
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Ninunt  man  TS  ebenfalla  (gleich  a,  so  bestimmt  lUe  Gerade  SV,  welche  mit 
SS  den  Winkel  #  bildet  und  also  Seite  des  gleiduchenkügen  Dreiecks  BS  V 
ist,  den  Punkt  M  unmittelbar. 

Da  CM  paralleles  aad^BSV  gleichBchenklig  ist,  so  wird  MS  =  CIt^b. 
Die  Punkte  3f  liegen  also  von  den  ihnen  lagebArigen  Funkten  £'  am  die  constante 
Strecke  b  ab.  Beschreibt  man  auch  nm  S  mit  a  als  Radius  einen  Kieis,  so  ist 
in  diesem  wegen  ^  SSV  ^9  der  Bogen  TO  gleich  TU.  Dreht  sich  daher 
der  Radinsvector  CM,  so  folgt  ihm  SS  pandlel  nach,  rollt  der  Kreis  S  aof  dem 
festen  Kreise  S  und  beschreibt  der  Pankt  M  als  ein  dem  Systeme  de«  roUendeo 
Kreises  im  Abstände  MS  =  b  von  S  an^hOrender  Funkt  die  Cnrre.  Die  Cnrre 
iat  daher  eine  Gpiojcloide,  entsprechend  dem  Falle,  dass  der  Radinsa 
des  rollenden  Kreises  gleich  dem  des  festen  Kreises  ist,  auf  welchem  er 
rollt  nnd  der  beschreibende  Punkt  den  Abstand  b  vom  Hittelponkte 
des  beweglichen  Kreises  besitzt  Diese  Epicycloiden  sind  die  Paacarschen 
Sobneckenlinien  (S.  B.  I,  S.  238).  Der  Pnnkt  T  ist  das  Uomeatancenbnm  der  Be- 
w^nng  des  Kreises,  daher  ist  TM  die  Nor- 
male der  Corvo  in  M.  Auch  erhBlt  man 
sie,indem  man  die  Badienvectoien  von  einem 
Ponkte  C  eines  Kreises  vom  Badiua  b  mn 
die  Strecke  2a  veiUngeit  (Fig.iad),  Der 
Radiosvector  CJK'  ist  p'^Sa  +  26  cos», 
der  andere  CM,  in  dieselbe  Richtongs- 
linie  fallende  i;  =1  2a  —  S&  cot  #.  Auch 
sind  die  Curven  Fnsspnnktcnrren  des 
Kreises  vom  Radius  2a,  w^n  26  der 
Abstand  des  Poles  C  vom  Hittelpnnkt  de« 

"" Kreises  ist. 

Die  Curvc  unseres  Problems  hat  für  6  ^  a  in  (7  eine  Spitze,  für  b  >  a  eine 
Schleife,  fOi  6  <^  a  kann  sie  nicht  mehr  durch  C  gehen. 

Für  die  Spannung  T  erhalten  wir  aus  den  obigen  Proportionen: 

r_??.I'_?^.P    oderd.  -*»-H.l:  T  -  S  .  BO. 

Sie  ist  proportional  BO  =  a  —  p^  —  a  -^-  2b  cos  *■, 

Die  vorige  Anfgabe  werde  dahin  abgeändert,  dass  vom  Paukte  B 
aus  eine  starre,  um  B  drehbare  Linie  von  der  Länge  ]  Enm  Punkte  M 
ffihre,  in  welcbem  das  Gewicht  Q  wirkt.  Welches  ist  die  Curve  des 
Gleichgewichtes,  auf  welcher  Jlf  1    ufen  musa? 

g.  i.  Ein  homogener  schwerer  Stab  vom  Gewichte  (?  nnd  der  Länge 
21  ist  au  beiden  Endan.^  nnd  ß  mittelst  Eweier  gleicblanger  Fäden  an 
zwei  Pnnkten  a,  b  im  Abstände  2f  aufgehangen.  An  Ä  und  B  wirken 
senkrecht  cum  Stab  und  horizontal  die  beiden  Kräfte  Peines  Paares 
2Pl.  In  welcher  Lage  findet  Gleichgewicht  statt?  (Bifilare  Auf- 
hängung.) 

g.  6.  Gleichgewicht  von  Kräften  an  den  Ecken  eines  veräoder- 
lieben  einfachen  Vierecks  von  constanten  Seiten. 

An  den  Ecken  eines  einfachen  Vierecks*)  ABCD  {Fig.  U)  im  Baume, 


1  Ponkte  in  der  Ebene  faeiesen  ein  voUstäudiges  nBck,  die  -}»  («•  —  !? 
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deiBBn  Seiten  conatante  Längen  haben,  desaen  Winkel  aber  verändeT' 
lieb  Bind,  gieifen  Tier  Er&fte  P,  Q,  S,  S  anj  es  aind  die  Bedingnugen 
dea  Qleiohgewichta  denelben  anfsTistellen. 

Schneidet  man  die  Seiten  AB,  BC,  CD,  DA  darcfa 
~  nad  fährt  IKnga  ihnen  die  paarweiM  entgegengeaeUt  glei- 

chen SpaanonKen  (Pressungen)  T,  —  Tj  T',  —T';  T", 
—  r"i  T'",  —  T"  ein,  so  orfordert  du  Gleichgewicht 
der  Kräfte  T" ,  T,  P  am  Punkte  A;  T,  T',  Q  &a  Bi 
T\  T",  B  an  C;  T",  T'",  ä  an  D,  da«a  P  in  in  die 
Ebene  DAS,  Q  io  ABG,  B  in  BGD,  S  in  CDA  falle 
und  ergeben  eich  an  jedem  der  vier  Pnnkte  awei  Gleich- 
gewichtsbedingimgen ,  welche  anadrAcken,  dasa  jede  der 
dort  angreifenden  Kräfte  der  Heanltanlen  der  beiden  anderen  entgegeDgeietrt  gleich 
iit  and  welche  anter  den  Formen  auagedrüokt  werden  kOnuen: 

^"'       =  _      ^     -  ^  j.       p  ""  P^D       ^  riaQBC 

sinPJB       ain  PJZ)"  Bin  DjIS  "       tia  DAS~  ^  ein  AB  C 


_JL  ,  ^ IL. e  oder    r  -  0  J^B_£_%*  =  K  ^i»  «^-ß 

a  QBC       Bin  QBA       ain  JBC  ^  ain  ABC  Bin  BCD 


_  T'  r^  _  Ä  „  ain^BCB  »in  SDA 

wn  BCD  ~  Bin  BUS  "  «in  BCD  ^      ain  BCD  '^  '    am  CDA 

T"  r"  _  fi  ..  ain  Spc  ein  P^B 

nie  SDA  '^  Bin  ÜDC  "  ain  CDA  ~      ain  ÜDÄ  "°       »in  DAB  " 

Dnich  Maltiplication  des  Gleichnngsayatemi  rechts  ergibt  sich  ffti  die  Kichtangen 
der  Krftfte  P,  Q,  R,  S  Xie  Bedingang: 

ain  P^B      »in^BC      ain^BCJ)      sinÄ'^J 
Bin  PÄD  '  Bin  QBA  '  eiaBCB  '  uaSDC  "     ' 
geeignete  Combiuationeu  der  Gleichungen  dieses  S7at«nM  liefern  die  Terh&ltniBBe 
der  Kräfte;    die  letzte  liefert  S:  P;   die  Mnltiplication  der  beiden  leUten  S :  P> 
der  drei  letiten  Q  :  P  n.  t.  w. 

Ist  die  Gestalt  des  Vierecka  und  Bind  die  Richtungen  dreier  Kräfte  P,  Q,  B 
ia  den  Ebenen  DAB,  ABC,  BCD  gegeben,  so  kann  mit  Hülfe  der  Bedingongs- 
gleiclung  die '  Richtung  der  vieiten  Kraft  S  beBtimmt  und  können  die  Verhält- 
UBse  der  Intenaitäten  der  vier  Kräfte  gefunden  werden.  Dasselbe  leistet  aach 
folgende  Conatruction.    Man  nehme  die  lotenaität  von  P  in  der  Richtung  AP 

Geraden,  welche  dorcli  sie  bestimmt  werden,  seine  Seiten;  ti  Gerade  in  der  Ebene 
heiBsen  ein  TollslAndiges  nSeit,  die  -^  n  (n  —  1)  Pnnkte,  in  welchen  sie  sich 
«chneiden,  seine  Ecken,  n  Punkte  in  einer  bestimmten  Au  fei  unad  erfolge  genom- 
nen  heissen  ein  ein&ches  tiEck  und  die  n  Geraden,  welche  in  dieser  Ordnung 
die  Pnnkte  anfein  and  erfolgend  verbinden,  seine  Seiten;  n  Gerade  in  bestimmter 
Aufeinanderfolge  heissen  ein  einfaches  nSeit  und  die  »  Punkte,  in  welchen  sie 
Bch  in  dieser  Ordnung  aufeinanderfolgend  schneiden,  seine  Kcken.  Das  volt- 
sttudige  Viereck  hat  sechs  Seiten,  das  Tollatändige  Vierseit  sechs  Ecken;  das 
«inßuhe  Viereck  hat  vier  Seiten,  das  ein&che  Vierseit,  vier  Ecken.  Beim  voU- 
stindigen  «Eck  heissen  Nebenscheitel  die  Schnittpunkte  der  Seiten,  welche  nicht 
Ecken  sind,  beim  vollständigen  h  Seit  sind  Diagonalen  die  Vcrbindnngalinien  der 
Ecken,  welche  nicht  Seiten  sind.  Das  vollständige  Viereck  hat  drei  Nebenscbeitel, 
d«s  vollit&ndige  Vierseit  drei  Diagonalen. 
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willkOilicIi  au;  da  —  F  die  Resultante  von  T'"  und  T  sein  mos«,  so  liefert  die 
Zerlegung  dieser  Kraft  mit  Hülfe  eines  ParallelogramiDB  nach  den  Seiten  ÄD, 
AB  die  Spanonngen  7"",  J'.  Da  —  Q  die  Resultante  tod  T'  nnd  7  irt,  so 
liefert  ein  weiteres  Parallelogramm  die  Inteuutftlen  tod  Q  und  3";  hieran  reiht 
sich  ein  drittes,  aus  welchem  S  nud  T"  sich  ergeben.  Ans  T"  and  T"'  tun 
Pnnbte  D  folgt  dann  S  nach  Richtung  und  Intensität. 

Die  ftichtang  der  vierten  Kraft  kann  man  auch  direot  finden.  Nach  Cap.  111, 
g.  6^  S.  36  mässen  nämlich  die  Richtungen  der  viec  im  Gleichgewicht  befindlichen 
Ki&fte  derselben  Schaar  eines  Hyperboloids  angehSren.  Durch  die  Richtangslinieo 
der  drei  Kräfte  P,  Q,  R  iai  dasselbe  bestimmt  und  jede  Gerade  L,  welche  sie 
schneidet,  mus«  auch  S  schneiden.  Da  S  der  Ebene  CDA  angehört,  n  braucht 
man  blos  den  Schnittpunkt  einer  solchen  Geraden  L  mit  dieser  Ebene  in  suchen ; 
die  Gerade,  welche  ihn  mit  D  verbindet,  ist  die  RichtDugBlinie  von  S.  Alle  Ge- 
raden L  schneiden  die  Ebene  CDA  in  Punkten  von  S.  Die  beiden  Diagonalen 
AC,  SD  sind  Linien,  welche  die  vier  Kraftriohtongen  schneiden  ond  gehfiren 
mithin  der  sweiten  Schaar  des  Hyperboloids  an.  Sie  werden  daher  tob  den  vier 
Kraftriohtongen  nach  demselben  Doppelverhältnisse  geschnitten,  n&mlich  so,  dMs, 
wenn  ÄC  in  Q,  S  von  Q,  S  und  BD  in  P,  B  von  P,  S  getroffen  werden,  die 
Gleichnng  besteht: 

J^    J^        BP    BR 
QG  ''  SC  ^  PD'rü' 
Will  man  die  projectivische  Theilnng  der  Erzengungslinien  des  Hyperboloids  nicht 
als  bekannt  m  HOlfe  rufen,  so  ergibt  sich  dieselbe  anch  ans  den  Dreiecken  PAB 
und  PÄD;    QSC  und  QBA;    RCD  und  RCB t    SDC  ond  SDA.     Man    hat 
nämlich: 

RD    SB  

'  CD'  BC      ""  "^"-  •  "       OD  '  AD 

und  wenn  man  diese  Gleichungen  miteinander  mnltiplioirt  und  die  oben  entwickelte 
Bedingung^leichung  fQr  die  Richtungen  der  vier  Kräfte  berücksichtigt,  so  ergibt 
sieb  dasselbe  Resultat. 

Man  kann  die  Verhältnisse  der  Kraftinte nsiUten  leicht  durch  die  Abschnitte 
ausdrücken,  welche  die  Kraftrichtnngen  auf  den  beiden  Diagonalen  beetimmee. 
Zunächst  hat  man  aiw  den  ganE  zu  Anfang  aufgestellten  Gleichungen; 
ÖnDAB    aia  ABC 
-^~  änPAD''  aia  QBC' 
Nnn  ist  aber 

mithin 

BD- AP     ACQB 
PD       'gC       ' 
Auf  ähnliche  Weise  ergeben  sich  die  Cbrigen  Verhältnisse. 

Schneiden  sich  die  beiden  in  zwei  Oegenecken  B,  D  angreifenden  Ki^fte  Q 
uad  S  auf  der  Diagonale  ACy  so  fällt  S  mit  Q  zusammen  und  ISst  sieb  die  Glei- 
chung  ^^,.^^_^:J^anfin^e:e(7-JSiS(7undBP:Pi)-BB:fiDi 
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auB  leUterer  Gleiobnog  folgt,  dag«  ancb  S  uod  2>  insainineDfalleii  und  die  Kräfte 
R  und  D  sich  auf  der  Diagonale  BD  schneiden. 

Sind  vier  KrilfUi  P,  Q,  B,  S  an  einem  nnTeränderliohen  System  im  Gleich- 
gewicht, 80  kann  man  unendlich  fiele  veränderliche  einfache  Vierecke  von  nn- 
ver^deilichen  Seiten  finden,  an  denen  diese  Kräfte,  durch  die  Ecken  gehend, 
ebenfalls  einander  Gleichgewicht  halten.  Denn  da  die  Tier  Ricbtnngslinien  der- 
selben Sobaar  einee  Hyperboloids  angehören,  so  kann  man  auf  unendlich  viele 
Arten  cwei  Gerade  finden,  von  denen  jede  sie  alle  vier  schneidet,  die  erste  in 
Pdokten  A,  Q,  C,  S,  die  iweite  in  Punkten  P,  B,  R,  D.  Nnn  bestimme  man 
willkilrlich  eine  Ordnnng  der  Erftfte  als  erste,  zweite,  dritte  ood  vierte  und  wähle 
EU  Angri&pnnkten  der  ersten  und  dritten  ihre  Schnittpunkte  mit  der  einen  Ge- 
raden, m  Angri^punkten  der  Eweiten  und  vierten  ihre  Schnittpaukte  mit  der 
andern.  Verbindet  man  hierauf  in  derselben  Oidonog,  wie  die  EriLfI«,  ihre  An- 
grifiepunkt«  aufeinanderfolgend  durch  unverSuderliche  Strecken  zu  einem  einfachen 
Viereck,  deisen  Seiten  in  den  Ecken  gelenkartig  beweglich  mit  einander  ver- 
bunden sind,  Bo  besteht  das  Gleichgewicht  an  dieaeui  veränderlichen  Viereck  fort. 
Bei  der  Ordnung  P,  §,  «,  S  ist  sowohl  ABCl)  als  auch  PQRS  ein  solches  Vier- 
eck, bei  der  Ordnung  P,  S,  Q,  S  sind  ARQD  und  PCBS  solche  Vierecke. 

Ist  das  Viereck  eben,  so  fallen  die  vier  KrUteiu  dessen 
Ebene,  weU  dieEbeneu  der  Dreiecke  DAB,  ABC,B  CD, 
CDA,  in  welchen  sie  liegen,  Busammenf allen.  Der 
8atE  von  der  byperboloidischen  Lage  ihrer  vier  Kich- 
tungslinien  und  die  sich  daran  knfipfende  Construction 
der  vierten  Kraft  gestaltet  sich  folgendermassen  um. 
_^--      i\      YSYj  1  Sondern  wir  die  Ecken  Ä,  B  (Fig.  15)   mit  der  sie 

'~^::r~~-t-,X^'T^ U'\  verbindenden  Seite  AB  ab,  indem  wir  die  anstossen- 
den  Seiten  AD  und  BC  durchschneiden  und  die  Span- 
nungen T"  und  T  an  A  und  B  längs  AD  und  BC 
einführen.  An  der  unverilndeilichen  Linie  AB  ballen 
sich  sodann  2"",  P,  Q,  1"  Gleichgewicht.  Daher  und 
die  Resoltonte  von  P,  Q  einerseits  und  die  Resultante 
von  T'",  T'  andererseits  entgegengesetzt  gleich  und  fallen  mitbin  in  die  Ver- 
bindnngslinie  der  Schnittpankte  St  von  P,  g  und  21  der  Seiten  DA,  CB.  Gleiches 
gilt  von  den  Klüften  au  der  abgetrennten  Seite  CD.  Nun  halten  sich  aber  auch 
P,  Q,  R,  S  wie  an  einem  unvei^nderlichen  System  Gleichgewicht;  es  muss  daher 
die  Resultante  von  P,  Q  der  Resultanten'  von  R,  S  entgegengesetit  gleich  sein 
und  der  Schnittpunkt  A'  der  Ricbtungslinien  von  R,  S  in  die  Gerade  US  fielen. 
Sind  also  die  Richtnngslinien  von  P,  Q,  S  gegeben,  wird  aber  die  von  8  ge- 
sucht, so  hat  man  nur  von  D  nach  dem  Schnittpunkte  Ü'von  R  mit  der  Linie  SIS 
eine  Gerade  eu  ziehen.  Dieselben  Betrachtungen  auf  das  andere  Paar  Gegenseiten 
AD,  BC  des  Vierecks  ABCD  angewandt,  ergibt  sich,  daas  der  Schnittpunkt  S' 
TOD  CD,  BA  mit  don  Schnittpunkten  «,  «'  von  P,  S  und  Q,  if  in  gerader 
Linie  liegt.    Wir  erbalten  daher  den  Säte: 

Wenn  vier  Kräfte  P,  Q,  S,  S  an  den  Ecken  eines  einfachen  ebenen 
Teranderlichen  Vierecks  ABCD  von  anveränderlicben  Seiten  im 
Gleichgewicht  sind,  so  bilden  ihre  Richtungen  in  derselben  Ordnung 
genommen,  wie  die  Ecken,  an  welchen  sie  angreifen,  ein  jenem  um- 
schriebenes  einfaches  Vierseit  PQRS  derart,  daas  die  beiden  Diago- 
nalen aa',  a'  des  letzteren,  welche  die  Gegeneeken  A,  A';  9,  #'  ver- 
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binden,   dnrcb  die  Nebenaoheitel  £,  £'  gehen,    in  welcfacn    aicb  die 
Qegenseiten  AD,  SC  und  AB,  BC  des  eraterea  schneiden. 

Man  kann  den  Inhalt  dieses  SatzeB  auch  etwas  anden  Eusea.  Die  aufeia- 
aaderfolgeodeD  Ecken  A,  B,  nämlich  die  1.  und  2.  und  der  Schnittpunkt  ü  der 
in  ihnen  angreifenden  anf ei  Danderfolgenden  Kififtc  P,  Q  bilden  ein  Dreieck  ABSl, 
die  beiden  andern  Ecken  2),C,  oftmlich  die  4.  and  3.,  bilden  mit  dem  Schnitt- 
punkt Sl'  ihrer  Ei4fte  B,  S  ein  zweites  Dreieck  DOa',  deasen  Ecken  B,  C,  St', 
wir  den  Ecken  A,  B,  a  zuordnen  wollen.  Die  Verbindnngelinien  AD,  BC,  StSl' 
der  zugeordneten  Ecken  schneiden  sich  im  Punkte  £.  Ebenso  bilden  die  Ecken 
B,  C  und  der  Schnittpunkt  $'  ihrer  Kräfte  das  eine,  die  Ecken  A,  D  nnd  der 
Schnittpunkt  t  das  andere  von  zwei  zugeordneten  Dreiecken  BC#'  and  AD*, 
Bo  dasB  die  Verbindungslinien  AB,  DC,  99'  in  dem  Funkte  £'  laaammen- 
laufen.   Dreiecke  derart  heisaon  perepektiviach  collineare  Dreiecke.   Hau  kann  daher 

Wenn  vier  Kräfte  an  den  Ecken  eines  einfachen  ebenen  Vierecks 
im  Gleichgewicht  sind,  bo  bilden  die  1.  und  S.  Ecke  mit  dem  Schnitt- 
punkt der  1.  und  2.  Kraft  daa  eine,  die  4.  und  3.  Ecke  mit  dem  Schnitt- 
punkt der  4.  nnd  3.  Kraft  das  andere  toq  zwei  perspektivisch  colli- 
nearen  Dreiecken.  Ebenso  sind  die  Dreiecke  gebildet  aus  der  8.  nnd 
■i.  Ecke  nnd  dem  Schnittpunkt  der  2.  und  3.  Kraft,  und  das  Dreieck 
der  1.  und  4.  Ecke  mit  dem  Schnittpunkt  der  1.  nnd  4.  Kraft  per- 
spektivisch coltinear. 

Auch  kann  man  die  Figur  noch  folgeudennaesen  aiiffosseu.  Die  I.  Seite  AB 
bildet  mit  der  1.  nnd  2.  Kraft  1'  und  Q  ein  Dreiseit,  die  dritte  Seite  DC  bildet 
ebenso  mit  der  4.  und  3.  Kraft  iS  nnd  S  ein  anderes  Dreiseit,  dessen  entsprechende 
Seiten  AB  und  DC,  P  und  S,  Q  \md  It  sich  in  drei  Punkten  S",  #,  «'  treffen, 
welche  in  gerader  Linie  liegen.  Ebenso  bildet  die  2.  Seite  BC  mit  der  2.  und 
.t.  Kraft  Q,  B  ein  Dreiseit,  entsprechend  dem  Dreiseit  der  4.  Seite  und  der  1. 
und  4.  Kraft,  so  dass  die  Schnittpunkte  £,  Ü,  H'  in  gerader  Linie  liegen  (per- 
spektivisch collineare  Dreiseite).    Daher; 

Bei  vier  an  den  Ecken  eines  einfachen  Vierecks  angreifenden,  im 
Gleichgewicht  befindlichen  Kräften  bildet  jedes  Paar  Gegenseiten 
mit  den  an  ihren  Endpnnkten  angreifenden  Kräften  zwei  perspekti- 
visch collineare  Dreiecke. 

Die  beiden  letzteren  Auffassungen  des  Satzes  sind  nicht  von  einander  nnab- 
hllngig;  es  gilt  nämlich  der  Satz: 

In  zwei  perspektivisch  collinearen  Dreiecken  treffen  eich  die 
homologen  Seiteupaare  in  drei  Punkten,  welche  in  gerader  Linie 
liegen  nnd  in  zwei  perspektivisch  collinearen  Dreiseiten  laufen  die 
Verbindungslinien  homologer  Ecken  in  einen  Punkt  zusammen;  oder 
perspektivisch  collineare  Dreiecke  sind  stets  auch  .perspektivisch 
collineare  Dreiseite  nnd  umgekehrt.  (S.  Steiner,  sTstemat.  Entwiekelnng 
etc.,  1,  S.  78). 

Aehnlich,  wie  das  Gleichgewicht  von  4  Kräften  au  den  Ecken  des  veiftnder- 
lichen  Vierecks,  kann  das  Gleichgewicht  von  KiÄften  an  den  Ecken  von  veränder- 
lichen Fanfecken,  Secheecken  etc.  untersucht  werden.  Anf  den  Zusammenhang 
dieser  Untersuchungen  mit  Batzen  der  neuereu  synthetischen  Geometrie  soll  hier 
ganz  besonders  aufmerksam  gemacht  werden. 
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§.  6.  Qleichgewiolit  tod  KrAften,  welche  in  Paukten  der  Seiten 
eines  einfachen  Vierecks  von  nnverilnderlichen  Seiten  angceifea. 

Viei  ErKfte  P,  Q,  S,  S  greifen  an  den  Punkten  F,  G,  H,  J  der  Sei- 
ten eines  einfachen  Vierecks  ABCD  (Fig.  16)  an,  dessen  Seiten  un- 
veränderlich, dessen  Winkel  aber  veränderlich  sind;  man  soll  die 
Bedingungen  des  Gleichgewichts  aufstellen. 

LOst  man  die  Verbindung  der  Seiten  in  .A,  so  sind  statt  dessen  zwei  ent- 
gegengesetzt gleiche  PresBongen  T  längs  einer  gewis- 
sen BicbtiiDg  NK  einEuführen ;  ähnlich  an  B,  C,  D 
solche  Kräfte  T\  T",  T"  langt  KL,  LM,  MN.  An 
der  Seite  AB  müssen  dann  T,  T",  P  im  Oleicbgewicbte 
sein  und  daher  KN  nnd  KL  sich  auf  der  Richtung 
von  P  schneiden.  Ebenso  folgt,  dasi  die  Schnittpankte 
L,  M,  N  in  die  Richtnngen  der  Kräite  Q,  S,  S  fallen 
mOssen. 

Zum  Gleichgewichte  der  Tier  Srftfte  wird 
also  erfordert,  dass  es  mOglieh  sei,  ein  Vier- 
eeitKLMNza  constrairen,  welches  dem  Viereck  ASOD  nmachrieben 
und  dem  Vierseit  der  Kräfte  Eugleich  eingeschrieben  sei,  dessen  Sei- 
ten also  durch  die  Ecken  des  ersteren  gehen  und  dessen  Ecken  in  den 
Seiten  des  letzteren  liegen. 

Zugleich  müssen  die  Richtungslinien  der  vier  Kräfte  P,  <j,  R,  S  derselben 
Schaar  eines  Hyperboloids  angeboren,  auf  welchem  also  auch  die  vier  Angrifis- 
punkte  F,  G,  H,  J  liegen. 

I«t  das  Viereck  eben,  so  hat  die  AnfKndnng  des  Vieraeita  KLJUN  keine 
Schwierigkeiten  und  wurde  diese  Aufgabe,  sowie  die  allgemeinere,  das  Vieleck 
betreffend,  zuerst  von  Servaie,  Oergonne  und  Lhuitier  (in  Qeigonne'a  An- 
nalei de  mathematiquei ,  T.  II),  später  von  Steiner  (Sfetem&tiscbe  Entwitkelnng 
der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten  von  einander,  S.  S4)  mit  Hfilfe  von 
projectivisohen  Funktreihen  gelOat.  Die  LOsung  hängt  von  den  Doppelpunkten 
zweier  vereinigter  projectivischer  Ponktreihen  ab  und  ist  eine  doppelte  oder  ein- 
fache oder  unmöglich,  je  nachdem  diese  Reihen  zwei,  einen  oder  keinen  Doppel- 
punkt besitzen. 

Die  Preasnngen  T  ergeben  sich,  indem  man  P,  (^,  R,  S  aja  den  Ecken  K,  L, 
M,  ff  zerlegt  nach  den  Seiten  des  umschriebenen  Vierecks,  Da  dieselben  sich 
paarweise  tilgen,  so  folgt,  dass  die  Kräfte  1',  Q,  R,  S  an  dem  Vierecke 
KLMN  im  Gleichgewichte  sein  mflssen,  wenn  dessen  Seiten  unver- 
änderlich, die  Winkel  aber  veränderlich  gedacht  werden.  Hierdurch  ist 
die  Aufgabe  auf  die  von  §.  6  zunlckgefOhrt  Diese  Reduction  ist  anch  noch  auf 
eine  andere  Art  mOglich,  nämlich  dadurch,  dass  man  die  Kraft  P  in  zwei  ihr 
parallele  Kiftfte  aoflOst,  welche  in  A  und  B  angreifen,  ebenso  Q  in  zwei  Parallel- 
kiäfte  an  den  Punkten  B  und  C ,  R  m  zwei  desgleichen  an  C  und  O,  S  in  zwei 
solche  an  D  und  Ä  nnd  hierauf  je  iwei  dieser  Kräfte,  welche  an  einer  Ecke  Ä, 
B,  C,  D  angreifen,  sn  einer  Kraft  vereinigt 

Wirken  an  dem  Viereck  ABCD  (Fig.  IT)  nur  die  beiden  Kräfte 
P,  R  in  den  Funkten  F,  H  iweier  Gegenseiten,  d.  h.  sind  Q  xtoA  S  Null, 
so  halten  die  Prestungen  T,  T'"  an  D,  A  sich  allein  Gleichgewicht,  sind  also  ent- 
gegengesefat  gleich  nnd  fallen  in  die  Richtung  der  Seite  DA.  Ebenso  T',  T" 
längs  BC.    Daher  muis  sowohl  P,  wetchea  mit  T,  7"  an  AB,  als  auch  R,  welches 
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mit  T",  T"  an  CD  Oleictigewiclit  hält,  durcb  den  Scbaittpunkt  S  ^oa  AD  und 
^  CB  gehen.    P  ond  B  mOBHen  aber  aucii  am  Viereck,  wie  as 

einer  unveriiDderlicheD  Figai  Gleichgewicht  halten,  alw  eot- 
gegengeaetzt  gleich  sein.  Die  Verbind  angalinie  der  Äugiifft- 
punkte  F,  H  geht  durch  Z.    Das  Viereck  muss  eben  sein. 

Ist  CD  fest  nnd  wirkt  bloi  P,  so  folgt,  dass  nor  dann 
Gleichgewicht  hesteht,  wenn  das  Viereck  eben  ist  nnd  die  lUch- 
tung  von  P  dorch  den  Schnittpunkt  E  der  bew^licbea  Seilen 
BC,  DA  hindnrchgeht.  Die  Punkte  A,  B  sind  in  der  Eben« 
auf  KreiBen  um  D  nnd  C  beweglich  nnd  beschreibt  F  eint 
,  Schleifenlinie  (B.  I,  S.  233);  £  ist  das  Homentanceotrum  fOr  die 
Fis  II  Beweglichkeit  des  Systems,  £F  ist  die  Normale  der  SchleiFm- 

linie.  Die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  kommt  also  mit  der 
Bedingung  Qberein,  dass  der  Punkt  F  aof  der  Schleifenlinie  in  einer  Gleich- 
gewi chtslage  sich  befinden  muss. 

Sind  BC,  DA  parallel  (Fig.  IS),  so  mÜBsen  auch  FH,  die  VerbindnngBliiiic 

der  Angriffspunkte  der  Erätte  P,  Ji  uod  diese  selbst  mit  ihnen  parallel  sein.  Zvd 

andere   Kräfte    P*,  B',   welche   länge    einer   weiteren    PaialLelen 

'V  F'H'  tn  BC  wirken  nnd  P,  R  entgegeugesetst  gleich  sind,  halten 

j4^     ebenfalls    Gleichgewicht.     Daher    sind    auch    die    Paare    {P,  F], 

{R,  R')  im  Gleichgewicht.     Das  Paar  [P,  F')  ist  mit  den  beide» 

Pressungen   in  A  und  B   im  Gleichgewicht   und  bleibt  es  oscb 

einer  beliebigen  Lagenändemng  in  seiner  Ebene;  ebenso  {R,  If'i 

Hieraus  folgt,  dass  an  einem  Trapoze  mit  conatanten  Seiten,  >ii^ 

veränderlichen  Winkeln   zwei  Ki^ftepaare    iiich   unter  deDaelben 

Bedingungen  wie  an  einem  anveränderlichen  System  GleichgewicM 

halten. 

Es  sei  eine  Ecke  D  eines  verUnderlichen  Vierecks  ABCD  (Fig.  19 

von    Constanten    Seiten,     aber    Teränderlichen    Winkeln     fest;    snf 

die  Punkte  F,  O  der  ihr  nicht  anliegenden  Seiten  AB,  BC  wirken  die 

Kräfte  P,  <i\    man   soll  die    Bedingungen   ihres  Gleichgewichts  auf- 

Trennt  man  die  Seiten  des  Vierecks  in  den  Ecken  von  einander  ab,  so  mBuen. 
da  an  DA  keine  weitere  Kraft  wirkt,  die  FreBsuDgen  der  Linie  DA  in  D  nnd  .1 
sich  Gleichgewicht  halten,  also  längs  DA  entgegengesetzt  gleich  sein.    Daher  fUll 
auch    die    PreSBung   in   A   ffii  AB  ii 
DA.     Sie,  die  Pressung  für  AB  in  £ 
und  die  Kraft  P  halten  sich  an  AS 
Oleichgewicht;   daher   schneiden  ocb 
die  beiden  letEteren  in  einem  Punkte 
M  auf  DA.    Die  Preaaung  in  £  fit 
BC  Allt  mithin  iaBM,  die  Pressniig 
in  C  aber  fällt  in  DC,  weü  die  Fre«- 
simgen  in  D   und  C  an  DC  in  BV 
fig.  i%,  fallen.  Es  mflsseo  daher  die  Pressangen 

der  Linie  B  Cin B  und  Cmit  (j  Gleich- 
gewicht halt«n  und  sich  also  alle  drei  Kiilfte  in  dem  Schnittpunkte  N  von  B}i 
mit  i>0 treffen.  Uieraua  folgen  als  Gleichgewichtebediugnngen,  dass  das  Viereck 
eben  sein  muss,  data  Pund  Q  in  seine  Ebene  fallen  and  ihre  Schnitt- 
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paukte  M,  N  mit  den  dem  festen  Punkte  anliegenden  Seiten  und  die 
ihm  gegenüberliegende  Ecke  B  in  gerader  Linie  liegen  mQsaen.  Ist 
die  Oeetalt  des  Tierecks  nad  die  Bichtnng  von  P  gegeben,  so  ergibt  sich  die 
Uichtung  von  Q;  kennt  man  die  IntensiUt  von  P,  to  ergibt  sich  die  von  Q, 
indem  man  P  nach  MA  nnd  MB,  Q  nach  JV£  nnd  CN  zerlegt  denkt;  die  in 
MB  fallenden  Componenten  massen  sich  tilgen.  Sind  T,  —  T  dieae  beiden  Krüft«, 
eo  hat  maas 

AB      AF 
' BM'FM' 


a  AMB  :tiiaAMF  = 


r(-  T)  =  tiD  BNC  :  e 


BC      CG 
*SJ^  '  GJV' 


*  \BM     FM)      \JiN     ONJ 

Schneiden  sich  BC,  DA  in  U;  AB,  i>C  in  X  nnd  treffen  die  Krätle  P  and 
Q  die  Seiten  BC,  AB  ia  V,  W,  so  hat  mui  in  Uinliohet  Weise 


P:Q  = 


(ÜB       Uy\     (XB     XW\ 
'  \UB  '■  Vm)  ''\ßN''  Wn)  ■ 


,«--- 


PQr  das  Parallelogramm  rficken  U  nnd  X  ins  Unendliche  nnd  redncirt  eich  wegen 
UB:UV—1,XB:  XW  =  1  die  letste  Gleichung  auf 
VM      WN 
'  MB  'NB' 

Fallt  Jf  in  Z>,  d.  h.  geht  die  eine  Kraft  P  durch  den  festen  Punkt,  so  QUIt  auch 
^  in  Z>  nnd  geht  auch  die  andere  Kraft  Q  durch  denselben  Punkt.  Ist  das 
Viereck  zugleich  ein  Paiallelogramm,  so  bleibt 

p..Q VD-.WD 

und  da  DV:DC^iirxC:  sin  F,    DW  :  DA  =-  sin  A  :  sin  W,   so  wird 
.P-  BCainiP,  BC)  +  gAB8ia(Q,  AB)  —  0. 

§.  T.  Die  Kette.  Ein  System  von  KOtpem,  von  denen  in  bestimmter  Ord- 
nung jeder  mit  dem  folgenden  verbunden  ist,  ohne  daea  die  relative  Beweglich- 
keit beider  aufgehoben  ist,  heisst  eine  Kette;  die  KOrper,  welche  sie  bilden, 
ihre  Glieder.  Die  Kette  ist  geschtoasen,  wenn  der  letzte  KQrper  mit  dem  ersten 
verbunden  ist  Einsichtlich  der  relativen  Beweglichkeit  der  mit  einander  in  Be- 
rQbmng  stehenden  Glieder  finden  Unterschiede  hinsichtlich  des  Freiheitsgrades 
und  hinsichtlich  der  besonderen  Arten  der  Beweglichkeit  statt.  Es  kann  z,  B. 
sein,  dass  die  relative  Bewegung  zweier  aufeinanderfolgender  Glieder  eine  relative 
Winiinngsbewegung  oder  blOB  eine  Rotationsbewegung  um  eine  bestimmte  Aie 
ist,  wobl  aber  auch,  daaa  diese  Aie  selbst  ihrer  Lage  nach  einen  mehr  oder 
weniger  ausgedehnten  Spielraum  hat.  Die  bisher  betrachteten  Vielecke  sind  Ketten ; 
ein  specieller  Fall,  welcher  im  Nachfolgenden  besondere  Behandlung  erfahren  wird, 
ist  der,  dass  sämmtliche  Glieder  der  Kette  verschwiedend  klein  und  ihre  Anzahl 
unendlich   groes  angenommen  wird;  die   Kette  ist    dann    ein   biegsamer  Faden. 

Eine  Kette  bestehe  ans  n  Gliedern  G^,  G^,  .  .  .  G^,  welche  endliche  Dimen- 
eionen  besitzei;  und  aufeinanderfblgend  bloe  in  je  einem  Punkte  berQhrend  mit- 
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ainuidef  Terbimdeii  lind,  wie  z.  B.  bei  einer  gewöhnlichen  ans  Bingen  gebildeten 
Eett«.  An  <?,  und  G^  inrken  zwei  ErUte  P  and  Q,  ea  Bollen  die  QLeidigewichta- 
bedingongen  fOr  sie  aog^eben  werden.  Sind  B, ,  S,,  -Ba,  ■  . .  B__,  die  Berüh- 
ningBpnnkte  der  Glieder,  T,,  T,,  3",,  .  .  .  r,_,  die  IntenBittten  der  in  den  Be- 
rflhmngipDnkien  aozubiingenden  Spannungen  oder  Preaanngen,  so  balten  P  und 
—  r, ,  r,  nnd  —  7",,  T,  ond  ~  T,, .  .  ,  T,  und  ^  Oleichgewicbt,  sind  iblglieh 
entg^engesetrt  gleich.  Hietaus  folgt,  dass  som  oleichgewicbt  erforderlich 
und  hinreichend  ist,  dass  B&mmtliche  Berührnngspankte  in  gerader 
Linie  liegen  and  dass  P  and  Q  einander  entgegengeaetst  gleich  sind. 
Die  Spumnngen  aind  alle  einander  gleich  nnd  gleich  P  oder  Q.  Das  Oleich- 
gewicht ist  hinsichtlich  seiner  Beständigkeit  mchec  oder  unaichet,  je  nacdiden)  die 
Kräfte  P  nnd  Q  ziehend  oder  drfiokeod  wirken.  Die  Unsicherheit  des  Gleich- 
gewichts ist  nm  so  grOsser,  je  mehr  Glieder  die  Kette  hat,  weil  daa  Ausgleiten 
eines  einzelnen  Gliedes  zur  StArnng  deeselbon  hinreicht.  Bei  einem  biegsamen 
Faden  ist  bei  drückend  wirkenden  Eiftflen  die  Unsicherheit  des  Gleichgewichts 
unendlich  gross,  man  betrachtet  daher  das  Gleichgewicht  bei  einem  solchen  ge- 
wohnlich  nur  im  Falle  von  Zngkiäften  ala  überhaupt  müglich,  obgleich  dies  atreng 
genommen  nicht  Tollkommen  ezact  bt  nnd  sagt:  Der  biegaame,  bloss  durch 
EweiEndkr&fte  gespannte  Faden  bildet  im  Falle  dee  Gleichgewichts 
eine  Gerade,  in  welche  die  Endkräfte  fallen  und  ziehend  wirken. 
Die  Spannung  des  Fadens  ist  in  allen  Punkten  gleich  nnd  gleich 
den  Gndki&ften. 

§.  8.  Das  Seil-  oder  Kettenpol^gon.  Eine  Tollkommen  biegsame,  nicht 
dehnbare  Linie  (Faden,  Seil),  an  welchem  in  bestimmten  Punkten  £*,,  K^,  K^,...K^ 
Kräfte  P„  P,,  Pt,  .  .  .  P^  wirken  (Fig.  20},  heiast  ein  Seil-  oder  Eetten- 
polygon  nnd  die  Punkte  A'  sied  seine  Knoten.    Wenn  dies  System  unter  Ein- 


wirkung der  Kräfte  P  eine  Gleichgewichtefignr  annimmt,  die  im  Uebrigen,  je  nach 
ßeacbaffenbeit  der  Kräfte,  eben  oder  windschief  eein  kann,  so  ist  jede  Seite  ge- 
spannt und  wenn  aie  durchschnitten  wird,  ao  sind  zwei  entgegengesetEt  gleiche 
Kräfte  erforderlich,  um  das  gesUIrte  Gleichgewicht  herzuatellen.  Nach  RinFBhmng 
dieser  Spannungen  besteht  an  jedem  Knoten  K  zwischen  der  Kraft  P  und  den 
beiden  Spaonungen  Gleichgewicht.  Diese  Spanniiogeu  seien  ihrer  IntenaitAt  nach 
zwischen  K,  und  A*,  gleich  Ti,  zwiachen  K,  und  K,  gleich  T„  .  .  .  an  A',  gleich 
T^  längs  der  Schlusweite  K^K.^  nnd  an  Äj,,  lünga  der  Anfangseite  K,K,  des 
Polygone  wirkend,  gleich  T. 
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Das  G-leichgevicht  der  Kraft  P^  am  Eaoten  K^  und  der  Spannongen  — ^j_i 
und  T^  l&ngs  den  Seiht^cken  £f£|_j  und  K^K^l^  erfordert  dqd,  da«a  die  Kraft 
P,  in  die  Ebene  dieser  beiden  Seiten  falle  nnd  dasi  jede  der  drei  Kr&fte  dem 
SisDB  des  Ton  den  beiden  anderen  eingeicbloasenen  Winkels  proportional  sei.  In 
Folge  dessen  besteben  die  Qleichmigen 


sinP.iiT.Ä, 

»\tiP^K,K^     " 

innK„K,K, 

BinP,Ä,Ä. 

■^     BinP,/r,A'.     ~" 

sinA',  A,\K, 

T, 

BinÄ:,A',A'. 

r^_, 

3; 

P, 

sin  P^KK. 

inA,    ,A-A, 

Ans  diesen  Gleichungen  erhält  man,  indem  man  sie  gruppenweise  miteinander 
rerbindet,  die  Verhältnisse  der  Spannungen  T  und  der  KrB.fte  P.  Ist  das  Polygon 
geschlOBBeu,  so  ist  T^  >—  —  T  und  tritt  zn  den  Gleichungen  noch  die  weitere 
hinzu,  welche  fUt  die  Winkelaumine  des  Foljgons  besteht.  Ist  das  Poljgon  offen, 
so  spielen  die  Endspannungen  dieselbe  Bolle,  wie  Kr&fle  P. 

Sind  ausser  den  Krftften  P  und  ihren  Richtungen  noch  die  Endspannang  T 
und  ihre  Bichtnug  sowie  die  SeitenlUngen  gegeben,  so  kann  die  üleichgewicht«- 
form  des  Polygons  durch  folgende  Constrnction  gefunden  werden.  Man  ziehe  die 
Richtung  von  T  und  nehme  die  Lage  des  ersten  Knotens  A,  auf  ihr  willkürlich 
an,  trage  die  Kraft  P,  an  A,  in  ihrer  Bichtaug  an  und  suche  die  Resultante  von 
T  und  P,;  sie  gibt  die  Richtung  der  Seite  A",  A,  nnd  hiermit  ist  die  Lage  des 
zweiten  Knotens  gefnoden  nebst  der  Spannung  —T^,  die  an  ihm  im  Sinne  A^A*, 
wirkt.  Aus  T,  und  der  EmA  P,  an  iT,  euche  man  die  Besaltante  T,,  hierdurch 
ergibt  sich  die  Lage  des  dritten  Knotens  A',  nebst  der  längs  A,A,  wirkenden 
Spannnng  —  T,  u.  s.  f.  —  Die  Constmction  wird  wesentlich  erleichtert,  indem 
mau  sich  von  irgend  einem  Punkte  O  des  Baumes  ans  das  Kräßepolygon  (PJ  con- 
struirt,  nämlich  so,  das«  man  von  0  ans  in  der  gegebenen  Richtung  die  End- 
kraft T  aufträgt,  daran  die  Kraft  P,  in  ihrer  Richtung  fOgt,  hienw  P,,  dann 
P,  u.  B.  f.  Die  von  O  oach  den  Endpunkten  von  P, ,  P, ,  P^,  .  .  .  P,  hinführen- 
den Diagonalen  stellen  nach  GrBsse  und  Richtung  die  Resnltanten  von  T,  P, 
oder  r,  i  von  T,,  P,  oder  T,;  von  T,,  P,  oder  T,,  n.  s.  f.,  also  sÄmmtliche 
Spannungen  dar.  Man  braucht  also  nur  Parallel linien  mit  T,  T, ,  T,, .  .  ,  r_  zu 
ziehen  und  auf  ihnen  die  bestimmten  Seitenlangen  KiK,,  K^K^,  n.  s.  f.  auf- 
sntragen,  um  die  Gleichgewichtsform  des  Polygons  cu  erhalten.  Das  Ertftepolygon 
zeigt  zugleich,  dass  sämmtliche  Kräfte  P  nebst  den  Endkräften  T,  T^  an  einen 
Punkt  verlegt  sich  Gleichgewicht  hatten  mCssen. 

Wenn  die  KAfta  P  die  Poljgonwinkel  TK,K„  K,K,K„  K,K,K„  .  .  .  hal- 
biien ,  so  werden  die  Kräfteparallelogramme  an  den  Knoten  sämrotlicb  Rhomben, 
die  SpannuDgen  alle  gleich  nnd  gleich  den  Endspannnngen.  In  den  obigen 
Gleichungen  werden  die  Winkel  P,A,Aa=  P,  A,  A,,  P,A,A,  —  P,Ä,Äs, 
PgAgA*,  H  PgAgA«,  u.  s.  f.,  uämüch  gleich  den  Supplementen  der  halben  Poly- 
gonwinkel Ag  A,  A,,  A,  A,  A,, .  .  .    Daher  erhält  man  noch  vennffge 
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ginP,^,if,— rinP.ff,^,— »iiiiÄ,Ä,X„  sinP,Ä,Ä,  =  fdBp,rA— ■»"i^.^A-- 

P,    _       P, P,  ^.  

ct>»i(tK,Kt)"  ooeHJC,ktK^)™  0Mi{K^K,K,)  ="-=  ci)8i(Ä^,_iir,Ä,^,)' 
d.  b.  es  mQneD  die  EräAe  den  Cosinassen  der  halben  Poljgonwiiikel  Propor- 
tion^ sein. 

Die  Eiäfte  P  nebat  den  Endepaunnngsn  T,  T_  müssen  die  Bedingungen  des 
Gleichgewichts  wie  au  einem  Dnveiftnderlicheo  System  erfOUen;  wenn  man  sie 
dflber  ffir  irgend  einen  Fonkt  redacirt,  so  moss  ihre  Resultante  und  ihr  re«ul- 
tirendes  Paar  vencbwinden.  Dasselbe  gilt  fQr  jede  beliebige  abgetrennte  Partbie 
des  PoljrgooB.  Schneiden  sich  nun  die  Richtungen  der  Endspan nongen  einer  solchen 
Parthie  (oder  auch  des  ganzen  Polygons)  in  einem  Pankte  nnd  wählt  man  dimen 
zam  Bedactionsponkte ,  so  sieht  man,  dass  die  betreffenden  Endspan nn ngen  mit 
der  Eesaltanten  aller  Ei^e  P  der  abgetrennten  Parthie  des  Sjstema  an  jenem 
Punkt«  Qleichgewicht  halten  rafissen.  Nimmt  man  daher  diese  Resaltante  in  ent- 
gegengesetstem  Sinne  und  zerlegt  sie  nach  den  Richtungen  der  Eudspannnngen, 
so  erhält  man  diese  selbst;  insbesondere  kann  man  diese  Methode  benuben,  weon 
die  Endspannongen  dorch  feste  Fpnkte  ersettt 
werden  sollen,  nm  die  Widerstände  cn  finden, 
welche  diese  leisten  müssen. 

Da  drei  Er&fte,  welche  an  einem  Punkte  im 
Gleichgewichte  sind,  immer  in  einer  Ebene  lie- 
gen, so  folgt,  dasB,  wenn  die  Richtangen  der 
-j^  Kräfte  Ps&mmtlich  einer  Ebene  parallel 
sind,  das  Polygon  eben  ist.  Dies  findet 
insbesondere  statt,  wenn  die  Kräfte  P 
parallel  sind.  Findet  sich  in  diesem  Falle 
eine  Polygonseite  vor,  welche  zu  der  Richtung 
der  Kräfte  senkrecht  ist,  so  lassen  sich  die 
Spannungen  besonders  einfiich  ansdrücken.  Ist 
^i-^i  +  i  (^'B-  ^^)  ^^  Seite,  welche  diese  Eigen- 
schaft besitzt  und  2\  ihre  Spannung,  so  bringe  man  sie  mit  der  Seite  K^K^_^_J^ 
deren  Spannung  T^  man  sucht,  zum  Durchschnitt  und  branche  diesen  zum  Be- 
ductionspnnkteOdeiKrilfte.  Ist  F^  die  Besnltonte  der  Kräfte  P  *on  K.,^^  bis  K^^ 
also  V;=  P,.,j  +  P^  ,,  +  ■■■  P,,  so- liefert  das  Parallelogramm  der  Kräfte 
T»  -■  r?  +  V*  und  Hr  die  Neigung  ip,  der  Seite  Ä,A',^.,  gegen  K.K.^^^  : 

r, 

tgT,—  y  ■ 

Die  Summe  der  Momente  aller  an  einem  beliebigen  Polygons tück 
angreifenden  Kräfte  in  Bezug  auf  den  Endpunkt  desselben  ist  NnIL 
Denn  dos  Gleichgewicht  besteht  fort,  wenn  das  Polygonstück  erstarrt  und  das 
Moment  der  durch  das  Abtrennen  desselben  nOthigen  Spannung  in  Bezog  auf  den 
SchluBspunkt  des  Stücks  ist  NuU. 

g.  9.    Das  parabolische  Kettenpolygon. 

Wir  wollen  den  speciellen  Fall  der  Parallelkräfte  am  Seilpolygon  weiter  ver- 
folgen, dasa  alle  Parallclkräfte  einander  gleich  sind  und  ihre  lüchtnngen  aufein- 
anderfolgend gleichen  Normalabstand  haben.    Das  Polygon  der  Kiäfle  <Fig.  81) 
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geht  in  dieBeni  Falle  in  eine  Dreieckafono  über,  aaf  deren  einer,  dem  RednetionH- 
pDukt  0  gegenQbwliegenden  Seite  die  Krftfte  P  sieh  aummiren,  w&hrend  die 
beiden  anderen  Seiten  die  Endapannungen  dontellen.  S&mmtUche  Ecken  dea 
Polygons  liegen  in  dieiem  Falle  auf  einer  Parabel.  Nehmen  wir  nämlich  aof 
der  Richtung  den  EndspannoiLg  T 
(Fig.  £8}  den  Ponkt  .<1  so  an,  daw 
eine  durch  ihn  ku  der  Richtung  der 
Kräfte  parallel  gelegte  Gerade  von 
der  Richtung  der  ersten  Kraft  nm 
den  halben  NoimalabstaiLd  entfernt 
ist.  Diese  Gerade  sei  die  Y-Äze 
und  die  Bichtnng  von  T  die  x-Ax.a, 
poeitiT  im  Sinne  Ak,  genommen, 
parallel  sni'  welcher  Unie  wir  auf 
den  Kraftriobtnngen  die  Ptmkte 
k,,  k,,k^, . . ,  beatimmen.  Die  Figur 
OrP,P,  ...  dei  Kraftepoljgone 
Bohneiden  wir  mit  einer  Geraden 
parallel  TP,  P,  ...  in  einem  Ab- 
stände von  O  gleich  dem  Normal- 
abitaode  der  Kräfte.  Dieselbe  lie- 
fert die  Dreiecke  Ott,  ,  Ott,,  Ott,,. .., 
welche  den  Dreiecken  K,k,K,, 
K^hfKf,  K^k^Kf, . .  .  congruent 
sind.  Wird  AK,  =  ^  Ot  =•  a,  sowie  it,  —  6  gesetzt,  wodurcü  t(,  —  Sb, 
ttg  ^  86,  .  . .  wird,   so  erhält  man  fflr  die  Abscissen  der  Ecken  des  Polygons 

x,—ia,    x,—ia,    a^-4o, «,  = -KSi  -  l)o, 

sowie  fOr  die  Ordinalen  derselben: 

y,  —  0,  y,  — &,  »,=-8&,  a:,  — G6,...yj  — &  +  26H h  (f  —  1)6  —  ^t  (»— l)ft. 

Eüiminirt  man  nnn  ans  den  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  £,-  nämlich 

,,_4(sj_i).,,,_ji(i_i)S 

den  Index  >,  so  erhält  man  die  Gleichung,  welche  fQr  alle  gilt,  in  x^,  y^,  d.  h. 
die  Gleichung  der  Curve,  auf  welcher  alle  liegen.  Sind  x,  y  laufende  Coordinaten 
dieser  Curve,  so  ist  die  Gleichung  derselbeni 

"'--(j'  +  t)- 

Fflr  X  sa  0  wird  y  km  —  —  .    Verschiebt  man  daher  den  Ursprung  A  in  der  Rich- 

tnng  der  negativen  y  um  — ,  so  wird  die  Gleichung  a;'  ■—  -v-  y.  Sie  drückt  eine 
Parabel  ans,  bezogen  auf  die  Tangente  im  Ursprünge  und  die  Richtung  der 
Hanptaie,  welche  dorch  ihn  hindurchgeht  Demnach  liegen  sämmtliche 
Ecken  des  Polygons  auf  einer  Parabel,  deren  Hauptaxe  der  Richtung 
der  Kräfte  parallel  ist.  Ist  unter  den  Seiten  eine  zur  Eraftricbtnng  normal, 
■0  geht  die  Hanptaxe  der  Parabel  durch  deren  Hitte. 
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Fflr  ein  Kctt«i]pol;goD  (Fig.  28)  mit  mittlerer  horieout&ler  Seite,  in  deNen 
Knoten  gleiche  Gewichte  P  in  gleicheo  Abstäaden  angreifen,  Bei  h  die  HObe  OCf 
de«  halben  BogeuB,  26  die  Spanu- 
X  weite    2.  O'A  nnd  Sn-|-  1  die  An- 

zahi  der  Seiten,  BodasB  aaf  jed«T 
Seite  des  Mittelgliedes  deren  m  lie- 
gen. Wird  der  Abstand  zweier  anf- 
eiaauderfolgender  KraftrichtDngen 
'\      gleich  a  gesetzt,  so  ist 

(2«+l)a=86. 

Es  sollen  nnn  gefunden  werden:  für 

0  ff  und  0  Y  als  Axen  der  x,  y  die 

Coordin&ten  «^  —  (7  S^,    y.  ~  S.K^ 

*^'*'"  der  Knoten,   die  Neigungen  v,-  der 

Glieder  gegen  die  Horisontale,  die 

L&ngen  I,.  ^  KfK^,^  der  Glieder,  die  Eorizontaltpaiuinng  J,  (Spannong  im  bori- 

■ontalen  Mittelgliede),  die  Spannang  T.  der  Glieder  K^K^^^  nnd  die  Gleichung 

der  Parabel,  auf  welcher  die  Ecken  liegen. 

Man  hat  scj  —  iCj_i  =~  «  tg  yj_,,  y^  —  Vi^t  =  o  nnd  mitHfllfederNebenfigai 

tg    Vi     =      jT- 

Betet  man  in  den  swei  ersten  dieser  Gleichungen  i  —  1,  >'  —  S,v  .  .  3,  2  für  i  und 
addirt  die  sich  ergebenden  Reiben,  so  folgt  wegen  x,  •—  o,  y,  —  ^  a: 

Eliminirt  nuui  bierana  den  Index  t,  so  folgt: 

,       2<.r.  /      ,    ,  aP\ 

oder  wenn  man  den  Ursprung  des  Coordinatenayatmns  in  der  Bicbtang  der  y  nm 
~i-f-  verlegt, 

2a  r» 

Es  liegen  demnach  sämmtlicbe  Knoten  auf  der  Parabel  y'  =    -    —  ^r,  deren  bal- 
ber  Parameter  p  —  -p-  ist. 

Um  die  HoriEOntalepannnng  T,  zu  finden,  bat  man  in  der  Gleichung  für  x. 
die  Abscisee  3:_  i  ,  ^h  einzusetzen  nnd  erhält 

und  hieianB         „  « P         .  ,       o' 

r.  -  1  »  (•  +  1)  V  •  ">™  P  -  * "  <"  +  "  T 
oder,  wenn  man  die  Spannweite  2&  — i  (2m  -f-  1)  »  einfahrt; 
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Die  LBnge  äst  Kettenglieder  ist 

die  Spumniigeii  T^  eigeben  sich  aoe  der  Formel 

.,.  =  r,  +  «P,..[(-'l<^+!l.|)'  +  ..]p. 

Setzt  man  die  ganee  Belaatang  des  Bogeiu,  nämlich  2nP  =  O,  ao  wird,  wenn 
man  hiemit  P  eliminirt: 

°       *2n4-  1       A       '        '^        (2ft+  1)*      h 
Hiemit  erhält  man  fOr  n  —  oo,  d.  h.  wenn  bei  derMlben  Oesammtbelnatang  a 
and   P  immer  kleiner  werden  und  der  Bogen  selbit  in  eine  Parabel   flbergeht, 
deren  Scheitel  0  wird,  die  HoriEontalipannong,   den    Parameter   and  die  Glei- 
chnne  dee  Parabelbogena: 

Zieht  man  von  0  nach  dem  Eudpnnkte  Ä  dea  Bogene  die  Gerade  OA  and  er- 
richtet in  A  anf  ne  ein  Perpendikel,  so  achneidet  dueelbe  die  Axe  Off  in  einem 
Pnnkte  P,  bo  dara  ffP  =-  2p  wird. 

S.  10.    Das  •cbwere  Eettenpoljgon  mit  gleichen  Oliedern. 

FOr  ein  Kettenpoljgon  mit  tiefster  horiiontaler  Seite,  in  deaien  Knoten  gleiche 
Oewichte  P  angreifen,  dessen  Seiten  gleiche  lAnge  a  besitzen,  hat  man,  wenn  die 
Horizontale  von  O,  umgekehrt  wie  in  Fig.  388  als  Axe  der  x,  die  Verticale 
von  0,  positiv  anfwOrtB  gerechnet,  als  Axe  der  y  angesehen  wird: 

*(+!  -  a:;  =.  0  cos  t„  V.  +  i  -  y.-  -  "  ""  Vo  ^  V.  -  ^,  2?  -  TJ  +  {iP)V 

F3r  die  Snmmation  der  beiden  ersten  QLeichnngen  ist  ^  ^  ^o,  Vi  ^0;  man 
erbUt 

X(  —i  Ja  +  ^i»  CO»  9,_| ,     Vi  ^  ^*  'in  9(_| , 

.;p 

1  ^0 


]/•  +  ('!)■'  /'  +  ©■ 


Für  die  Horiiontolspannnng  erhalt  man,  wenn  der  Bogen  .rechts  and  link«  TOm 
tiefsten  Gliede  «  Glieder  hat  nnd  K  die  Hflhe  derselben  ist 
y,  +  ,  =- A  —  Xosing.,. 
Es  sei  (r  das  Gewicht  der  ganten  Belastong  des  Bogens,  also  SnP'—  (?.  Wir 
wollen  nnter  Feathaltong  dieses  Werthes  die  GrJJsse  a  ohne  Ende  abnehmen, 
die  Zahl  n  aber  ohne  Ende  Biinebmeu  lassen.  Die  Belaatang  vertheilt  sich  als- 
dann continnirlich  Ober  den  Bogen  nnd  geht  dieser  in  eine  gewisse  Carve  Aber, 
die  wir  bestimmen  wollen.  Da  a  hierbei  als  Increment  des  Bogens  erscheint,  so 
kOnnen  wir  die  obigen  Gleiobnngen  schreiben; 

iP 


84  SettenpolygOD  mit  gleichen  Gliedern.      lU.  Th.,  Cap.  V,  S- 1». 

Bei  dem  Grenienflbergaiige  stellt  iP  die  Belaitong  (du  Oewickt)  de«  Bogen» 
I  dar,  deuen  Eudpankt  die  Coordinaten  x,  y  hat.  Beceichnen  wir  ■lao,  da  die 
BelaHtnag  cootiiiDirlich  gleichfOrmig  erfolgt,  da«  Gewicht  der  LKngeiyiiiheit 
des  Bogens  mit  p,  m>  iit  *P  in  äec  Grenie  gleich  «p  nnd  gehen  die  beiden  61M- 
chongen  fiber  in 

P    . 


aoB  denen  x  nnd  y  a\t  Fnnctionen  von  »  folgen,  n&mlicli  mit  BSckticht  danuif, 
dUB  X  nnd  y  mit  *  TerBchwinden 

Verlegen  wir  aber  den  Drapiung  im  Sinne  der  y  am  —  ,  d.  h.  »eteeii  wir  y  fOry-J — -  , 
so  werden  dl<:He  Oleichangen  nach  einfacher  Umformung 

SetMn  wir  — *  =■  o,  d.  h.  3",  =-  ap,  ao  stellt  «  eine  L&nge  dar,  deren  Oewiclit, 
von  denelben  Beloatang  gedacht  wie  dar  Corvenbogen,  gleich  der  Horiiontalapan- 
nnng  irt.  Dieae  Länpe,  um  welche  der  Urapmng  verlegt  wnrde,  haiBst  der  Pai»- 
meter  ansrer  Cnrve.    Mit  seiner  Hülfe  gehen  die  Gleichungen  Aber  in 


•^-T  +  l/'  +  (7)".    f-l/'  +  ar 


iit,  10  folgt 
Hiermit  wird 

."+.-"_  =  )/.  + (4-)"  „d  .--.-J-ji, 

worans  sngleicb  die  Ordinate  y  nnd  die  BogenUnge  der  Cnrve  ids  FnnoÜonen 
Ton  X  folgen,  afimlich: 

Die  Carre  heiBst  die  Kettealinie.  Sie  BteUt  die  Qleichgewichttfignr  etnea 
homogenen,  BchvereD,  vollkommen  biegsamen  FadenN  dar  nnd  wnrde  Ton  Galilei 
gefanden.  Wir  werden  ip&ter  von  ihr  ansffihrlicbei  handeln.  (Vgl.  Grcticbet, 
Elementare  Ableitong  der  Haupteigenschaften  der  Kettenlinien.  Grnnert's  Archiv 
"^M.  iS,  S.  121.) 
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S.  11.   Drb  Seilpoljgon  mit  beweglichen  Ecken. 
Wir  haben  bisher  angenommen,  dasB  die  Angrifiapunkte  der  Er&fte  beHtimmte 
Pankte  des  Seitea  (Knoten)  Beien.    Es  kommt  aber  vor,  daaa   dieselben  iBji^  des 
Seilee   verschiebbar  sind;  dies   tritt  ein,   wenn   die  Kräfte  vermittelst   Ringen   an 
demselben  wirken,  welche  anf  ihm  hingleiten  k!>nnen  (Fig.  S4).    Nehmen  wir  den 
einracheten  Fall,  daaa  ein  Seil  von  zwei  KrUften  7,  I"  gehalten  wird  und  dau 
die  Kraft  P  an  dem  Ringe  wirkend  Gleichgewicht  mit  T,  T'  herboiföhrt.    Das 
Gleichgewicht  wird  nicht  beeintAchtigt,  wenn  die  Angriffspnnkte  der  Kräfte  T,  T' 
fe«t  gedacht  werden.    Da  der  Bing  E  auf  dem  Seile 
.  gleiten  kann,  so  kaon  er  wegen  der  Undehnbaikeit 

desselben  nnr  solche  La^^n  annehmen,  für  welche 
die  Snmme  der  Radien vectoren  AK ■{■  BK  constant 
bleibt;  daher  ist  K  auf  die  Fläche  eines  Rotatäoni- 
ellipsoids  am  AB  aU  Aze  mit  A  nnd  B  als  Brenn- 
pnnkten  heschAnkt.  Daher  kOnnen  wir  das  Seil 
hinwegdenken  nnd  annehmen,  am  Punkte  K,  welcher 
Piff.  **-  anf  dieaer  FlBche  zu  bleiben  gei^ungen  ist,   wirke 

eine  Kraft  P  und  befinde  eich  derselbe  im  Gleich- 
gewicht. Dies  ist  nnr  mQglich,  wenn  die  Richtung  von  P  normal  zu  dem  Ellipsoid 
ist.  Die  Normale  einer  RotationsflAche  schneidet  aber  immer  die  Rotati o n laxe  i 
daher  ist  die  Richtung  von  P  die  Normale  des  elliptischen,  durch  K  gefOhrteo 
Heridianschnittei  und  halbirt  folglich  dun  Winkel  AKB  der  Radienvectoren. 
Hieran!  folgt  aber,  dase  das  Parallelogramm  der  Kräfte  ans  T,  T'  und  —  P 
gebildet,  ein  Bhombns  und  folglich  T  —  T'  ist.  Die  Spannungen  T,  T  der  Seil 
stflcke  sind  also  gleich  gross,  Ist  a  der  Winkel  der  SeilstOcke  an  einem  Ringe, 
so  i«t  P  —  BTcoB  iB. 

S.  18.    Die  aber  eine  Fläche  hingespannte  Kette  nnd  der  über  sie 
hingespannte  Faden.    Berühren  die  Glieder  0^,  G,,...Q^  einer  Kette  (Fig.  26} 
eine  feste  FlBche  in  Punkten  A,,  A^,. . .  A^,  einander 
selbst  in  B,,  S,, .  .  .  B^_^  und  wirken  an  C,  und 
G,  zwei  ErAfte  P  nnd  Q,  bo  müssen  an  jedem  Gliede 
O^   die   beiden    Spannungen   — ^(—n    T^   und   der 
Widerstand  N^  der  Fläehe  sich  Gleichgewicht  halten. 
Es  müssen  sich  daher  die  Normalen,  in  Bf_  ^ ,  B^,  N^ 
errichtet,  in  einem  Punkte  K.  schneiden  und  die  Gleichangeo  des  $.  8  gelten,  ans 
welchen  Tj  ;  T,,  T,  :  T,,..  .  T,  ;  r,_,  und  P-.q  sich  ergeben.    Insbesondere  ist 
P^       ain^ff.B,     sin  ^. ff, B.  sin  A^K^ij 

Q  ~  8in".i,  i:,P  '  Bin  J,^.A  ^°K^nK-i 

Werden  nun  die  Kettenglieder  unendlich  klein,  x.  B.  unendlich  kleine  Kugeln, 
bei  welchen  die  Punkte  K  die  Mittelpunkte  sind  und  die  drei  Normalen  «ich 
also  stets  schneiden,  so  erscheinen  Kf_^K.,  K^K^,^  als  xwei  aufeinanderfol- 
gende Elemente  eines  auf  der  Fläche  aufliegenden  Fadens,  welche  mit  der  Nor- 
malen der  Fläche  in  A'^  in  einer  Ebene  liegen.  Die  Ebene  der  beiden  Elemente 
ist  aber  die  Schmiegnngsebene  der  Fadencurve  nnd  die  Normale  derselben,  welche 
in  diese  Schmiegungsebene  fällt,  die  Haoptnormale,  welche  die  Richtung  des 
Krümmimgshalbmeaseis  haL    Es  geht  daher  die   Schmiegungsebene   der 
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FadeDcurve  in  allen  Paukten  deraelben  darcb  die  Normale  der 
FUche,  Bteht  also  lenkrecht  auf  der  Fläche  und  f&lU  mithin  ihr 
KiBmmDngBhalbmeiser  in  die  Normale  der  Fl&che.  Dies  Ut  aber  nach 
Bd.  1,  S.  416  die  charakterietische  Eigenschaft  der  kOraceten  Linie  anf  der 
Fl&che,  wenigsten«  im  Allgemeinen.  Daher  ist  die  Fadencurve  im  All- 
gemeinen zwischen  irgend  eweien  ihrer  Punkte  eine  kürzeste  Linie, 
d.  h.  karser  als  alle  anderen,  dnroh  dieselben  Pankte  gehenden,  ibr 
nKcbst  anliegenden  Cnrven. 

Die  Carre,  deren  Schmiegungiebene  durch  die  Normale  der  FUUshe  geht, 
besitet  die  Eigenschaft  des  Ifinimums  nnr  innerhalb  gewisser  Oremsen.  Denkt 
man  sich  u&mlicb,  von  einem  Punkte  der  Fl&che  ausgehend,  noch  allen  Richtungen 
der  Tangenteuebene  solche  Cnrven,  so  schneiden  sich  im  Allgemeinen  je  zwei 
aufeinanderfolgende  derselben  in  einem  Punkte  nnd  bilden  alle  eine  Enreloppe 
anf  der  FUlcbe.  Nnr  in  dem  Bereiche  zwiachen  dem  Ausgangspunkte  und  dem 
BerOhrtmgspnnkte  mit  der  Enveloppe  ist  eine  solche  Curre  kflneste  Linie  cwischen 
zweien  ihrer  Pnnkt«,  wie  Jacobi  geseigt  hat.  Anf  der  Kngelfläohe  sind  dieee 
Corren  grOsste  Kreise  nnd  sieht  sich  ihre  Envetoppe  auf  den  Oegenpunkt  des 
Ausgangspunktes  EUBammen.  Ffir  abwiokelbare  Flächen,  deren  kOneste  Linien 
durch  die  Abwickelung  der  Fl&che  mit  einer  Ebene  in  Gerade  flbergehen,  bflrt 
die  Enveloppe  anf  zu  ezistiren  und  besteht  das  Minimum  lilcgs  der  gansen  Corve. 
Debrigens  musa  bemerkt  werden,  daas  das  Minimum  sich  nur  auf  die  Nachbar- 
cnrren  besieht,  das«  es  also  Ewisohen  zwei  Punkten  einer  Fl&ohe  mehrere  kOnerte 
Linien  geben  kann  und  es  t,  B.  nicht*  Auffallendes  hat,  wenn  swischen  swei 
Pnnkten  der  Erzeagaogslinie  eines  Cjlinders  sowohl  die  Schraubenlinien,  als  die 
Erzeugangslinie  selbst  kflrzeste  Linien  sind.  Sehr  irrig  reden  aber  einige  Sohiift- 
•teller  von  einer  längsten  Linie  Ewischen  zwei  Punkten  auf  einer  Fläche,  während 
ein  Maximnm  doch  offenbar  nicht  statthaben  kann,  weil  man  doich  Ausweichungen 
Eur  Seite,  selbst  durch  nnendlich  kleine,  immer  eine  Curve  herstellen  kann,  die 
Unger  ist,  als  jede  gegebene  Länge. 

Die  Spannung  des  Fadens  ist  in  allen  Pnnkten  gleich  groes;  ihre 
Richtung  ist  die  der  Tangente.    Es  ist  n&mlich 

r, :  T,_^  —  sin  Ä.KiKi_i  :  sin  J-ff-Ä-j^^; 
die  Summe  beider  Winkel  nnd  des  Contingenzwinkels  di  der  Fodenourre  betrtgt  «; 
daher  wird  das  Sinnsverhältniss  rechts   in  der  Grenze  gleich  der  Einheit,   also 
Tj  —  Tj_,.    Ebenso  folgt 

r^-i  —  ^i^»  =  ■■■  =  P=  'i  +  i  "  r,j.g  ="■■■  —  C- 
Zum  Gleichgewicht  des  Fadens  ist  daher  erforderlich,  das«  die  Componenten 
der  Endkräfte,  welche  den  Faden  in  der  Richtung  der  Tangenten  im 
Anfangs-  und  Endpunkte  spannen,  gleich  gross  sind  nnd  am  Paden 
nach  entgegengesetiten  Seiten  siehea  Die  Spannung  des  Fadens  ist 
ihnen  gleich. 

Der  Normalwiderstand  N  der  FUche  oder  also  auch  der  Dmck,  welchen  der 
Faden  im  Punkte  K,  anf  die  Fltlche  ansübt,  halbirt  den  Winkel  der  beiden  gleichen 
Spannungen  in  f ^  und  es  ist  J^ :  T  =- sin  A'(_,Ä',.Ä';_j,,  :  sin  jljÄ^ffj  .  j,  oder 
da  ffi_iÄ^,ffi  +  ,  —  «  —  dt  ist  und  A.K^K.^^  —^«  wird,  N:  T=-dt,  also 
y~Tdt. 

Ist  nun  (  der  Kränunangshalbmesser  der  Fadencurre  nnd  dt  daa  Bogen- 
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T 
elemaat  K.K.,,,  bo  wird  di'-i/dt,   aXao  N  =  —  ■  d».     Der  Drnok  aofdie 

''"  P 

Fl&che  iit  also  nmgelcehrt  proportional  dem  ErflmmTingahalbiueBBer 
der  Fadencurve  nnd  nnendliob  klein.  Bildet  der  Faden  eine  Gerade,  so 
iat  ^  —  0.  Für  einen  tlbei  eine  Eogel  hingespEumten  Faden  iat  der  Druck  Oberall 
gleich,  da  1/  constant  iat.  Auf  einem  Cjlindei  mit  kreießlnnigem  Qnerschnitt 
bildet  die  Fadencorve  eine  Schraubenlinie  nnd  wenn  a  ibre  Neigang  gegen  die  Er- 
aeagongslinie,  oder  Sadinadei  QnerechnitttiitiBO  bat  man  ;sin*a~ia,  mithin  wird 

T 
AT  —  —  Bin'  ad».     E»   wird    daher  N  ein  Maximum  für  «  =■  J  «,  d.  b.  wenn  der 

Faden  ISnga  einei  KreieBchnitts  um  den  Cjlinder  geBCblnngen  wird. 
T 
Der  CoefEcient  —  de»  Bogenelementee  in  der  Forme)  fSr  JV  ist  einer  Inter- 

3' 
pretation  t&hig.    Bfan  kann  aicb  -    als  die  ßetnltonte  von  Unter  gleichen  Parallel- 

V 
krftften   denken,   welche  in   den   Punkten   einer   der  Linieneinbeit  gleichen  Länge 
angreifen.   Die  Eesnltante  aller  aolcher  Elementarkräfte,  welche  ein  Bogenelement 
d»  afGciren,  würde  eich  dann  su  jener  wie  de  :  1  verhalten  nnd  wBre  demzufolge 

dl.    Man  nennt  in  diesem  Sinne  oft  —  den  anf  die  Linieneinheit  redu- 
9  9 

cirteo  Druck. 

3-18.  DerFaden,  welcher  mehrereEOrper  nmapanuL  Bin geacbloweDer 

Faden  eei  um  drei  EOrper  K,,  if,,  K,  (Fig.  26)  geachlongen;    an  den  EOrpem 

wirken  drei  Eräfte  P,  Q,  H.    Schneiden  wir  die  F&den  durch 

e  nnd  fflhren  die  Spannungen  ein,  BO  seigt  «ich  lunOobat,  daaa 

yi:^      alle  Spannungen  gleich  sind.   Ferner  mfleten  die  Spannongen 

^x£\'      in  den  beiden  Punkten,  wo  der  Faden  den  EOrper  K,  ver- 

_X        Vt     "^"^  '°'^  ^  ^  Gleichgewicht  lein.    Daher  fäUt  P  mit  ihnen 

j^\       I     1      in  eine  Ebene,   achneidet  aich  mit  ihnen  in  einem  Punkte 

ycT  'jtj  ''  \      I       Dod  halbirt  den  Winkel  der  Spannungen.    Die  geradlinigen 

^^T       T^nI'    Fodenatficke  sind  daher  die  Seiten  eiuea  Dreiecke  ABC,  ao- 

^^J^^^W       daaa    PiTi—  »in^iein^.^  —  2coa^.i    nnd    flberhanpt 

^^        alao 

M  _P  _  Q _Ä__       j. 

ng.M.  2  coB  i  :k       2  coB  i  B  "  S  cos  i  C 

Die  ErOfte  mOsaen  nach  den  AuMenränmen  des  Dreieoki 
wirken,  wenn  Gleichgewicht  bestehen  soll.  Sie  achneiden  sich  selbst  in  einem 
Pnnkte,  weil  sie  die  Winkel  des  Dreiecks  halbiren  oder  auch  weil  das  Gleich- 
gewicht fortbestehen  rnnss,  wenn  das  äyitem  nnTerKnderlioh  wird, 

Äehuliche«  gilt  von  Tier  ROrpern;  dos  Viereck  iat  im  Allgemeinen  windachief; 
die  Erllfte,  welche  seine  Winkel  bolbiren,  liegen  auf  einem  einfachen  Hyperboloid, 
weil  dos  Gleichgewicht  fortbesteht,  wenn  daa  Syatem  unrer&nderlicb  wird.  Da 
sie  die  Halbimogelinien  der  Winkel  sind,  so  folgt,  daaa  die  vier  Winkelbalbirenden 
eine«  Viereck  immer  so  liegen,  dass  eine  Gerade,  welche  drei  von  ihnen  schneidet, 
auch  die  vierte  trifil. 
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VI.  Capitel. 

StatiMhe  Probleme  über  Er&fte  am  vollkommen  biegsamen  nndehn- 

baren  Faden.    Allgemeine  Theorie  der  Fadenoorven. 

§.  1.  Ein  ToUkommeii  biegsamer,  nndehnbarer  Faden  Ä  MB  (Fig.  ST)  Bei  in  SWM 

Pankten  A,  B  befestigt  oder  werde  &n  diesen  Punkten  darch  sw«i  Erftfte  feetgehalton, 

auf  alle  seine  Pnnkt«  wirken  Kräfte  nnd  nehme  derselbe  nnter  ihrer  Einwirkung 

eine  gewiase  Qleiohgewichtsform  an;  man  loll 

die  Bedingongen  des  Gleichgewichts,  die  Spu- 

Dong  ISoge  der  Tangente  in  einem  beliebigen 

Punkte    M  nnd   die  Gestalt   der  Padencnive 

ermitteln. 

1.  Die  Spannnng,  welche  in  allen  Punk- 
ten die  Bichtung  des  Bogenelementes  oder  der 
Tangente  besitet,  wird  von  Punkt  in  Pnnkt 
Tarüren  nnd  eine  Fnnclion  der  Coordinat«n 
X,  y,  t  des  Panktes  Jlf  sein.  Im  Sione  MM' 
genommen  sei  sie  T  und  seien  7',,  T  ,  T^ 
rf  ihre  Componenten  parallel  den  Azen.    Im  fol- 

Flg.  17.  genden  Punkte  M'  ist  sie  dann  im  Sinne  M'  M" 

gleich  T  + dTund  sind  r,+  (Jr„  T^  +  dT^. 
T^ -^- dT^  ihre  Componenten.  Am  Punkte  M'  halten  Hieb  nun  die  gegebene 
Süssere  Kraft  nnd  die  beiden  Spannungen,  T  im  Sinne  M'M  und  T  -i-  dT  ita 
Sinne  M'M"  Gleichgewicht  und  man  hat  daher  mit  BOckncht  darauf,  data 
—  r^,  —  T  f  —  T^  die  Componenten  der  erstgenannten  Spannung  darstellen, 
wenn  f^,  f  ,  f^  einstweilen  die  Componenten  der  äusseren  Kraft  f  beseichnen, 
<*^»  4-^,-0,   dT^  +  /'^  —  0,   dT,  +  /;  =  0.    Die  Richtung  der  Tangente  in 

Jf  bildet  aber  mit  den  Aien  Winkel,  deren  Cosinutae  3—,   -j^,   -r-   aind ,    wo 

d»      ds      dl 

MM'  —  d»  ist,  wodurch 

r„r^,     T-Tp-,    T-T^/- 

•  *  ds'         y  dg'         •  dt 

wird.  In  Betreff  der  änsseren  Kraft  iet  Folgendes  zn  bemerken.  Sie  ist  unend- 
lich klein,  weil  die  Masse,  an  welcher  sie  angreift,  es  ist.  Uan  denke  sich  nun 
aämmtliche  in  den  Punkten  des  Bogenelementes  MM'  angreifende  änatere  Krftfle 
fOr  den  Pnnkt  Jlf'  auf  ihre  Besultante  und  ihr  resnltirendes  Paar  reducirt.  Daa 
letstere  Tencbwiudet  gegen  die  erstere,  da  nicht  blos  seine  Seitenkraft,  sondern 
auch  sein  Arm  unendlich  klein  iet.  Es  bleibt  also  blos  jene  Resultante.  Dmkt 
man  sich  nun  die  Elemente  der  Längeneinheit  alle  in  derselben  Weise  affidrt, 
wie  de,  so  wfirde  die  Gesammtresnl tonte  aller  dieser  Einwirkungen  eine  bestimmte 
Intensität  P  besitsen  nnd  die  hier  in  Frage  kommende,  in  M'  anzubringende 
Kraft  f  würde  sich  lu  P  verhalten,  wie  ds  :  1 .  Es  ist  daher  f  ~  Pds.  Bildet  f 
mit  den  Aien  die  Winkel  o,  (J,  7,  so  wird  f^^-fcwa,  f  •—  /"cos  ß,  f^  —  f^^'r, 
oder  /",  —  P  cos  o  ■  dt,  /"  —  P  cos  p  ■  d«,  /■,  =-  P  cos  y  ■  da,  oder  endlich,  wenn 
die  Componenten  von  P  mit  X,  Y,  Z  bezeichnet  werden,  wobei  man  sich  P  in 
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der  Bichtmig  der  Kraft  f  aufgetragen  denkt,  f^  ~  Xda,  f^  —  YAt,  /;  —  'Adn. 
Durch  EiDffihrang  dieeer  Werthe,  sowie  der  Weräie  fOr  T^,  T  ,  7",  gehen  die 
Gleiohgeirichtab«diiigangen  im  Punkte   M'  oder  für  das  Element  MM'  über  in 


'dl"^""'-"'      ""^ds  +  ' -■•d^-' 


d-T^  +  Xds~0,     d-TY-+  Ydt^O,     dT^  +  Zdt- 


2.  lutegrirt  man  die  Anjdrflcke  links  von  einem  beliebigen  Änfangapankte  0 
dea  Bogeng  s  über  einen  beliebigen  Bogen  M^  M  hinweg,  bo  erbUt  man : 


wo   (,  —  OJIfg  iat     Die«  sind   aber  die   drei  Oleichnngen   des   translatoritchen 
Gleichgewichts  des  anver&nderlicb  gedachten  Fadens  zwischen  der  Sp&nnong  in 

3fg,  deren  Componenten 


■  (^  SO- -('»)• -(^> 


M,  deren  Componenten  T  -z-  >    T  -^ ,    T  -     sind  nnd  den  sbnmtlicheD  Bnsseren 

'  "^  dt'        d*^        dt 

Kr&ften  Pd«,  welche  längs  des  Bogens  M^M^  angreifen.  Combinirl  man  die 
Oleichnngen,  wie  beim  Frincip  der  Klächen,  indem  man  z.  B.  Ton  der  letzten, 
mit  y  mnitiplioirt,  die  vorletzte,  mit  z  mnltiplicirt,  abzieht,  so  ergibt  sich 

yrf  .  r  ^-|  -  «d  .  r  g  +  {yz  -  «  y)  d»  -  0 


i(y 


worans  durch  Integration  Ober  den  Bogen  Jlfg  3f 

(»'■al-'^il')-(''''-:-'^S)+/<'"'-"'""-° 

nebst  zwei  analog  gebildeten  Gleichungen  sich  ergibt.  Diese  Oleichnngen  drucken 
ans,  daas  aacb  die  Bedingungen  des  rotatorischen  Gleichgewichts  an  dem  Faden, 
wie  an  einem  nnveränderlichen  Sjstem  erfüllt  sind. 

W&hlt  man  den  Pankt  3f(x,y,z)  des  Bogens  "inm  Bednctionspunkt,  in  Bezng 
anf  welchen  die  Momente  genommen  werden,  so  ist  das  Moment  der  Spannung  T 
daselbst  Nail  nnd  fällt  das  erste  Glied  der  letzten  Gleichung  aus.  Hau  kann 
daher  den  Satz  aufstellen : 

Das  Moment  aller  KrAfte  vom  Anfang  des  von  den  Kr&ften  affi- 
cirten  Curvenbogena  bis  zu  irgend  einem  Punkte  desselben  in  Bezng 
anf  diesen  Punkt  ist  Null. 
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8.  Die  beiden  OleichnnKen,  welche  man  ans  den  Qleichnngen  aatet  Nr.  t. 
erhUt,  mdem  man  T  eliminirt,  sind  die  Differentialgleichnngen  der  Fttdaieam. 
Diese  ElüoinatioQ  kann  in  Terachiedener  Weiae  aoifceführt  werden.  lategäxi,  nua 
aber  den  Bogen  Jf,  JU  und  beieicbnet  mit  —  Ä,  —  B,  —  C  abkfirzend  die  Com- 
ponenten  der  Spannnng  in  2fg,  so  folgt  r 


-A+jXda 


ds 


-  B-i-fYdi 
dy~ 


'C+fZdi 


Die  QrSsMn  A,  B,  G  epieleo  hierin  die  Bolle  von  drei  willkürlichen  Constuiten; 
die  lotegrfttioD  dieser  zwei  Glleichnngen  fahrt  noch  zwei  weitere  ein.  Diese  fBnf 
CoDstanten  bestiinmen  sich,  sobald  iwei  Punkte  der  Fadencnrre  and  die  Bogen- 
länge zwischen  ihnen  gegeben  imd.  Denn  die  Coordinaten  der  beiden  Pnnlcte 
rafluen  den  beiden  endlichen  Oleichnngen  der  Fadencurve  genflgen,  wodurch  vier 
Bedingungen  für  die  Conetanten  erhalten  werden ;  die  gegebene  Bogenlänge  liefert 
hierzu  die  fOnfte. 

Die  Torstehende  Form  der  Differentäalgleichnngen  der  Fadeocurre  ist  nur  in 
den  einfachsten  Fällen  brauchbar ;  flbrigens  kann  man  fQr  diese  Curve  leicht  die 
Diffsrentialgleichnngen  zweiter  Orduang  erbalten.  Fflhrt  man  nämlich  die  Differen- 
tiation in  den  Oleichnngen  Nr.  1.  ans,  ao  kommt 


Td- 


Die  Elimination  i 


d»    ^  ds 
Td-^  +  ~dT+Zd»^<i. 
a  dT  und  hierauf  von  T  ergibt: 


di  di 

Y       Z      ' 

dt      ix 

d,    T. 
Z      X 

dx    dy 
ds      ds 
X       T 

di     dl 

j   dy  A   dt 

dt      dx 
dl     dl 

■'■^■'•^ 
ds        da 

Taugente   des  Pnnktea  (xj/m) 
dx    dy 


I  unter  Nr,  3.  mit  -j—  , 


i.  Um  die  Spannung  T  UngB  < 
multiplioire  man  die  drei  Oleichnngei 
sie.   die.  liefert,  da   (g)'  +  ef)'  +  (^r-l.a,;o 


finden, 
und  addire 


-dT- 

Xdx 

+  Yd,+ 

Zdt. 

Enrfut  »Iw  Mr  die  Kn«  P  .i» 

■od» 

-n 

Y 

dU 
8?'      ^ 

81/ 
~  dl 
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wird,  Bo  erb&lt  nuu,  «eim  T,  U  lich  anf  den  Paukt  {x,  y,  t)  nnd  T^,  U^  «ich 
anf  den  Pniikt  (^,  y,  f,)  benehen; 

In  allea  P&llen,  in  welcheo  für  die  Kraft  P  eine  Eräftefuactioti  be- 
stebt,  ist  die  SpannuD?  dei  F&dens  bloB  eine  Function  dea  Orte*  und 
nicbt  von  der  Gestalt  der  FadencnrTe  abhängig;  die  Aenderang  der 
Spannung  von  Punkt  zu  Funkt  int  gleicb  der  Aenderung  der  £r&fte- 
fnuction  mit  entgegeogeBetiten  Zeichen  genommen. 

In  dem  beeonderen  Falle,  daae  die  Kraft  P  normal  cu  der  Padencurve 

ist,  hat  man  -^^-  +  ^  4^  +  4  ^  -  0,  »1«>  Xda:  +  Yd^  +  2dz  -  0 
und  folglicb  T—  r,,  d.  h.  die  Spannung  iit  constant.  Die«  findut  c  B. 
statt,  wenn  der  Faden  auf  einer  Fläche  anfliegt,  in  welchem  Falle  der  Normal- 

wideratand  der  Fläche  die  Kraft  Pd»  iet. 

Einen    anderen   AuBdmck   fOr  die   Spannung  T  findet   man,    wenn    man    die 

Qleichnngen  in  Nr.  3.  mit  d  •  ^ ,  d  ■  -^ ,  d  ■  j—  multiplieirt  und  «ie  addirt   Der 

CoefBcient  von  dT  wird  dann  Null  nud  bleibt 

Ei  iat  aber  der  KrOmmnngehalbmeMer  (  der  Cnrve  im  Punkte  {xj/t): 


■[(-£)' +e-g)-+(..f3]*. 


r  —  -P'- 


Hiermit  erhUt  man: 

_?:^_xd.^+  rä-'^  +  nd'/. 

Q*  ds  ds  dl 

Quadrirt  nnd  addirt  man  diewiben  obigen  Oleicbnngen ,  lo  folgt  mit  Blick' 
flicht  anf  die  eben  gefundenen  Formeln  und  den  Ausdruck  für  p,  sowie  darauf, 
daw  P»  —  Z'  +  y  +  Z»  ist; 

r*     dT' 
e»  ■*■  ds» 

FQr  Noraalkiäfte  P  ist  dT  ^  0,  miüiin  T  =-  Pf/.  Der  Faden  nimmt  aI«o 
ffir  Normalkrftfte  P  eine  solche  Qestalt  an,  daaa  dei  Krflmmnnge- 
halbmeaeer  der  Kraft  P  umgekehrt  proportional  wird. 

Darob  die  voratehende  Formel  ist  P  in  zwei  Componenten  lerlegt,  deren  Be- 
deatong  leicht  eu  ermitteln  aein  wird.  Iat  u  der  Winkel,  den  P  mit  der  Bicbtnng, 
der  Taugente  bildet,  so  liefert  die  Projeotioa  von  P  anf  die  Tangente 

und  mithin  iat  der  eraten  Formel  dieser  Nnmmer  infolge  —  -^  =>  P  oo«  a.    Setst 

man  dies  in  die  voratehende  Gleichung  ein,  so  folgt  —  =>  P  sia  a.  Non  ßUlt 
Pda  mit  den  beiden  Spannungen  längs  den  Tangenten,  welche  sieb  im  Cnrvea- 
punkte  acbneiden,  in  eine  Ebene.     Dieae  Ebene  iet,  weil  ne  die  beiden  anfein- 
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anderfolgesden  Tangenten  enthält,  die  ScbmiegangBebene  der  Cnrre.    Daher  ctolH 

—  die  Componente  von  P  vor,  welche  in  die  Ricbtong  der  Hauptnoimale  oder  de* 
9 

ETÜmmnngahalbmeaaerB  fällt.  Für  Normalk^^fte  P  itt  a  — ^n,  also  dT  —  0, 
Man  gelangt  zu  den  Ausdrücken  för  die  beiden  Compoueoten  von  P  auch  on- 
mittelbar,  indem  man  dos  Gleichgewicht  der  drei  im  Cnrvenpnnkte  angreifenden 
ErUte  dadurch  angdrückt,  da«  man  die  Componentensnmmen  in  den  Bichtongen 
der  Tangente  und  Hauptnormalen  der  Null  gleich  aetzi  Dies  liefert  n&mlicli, 
wenn  dt  den  Conti ogeniwinkel  bedeutet: 

Pdteoaa  —  T  +  (T  +  dT)  CM  dt  =•  0 
nnd 

Pds  «in  tt  +  (T  +  dJ-)  Bin  dz  ■=  0, 

oder  redudri:  Pds  cos  «  -f  ■'^  "  '^  '■^'^  ^<^'  äa  a  +  Tdt  =>  0,  wo  für  dt  noch 

—  zu  Betien  ist, 
e 

6.  Liegt  der  Faden  auf  einer  Pl&che  F  i*  0  anf,  ao  tritt  la  Pdi  Doch  der 
Notmalwiderstand  der  Fläche  hinzu.  Ist  dieser  Nds,  wo  N  den  anf  die  Lini«!- 
einheit  redncirten  Normal  widerstand  bezeichnet  nnd  sind  N^da,  N^ds,  N^ds  seine 
Componenten,  so  und  die  Bedingungen  dee  Qleiohgewichta: 

d    T  ^  +  Xdt  +  N^da  =  0  , 
dT^^+  ¥di+If^dt=-0, 


WDin  Dooh  kommt: 


dW~WW°'TF 


\ßM^Rm 


Diese  Oleichgewicbtabedingnngen  nnteracheiden  sich  von  denen  ffir  den  freien 
Faden  nur  dadorob,  dus  X  +  JV,,  Y  -\-  N^,  Z  -\-  N^  an  die  Stelle  von  X,  Y,  Z 
getreten  sind.    Daher  ist 

—  dr  —  {X  +  iT,)  da:  +  ( r  +  JV^)  dy  +  (Z  +  ffj  df  -  Xdx  +  Ydy  +  Zä$, 
da  N^dx  -f-  N^dy  +  N^dz  —  0  ist,  weil  lii  anf  der  Fl&che  lenkrechi  stahL  Die 
Resultante  von  Pd»  und  Nd»  ^It  in  die  Schmi^nngiebene  der  Fadencorren. 
Ist  daher  P  —  0,  so  geht  die  Schtniegnngsebene  durch  die  Normale  der  Fl&che 
und  wird  die  Curve  eine  kürzeste  Linie  (Cap.V,S.  IS).  FflrP— 0,  d.h.  X— 7—2=0 
ist  T  constant  und  nehmen  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  die  Form  an: 

rd  ■  ^  +  NJt  -  0.     Td  .  ^'^  +  AT  d«  =  0,     rd  .  ^  +  Nd,  —  0, 
de    '      '  ds    '       f  '  dt   '       * 

am  welchen  folgt: 
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zum  Beweise,  daaB  JV,  die  Ricbtong  des  ErümmungthalbmeMen  doi  Fadencurve 
besitit.  Äni  dieeei  und  der  obigen  Propottioo  ßi  N^,  N  ,  N^  ei^ben  «ioli  die 
DifEerentiAlgleichaiigen  der  Fadencorre,  nämlich 

,    dx  dy  dt 

"dl  _dF  ^^d»    JF_^^'dtJF 

dl     '  dx"    d»     '  3y  ""    da    ''Ti' 

velche  die  kOtseita  Linie  charftkteririreD.    Stellt  man  die  Oleichnng  der  Fl&Ahe 

unter   der  Form   F  *=  f{x,y)  —  t  ^0   oder  t  ^  f  {x,  y)  dar,  so  gewinnen  sie 

.       3F       df       3ü  dF      df       dl  dF  , 

vermöge   ,-= —  ^  i^—  ■"  ä—  "="  P,    -s —  =~  -r—  "■  ^ —  ■=  ff,    -k —  ^  —  1,  wo  p  und  q 
^     10«        8x       dx       "     oy        dy       oy       ^       oi  •        i-         » 

Abkflmmgen  und,  die  einfachere  Form: 

ä^  a^  d|i 

dl  d»  da 

Der  Widerstand  N  der  Fläche  folgt  am  Pein«-*  — fOr^— Piin«,  nbnlieb 
N  ^  — ,  iat  abo  dem  ErfimmnogthalbmeHer  der  Fadencnrve  umgekehrt  pro- 
portional. 

§.  2.  Die  Fadencntve  fOi  Parallelkrtlfte.  Es  seien  die  SriUte  Pdi, 
welche  an  der  Fadencarre  angreifen,  aämmtlich  parallel.  Wählt  mru  ihre  Rich- 
tnng  inr  Richtimg  der  y-Aie,  bd  sind  Z  ^  2  —  0  nnd  werden  die  Qleiohiuigei) 
des  Gleichgewichts 

da         '  dl    '  '  dl 

lud  die  utiter  Ni.  S.  des  TOrigen  g.: 

-B+frdi 


i«  dl  dt 


Hieran*  folgt  ^~— C^,  also  ÄfCx  +  D,  d.h.  die  Punkte  der  Faden- 


dl 

anrve  liegen  in  einer  mit  der  y-Axe,  also  mit  der  Eraftrichtnng 
parallelen  Ebene.  Diee  ergibt  nch  bereite  aas  Cap. 7,  $.  8,  wenn  man  die  Faden- 
cDife  als  ein  Infinitesimalpoljgon  ansieht  WOhlt  man  die  Ebene  der  Cnrve  cnr 
Ebene  der  xy,   to  ist   ihre  Gleicbnng  c  i—  0,   mithin  (7  >•-  i>  »•  0  nnd   bleiben 

mit  Weglaasnng  de«  in  nnbeeümmter  Form  ~  anitrelenden  Ansdnicks  —  ^  ■ -y- 

die  Oleichnngen 


-B+fYdi 


dx  dy 

d»  dl 


Die  Gleicbnng  der  Cnrre  wird,  wenn  T  als  Function  von  x,  y  gegeben  ist: 
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■P 


ist  aber  die  Gestalt  der  Carre  im  Vorana  beatimmt,  so  liefert  dieselbe  Oleichong 
durch  EKffeTentiation  Y  als  Fonctioii  von  x  oder  y. 

Die  Spannung  T  ergibt  rieb  am  deoielbeo  QleichiiDgeii.  ZuD&cbst  lAmlich  üt 


T'^=.A~T     uQd  r 


I?— /^^ 


Qoadrirt  HDd  addirt  man  beide  Aosdrfloke,  ho  folgt: 


'■-^V^^'-^l 


Es  ist  aber  ^  —  lini^,  wenn  ip  den  Winkel  bedeutet,  welchen  die  Tangente 

der  Fadenotirre  mit  der  Riobtong  der  Kraft  bildet.    Der  Inhalt  dieser  Formeln 

iat  folgender: 

Die   Spaunang  des  Fadens   ist    proportional    der   Coseoante   dei 

Winkels,   den   die  Tangente    der  Fadeneurve    mit  der  Kraftriobtung 

bildet,  ihre  Componente  senkrecht  Eur  Eraftricbtang   ist    constant, 

ihre  Componente  parallel  zur  Kraftrichtnng  ist  der  Cotangente  jenes 

Winkels  proportional 

§.  3.    Di«  Kettenlinien. 

Sind  die  Eififte  Pda  die  Gewichte  der  Bogenelemente  des  Fadeni,  lo  heisst 

die  Fadeneurve  eine  Kattenlinic.  Es  iat  in  diesem  Falle  Pds  '~  —  dgd»,  wenn 
i  die  apecifische  Hasse  dea  Fadens,  also  i.di  die 
Masse  und  gidi  das  Gewicht  des  Elementes  im 
Punkte  {xy)  ist,  welches  von  Pnakt  su  Punkt  im  All- 
gemeinen varüten  wird,  und  die  positive  y-Axe  anf- 
w&rts  gerichtet  ist  Fflr  einen  homogenen  Faden  ist 
8  oonibut.  In  diesem  F^e  heisst  die  Cnrve  die 
gemeine  Kettenlinie  (Fig.  36).  Fflr  sie  ist,  wenn 
der.,Bogen  s  ^~  OgM  von  einem  beliebigen  Ponkte 
üg  der  Curve  an  gerechnet  wird  und  s,  die  Bogen- 
länge 0, 3fg  bis  Eom  Anfangspunkte  Jlfg  des  Bogens 
MtM  bedeutet 

jYd» fagds *«(<-*,) 


-  ^  ^-]J  +  s  =  -  ajf  (« -  «,). 

Nehmen  wir  En  den  Punkten  0^  und  M^ ,  fOr  welchen  letzteren  Punkt  A  nnd 
B  die  SpannuDgscomponentoi  waren,  den  tie&ten  Punkt  S  dar  Cnrve  (den 
Seheitel),  so  wird  s^  —  0  nnd  da  im  tiefsten  Punkte  -^  mit  »  ngleich  ver- 
schwindet, auch  B  =  {i.  HieduTch  radoctrt  sich  die  Differentialgleichniig  der 
Fadenonrve  auf 
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pcokea  Werth  einer  Länge  o:  dar,  wtiil  die  linke  Seite  der  Qleiobun^  eine  Ver- 
hBlbUBBsahl  ist  Indem  wir  also  A:  ig  -^  a  oder  A  =  9g  .a  seteen ,  erkennen 
wir,  dau  k  diejenige  Fadenl&nge  darstellt,  deren  Gewicht  gleich  der  Horicontal- 
oomponente  A  der  Spanunng  ist.  Da  im  tie&ten  Punkte  S  die  Tangente  bori- 
EOntal  l&nft,  ao  hat  die  Spumung  J*,  dortaelbii  keine  Verticalcomponente  und  ist 
also  gleich  A,  »o  daas  wir  »chreibem  kOnnen,  T,  ^  9ga.    Die  Dißere&tialgleichnng 

dy        » 

und  drOokt  ans,  dasa  die  Tangente  der  Neigung  der  Cnrve  gegen  die 
Horiiontale  dem  Bogen  vom  tiefsten  Punkte  bi>  zum  Berührnnga- 
pnnkte  proportional  ist. 

Sie  ist  nochmals  zn  integriren  und  wii  wollen  dies  ho  angfahren,  doM  wir  x 
und  y  ab  Fonclioneii  dea  Winkels  ^  darstellen,  welchen  die  Tangente  mit  der 
Verticalen  bildet.    Dann  ist 

dx        ,  dy  dy  ^ 

—  ^  Hin  il> .    -  -^  E>  cos  Vi       —s.=.  cutff  tt 
d»  *'    dg  *'    dx  ^^ 

and  wird  die  DiffetentialgleicbDi^ 

«  »  «  cotg  V. 

Indem  wir  sie  differentUren,  erhalten  wir  da  —  - 

d* 
dx  =  dtna^p  =  —  u  -.  -"  ,  dy  —  d«  cos  1fr  —  - 

Hierani  folgt 

,__„/ü „  r i^ 

t  wa  ip  /  S  HIB  ^  ^  eos  ^  f 


J    tei#  J     tgiv 


y  =  -^=—  +  C\ 
'         iin  ip   ' 

Legen  wir  nnn  das  CoordinatenHjit«m  so,  dass  die  verticale  Ordinatenaze  doxch 

den  Scheitel  8  geht,  lo  daaa  also  fOr  ^  »  ^«  die  Abacisse  x  —  0  wird,  m  vec- 

eohwindet  C  nnd  wenn  wir  den  Coordinatennrspmng  O  nm  die  Strecke  n  tiefer 

legem  als  i9,  M  wird  y  =^  a  fOr  qa  >>  ^  x,  also  auch  C'  i»  o  nnd  sind  die  Olei- 

chnngen  der  Kettenlinie  nnd  deren  Bogenl&nge 

«— —  «Itg  l*.    y  — ^j—r*    <  — «ootg^- 
Will  man  eine  Oleicbung  für  die  Cnrre  iwischen  x  nnd  y  herstellen,  so  ist  ^ 
so  eliminiren.    Die  erste  von  ihnen  gibt 
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und  die  anderen  geben 


._.gij-.-^**--^'t*_t.(,rigt«-ww). 


Die  Oleichong  d«r  Cnire  cwiachen  x  nnd  y  leigt,  dmn  die  OrdinatenUe  eine 
Sjmmetntsxe  deraelben  ist,  und  daaa  die  Kettenlinie  coosknirt  werden  kann, 
indem  num  die  ariUimetücIien  Mittel  der  Ordinalen  der  beiden  r 


die   Ordinatenaze    li^enden    logarithnÜBchen    Linien    z  >—  se     und  y  <—  ae 
all  Ordioaten  aoftiilgt    In  Uiolicber  Weise  kann  die  Cmre  nach  der  forme]  fBr 
»  rectifidrt  werden. 

Die  EetteDlicie  h&ugt  nur  von  einer  ConBtanten  a  ab,  dem  Parameter  der- 
selben.   Alle  Settenlinien  sind  daher  älmlicbe  Cnrren. 

Die  Badentang  des  Parametere  «  ^  OS  ät  folgende.  Wflrde  man  im  Scheitel 
eine  unendlich  kleine  Rolle  (eineo  festen  glatten  Ponkt)  anbringen  nnd  Ton  der 
Corre  ein  Stfiek  gleich  a  aber  dieselbe  hinabhängen  lassen,  ao  würde  das  Gewicht 
deiselbea,  da  es  gleich  7*,  ist,  den  Bogen  SM  ia  Verbindong  mit  der  Spannong 
in  3r  im  Qleichgewicht  halten. 

Die  Eor  Äie  der  Eettenlinie  senkrechte  Gerade,  welche  TOm  Scheitd  nm  den 
Parameter  absteht  und  die  Corre  nicht  schneidet  (hier  die  Äxe  der  z),  heisat 
die  Dicectrix  der  Eettenlinie.  Dnrch  die  Direcfarix  nnd  den  Parameter  ist  die 
Eettenlinie  bestimmt. 

Ohne  die  Coordinaten  a,  y  als  Functionen  von  ifi  darsnstellen  und  dann  ^  xa 
eliminiren,  gelangt  man  anch  nnmittelbar  folgeDdermaisen  in  der  Gleichung  A^ 

dy 
d« 


EetteDÜDie  in  x,  y.     Indetn  man    die   Differentialgleichung    ^  —  —  nochmals 


differentürt,  erhalt  man  mit  HOlfo  von  5^  =  j/  »  +  (^' 
d'y 


]a; 


©■ 


^  ;  gesetit  wird,  lautet: 


ohne  Constante,  da  p  mit  x  verschwindet,  wenn  da«  CoocdidatoisTstem,  wie  oben, 
angenommen  wird.    Daher  ist: 

(p  +  Vt+p*)  (p  -  vT+V)  —  t 

ist,  anch 
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Dia  Eettanliaien. 


nad  hienuB  durch  Dochinaligo  IntegntioD: 

Hit  HOlfe  der  QndermkDii'icheii  liTperboUichen  PimotioDen 
«of.  o  —  ^  (e"+  «"")  imd  Sin.  <»  -  -1  («"—  e~") 
Icwu   nun  die   Qleichnng  der  Kettenlinie   nnd  deren  Rectäficationtfonnel   twcb 
achreibon : 

y  •_  tf  dof.  — ,    <  —  a  ©in.  — 
oder  in  cycliachen  Coüan«  und  Sinne  mit  ima^&rem  Argameute: 


Wir  wollen   noch   einige   geometriMhe  Eügenscbaften  der  Kettenlinie    aof- 
fflhren. 


1.    Ana  den  Oleichongsn  y  —  ^  a  (e"  -]-  e     ") ,     >  —  ^  «  («"  - 


")  folgt 


y  +  S-ae«,    y-l-«     - 
und  mithin  weiter  dnroh  Moltiplioation  dieser  Qleichnngen 

!<■-«■  +  .", 
d.  h.  dfti  Quadrat  deaAbitandea  einei  CnrTenpnnktea  fon  derDireotiix 
ist    gleich    der    Quadratiurame    des    Bogena    vom    Scheitel   bia    Enm 
Cnrvanpnnkte   nnd  dea  Parameter!  (Fig.  29).     Dieser  Sati  folgt  aach  an- 
miUelbar  aus  der  Eigenschaft  der  hyperbolischen  Functionen,   vermOge  welcher 


Coj.'n  —  Sin.*a>  »  1  ist.     (üeber  die  hyperbolischen  Fnnctionen  Tgl.  Gionkn, 
Theorie  nnd  Anwendong  der  hyperbolischen  Fanctionen,  Daoiig  ise6;  femer  den  ton 
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HeiB  lieiTiUireiide&  AbBchoitt  aber  dieselben  in  Sohncke's  Sammlong  toh  Aaf- 
gtiben  ans  dei  DiSerential-  und  IntegralreehuaDg;  sowie  Laisant,  Enai  «nr  lea 
fonctions  hjperboüqaes,  Paris  1874.)  Beachreibt  man  daher  am  dm  S«hiiit^>iinkt 
0  der  Axe  der  Eettentinie  ODd  der  Directriz  mit  dem  Parameter  a  einen  Kreis, 
trägt  aaf  der  Axe  die  Strecke  Om  ^-  MF  ^-  y  ab  and  zieht  die  Tangente  m  T 
an  den  Kreis,  so  wird  tnT  gleich  dem  Bogen  SM^-s  and  wenn  man  da« 
Parallelogramm  JPOTZ  lollendet,  Dreieck  PZM  ifi_  OTtn,  mithin -^  PiJf  —  i  «, 
PE  =  a  and  EM  die  Tangente  der  Eettenlinie  in  M  Hin;  d.  b. 

Die  Richtang  der  Tangente  in  einem  beliebigen  Paokte  M  der 
Eettenlinie  ist  parallel  der  Tangente  des  nm  O  mit  dem  Parameter  n 
beschriebenen  Ereises,  welche  man  von  der  Projectioa  m  des  Panklea 
M  anf  die  Ase  der  Curve  an  diesen  legen  kann. 

Die  Länge  des  Perpendikels  PS,  welches  man  Ton  der  Projection 
Pdes  Cnrvenpnnktes  M  anf  die  Tangente  fällen  kann,  ist  constant 
nnd  gleich  dem  Parameter  ir  der  Eettenlinie. 

Die  Projection  MS  des  Abitandas  MP  des  CnrveapnnkteB  M  von 
der  Directrix  anf  die  Tangente  von  M  ist  die  Länge  m  des  Cnrven- 
bogeus  vom  Scheitel  S  bis  znm  Punkte  M. 

8.  Da  MS  der  von  der  Tangente  abgewickelte  Bogen  Jlf  iS  ist,  at>  hat  ME  die 
Richtung  der  Normalen  und  ZP  die  der  Tangente  der  Evolvente  der  Eettenlinie  im 
Pmikte  E.  Das  Tangenteustflck  der  Bvolvente  der  Eettenlinie  vom 
Cnrvenpnnkt  bis  cor  Directrix  der  Eettenlinie  ist  daher  constant;  die 
Evolvente  ist  eine  Tractrix,  deren  oonstante  Tangentenlänge  gleich 
dem  Parameter  der  Eettenlinie  ist    um  eine  Qleicbiuig  fSr  die  Evolvente 

in  finden,  seien  x,  y  die  Coordinaten  des  Ponktea  E  nnd  Y  —  y  ^  -^  (X  —  c) 

die  QleichoDg  der  Tangente  in  E  fllr  2,  f  als  laufende  Coordinaten.  Für  den 
Schnittponkt  P  der  Tangent«  mit  der  x-  Axe  ist  y  o.  o  und  die  Snbtangente 


die    Difierentialgleiohnug    der  Evolvente.    Durch  die  Sabstitation   a'  —  y*  =  t' 
gebt  ne  Aber  in  dx  -j-  1 1 r^r~)  ^^  ~  "'  ^^'^^'^  Int^ral 

ist,  ohne  Constante,  da  mit  x  ^  0  die  Ordinate  y  ~  a,  alw  <  —  0  wird.    Nach 
der  Bettitotion  von  y  nimmt  sie  die  Form  au 


3.     Beseichnet,  wie  oben,  V  den'Winket  der  Tangente  nnd  Axe  der  EetUn- 
linie,  lo  ist  der  ErOmmnngshalbmesaer  ^  •—  —  -j— ,  da  cotg  ^  ■*  —  ,  also 

sin'i^        « 
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Es  ist  aber,  vie  leicht  aoa  der  Figur  >u  «ehen,  a  :  md'  iß  die  LKnge  MN  der 
NonDaleo.  Daher  ist  der  KrümmungahalbmesBer  der  Eettenlinie  gleich 
der  Länge  der  Normalea  zviachen  dem  Cnrvenpnnkte  und  der 
Directriz.    Die  ohige  Differentialgleichung  der  Curve  ipricfat  diesen  Satc  au. 

S'C+d-gT-TC+d-i))-^- 

womit  die  Differentialgleichnng  abergeht  in  e  sin'ifr  =  «.  Projioirt  man  den 
KrOmmnngBhalbmeaBer  auf  die  Axe  and  von  da  rflckwUrts  auf  die 
Normale,  so  erh&lt  man  den  Parameter  der  Carve. 

4.  Die  Fl&che  F  der  Eettenlinie,  enthalten  iwisch«i  dam  Abscissenitack 
X  —  X,,  dem  darabCTstebenden  Cnrrenbogen  s  —  a,  und  den  deeseu  Eodpankten 
entsprechenden  Ordinalen  ist,  da  y  •—  er  :  sin  ^,  dx  =—  d»  sin  ip  üt: 

F^fydx  ~~Jud»  _  e  «  -  ^), 
^■o  proportional  dem  CurvenbogeD  s  —  s,. 

Die  Spannnng  T  in  einem  Pnnkte  M  (x,  y)  ist  infolge  §.  2,  8.  94  T—  T^~, 
wenn  T,  ~  9ga  die  constante  Horizontalapannang  Ta  bezeichnet,  welcbe  dort  A 
genannt  worde.     Da   --  ■=  cosec  ^  =   "  ,    so    folgt    T  —  T,  cosec  ^,    sowie 

T 
T  =  --  jf  =  8gy.     Ferner  ist  die  Verticalcompooeate  T^  der  Spaunnng: 

Ty  =.  Jj,  cotg  ifr  =.  r^,  — , 
daher  wird  anch 

r>  =  r>  +  Ti  "^  —  7"J  +  (*ij8)'. 

Die  SpannQDg  in  irgend  einem  Pnnkte  ist  daher  proportional  der 
Secante  der  Neigung  der  Tangente  gegen  die  Horixontale,  sie  ist 
auch  gleich  dem  Gewichte  eines  Fadentheiles  gleich  dem  Abstände 
des  Punktes  von  der  Directrix  und  der  Unterschied  ihres  Quadrates 
vom  Quadrate  der  Horiiontalspannung  (im  Scheitel)  ist  gleich  dem 
Qnadrate  des  Gewichtes  vom  Bogen  vom  Scheitel  bis  znm  CnrTen- 
punkte. 

In  der  letsteren  Form  folgt  der  Sata  unmittelbar  ans  der  S.  BO.  gegebenen 
Methode  soi  Bestimmung  der  Spannung.  Aus  T  —  Sgy  folgt,  dass  der  Faden 
vom  Scheitel  bis  sa  irgend  einem  Pnnkte  M  im  Oleichgewicht  erhalten  wird, 
wenn  man  denselben  in  M.  Qber  eine  kleine  Rolle  führt  and  tin  Stück  desselben 
bis  zni  Directrix  Qberbftngen  lilsit.  Ebenso  folgt,  dass  die  Enden  eines  im  Gleich- 
gewicht befindlichen  Fadens,  welcher  über  zwei  unendlich  kleine  Bollen  hängt, 
bis  rar  Directrix  hinSibreichen ,  also  beide  in  einer  Horiiontolen  liegen;  ferner 
daas,  weut  ein  geschlosBener  Faden  über  zwei  kleine  Rollen  hingehängt  wird, 
die  beiden  Kettenlinien,  die  er  bildet,  eine  gemeinsobafUiche  Directrix  haben. 
Denn  die  Spannungen  beider  Kettenlinien  in  je  einem  Aufhängepnnkt  sind  gleich, 
also  würden  anch  die  Fadenstflcke,  welche  die  Kettenstflcke  im  Gleichgewicht 
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erWten  würden,  falls  der  Faden  an  den  AofhäDgeBtellen  dnrch^eachnitten  wfirde, 
big  EU  derselben  Horizontalen  Unabr eichen. 

Wir  Dehmen  jetit  an,  ea  aei  ein  schwerer  Faden  von  der  LSnge  l  ^geben, 
welcher  als  Eettenlioie  Ewischen  zwei  Punkte  A,  B  anfgehängt  werden  soll  nnd 
suchen  die  Elemente  dieser  Carve  eq  bestimmen. 

Nimmt  man  die  noch  unbekannte  Directrix  vor  x-Aie,  die  Vertikale  de* 
Scheitels  S  zur  i/-Äie  nnd  bezeichnen  x,  y  die  Coordinaten  von  A,  x-\-a,  y -\~  b 
die  von  B,  sodass  o,  b  die  Eorisontal-  nnd  Vertikal projection  des  Bogens  AB  =-  I 
darstellen,  so  hat  man  fOr  £^1  ^  »  und  SB  =  s  -|-  I  den  oben  entwickelten  Glei- 
chnngen  zofolge: 

»  +  6  +  .  +  1-..',  j  +  6_,_i_.,      ., 

worin  a  den  gleichfalls  noch  unbekannten  Parameter  OS  beieichnet.  Durch 
Elimination  von  y  und  s  aus  diesen  vier  Gleichungen  gelangt  man  m  swei,  di« 
unbekannten  x,  a  bestimmenden  Gleichungen.  Die  Sabtraction  der  Cbereinander- 
stehenden  Oleichungen  liefert  nämlich: 

»+!_..■(."- 1),  s- i-<.r •  (r "  - 1) _.,"". .""  (i- «•) 

und  weit«T  liefert  die  Hnltiplication  dieeet  Gleichungen,  wodurch  x  eliminiit 
wird,  zur  Beetinminng  von  a  die  Gleichung: 


Setit  man  nun  —  ■>  £  und  — 
deute  Gleichung: 

.-i(.--r'-). 

Mit  ihrer  Hilfe  ist  innächst  «  durch  a,  b,  l  ausEudrQcken,  wodurch  sodann 
«[  ^  —  und  hiermit  x  aus  der  Gleichung  b  -\- 1  :=-  ae"  ye"  —  l)  ,    sowie    y    mit 

Hilfe  der  Oleichnug  der  Cnrve  p  •=  ^u  \e"  -\-  e  "f  gewonnen  werden.  Die  ganae 
Schwierigkeit  beruht  also  in  der  Behandlung  der  transcendenten  Gleichong  fb  b. 
Hierm  kann  man  sich  dreier  Methoden  bedienen:  I.  der  Entwiokelong  der  rechten 
Seite  der  Gleichong  Rir  c  in  eine  Potensreihe,  n&mlich: 

!.  der  graphischen  Darstellung,  indem  man  z  als  Äbscisse  des  Durchschnitte  der 

Curve  y  =  \\t  —  e  /  mit  der  Geraden  y  —  ^ez  betrachtet,  oder  3.  indem 
man  sich  eine  Tabelle  entwirft,  in  welcher  zu  einem  System  von  Wertheo  c  die 
entsprechenden  Wertbe  von  «  eingetragen  sind  oder  ans  welcher  dieselben  wenig- 
stens leicht  ermittelt  werden  kOnnen.  Setzt  man  ^  (e  '-|-  e  '^  —  -^^>  » 
wird  wegen   ^  -  —  VT+  cotg'  *  der  Ausdruck   ^  (<*'  —  '"'')— cotg  ♦, 
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l,  1  I  +  coi  # 

mitliiii  «*    ■»  cotg  »  H — :— ^  =  — -i—^ —  =  cfltg  4*  und  folglich 

i  e  -  I  cotg  i  ». 

Eierdnrcli  oimmt  die  eu  behtmdelnde  tianBoeadeota  Gleiclmiig  die  Gestalt  an: 

—  =,  tg#  ■  Icotgi^. 

Die  Tafel  hierfOr,  welche  von  Broch  berechnet  wurde  (Lebrbnch  der  Heohaaik, 
Berlin  und  Chmtiiuiia  ISöl,  S.  46)  und  in  Moiguo,  Lefon«  de  mieanique  ana- 
Itftique.    Statiqw  p.  SBl,    sowie  anch  in  Duhamel,   Lehrbuch   der   analjtiHchen 

Heohanik,  denticli  von  ScblOmiloh,  S.  16S  anfgeDommeii  ist,  liefert  zu  —  den 
Werth  von  9  und  es  ergibt  oicb  dann  i  durch  die  Gleichung  b  ~  21  cotg  ]  9. 

Die  AnwendoDg  der  G  u  derm  an  n' sehen  Tafeln  der  byperboliechen  FnnctioneD 
erleichtert  die  Berechnang  von  z  und  ermöglicht  die  Aofatellung  einer  Tafel  fSr 
z  Beibit.    El  iat  ntkmlich 

©ini* 

Aua  der  Gleichung  c=  —  (e  ~  e  \  läast  sich  noch  eine  leichte  Fol- 
gerung ziehen.  Der  Werth  von  c,  also  anch  e  ftodeit  aich  nicht,  wenn  6  —  0, 
aber  ingleich  ^I'  —  b*  fSr  l  geaetct  wird.  Ist  aber  b  ^  0,  bo  liegen  die  beiden 
AnfhAngeponkte  in  derselben  Horisootalen.  Bei  gleicbero  a  haben  flberhanpt  alle 
die  Eettenlinien  denselben  Parameter,  fSr  welche  I'  —  6'  denselben  Werth  be- 
sitst.  Ist  a'  dieser  gemeinsame  Werth,  also  I'  >—  a'  -|-  b'  and  conebrnirt  man 
(Fig.  30)  lu  AB  "  a  die  Linie  A^B  ^  a,  so  ergibt  sich  ni  jedem  Aafh&nge- 
punkte  S  die  Bogenlänge  A^B  —  I  —  ]/«'  +  b'  fOr  den  Eettenbogen  ASS. 

Entwickelt  man  die  rechte  Seite  der  Gleichung  y  =  Ja  («"4-  «     "/  »  «ine 

Reihe,  so  ergibt  sich  y  —  a  ^  ~^ |.__-j....  und  fitr  gehr  kleine  x,  also 

in   der  NUie  des  Scheitels,  stimmt  diese  Gleichung 
nftherungaweiae    mit    der    Gleichnng   y  —  ce  ^  .^  — 

aberein,  welche  eine  Parabel  vom  Parameter  ia  be- 
deutet.   Galilei,   welcher    zuerst  die   Gestalt    eines 
schweren,  an  swei  Punkten  aufgehängten  Fadens  lu 
'if.  M'  bestimmen   suchte,   hielt  dieselbe   fflr    eine    Parabel. 

Jac.  Bernoalli  bebandelte  dies  Problem  luertt  ana- 
lytisch nnd  von  ihm  rührt  der  Name  „Eettenlinie"  her  (Acta  emditorum.  Lipsiae 
1600,  p.  21?,  oder  Opera  T.  I,  p.  424).  Job.  Bernoalli,  Leibnitn  und  Hq;- 
ghens  gaben  1691  gleichfalls  in  den  Act.  entdit.  Lösungen. 

g.  4.  Die  Kettenlinie  aaf  der  schiefen  Ebene.  Ein  homogener, 
acbwerer  Faden  sei  an  swei  Punkten  einer  schiefen  Ebene  hefeetigt  und  liege 
auf  der  Ebene  auf;  dieselbe  bilde  mit  der  Tertikaien  den  Winkel  a  und  werde 
zur  ;ry-Ebene  gewählt,  sodass  in  ihr  die  x-Aie  horiiontal  angenommen  wird.  Die 
y-Aze  sei  positiv  nach  oben  gerichtet;  die  e-Axe,  senkrecht  zur  zy-Ebene,  li^ 
dann  mit  der  tf-Aie  in  einer  Vertikalebene,  welche  den  Neigungswinkel  a  ent- 
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hält.  H&D  bat  aUduu  behafa  Anwendnng  der  Qleit^uiigen  §.  1.,  N.  S. ;  X  ^  O, 
Y  =•  —  9g  HOB  a,  Z  —  —  d^  ein  <t  nnd  da  JP  =  0  »  0  die  Qleiehnitg  der  Ebene 

des  Fadens  igt,  |^'  =  t^  =.  0,  |^  —  1  und  demnach  AT  =  JT  —  0.  N,  —  K, 

^  ex       oy  dz  ^         y  • 

■odaaa  die  aieichuiigea  des  Qleichgewickta  werden: 

d/'r^'j=0,    d(T^\~  igoofitcda  —  Q,    —agünadg -\- Nd» -^ü. 

Die  beiden  enten  und  die  Gleich gewichUbedingongen  eines  freien  Padens,  anf 
dessen  Pnnkte  die  SohwerkrsR  nicht  mit  der  Totlen  Beschlennigung  g,  sondern 
mit  deren  Componente  g  cos  a  wirkt;  der  Faden  bildet  daher  anf  der 
Ebene  eine  Eettenlinie  und  da  die  Bestiminung  dieser  Gurre  dem  vorigen  %. 
zufolge  diese  Beschlennigung  nicht  enthalt,  so  bleibt  die  Fadencurve  die- 
selbe, wenn  die  Ebene  nm  die  Horisontale  beliebig  gedieht  wird 
nnd  stimmt  Qberein  mit  der  Eettenlinie  des  freih&ngenden  Fadens. 
Die  letzte  Gleichung  gibt  den  Drack  auf  die  Ebene:  N  ~  igäaa;  derselbe 
ist  in  allen  Funkten  der  Fadencurve  gleich,  variirt  aber  mit  dem 
Winkel  a  nnd  Terschwindet  mit  a,  d.  h.  fflr  die  vertikale  Lage  des 
Fadens. 

lieber  die  Eettenlinie  anf  der  Engelfläcbe  und  anf  Botatdonsfl&chen  flberbanpt 
B.  Gudermann,  de  eurci»  catenariü  spftoencü  diaeertaUo  analylioo-geotnelriea. 
Grelle,  Joam.  Bd.  33,  8.  18B  □.  2B1;  Biermann,  problanata  quaedam  moAamea 
functionum  elliptkaruM  ope  stüuta.  Berolini  1865,  §.  11  {„De  caUnariit  in  n^Mr- 
ficidMtg  cwrvis  nottwtUü  rotatione  gtneratiif).  —  In  mehrfacher  Hinsicht  wiehtig 
ist  die  Abhandlung  von  Clebscb:  „Ueber  die  Gleichgewichtofigur  einet  bieg- 
aamen  Fadens"  (Crelle'e  Jonmal  B.  b1,  S.  98  [1S60]). 

§.6.  Die  Eettenlinie  von  const anter  Spannnng.  Ein  schwerer, 
biegsamer  Faden  sei  an  swei  Pankten  befestigt;  er  sei  nicht  homogen,  vielmehr 
sei  die  Haaae  ao  Aber  ihn  vertheitt,  daaa  die  Spannung  in  jedem  Punkt«  der 
specifiBChen  Masse  proportional  aei.  Man  aoll  die  Gestalt  des  Fadens  nnd  das 
Oesets  der  Masse nvertheilnng  längs  desaelbeu  ermitteln  (Coriolis). 

Die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  sind 

d-r^  =  0,     d-Tp^-»gdi  —  f),     T  =  ai, 
da  '  ds  '  '  ' 

wenn  8  die  speoifische  Hasse  im  Punkte  {x,  y)  und  a  ein  Proportdonalit&tefactor 

ist.    Die  erste  Gleichung  gibt    T-j-—  Tj,   d,  h.  die  Horizontalcomponente  der 

Spannung  ist  coustant,  also  gleich  der  gansen  Spannnng  Tg  im  tie&ten  Punkte. 
Hieraus  folgt,  wenn  man  noch  3',  ^  ad^,  d.  h.  die  speciBsche  Masse  im  tiebten 
Puokte  gleich  A,  setzt: 

T—T,^~T„  cosec  »,      *  -  «,  ^  —  *„  cosec  tp, 

wo  yr  den  Winkel,  den  die  Tangente  mit  der  Verticalen  bildet,  bedeutet.  Hiemit 
geht  die  zweite  Gleichung  nach  Elimination  von  T  und  9  wegen  T,  —  ad„  nnd 


*  ~  d(,  ^  über  in  ad-^^g  (^—V  dx ,   d.  h. 
_       1. 
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Diese  Gleichoug  i«t  gleichbedeatend  mit 

d.  h.  die  Projection  des  ErflnunaagahalbmeBaera  der  F: 


3  Veftioale  ist  eonatant. 


Ihre  IntegntioD  liefert  Arctg  -^  -mg  —  oder 


-  t«  ?  -  . 

ohne  CoDstunte,  wenn  der  tJeMe  Pnnkt  der  Draprung  and  die  Tangente  daaelbBt 
die  le-Aze  iii.    Die  nochmalige  lutegrotioa  liefert  y  —  —  —  l  ooag  —  oder 

e—  X 

«    '  ■  ooe  ;     ■  —  1 . 

Ad»  j^  ^  tg  j  ^  folgt  -j—  ^  »ec  g  —  und  faiemit 

r  =  fo  Bec  j  — ,      a  =  «,  leo  s  —  - 
Die  Oidinatenaie  theilt  die   Fadencarre    i^mmetriKh.    Die  durchau  poei- 
tive  Ordinate  wird  onendlich,  wenn  cob;— =-0,  d.  h.  g  —  —  )«.  \*,  |>,... 

d.  h,   X  •'•  i  —  a,    i^  o,    i  —  o,  . . .    wird.      Von    «^4  —  abie  4—  a,    Yon 
0  9  9  9  9 

o:  VI  4  —  "  ^i*  i  -  -  "t  •  ■  •  ist  y  imagtn&r.  Die  Curve  ist  daher  ans  coQgmenteii 
Aeitea  Bueaminengesetzt,  jeder  fon  twei  vertäcaleti  As^rmptoten  eingeschlossen, 
so  dasB  der  Pl&chenstreifen  zwischen  je  zwei  anfeinanderfolgenden  Asymptoten 
--  a   betragt.    Zwischen  je  zwei  Streifen,  welche  je  einen  Corvenaiit  enthalten, 

liegt  ein  leerer  Streifen.  -  Die  horizontale  AbBciseenaxe  berührt  die  Aeste  in  der 
Mitte  der  Streifen. 

Die  beiden  Constanten  a  und  T,  oder  a  und  8^  kSnaen  bestimmt  werden 
sobald  ansMr  dem  Goordinatennnprang  noch  ein  Punkt  (x,,^,),  durch  welchen 
die  Carve  hindurchgehen  soll  nad  das  Gewicht  Q  des  Bogens  Tom  Ursprung  hi« 
EU  diesem  Punkte  gegeben  ist    Man  hat  n&mlich  alsdann  aas  der  Gleichung 

e  "  ■  CO»  y  —  =  1 


miüiin,  wenn  man  mit  x^  dividirt  und  g—^w  letct: 

oos"  n  —  e    ''. 
IhE  ans  dieser  Gleichung  a  mit  HBlfe  einer  Tabelle  gefunden,  so  liefert  g~  =  ta 
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den  Proportionaimtafactor  a  =•  —  x, .   Femer  iet  das  Gewicht  dea  FadeoelementBa 
ds  gleiob 

9gäs  —  *i,s  tec  g  —  etc  g  —  ■  dx  =•  i^g  aec' j  —  ■  dx, 
mitbin  du  Gewicht  des  Bogeiu  von  z  —  0  bis  x  ■—  «^ : 

G  -  9^g    r~^ o*,  tg  s  ^  -  r,  tg  s  ^  =  r,  tg  <o 


Tj  — '  G  cotg  (B ,     tf d  -•  — S  ■—  — -  cotf  a . 

g.  6.  Die  p&raboliBcbe  Kettenlinie.  Ein  gewichtloaer  Faden  sei  io  eeioen 
Elementen  ä»  dorch  Gewichte  oontiunirlich  belastet,  welche  proportional  den  Pro- 
jectiouen  dx  dieeer  Elemente  »nf  die  Horizontale  sind;  man  hoII  die  Gestalt  Ata 
Fadens  bestimmen. 

Es  sei  p  die  Laet,  welche  auf  einen  Bogen  ßllt,  deuen  Horisontalpiojection 
die  Längeneinheit  ist,  dann  wird  ^pdx  die  Balaatnng  von  d»  sein  und  beet«hen 
folglich  die  Gleichungen; 

dr^  =  o,  dT^y-pdx  =  o. 

dt  '  da       "^ 

Ans  diesen  folgt: 


da  "'  dg 

wovon  die  erste  Oleichimg  ansaagt,  dass  die  Eorizontalcomponente  der  Spannnng 
oonatant  ist.    Weiter  ergibt  sich  aus  der  letiten  mit  HOlfe  der  erBt«n 

^       _ 

dx       To"" 

die  nochmalige  Int^ration  liefert 


»  =  i  ^  «*  +  C'x 

und  zeigt,  dasB  die  gesuchte  Cnrve  eine  Parabel  ist.  Eine  weitere  Conctante 
tritt  nicht  hium,  wenn  einet  der  Anfh&ngepmiHe  als  Coordinatennraprong  gut. 
Ist  die  Spannweite  des  Carrenbogena  Sa,  so  geht  die  Cnrve  durch  den  Pnnkt 
X  ^  2a,  y  =  0  nnd  erhält  man  mr  Beatimmnng  der  Conatauten  C  die  Gleiehmig: 

0  ■=-  ^  ■  2a' +  2Co,  d.h.(7='  — ^,  wodurch  die  Parabelgleichnng  die 
Form  annimmt:  y  =>  i  w  {x*  —  Saz).  Verlegt  man  den  Urapmng  in  die  Mitte 
der  Spannweite,  ao  wird  sie:  y  =•  \  ^   {x*  -\-  a*).     Um   die   Bonaontalapanniing 

T„  dnrch  Elemente  der  Cnrve  anezndrQcken,  wollen  wir  die  L&age  des  Badens 
mit  L  bezeichnen,  d.  h. 

setzen.    In  den  Anwendungen  ist  gewöhnlich  der  Unterschied  L  —  Sa  zwischen 
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der  BogenlEüige  und  der  Spimnweite  sebr  klein  nnd  folglicb  anch  die  Ordinate 
{  %r-  <)efl  Scheitela  oder  der  Pfeil  des  Bogens  nnd  also  auch  ~-  lehr  klein  und 
kann  man  daher  die  WnnelgrCeBe  nnd  den  Logatithmne  in  Beiheo  entwickeln, 
nämlich  fOr  ^  <>■  <: 

VT+7'_l  +  t.''  +  4y+--      1 

'C  +  Vi+O-v-i-T+fTiT--   ■! 

ietsen,  wodarch  t  =-  8a  +  1  ^W—  H nnd  folglicb  annähernd  r„  i— 


die  QrQise  ~  ^  tg  o  setzt,  wo  m  den  Neigangswinkel  der  Tangente  in  einem 
Aafh&ngepankte  gegen  die  Horizontale  bedeutet.  Man  bat  dann  behnb  Berech- 
nang  der  Tabelle 

=  eec  «0  +  colg  a>  I  (fg  (0  +  sec  m). 

§.  7.  Die  Kettenltnie  constanter  Spannung  bei  einer  continair- 
lichen  Belaitang,  welcbe  in  horisontalem  Sinne  gleiohm&Bsig  ver- 
theilt  ist.  Der  biegiame  Faden  sei  belastet  dnreh  sein  eigene»  Gewicht  nnd 
attsserdem  durch  continoirlich  Aber  ihn  vertheilte,  den  Horizontalprojeotionen  der 
Bogenelemente  proportionale  Gewichte;  welches  ist  die  Gestalt  der  Fadenoorre, 
wenn  das  Gesetz  der  Hassen vertheilnng  des  Fadens  so  bestimmt  ist,  das«  die 
Spannnng  in  jedem  Punkte  der  apeoifischen  Haase  8  desselben  propoitioaal 
sein  »oll? 

unter  Beibehaltung  der  fvüheren,  Beseichnongen  sind  die  Gleichnngen  des 
Problems: 

d.r~  =  0,    d-T^-(,9gd8  +  pdx)=.0,     T-aS. 

TOn  denen  die  erste  Tj-  =-  To  liefert,  so  da«    r  =  jT, -j- —  T^  eo»eo  *    and 


ebenso  *  — 

^•di  = 

=  a,  oose 

<c^  wird. 

Die  Eweite  Oleichnng  I: 
. agds  +  pdx 

iefert  MX 

lanD 

oder  da   7. 

-  a«^ 

und    t  • 
d'lf 

-'•'£ 
-i[(' 

-a^-— Gl) 

'ist, 

Diyidirt  und 

mnltiplicirt  man 

rechte  mit  1  +  ^  nnd  setzt  y  : 

1/.+ 

/  -  r. 
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Bo  kommt 


idYy     a  Y  '^ a,g 


j  t/7j.  f    ' 


oder  Dach  der  Beatitution  \ 


■('l/«T&.f)  = 


Die  Fadencurve  iit  ilaber  dieselbe,  wie  beim  vorigeo  Problem,  nur  ist  die  Breite 
der  Streifen  eine  andere,  u&mlich; 


--}/l 


'K9 

§.  8.  Probleme  xnr  Be&Tbeitung. 

1.  Eine  homogese,  schwere  Kette,  deren  Glieder  als  nnendlicb 
klein  angeseben  werden  sollen,  ist  mit  ihrem  einen  Ende  an  einem 
Punkte  B  fest  and  h&ngt  tod  diesem  herab,  jedoch  ao,  d&ss  ein  Theil 
derselben  am  anderen  Ende  A  aaf  einer  Horicontalebene  E  mit  B«i- 
bnng  vom  Coeffioienten  fi  anfliegt.  Welches  sind  die  ftneseritss 
Qleiobgewichtsl  agen  der  Kette,  in  welchen  also  ein  möglichst  kleiner 
Theil  derselben  mit  der  Horizontalebene  in  Berflhrnng  kommt  and 
wie  ist  die  Spannung  in  einer  solchen  Qleichgewiclitslage  beschaffen? 

Ist  i  die  ganze  Länge  der  Kette,  X  die  des  anfliegenden  Stfloks,  h  die  fiSbe 
von  B  Aber  E,  x  der  Abstand  des  Scheitels  S  (des  Endpunkte«  von  1,  da  die 
Kette  E  berührt),  a  der  Parameter,  so  wie  p  das  Gewicht  der  L&ngeneinheit,  so 

wird  To  =  ctp  —  ppl,  (  —  1  —  4«(«''— «  ''),6+«  =  4«  (e  "  +  «  '),  worans 
a,  1,  X  folgen. 

S.  Eine  homogene  schwere  Kette  von  der  L&nge  I  b&ngt  mit  einem 
Ende  an  einem  festen  Pnnkte  B,  ihr  anderes  Ende  A  ist  an  einer 
schweren  Masse  vom  Gewichte  g  befestigt,  welche  mit  Reibung  ft 
aaf  einer  d-nrcb  A  gebenden  Uorizontalebene  über  einen  Einschnitt 
hinweggleiton  kann,  in  welchen  die  Kette  hineinhängt  Weichet  ist 
die  änsserste  Entfernnng,  aaf  welche  A  von  der  Vertioalen  des 
Punktes  B  ohne  Btöcang  des  Gleichgewichts  hinweggeschoben  wer- 
den kann  and  welches  sind  Gdstalt  und  Spannung  der  Kette  für 
diesen  Fall? 

8.  Von  einer  gemeinen  Kettenlinie  sind  gegeben  swei  Pankt* 
..1,  B  und  ihre  Abstände  y,,  y,  von  der  Directrix,  sowie  ihr  Horiiont»!- 
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abstand  a;  man  lotl  den  Scheitel,  den  Parameter  nnd  die  Bogenlinie 
iwiBcben  A  und  B  flnden.    (Zwei  LOnmgen.) 

4.  Ein  schwerer,  homogener,  nndehubarer  Faden  von  der  L&nge  I 
wird  dbei  swei  gleiohhoofaliegende,  nm  die  Strecke  Sa  von  einander 
abstehende  Punkte  gehangen,  sodass  die  Enden  herabfallen  und  er 
eine  Qleichgewichtelage  annimmt.  Welche  GrOsse  mosa  I  mindestens 
haben,  damit  das  Gleichgewicht  flberhanpt  mOgtich  sei?  Wie  viele 
Gleichgewichtslagen  sind  fflr  denselben  Werth  von  I  mOglich,  wie 
unterscheiden  sie  sich  Btatiaoh  nnd  wie  findet  man  den  Parameter  s 
der  Eettenlinie,  den  Drnck  P  anf  die  Stützpunkte  und  die  Neigung 
9  der  Endtangenten  gegen  die  Oirectriz?  Wie  modificirt  sich  die 
Untersnchnng,  wenn  die  Stützpnnkte  nicht  in  gleicher  HOhe  Liegen? 
Welchen  Gang  hat  die  Untersuchnng  einzuschlagen,  wenn  der  Faden 
aber  drei  Stützpunkte  biuwegt&nft  and  welchen  besonderen  Einfluas 
Qbt  dabei  die  relative  Lage  des  mittelbaren  StAtzponktes  gegen  die 
VerbindungsUnie  der  beiden  äuisereu  aus? 

g.  9.  An  die  im  Vorstehenden  behandelten  Lehren  kOnnen  sich  weitere 
Untersnchnngen  fiber  biegsame  Netie  nnd  biegsame  Flächen  anreihen.  Daa  Pro- 
blem  biegsamer  Fl&chen  ist  eng  verwandt  mit  dem  rein  geometrischen  achwie- 
rigen  Problem  der  Deformation  der  Flächen. 


Vn.  Capitel. 

Einige  statische  Probleme  ttbsr  das  aieiobgewioht  von  Kritften  «a. 
elastlsohen  Systemen. 

%.  1.  Ea  seien  zwei  Punkte  A,  B  so  miteinander  durch  eine  verSjiderliche 
gerade  Linie  verhnnden,  dass  wenn  ihre  Entfemang  AB  durch  Kräfte  vergrOssert 
oder  verkleinert  wird,  dieselbe  wieder  abnimmt  oder  wftchst,  wenn  die  Eiftfte 
anfhOren  za  wirken.  Wir  sagen,  die  Punkte  seien  elastisch  mit  einander  ver- 
banden. 

Nehmen  wir  an,  dasa  unter  Einwirkang  iweier  Kräfte  P,  Q,  welche  an  A 

und  B  angreifen  (Fig.  31)  und  deren  Riohtangalinien 

KT  '-«r  '"  ^^^  Gerade  AB  fallen,  Gleichgewicht  eingetreten 

<         ,       ^ •*      . f.    sei,  nachdem  die  Linie  AB  eine  Aenderung  x  erlitten 

■ä  B  habe,  wobei  x  poxitiv  oder  negativ  angenommen  wer- 

''  den  soll,  je  nachdem  es  eine  Verlängerung  oder  Ver- 

kürzung der  EntfemangJ^  bedeutet.  Schneiden  wir  die 
elaatische  Verbindung  durch,  so  aind,  nm  das  Gleichgewicht  an  erhalten,  zwei 
entgegengesetzt  gleiche  Erftfte  nCthig,  eine  an  A,  die  andere  an  B,  längs  AB 
wirkend  erforderlich.  Dieae  beiden  gleichen  Kräfte,  welche  die  Elaaticität  der 
Verbindung  reprilsentiren  und  die  wir  elastische  Kräfte  (Spannungen  oder 
PreasuDgen)  nennen,  hängen  von  der  Aenderung  x  ab,  welche  AB  durch  die 
KAfte  P,  Q  erlitten  bat.  Sie  veiachwinden  mit  x  und  wechseln  das  Zeichen  mit 
einem  Zeichenwechsel  von  x.  lieber  die  Natur  der  Function  von  x,  welche  diese 
Kräfte  darstellen  kann,  sind  verschiedene  Voraassetsnngen  mSglich,  deren  jede 
eine  besondere  Art  von  Slosticität  der  Verbindung  ansdrQckt.    Nehmen  wir  den 
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einfBchsten  Fall  an,  daas  dieselbe  algebraiach  vom  1.  Grade  sei,  ao  sind  die 
Erftn«  ex  und  ~ex,  wo  e  eine  Constttnte  igt  Da  das  Qleicbgewicht  nach  der 
TrennQDg  an  beiden  Pankten  fQr  rieh  fortbesteht,  bo  eihalten  wir  die  OleichnDgea 
P  •]-  ex  '^  0  nnd  Q  —  ex  •=  0,  wobei  der  Siun  der  Kräfte  poritiT  im  Sinne  von 
AB  sei  and  P,  Q  als  positive  oder  negative  OrOesen  ed  betrachten  «nd.  Diese 
aieichnngen  liefern  durch  Addition  P-\-  Q  —  O.d.h.  die  Kräfte  P,  Q  mflssen 
der  Gleichgewichtsbedingang,  wie  am  Qnrer&nderlichen  Sjstem  ge- 
nfigon,  sie  müssen  nämlich  entgegengesetzt  gleich  sein.  Weitet  er- 
halten wir,  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  aus  beiden  die  Aendenmg  des  Ab- 
stände» AB,  nämlich  x  — =  —  .   Ist  P  negativ,  also  Q  positiv,  d.  h.  wirken 

P,  Q  nach  anssen  -siehend,  so  ist  x  positiv  und  drflokt  eine  Verlängemng  von 
AB  auB;  ist  P  positiv  nnd  Q  negativ,  d.  h.  wirken  P,  Q  pressend  nach  innen, 
so  ist  X  negativ,  also  eine  VerkQrznng.  Der  constante  CoefBcient  e  kann  aof- 
gefasst  werden,  als  die  Intensität  der  elastischen  Kraft,  welche  der  Aenderong 
der  Länge  AB  gleich  1  entspricht. 

Die  elastischen  Kräfte  sind  gedachte  Kräfte,  welche  einen  Widerstand  gegen 
die  freie  Beweglichkeit  der  Punkte  AB  ansdrOcken,  ebenso  wie  die  frfiheren 
Spannungen  and  PreBBongen  T,  die  wir  einfflhrten,  wenn  wir  eine  nnverftoder- 
liebe  Terbindung  zweier  Paokte  A,  B  lOsten;  dort  war  der  Widerstand  ein  ab- 
soluter, hier  ist  er  abhängig  von  den  wirkenden  Kräften  P,  Q.  Die  Einfahrung 
der  elastischen  Spannungen  ist  nur  der  Aasdnick  einer  gewissen  dem  Punkt- 
System  auferlegten  Bedingung;  sie  sind  Bedingangskrftfte. 

g.  2,  Es  snen  A,  B,  C  drei  Punkte  in  gerader  Linie  nnd  sowohl  A  nnd  B, 
als  B  und  C,  als  auch  A  und  C  elastisch  mit  einander  verbonden.  An  ihnen 
greifen  KAfte  P,  Q,  R  an,  welche  in  die  Gerade  ABC  fallen.  In  Folge  ihrer 
Einwirkung  erleiden  die  drei  Strecken  AB,  BC,  AC  die  Aenderungen  x,  y, 
g  =•  X  -^-  y  nnd  trete  Qteichgewicht  ein.  Die  elastischen  Kiäft«,  welche  nach  Lo- 
sung der  Verbindungen  das  Gleichgewicht  erhalten,  seien  fx,  gy,  Az,  sodasa 
längs  AB  die  Kräfte  fx  und  — fx,  längs  BC  die  Kräfte  gy  und  — gy  nnd 
lis,  —hz  längs  AC  eintufShTen  sind.  Das  Gleichgewicht  an  den  Punkten  A,  B,  C 
verlangt  alsdann: 

P  +  fx  +  ht~e,  Q-  fx  +  gy  —  O,  B~  gy-ki^O,  wo  e  —  x  +  ,. 
Ana  ihnen  folgt  durch  Addition:  P  +  g  +  R  —  0,  d.  h.  die  Kräfte  P,  Q,  R 
erfüllen  die  Bedingung  des  Gleichgewichts  am  unveränderlichen 
System.    Weiter  erhalten  wir  die  Gleichungen 

(fg  +  gh  +  hf)  x=Qh^  Pg,  (fg  +  gh  +  hf)  V  -  Bf  -  Qh, 
(fg  +  gh-  hf)ü-Bf-F9, 
von  denen  jede  eine  Folge  der  beiden  andern  ist  und  ans  ihnen  ergeben  aich  die 
Aenderungen  x,  y,  t  •=  x  -\-  y.  Sind  also  P,  Q,  R  nnd  die  CoefScienten  f,  g,  h 
gegeben,  so  können  die  Aenderungen  x,  y,  t  gefunden  werden,  welche  je  nach  dem 
Vorzeichen  Dehnungen  oder  VerkürKungen  darstellen  und  ebenso  die  eÜMtiscben 
Spannungen  oder  Pretaungen  im  Innern  der  Strecken  AB,  BC,  AC,  nämlich 
fx,  gy,  he. 

%.  8.  Ea  seien  n  Punkte  in  gerader  Linie  paarweue  sämmtliob  elaatiseh  mit 
einander  verbunden  und  wirken  an  ihnen  Kräfte,  P,  Q,  B, .  .  .  welche  in  das- 
selbe Gerade  fallen.  Indem  man  die  elaetiscben  Kräfte  einfOhrt  und  die  Verbin- 
dungen der^Punkte  lOst,   erhält  man  n  Qleichgewichtsbedingungen,  soviele  als 
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Punkte.  Am  ihnen  ergibt  sich  dnrcli  Addition  eine,  welche  irei  von  den  elftsti- 
Bcben  Kräften  ist,  indem  diese,  paanreise  entgegengesettt  gleich,  dnrch  die  Ad- 
dition eliminirt  werden.  Sie  drückt  bob,  dass  die  gegebenen  Kräfte  der  Qleicb- 
gewichtsbedingong  TOn  Kräften  in  einer  onreräiideTlichen  Linie  genügen  müssen. 
Aasser  ihr  dnd  noch  n  —  1  sjidare  Oleichungen  TOrhandeD,  welche  von  einander 
auafahängig  sind  und  die  Kräfle  P,  Q,  .  .  .  mit  den  eUvtisohen  KiBften  veibonden 
enthalten.  Sie  liefern  die  Aendcrnngen  der  Abstände  der  Punkte.  Bei  n  Punkten 
in  gerader  Linie  kann  mau  aber  aus  n  —  1  Aendecungen  ihrer  Abstände  die 
Aenderungen  aller  Abstände  und  hiemit  auch  alle  Spannongen  finden,  da  diese 
ihnen  proportional  sind. 

S.  4.    Gs  seien  A,  B,  C  drei  Punkte  in  gerader  Linie^  A  mit  B,  B  mit  G, 
nicht  aber  Ä  mit  C  elastisch  verbunden.     An  Ä  and  C  greifen  Kräfte  P,  B  in 
der  Richtung  der  Geraden  an,  an  B  aber  greift  keine  Kraft  an,  sodass  Q  in  den 
Formeln  des  §.  S  gleich  Null  ist.    Dann  bestehen  die  Qleichnngen: 
P-f-/-x  =  0,    —fx  +  gy=~Q,B~gy  —  0,      • 

P               f                 P       B 
woraus     P  -\-  B  ^  0     nnd     x  ^  —  -^  ,     y  —  -   x  ^  —  —  ^  —   folgen. 
f              9                  9         9 
Aehnlioh  hat  man,  wenn  von  n  -(-  1  Punkten  in  gerader  Linie  jeder  mit  dem 
folgenden  elastüoh  verbunden  ist  und  f,  g,  h,  .  .  .  die  CoefBcieoten  der  Elaaticitat 
sind,  wenn  bloa  ^m  ersten  nnd  letzten  Paukte  die  Kräfte  P,  Q  angreifen 
P-\.fx  —  0,     -/■ar  +  sy  — 0,     -sy  +  Aü  — 0, 

Q 
~  f         /■• 

folgen.  Die  Aendemng  1  der  gamen  Länge  t  vom  ersten  bis  com  lebeten  Punkte 
igt  daher 


P+g_0,    x^-^-'^,     y-- 


^-■-^(7+7  +  l+- 


Sind  insbesondere  die  ursprünglichen  Abstände  AB,  BC,  CD,  .  .  .  alte  gleich, 
80  ist  I  —  n  •  .i.B  und  wenn  die  Coefficienten  f,  g,h,  .  .  ■  ebenfalls  alle  gleich, 
d.  h.  die  Elasticität  in  allen  Strecken  AB,  BÖ,  CD,...  dieselbe  ist,  vs  wird 
die  QesammtänderuDg 

f  f         f-AB' 

Eb  ist  demnach  die  Qeaammt&ndening  der  nrsprflnglichen  Länge  der  In- 
teuriUt  der  spannenden  Kraft  direct  nnd  der  GrOsse  ^'  AB  umgekehrt  proportional. 
Nimmt  AB  ebne  Ende  ab,  so  geht  die  Strecke  I  in  eine  coutiuuirliche,  ho- 
mogene, gleichartig  dehnbare  oder  zuHunroendrückbare  Linie  über.  Der  Coefficient 
f  wird  im  Allgemeiaen  von  AB  abhängen.  Lassen  wir,  da  über  diese  Abhängig- 
keit oiobta  vontmgesetEt  ist,  die  Torauesetmng  eintreten,  dass  /  mit  der  Abnahme 
von  AB  sehr  nsch  wachse,  sodass  f-  AB  sieb  einer  Constanten  E  als  Grenie 
nähere,  so  gilt,  wenn  wir  den  absoluten  Werth  der  spannenden  Kraft  P  nennen, 
die  Formel 

für  die  Aendemng  1  der  Länge  I  einer  continmtlichen  homogenen,  gleichartig 
elastiaohen  Strecke  durch  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Krftfte  von  der  Inten- 
sität P.  .,     ■ 
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Die  GrSsse  E  beiat  der  Elasticit&tsmodnlaH.  In  dm  Anwettdiiugen 
drückt  sie  die  ipecifiache  Beachaffenlieit  der  Eta«ticit&t  des  Materials  aoa,  am 
welchen  die  eUatiscbe  Strecke  besteht  und  ist  meist  eine  anftaerordentlicb  grosse 
Zahl.  Für  P=  1,  (=-  1  wird  1  =  t  :  i!:— E.  Ea  ist  alao  1  :£  oder  i  die V«r- 
längemng,  welche  die  Linieneinheit  duroh  zwei  entgegengeaetst  glaiehe,  sie  span- 
nende Krafteinheiten  erleidet  (ÄnsdehnnngBCoef&cieDt). 

Aqb  der  Formel  fflr  1  erhält  man 

iüt  die  KnUl,  wdche  im  Stande  ist,  die  Strecke  I  nm  1  za  verlAngem.  Ffir 
l  —  l  wird  P=-E,  d.  b.  der  Elaaticitätsmodulus  gibt  die  Inteneit&t 
der  ErKfte  an,  welche  eine  Länge  l  nm  sich  selbst  in  verlängern  im 
Stande  sein  wQrden. 

§.  fi.  Ea  seien  m  Punkte  in  der  Ebene  elastiscb  mit  einander  verbunden  ond 
wirken  an  ihnen  £räfte  P,  Q,  .  .  .  Fflr  das  Gleichgewicht  eines  »olcben  SjsteiUB 
bestehen  2h  Oleicbungen  swischen  diesen  Kräften  und  den  elastiHcben  Spannungen, 
nämlich  ffli  die  Kräfte  an  jedem  Funkte  Ewei.  Gliminirt  man  ans  dieaen  Olei- 
cbungen die  elaatieohen  Spannnogen,  so  mfisBen  drei  Oleicbimgen  fOi  das  Gleich- 
gewicht am  unveränderlichen  System  bleiben.  Die  8m — S  flbrigen  Oleichnngen 
dienen  dazu  die  Äenderungen  von  2n  —  8  Äbatänden  der  Punkte  unter  einander 
und  damit  die  Aendemngen  aller  Äbteände  sowie  die  diesen  proportionalen  elaatd- 
Bcben  Klüfte  an  beatimmen.  Dies  ist  nk^licb;  denn,  wenn  S»  —  3  Abstände 
gegeben  sind,  so  kOnnen  alle  1  n  (t  —  I)  Abat&nde,  also  auch  ihre  Aendemngen 
gefunden  werden.  Sind  die  Punkte  nicht  alle  unter  sich  elastisch  verbunden,  son- 
dern nur  reihenweise,  sodass  jeder  Punkt  nur-swei  sieb  in  ibr  krenienden  Beiben 
augehSrt,  so  ist  das  System  ein  ebenes  elaatiaebes  Netz,  deasea  Gleicbgewicbts- 
tigur  und  Spannungen  also  bestimmt  werden  kOnaen. 

Wenn  bei  einem  Ponktcrfstem,  dessen  Punkte  mit  einander  verbunden  sind, 
die  Anzahl  der  Verbindungslinien  grOsser  ist,  als  die  Zahl  derer,  welche  hin- 
reichen, nm  die  Lage  aller  E^mkte  zu  bestimmen,  und  das  Ponkbi^Btem  ist  unver- 
änderlich, so  ist  es  nicht  möglich  alle  Spannungen  und  Pressungen  der  unveränder- 
lichen Verbind ungslinieu  eu  bestunmeu,  dieselben  bleiben  vielmehr  snm  Tbeit 
unbestimmt.  Sind  die  Verbindungen  aber  elastisch  dehnbar  oder  cnetunmendrdckbar, 
so  kOnnen  sie  alle  gefunden  werden. 

Bei  n  Punkten  im  Räume,  welche  elastisch  mit  einander  verbanden  sind  nnd 
von  Kräften  afficirt  werden,  ergeben  sich  nach  Einföhrung  der  elastischen  KrUt« 
8n  Gleichungen.  Gliminirt  man  diese  Ki^fte,  so  bleiben  6  Gleichungen  xwiscben 
den  gegebenen  Kräften,  welche  das  Gleichgewicht  am  unveränderlichen  System 
ausdrücken;  die  übrigen  3n  —  6  Gleichungen  liefern  ebensoviele  Äenderungen 
von  Absenden,  ans  welchen  alle  flbrigen  gefunden  werden  kSnnen.  Sind  ^e 
Punkt«  unveiftnderlicb  verbanden,  so  gilt  eine  der  vorigen  ähnliche  Bemerkung. 

%.  fi.  Gleichgewicht  von  Kräften  am  elastisch  dehnbaren,  aber 
vellkommen  biegsamen  Faden. 

Ein  elastisch  dehnbarer  Faden  von  vollkommener  Biegsamkeit  werde  an  allen 
Bogenelementen  von  Kräften  ergriffen  und  e«  trete  nach  der  Dehnung  ein  Gleich- 
gewichtezastond  ein;  man  soll  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  ao&tellan  nnd 
die  GleichgewicbtaCgor,  die  Spannung  und  Dehnung  derselben  finden. 
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1.  Indem  wii  die  elaotiacbeu  KARe  in  jedem  Bogenelemeate  einführen,  kQnnen 
wii  den  Fttden  als  nnelutiach  aber  vollkommen  biega&m  anaehen  and  gelten  fOr 
ihn  die  Bedinge ngsgleicbongen  de«  Cap.  VI.  Sind  alBo  x,  y,  t  die  Coordinateo 
einei  Pmiktei  der  GleichgewichtsSgnr  dei  Fftdens,  di  das  Bogenelement,  g  deeten 
ipecifiacbe  Uwee,  also  gd»  seine  Maaae,  T  die  Spannung  ond  t/'Xds,  ^'Ydg, 
f'Zd»  die  Componenten  der  Kraft  «fd«,  welche  an  da  angreift,  wo  F,  X,  Y,  Z 
die  BeBoklenuigung  and  ihre  Componenten,  welche  die  Kraft  einem  Punkte  zu 
ertheilen  Termag  oder  was  daaaelbe  ist,  die  Kraft  und  ihre  Component«n  bezogen 
auf  die  Uaueneinheit  bedeuten ,  eo  sind  die  drei  Oleichgewichtabedingnngen  im 
Punkte  (x,  y,  t): 

r^j 

d» 

Daa  Bogenelement  d»,  dessen  ursprQngliche  Länge  da  sei,  hat  seine  Lange  durch 
Dehnung  in  Folge  der  Spannung  T  erlangt  und  ist  dabei 
da  -da  +iTd<i  —  do  1.1  +  $T) 
wenn  t  den  Anedebnungscoefficienten  bedentet.  War  p  die  urBpraoglicbe  speci- 
fieche  Masse  im  Punkte  (x^y,!),  so  war  fda  die  Masse  des  Bogen elementes  vor  der 
Dehnung.  Nach  der  Dehnung  ist  sie  ti'di  und  da  dieaelbe  sich  nicht  g^ndert 
bat,  so  mnaa  fda  mm  f'd»,  d.  h.  ^da  =  9da{l  -)-  iT),  oder 

•  °"  r+7r 

sein.    Setst  mau  diesen  Werth  in  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  ein,  ao 
weiden  sie; 


i  -  r  9=  +  oXds  =-0,    d  -  T  ^  +  QTds  =  0,    d  ■  r  ^  +  oZda  = 


(1  + 

,T)ä 

T'fj-t-,Xd,-0. 

(■  +  ' 

irjd 

T^  +trd,-o. 

(1  + 

,T)d. 

T^+,Zdi-o. 

War  der  Faden  ursprünglich  homogen,  ao  ist  (  constant.  X,  Y,  Z  aind  Func- 
tionen des  Orte«  (x,  y,  c).  Diese  Gleichungen  liefum  T  und  nach  Elimination  dieser 
GiiJsse  die  Gestalt  des  Fadens. 

2.  Dm  die  Spannung  T  als  Function  von  tc,  y,  s  darzustellen,  hat  man, 
indem  man  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  mit  — ,  -p-,  -  mnltiplicirt  nnd 
addirt,  dabei  aber  berficksichtigt,  das« 

/(iit\'   ,    Idyy   ,    /d/\»       .      d(c  ^    dx   ,    dy  ^     dv   ,   dt  _,    Az 
(S?)    +S}    +(J    -^'     d«'*d7  +  57''- J  +  ^-«''■<i,-«• 


—  d  .  (1  +  *r)'  -  -  p  iXdx  +  Ydy  +  Zdt). 
Da  das  YerlBjigenuigsveihättnbs  -^  — l-l-cTist,  so  folgt  fOr  dasselbe  biemas 
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m.Tb.,Cap.YU,S.7. 
ergibt  Bich  auch  dieses  hiemit. 


Da  femer  das  VerdünnungBrerhaltniM  — r  ^ 
( 

3.    Um  die  Spaanang  T  aus  den  Qleichuugen  des  Qleiohgewiobta  in  elinü- 
niren,  fQhren  wie  die  DifietentiBtioa  in  dnualben  am  und  erhalten: 


(1- 


U- 


tT)  Td 
iT)  Td 


(1  +  sT)  Td 
nod  hieraus,  indem  wir  dT  elimiairei 


ji  +  (l  +  .T)<iT 


i£  +  ,xd,~o, 
37  +  «"'-«. 


dydt 
d»  dl 


Y    Z 


dl  ds 


X    ¥ 


dB 


d»" 


dx 


dl 

dl 


dt 


(1  +  B  T)  T^ 


dx 


sodass  die  Gleichselimag  der  drei  ersten  Aasdrfloke  nntereiiiaiider  die  Differential- 
gleichnngen  der  Fadeocnrre  geben. 

§.  7.    Die  elastisch  dehnbare  Eettenlinie. 

Es  wirke  auf  den  Faden  die  Schwere,  so  dttss  bei  vertical  gedachter  y-Axe 
nud  horiiontalen  x-  und  f-Aien  XamO,  ¥^  —  g,  Z—O  und  wie  leicht  m  sehen, 
die  Fadenoorve  eben  ist  Mau  hat  dann,  wenn  man  die  Ebene  der  Corre  aar 
a:y-£beDe  wählt  und  ;  oonstont,  d.  h.  den  Faden  im  ungedehnten  Zustande  «la 
homogen  voraosBetxt,  die  beiden  Oleichnngen: 

d.rg-0,    it  +  ^T)d-T^-g9di. 


d$ 


„  dx 


Aus  der  ersten  von  ihnen  folgt  T  ^  »  Tg ,  d.  h.  die  Horiiontalcomponente  der 
[  ist  constont,  gleich  der  Spannung  T,  im  tiefsten  Punkte.    Hiemu  er- 

T  —  r,  §^  —  To  COM«  V  -  -J^  , 


gibt  sich  weiter 


wenn  i^,  wie  früher, 
calen  bedeutet. 


den  Winkel  der  Tangente  der  Fadencurre  mit  der  Terti- 


Die  iweite  Gleichung  gibt  hiemit,  da 


'  +  i^)' 


itgf  ist 

r,  COtgifi  —  gfdl. 


mit  deren  Hfilfe  man  die  Coordinaten  m,  y  lit  Functionen  von  i^  finden  kann. 

Bb  ist  nämlich  dx  ^^  ds  «in  ip,  dy  =  dl  caa  ^  und  daher 

gfdx  =•  gt/di  sin  »  —  (sin  if  -|-  tTJ  d  ■  T,  coig  ^, 
g^dif  —  g^di  coei^  —  (cos  y  -f-  c  J,  cotg  ^ }  d  •  r,  cotgf . 
Setsen  wii,  wie  bei  der  gemeinen  Eettenlinie  T^  •*•  g^a,  d.  b.  drflcken  wir 
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die  HoriEOntalspannung  durch  das  Qewicht  eines  FadenstOcbea  a  ane,  so  wird 
dx  -^  a  iia  ^pd  ■  cotg  ^  +  ig<ta^d  ■  coig  ip 

dit  d  ■  i«  i^i 

^~"  ^^  +  •«?«'■*  ■  cot«  1?  —  -  «  ~i^^^  +  »99"*^  ■  «Ol«  * 

dif  -=  tt  6oa  ^d  ■  cotg  i>  -{-  tg^a*  cotg  ifd  .  cotg  i^ 

Die  Integration  dieser  Ansdrflcke  liefert 

x=  —  ttl  -tgi»4-»je«»cotgi(., 

ohne  Conatanten,  wenn  wir  die  Ordinatenaxe  durch  den  tiefsten  Punkt,  sodau 
X  ^0  wild  ßr  y  •*  ^K  und  den  Drsprong  um  die  QrOMe  a  tiefer  legen,  als 
dieee  Hegt,  sodau  y  —  u  wird  fflr  if>  —  ^«-  Die  Elimination  tod  V  liefert  die 
Oleichnng  der  Fadencnrre  in  x,  y. 

Ffli  eine  sehr  geringe  Dehnbarkeit  ist  t  sehr  klein.  Hit  Veroachläseigung 
von  t*,  (*,...  gelangen  wie  anf  folgendem  Wege  ed  der  Elimination  von  if>. 
Setzen  wit  abkOrzend 

—  Fffe«'cotgy  —  -  lEj?«»{cotg4i(.  -  tg  W)  —  M- 

—  ^.jeB'cotg'v=  -  i*yp«'Ccotg^lS  —  tgiif)'  —  I', 
so  werden  die  beiden  Gleichungen 

*  +  «t--«J-tgi*,    y  +  p-i«{cotgiv  +  tgit(.). 
Ana  der  ersten  rieht  man 

'**-<"""-^'('- :+*(-)■-■•■). 

und  hiemit 

.»-,.„..{(,^^rV(«"+.-^l+i(.---e)-+...j-, 

oder  da  N  den  Factor  t  enthält,  bii  eq  den  Termen  der  Ordnung  c*  genau: 
Durch  Einaetaen  in  den  Ansdrock  fflr  y  -|-  *'  ergibt  (ich  daher 

»-»•»««•(<■-'"")■-*■-(«"  +  '"")-)•»».'(.• -<~^" 

«"■"^  "">-''■  "■  D,ri..A,  Google 


114  Der  vertical  h&ogende,  achwei«  elaatüche  Faden.    III.  Th.,  Cap.  VIT,  S-  S. 

oder 

y  -  i«  (."  +  r -)  -  i.y?«'  {f  ~  r^v 

Die  Ordinate  der  elastiBchen  Kettenlinie  iit  also  etwui  kleiner,  ala  die  der  nn- 

elutiachen.  Die  Senkaiig  \  tg^a'  te"  —  e  "  j  wKchrt  mit  x,  im  Scheitel  ist 
sie  Null. 

FQr  du  VerlangernngiTerhältniu  ist 

-?  _  |i  +  «rj'r-i  — »r—i  — tr,^=i— fr,coMc*=i— «jpKcoMc». 

Es  ist  aber  y  =  acoatiC^ -^^  {tgfu'cvtg'ip,  täao  vird  bis  tax  Oidnong  tob 
(*  geuaa 

da 

«=-«  —  fgßyds; 
oder  wwlfoyds  —  m  -  y,  ist,  wenn  y,  die  Ordinate  des  KaMetimittelpaiiktea  nnd  m 
die  Mam«  tou  a  bedeotet,  so  «iid  die  Veil&ngening  des  Bt^ena  >: 
a-  a  —  igmy,. 
S.  8.    Der  vertical  herabhängende,  Bohwere  elBBtisohe  Fftden.    Ea 
■ei  der  schwere  Faden  am  oberen  Ende  durch  eine  Teiticale  Kraft  feftgehaUen 
oder  befeatigt.    Dann  ist  in  den  allgemeinen  Oleichongen  dea  §.  S  X  ^  7*  »•  0, 
Z  mm  —  g  nnd  daher 

ä-T'^-O.      ä-Tp-O.      i.Tp^^.-n.     i'--r4-^- 
da  d»  d»       \  ■\- tT  dl       l  +  fT 

Hieraus  folgt,  dara  die  beiden  boriaontalen  Componenten  T  j-  nnd  T  ^  der  Span- 
nung conatant  und  da  aie,  wenn  wir  die  Verticale  des  oberen  Endea  rar  f-Aze 
wUtlen,  an  dieaem  Ende  Mull  aind,  überhaupt  Terschwinden,  d.  h.  daaa  ^  >-  0, 
-T^  ^  0  aind.  Diea  liefert  weiter,  dase  x  und  y  conatant,  nnd  da  sie  fOr  daa  obere 
E!nde  Noll  aind,  durchweg  Null  sind.  Demnach  bildet  die  Fadencorre  one 
Verticallinie.  FQr  die  noch  flbrigbleibenden  Gleichungen  wollen  wir  t  und  « 
poaitiv  vom  unteren  Ende  an  aofiriLrta  rechnen.  Dann  iat  dt  —  de  aod  geht  die 
dritte  Gleichung  nüt  Hfllfe  der  vierten  Aber  in 

dT  —  g^Ao 
und  liefert 

T-gno, 
ohne  Conataote,  da  wir  am  unteren  Ende  T  =  0  haben,  wenn  wir  dort  keine 
Kraft  wirkend  annehmen,  aondem  der  Faden  bloa  durch  aein  Gewicht  geapanut 
wird.  Es  iat  aber  gqo  da«  Gewicht  dea  Fadens  von  der  nraprdngliofani  LBag«  c 
In  jedem  Pnnkte  ist  aUo  die  Spannung  gleich  dem  Gewicht  des 
darunter  hängenden  Fadenatfiolca.  Setzt  man  dieaen  Werth  fBr  T  in  die 
Verl&ngerungaformel,  so  wird  aie 

da  -■  (1  -|-  tgftt)  da 
und  gibt 
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ohne  ConBtante,  da  s  and  o  Ensammen  venehwinden.     Die  Verlängerong 

ist  du  Produkt  aaa  (,  dem  halbea  Oewichte  ^g^e  dm  Fademtflok«  und  deaaen 
Länge  ff.  Denkt  man  aicb  den  Faden  nicht  schwer,  dagegen  am  Ende  dflaeeu 
halbes  Oewicht  ala  apannende  Kraft  wirkend,  so  würde  er  naeh  der  Formel  dea 
g.  3  dieselbe  Verl&ngemng  erleiden. 

FQr  den  Fall,  daaa  auaaer  dem  Qewichte  de«  Fadena  am  unteren  Ende  noch 
ein  Gewicht  F  —  Xg  wirkt,  iat  ana  dT  =  gtäa  zu  ziehen:  T  —  g^a  +  C  and 
iat  für  0  =•  0  die  Spannung  gleich  Mg.    Daher  wird 

r—  Mg  +  gga 
und  (js  :»  (1  -f-  tgM -\-  tgea)  de,  abo 

*--  +  fjö(M  +  ico). 

Man  kann  diese  Formel  lur  Beatämmnog  der  Variation  der  Schwere  anf  der 
OberflUche  der  Eide  benutzen.    Denn  ans  ihr  folgt 

and  wenn  man  füi  die  TBrachiedenen  Orte  der  Erdoberfl&che  M  jedesmal  so 
w&falt,  daaa  der  Faden  aof  dieselbe  Länge  $  anagedehnt  wird,  ao  wird  g  um- 
gekehrt proportional  der.  QrOwe  M  -\-  {ft,  d.  b.  der  angehängten  Haaae,  ver- 
mehrt am  die  halbe  Hasse  ige  des  Fadens.  Diese  Methode,  die  Beschlennigimg 
der  Schwere  lo  beatimmen,  rflbrt  von  John  Heraobel  her. 

§.  9.  Der  elastisch  biegsame  Faden  (die  elastische  Saite)  in  der 
Ebene. 

Bb  nndebnbarer,  nicht  Tollkommen  biegsamer  Faden  (unendlich  dflnnei  Draht, 
nnendlich  dflnne  Saite)  werde  durch  Er&fte  ans  der  Form  der  geraden  Linie  in 
eine  andere,  aber  ebene  Oleichgewichtaform  gebogen.  Der  Widerstand  gegen  die 
Biegnng  sei  ao  beschaffen,  data  nach  Wegfall  der  biegenden  Ei^fte  der  Faden 
mehr  oder  weniger  in  die  nraprfiDgliche  Gestalt  mrfiokkehrt  Die  EAfte,  welche 
diesem  Widerstand  Äquivalent  aind  und  nach  deren  EinfOhmug  die  Saite  als  toU- 
kommen  bi^sam  angesehen  werden  darf,  nennt  man  elaatische  Krfifte.  Sie  aind 
fingirte  Krftff«,  welche  man  einfahrt,  am  auf  den  elaaüscheu  Faden  die  bereite 
entwickelte  Theorie  dea  vollkommen  biegsamen  Fadens  anwenden  an  kOnnen. 

1.  Eb  seien  AB  und  BG  (Fig.  88)  zwei 
anieinanderfolgende  Bogenelemente  der  elasti- 
achen  Linie,  nachdem  aie  durch  Kräfte  in 
die  Oleichgewichtaform  gebogen  worden  ist^ 
Trennt  man  aie  ab,  oder  l&sst  man  diese  Krilfte 
anfhOren  zu  wirken,  so  würde  die  Con£gnratiou 
'^'''  "  dea  Winkela,  welche  sie  bilden,  dadurch  erhalten 

werden  kOnnen,  daaa  man  irgend  zwei  ihrer  Punkte  D,  E  dnrch  eine  nodehnbare 
Linie  verUnde.  Man  konnte  diese  Punkte  aelbst  aof  den  Terlängeningen  der 
Bogenelemente,  die  man  in  diesem  Falle  als  atair  ansosehen  Utte,  annehmen, 
nur  wüMe  ihre  Verbindungslinie  dann  nnsoBamtoendrackbar,  statt  andehnbar  sein 
mfisaen.  WOrde  man  die  Linie  DE  dnrchachneiden,  so  wflrde  man  iwei  entgegen- 
geeetst  gleiche  Krftfte  p,  —p,  die  eine  von  D  nach  E,  die  andere  von  E  nach  J) 
wirkend  einfahren  mtiaaen,  damit  die  Bogenelemente  nicht  in  die  araprangliche 
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geradiinige  ConSgUTAtion  zurückachnellen  konnten  und  der  Couting-ennrinkel  ver- 
schwinden würde.  Da  bis  dem  elastischen  Widerstände  der  Saite  gegen  die  Bie- 
gnng  Gleichgewicht  halten,  ao  wQiden  Ewei  ihnen  entgegengesetst  gleiche  Erfifi« 

—  p,  p  Enuunmen  diesem  Widerstände  äquivalent  sein  nnd  statt  seiner  eingefOhrt 
werden  kSnnen.  Da  die  AngrifiBponkta  D,  E  dieser  beiden  Erfifte  willkflhrlieh 
wählbar  sind,  so  kann  dieser  Widerstand  auf  nncBhlige  Arten  durch  2  solche  ent- 
gegengesebt  gleiche  ErSfte  aosgedrOckt  werden.  Alle  solche  Paare  mflssen  daher 
einander  Univalent  sein,  um  das  Qemeinsame  aller  solcher  Darstellnngen  dn 
elastischea  Wideretondes  der  Bogenelemente  zn  erkennen,  sei  ~p,  p  das  eine, 

—  9,  9  das  andere  von  zwei  solchen  Paaren.  Kehren  wir  das  tweite  nm,  so 
mOssen  beide  sich  Gleichgewicht  halten  an  dem  aus  beiden  Bogenelementen  be- 
Bteheuden  TetKndeilichen  System.  Schneidet  man  dieses  in  B  dnrch  nnd  bringt 
zwei  entgegengesetst  gleiche  Spannungakräfte  von  entsprechender  Intensittt  in 
diesem  Paukte  an,  so  besteht  das  Gleichgewicht  an  jedem  Bogenelemente  forL 
Reducirt  man  daher  die  Kräfte  ~q  nnd  q,  welche  an  AB  angreifen  f3r  den 
Pnnkt  B,  so  folgt,  daas  die  mch  hiebei  ergebenden  Eiäftepaare  ( — p,  p)  und 
(9>  —  9}  entgegengesetzt  gleiche  Momente  haben  mflssen.  Hierans  schliesat  man, 
dasB  alle  Er&fte,  welche  den  elastischen  Widerstand  iweier  anfein- 
anderfolgender  Bogenelemente  der  elastischen  Cnrve  darstellen,  10 
beschaffen  sind,  dass  ihr  Moment  constanten  Werth  hat,  welche  Lag« 
sie  anch  gegen  die  Bogenelemente  haben. 

Trifit  also  die  Eraft  p  das  Bogenelement  AB  in  D,  die  Eiaft  p'  in  f  nnd 
sind  die  Richtungen  derselben  gegen  AS  unter  den  Winkeln  #,  9'  geneigt,  so 
muss  p  ■  BD  ■  sin  #  =  p'  ■  BF  ■  dn  4''  =°  w  sein,  wenn  w  der  constante  Werth 
des  Momentes  igt.  Die  ElatticitU  des  Fadens  wird  also  dnrch  ein  Moment  « 
oder  wenn  man  will,  durch  ein  Eräftepaar  ausgedrSckt,  dessen  Moment  «  ist  oder, 
wenn  man  an  B  noch  iwei  entgegengesetit  gleiche  Eiftfte  p  und  ~p  infilgt, 
durch  Ewei  entgegengesetct  gleiche  Eräftepaare  vom  Momente  w  nnd  — m,  von 
denen  das  eine  an  AB,  das  andere  an  BC  angreift. 

2.  üebei  die  Natur  des  elastischen  Widerstandes,  welcher  dnrch  da«  Moment 
u  dargeetellt  wird,  kJJnnen  verschiedene  VoiancsebnuigeD  gemacht  werden,  v(» 
denen  jede  eine  andere  Art  Elastidt&t  begrOndet.  Wir  wollen  hier  die  möglichst 
einfache  in  Grunde  legen.  Damit  die  Elemente  AB  nnd  BC,  welche  nrsprfing- 
lich  eine  Gerade  bilden,  nach  der  Biegnng  den  Contingeniwinkel  d^  bilden,  mnss 
eine  Drehung  von  BC  gegen  AB  im  Sinne  dieses  Winkels  erfolgen.  Da  das 
Moment  u  den  Widerstand  darstellt,  der  auf  eine  Zurückfahrung  von  BC  ia  die 
Richtung  von  AB  abzielt,  so  ist  der  Sinn  von  w  (das  Paar  an  £C  angraifend 
gedacht)  dem  Sinne  von  dip  entgegengesetzt,  mithin  von  ent^egengesetatem  Züehen, 
dip 

mung  der  Fadencarve  darstellt,  proportional  der  Krflmmung  annehmen  und  m 

ii • 


wie  dip.    Wir  wollen  m  proportional  dip  oder,  da  ~-  —  — ,  ufimlich  dicr  &4lm- 


wo  e  den  Eribnmungshalbmesser  bedeutet.  Da  dtf  das  loaremat  des  Winkels 
ist,  welchen  die  Tangente  mit  der  os-Aze  lüldet,  so  ist  dv  positiv  oder  negativ, 
je  nachdem  1^  w&chst  oder  abnimmt  Daher  ist  u  negativ  oder  positiv,  je  nach- 
dem V  wächst  oder  abnimmt 

3.    tjm  die  Gleichgewichtsbedingnngen  der  Fadencnrve  zu  finden,  denken  wir 
Ewischen  je  zwei  aofeioanderfolgenden  Bogenelementen  die  entgegengesetit  gleiobea 
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elutiichen  Erftfte  eingeführt  und  betiaohten  in  Folge  deBBen  den  elastiKhen  Faden 
als  Tollkommen  biegsam,  unter  den  Sätzen  über  den  TollkommeD  biegsamen 
Faden  war  nun  auch  der  (Cap.  TI,  §.  1,  Nr.  2,  S.  88),  daas  die  Summe  der  Momente 
aUer  Kiftfte,  welche  an  einem  BogenstOcke  der  Corre  vom  Anfange  bis  in  irgend 
einem  Pnnkte  derselben  gerechnet,  angreifen,  in  Bezog  anf  den  Endpunkt  Null 
ist.  Diese  Summe  besteht  aber  aoa  swei  Theilen,  1.  n&mlich  aus  dem  Momente 
aller  Biunem  Kräfte,  da«  wir  aogleioh  beitimnien  wollen  und  2.  aas  dem  Momente 
der  elaati»cbeD  KiftAe.  Diese  sind  aber  alle  paarweise  einander  entgegengesetst 
gleich,  bis  aof  eine,  welche  nur  einzig  Tcrhanden  ist.  An  dem  letzten  Elemente, 
welches  mit  dem  Endpunkte  schlieast  und  an  dem  folgenden  Bogenelemente, 
welches  nicht  mehr  in  dem  fraglichen  Bogenatflcke  gehOrt,  wirken  auch  zwei 
entgegengesetzte  elaatische  Ei^fte,  von  denen  aber  die  an  dem  folgenden  Ele- 
mente angreifende  bei  der  Bildung  der  MomentenBomme  nicht  in  Betracht  kommt, 
BiHidem  nur  die  ihr  eutgegengeselit«,  am  Schluseelemente  des  Bogen  angreifende 
Kmft.  Ist  daher  m  das  Moment  der  am  folgenden  Elemente  angreifenden  elasti- 
schen Kraft,  so  ist  — u  du  Moment  der  hier  in  Betracht  kommenden  Kraft  in 
Beiog  auf  den  Endpunkt  des  Bogena.  Alle  paarweise  auftretenden  elastischen 
KriLfte  haben  in  Bemg  auf  diesen  Punkt  entgegengesetzt  gleiche  Momente,  welche 
sieb  in  der  Summe  tilgen,  sodass  diese  ganze  Summe  der  Momente  der  elastischen 
Erftfle  des  Bogen«  sich  auf  —  w,  das  Moment  der  letzten  Kraft,  reduoiri 

um,  das  Moment  der  Kraft  Pds,  welche 
an  den  Bogenelementen  dg  (£,  ij)  angreift  in 
Bezug  auf  den  Endpunkt  M(x,  j/)  des  Bogena 
AM  (Fig.  SS)  lu  finden,  seien  Xds,  Yds  deren 
Componenten  parallel  den  Coordinatenaxen; 
dann  ist  dies  Moment 

|(  — ar      ij  — y] 

I  Xda        Yds\ 

und  venn  das   Moment    nicht  ffir    M,    son- 

pig.  SS.  dorn  ffir  den  i^hstfolgenden  Punkt 

M'  («  -f  «Ja:,  y  +  dy) 

gesucht  wflrde,  so  wfirde  dasselbe  flbei^hen  in 

\i  —x  —  dx     ,— y  —  iyj       \t  —  x      ij  —  yllda:        dy    \ 
\         Xdt  Yds         I       I   Xdi         Ydi  1       I  Xds      Yd»  I  ■ 

Daher  stellt 

_\  dx       dy   \ 
I  Xds     Yd8  I 
das  Differential  des  Momentes  der  Kraft  Pds  und  mithin 

ler  Momentensumme  aller  KrOfte  Pds  von  .A  bis  Jd 
logen  AM  um  MM'  wächst.    Bezeichnen  wir  dies 

dH. dx/Yda  +  dyfXdt    und  also    H  ~f[dyfXds  ~  dxfYds], 

F.     Da  noch   dem   aa- 
Bediuguug  des  Qleich- 
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das  Differential  der  Momentensumme  aller  KrOfte  Pds  von  .A  bis  3f  dar  fär  den 
Fall,  daas  der  Bogen  AM  um  MM'  wächst.    Bezeichnen  wir  dies  Moment  mit 


die  Integrationen  ausgedehnt  Aber  den  ganzen  Bogen  AM.  Da  noch  dem  aa- 
gäilhrten  Saloe  £  —  «  —  0  ist,  so  erhatten  wir  als  eine  Bedingung  des  Qleich- 
gewkhts 
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wo  fflr  u  za'setEen  ist 

4.  Wird  von  dem  elastiBcheu  FB^en  ein  Theil  abgetreont,  bo  genflgt  ea  inr 
ErhaltoDg  deB  Qleichgewicht«  nicht,  am  Ende  in  der  Richtung  der  Tangent«  iwei 
eatgvgengesetzte  spannende  oder  presaeade  Er&fte  einxoführen,  wie  beim  ouelatti- 
echen  Faden;  denn  darch  die  ÄbtreminDg  wird  an  dem  lotsten  Bogenelement« 
eine  eloatiache  Kraft  frei,  welche  in  der  zusammenhängenden  Fadencnrre  dnrch  die 
entgegengesetit  gleiche  Kraft  im  Gleichgewicht  gehatten  wurde.  Damit  ein  Am- 
weiohen  der  beiden  getrennten  Elemente  oder  der  Tangenten  nicht  eintrete,  sind 
noch  zwei  andere  entgegengeHetst  gleiche  Kr&fte  erforderlich,  an  jedem  Ele- 
ment« eine  solche,  welche  dieB  hindert.  Am  Ende  jedes  der  al^etrenntea  I^en- 
■tacke  sind  die  beiden  Er&fle,  die  Spannung  oder  PreBSUng  in  der  Bichtnng  der 
Tangente  und  die  eben  erwAhnte  iweite  Kraft  losammen  einer  einiigen  Kraft 
Äquivalent,  welche  die  Tangeute  in  einem  gewissen  Pnnkte  N  treOeu  wird,  der 
aber  nicht  mit  dem  Endpunkt  des  Bogens  ineammenfUlt,  oder  einem  KrOftepaar. 
Man  hat  sich  die  Verl&ngenuig  des  letzten  Bogenelementa ,  die  Tangente,  als 
starr,  gewissermassen  als  ein  unveränderliches  System  an  daa  Element  angelOthet 
zu  denken.  Ist  eine  Einzelkraft  im  Stande  das  Gleichgewicht  am  Bogen  ta 
erhalten,  so  kann  diese  in  ihrem  Schnittpunkte  N  mit  der  Tangente  in  swei 
Componenten  zerlegt  werden,  n&mlich  Tin  der  Richtung  der 
Tangente,  die  wir,  wie  fiüher,  die  Spannung  nennen  wol- 
len und  eine  dazn  senkrechte  V,  die  wir  die  Nonnal- 
kraft  nennen  (Fig.  34). 

Da  das  Gleichgewicht  anch  fortbesteben  muH,    wenn 
der    Faden,    der  noch  EinfQbruDg  der  elastischen  ErBfte 
Flg.  u.  all   Tollkommen  biegsam  angesehen  werden  kann,  entorrt, 

wobei  alle  elastiBchen  KAfte  verscbwinden,  so  moss  zwischen 
T,  V  and  den  Er&ften  Pds  Gleichgewicht,  wie  am  onveriliiderlicben  System  bestehen. 
Nehmen  wir  also  den  Endpunkt  M  des  Bogens  zum  Bednctionspunkt  und  die 
Tangente  nnd  Normale  daselbst  zn  Axen  der  Zerlegung,  so  erhalten  wir,  weil  T 
die  Hichtungscosinosae  cos  a  ^  -j—  ,  sin  «  ^  -~    und    V  die   Bichtnngscoännite 

cos  (a  4-  i»)  =-  —  jÄ,  cOBo  =  ^-  hat, 

=^  +  ^-f/"' +  »/'■■'-». 

Bezeichnet  noch  p  den  Abstand  MN  der  Kraft    V  von  M,  so  wird  die  dritte 
Oleichgewicbbgleichnng  (die  der  Momente) 

H+  Vp-0, 
wozu  noch  die  frflhei  gefundene 
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tritt    Ans  dieKD  Gleichnngen  erh&It  man 


1*=-  H^flAyfXds-  dxfYdt], 
Die  GleichDDg  v  ^  H  M  die  DiffereDtialgleichuug  der  Oleiohgewiohtafignr  der 
Saite,  d»  sie  weder  T,  V  noch  p,  aondem  nur  geometrieche  Elemente  und  die 
Componenten  der  Ki^fte  Pdi  enttolt.  Die  in  ibr  Kuftretendeu  Integrale  fahren 
bereite  drei  Conatante  mit  «ich  nnd  da  u  ein  Differential anedruck  der  2.  Ordnung 
iet,  eo  werden  dnceh  die  Integration  noch  iwai  weitere  Conatante  eingeführt, 
aodaaa  die  endliche  Gleichung  der  Fadencurre  6  Conatanten  entMIt.  Dieeelben 
kennen  durch  die  6  Bedingungen  bettimmt  werden:  1.  daes  die  Fadencnrve  dnrch 
iwei  g^ebene  Punkte  gehe,  2.  daw  ihre  Länge  iwischen  dieaen  eine  gegebene 
QrOaee  sei  nnd  3.  daaa  die  Tangenten  in  den  gegebenen  beiden  Punkten  bestimmte 


Sichtungen  haben,  d.  h.  dass  - 


]  ihnen  gegebene  Werthe  annehme. 
)  gerade  Strecke  sei  e 


,n 


S.  10.  Eine  gleiohtOrmig  elastieob 
Enden  A  nnd  B  durch  atarre  Gerad« 
andere  auTerftnderliobe  lineare  oder  plattenfOrmige  Stücke  vt 
längert  Anf  die  Terl&ngerungen  wirken  zwei  ErKfte  und  nimmt 
Folge  dieser  Einwirkung  die  Strecke  eine  Gleichgewiobtageatalt 
Form  einer  ebenen  Cnrve  an,  man  soll  diese,  sowie  die  Spannn 
oder  Preaanng  in  einem  beliebigen  Punkte,  aowie  die  Normalkri 
fOr  denselben  bestimmen. 

1.    Da  du  Gleichgewicht 
auch  noch  fortbestehen   mnss, 
wenn  daa  System  nnveränder- 
lich  wird,  so  mflaaen  die  bei- 
den    ErUie     entgegengesetat 
gleich  sein.    Ihre  gemeinaame 
Richtlingelinie  A^B^  heiastdie 
Aie    der    elaatiachen    Curre. 
Wählen  wir  diese  Gerade  «ur 
x-Aie   (Fig.  SS),    so    ist  das 
Moment  aller  KrUle,  welche  daa  Bogenatflck  AM  afficiren,  daa  Moment  der  ein- 
ligen  in  Jg  angreifenden  Kraft,  die  wir  mit  A  bcKeichnen,  gleich  Ay  nnd  daher 
nach  §.  9  die  DifFerentialgleichiuig  der  Cnrve 

,  d*  t 

dl  f 

oder  wenn  wir  i  :  A  —  a^  aeteen: 
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Diese  Gleichong  zeigt,  d&aa  das  Produkt  des  KtammnngslialbmeiBerB 
der  CarTe  und  dee  Abstandes  des  CtirTenponktes  ron  der  Aie  der 
Kräfte  conatant,  also  die  Erümmn&g  der  Ordinate  proportional  ist. 
Die  Eifimmnug  kann  daher  nur  in  Punkten  verschwinden,  welche  die 
Carve  mit  der  Äxe  gemein  hat  Sind  Wendepunkte  TOrhaoden,  ao 
können  aie,  weil  in  ihnen  die  Krümmung  verschwindet,  nnr  anf  der 
Äxe  liegen.  Die  von  der  Äie  entferntesten  Punkte  seigen  die  st&rkste 
Erflmmnng;  in  allen  Punkten  desselben  Abatandea  von  ihr  ist  die 
Krümmung  gleichstark. 

2.  Wir  Buchen  zunächst  die  Ordinate  y,  die  BogenlBuge  ■  und  die  Atwciase  x 

als  Functionen  der  Summe  ip  der  Contingenswinkel.  Die  Gleicknog  y^  —  ^'t^ 
gibt   differenUirt    ^^  —  —  o'  -r-f  »nd  da  ^^  —  ain  •  ist, 

welche  Gleichung  mit  der  Differentialgleichnug  der  Peudelbewegung  Obaeiakomntt. 
Sie  liefert  nach  MnltipHcation  mit  -^  ala  erstea  Integral 


*(S)' 


^  cos  1^  —  (7    oder    }y*  —  a*  cos  f  -(-  ''• 
wenn  fOi  ^  sein  Werth  —  y  :  a'  geaetot  wird.     Die  Constante   C  kOnnen  wir 

mit  Hfllfe  der  Ordinate  y^  des  Anfitngapunktea  A  des  elaatiachen  Bt^ns  beetünmen. 
Denn  hiefOr  iat  \yl  —  a'  cos  (*  +  ^  ^'^^  hiemit  wird 

i!''-iy3  =  »'(coav  — oosfi)  — affl'ain'i^-Sa'ain'IV- 
Die  Gleichung  -^y*  i—  a'  cos  tp  -{-  C  leigt,  dass  die  Ordinal«  einen  Hazimalwerth  f 
erreicht  fdr  i^  °°*  0.  Mit  Hälfe  dieses  Mazimalwerthea  kann  die  Conatant«  C  ebenfalls 
bestimmt  werden.    Ffir  ihn  iat  ^/^  —  o'  +  C,  und  wird  also 

*»*-*/■•  =  — 2a' «in***    oder    y»  - /' -  4a»  sin' 4  *  ■ 
Die  Vergteichnng  beider  Bestimmungsarten  der  Couatanten  liefert  nigleieh: 

ir-*yi  +  2a'sin'if». 
Es  Bind  nun  die  drei  Fälle  möglich: 

die  wir  der  Reihe  nach  betrachten  wollen.    Aua  der  Formel 

y'  — /■'  —  *(»*  sin»  is-, 
folgt,  dass  im  dritten  Falle  y  nicht  Null  werden,  die  Cnrve  also  die  Axe  der 
ErtLfte  nicht  schneiden  oder  berühren  kann,  während  dies  im  ersten  und  eweiten 
Fall  mOglich  ist        . 

3.    Für  den  ersten  Fall  aetzen  wir  f:2a  —  k  und  erha1t«n  ans 
y'  =  /^-*ffl'8in'4*, 
indem  wir  f  •—  2ak  und  sin  ^^  -■  A  sin  «d  snbstituiren, 
y  —  3aA  cos  m  —  ^cos  a>. 
Beschreibt  man  daher  um  den  Fuaspunkt  C  [Fig.  36)  einer  Mazimalordinate 
SC  =  f  einen  Ereia,  ao  ergibt  eich  die  Bedeutung  das  Winkels  n,  indem  man 
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die  Ordiöate  y  —  MF  —  QG  »nf  SC  projicirt;  ea  ist  nftmlicli  <  NCQ  —  •>. 
Zugleich  sieht  man,  wie  die  Winkel  41 
'  uDd  »  TOD  eioandei  abh&ngen.  Nimmt 
^p  voa  fi  bii  0  ab,  80  nimmt  «  tod 
einem  der  Ordinate  y,  entsprechenden 
Werthe  Mg  bis  za  Null  ab. 

Da  ain  ^fi  ~  £  ain  m,  and  f-~tak, 
also  /"»in  a>,  ~  2a  sin  ^p  wird,  so  er- 
gibt sich  eine  einhebe  Construction  der 
Länge  0.  Han  uebe  N  U  senkrecht  snr 
HalbirunpliniedesWinkelsfi.  Istoig—^x, 
also  A  der  Angrifbponkt  der  Kraft,  so 
ist  die  doroh  den  Scheitel  S  gelegte  iQr 
Halbirangslinie  von  fi  parallele  Gerade 
HS  — 2a. 

4.    Aus  dy  :  ds  —  Hin  V  folgt  ds  —  rfy  :  sin  if  —  dy  :  2  Sin  jip  cos  ^tp   und 
nn  man  dy=-  —  2ak  ainmdo)  und  sin  ^  v  =■  ü:  "u  n  zu  Hülfe  nimmt, 


Jify^  ' 

-^^ 

'/^\l'~^M 

'\ 

Flg.  S6 


d»  • 


-  adi»  :  yi  - 


HiUiin  wird  der  Bogen  AJS  =•  i: 


J  Vi  —  k*  sin'  a>  ' 
Die  Länge  I  des  Bogens  ÄS  tod  ä  bis  mm  nächsten  Scheitel  (oi  —  0)  ist 


/dm      
yi  —  fc'  sin'  a 


und  hiemit  erhalten  wir  fdr  die  Bogenlänge  SM  —  c  vom  Scheitel  5  («  ~  0) 
bi«  zum  Punkte  Af  (ra  —  o>)t 


'-'Jvr^h^- '■'■'-■'>■ 


k  sin 


oU- 


6.    Die  Abadue  x  wollen  wir  auf  der  Axe  *om  Pnsepnnkte  P,  der  Ordinate 
y,  an  lählen.    Da  dx  ~  dt  ooi  V  »t,  so  wird 

diT+d«— ds(l+co«if)  —  Edscos'iiiJ  — 2d<(l  — rin*iip)— — aad»yi  — i'ein'» 
and  folglioh 


Ist  c  die  Abscisse  des  Scheitels 


!  a  f  d<B)/l  — "jf'Sn'^. 
',  so  hat  man  hieraos 
o  /  d»  |/ 1  — T'Bin'  m 


nnd  folglich,  wenn  die  Abscisse  £  dw  Pnnktes  M  von  C  aus  geiählt  und  der 
Bogen  SM  —  I  —  s,  wie  torber  mit  0  beieiohnet  wird 

{  +  •  — Ba   jdtoVl  —  k'aiä*li  —  2a£(.a,  k). 
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Indem  man  den  in  Nr.  1  gefondeoen  Werth  i 
Abaciue  £: 


iontit,   erh&It   man  fSr  die 


woKu  die  Ordinate 
kommt. 


ij  =  2aJe  coB  m 
6.    Die  Gleichnng  o  —  aF{m,  k)  gibt  n  =-  am  -  — 
und  hiemit  (Fig.  87),  wenn  vir  NQ  —  £*  setzen, 
y  <r  i*  .  ff 

4  —  cosam-  — ,        4=  =  ■">*"> 

f  a  f  a 

Trilgt  man^i{~2aan,  wodurch  fmim=^1awa  QRN, 
alio  vennflge  /"sinoi  — 2o  ain^v  derWinkeI§iliV"=  ^« 
wird,  so  erh&lt  man 

CB'  =  4a»  — /' Hin"  10  =*a'tl  —  ft'sin'oi), 
also,  wenn  Qu  ^  9  gesetzt  wird 

g^  =  Aam  .  ^  - 

Da  der  Kreisbogen  a   ^  SAT  =.  fet  igt,  so  gehört  hieza  noch:  -=  =  am  ■  —  ■ 

1  « 

Gb  finden  also  die  elliptiBchen  Functionen  am-,  cosai»',  sinam-,  üam- 
sätumtlich  ihre  Bedeutong  in  der  Figar.  Äehnlich  wie  Neper  die  Qoadratur 
der  Hyperbel  benatzte,  um  die  Zablenweithe  der  Logarithmen  lu  berechnen,  bat 
man  die  Qleichgewichtafonn,  welche  ein  elastischer,  durch  gleiche  EodkrSjR«  ge- 
spannter Draht  annimmt,  eot  Berechnung  der  elUptiHchen  Foncüonen  TOrgeschlagen. 
VgL  Green hill,  Graphicai  repraentation  of  the  äiiptic  functiona  by  meaiu  of  a 
btnt  dattic  bam.  Matenger  of  Malhem.  Vol.  V,  p.  180  (1976). 

7.  Die  Fignr  gibt  noch  eine  einfache  Tangentenconstruction  der  elartiichen 
Linie.  Da  die  Tangente  in  31  mit  3£Q  den  Winkel  ip  bildet,  so  ist  an  MQ  der 
doppelte  Winkel  NR<^  —  iV  aniutragen. 


-  1)  —    and    hiefÜT 


8.  Die  Ordinate  i/  =  fcoa  cd  verachwindet  fOr  m  ->  (8n 
nimmt  ip  immer  denselben  abBolnten  Werth  an,  der  aus 

8iai*  =  ABin(S»H-l)-J  ={-l)"t 

folgt  Schneidet  daher  die  Curve  die  Äie,  so  bildet  in  den  Schnittpunkten  die 
Tangente  mit  der  Aze  immer  denselben  Winkel,  aber  abwechselnd  nach  der  einen 
and  nach  der  anderen  Seite  hingewandt. 

Aus  der  Katar  der  elliptischen  Functionen  folgt,  dau  die  Ordinate  jede« 
Scheitels  eine  Sjrmmetrieaxe  ist,  und  dasB,  wenn  die  Curve  die  Aze  schneidet, 
jeder  Schnittpunkt  in  die  Hitte  zwischen  zwei  aufeinanderfolgende  Scheitelordi- 
naten  f&llt,  dass  die  Abstände  aufeinanderfolgender  Scheitelordinaten  und  aofein- 
anderfolgender  Schnittpunkte  mit  der  Aie  gleichgrosB  sind,  dasB,  wenn  die  Cnrre 
die  Aze  schneidet,  je  zwei  aufeinanderfolgende  Scheit«!  auf  entgegengeaetiien 
Seiten  der  Aie  li^en,  dass  alle  Scheitelordinaten  absolut  gleich  and  alle  Schnitt- 
punkte mit  der  Aze  Wendepunkte  sind. 

Ee  fragt  sich  nun,  wie  viele  Scheitel  oder  Wendepunkte  anf  einer  gegebenen 
B<^en]&nge  L  liegen  kOnnen.  Wir  wollen  diese  Untersnchnng  in  dem  einhcheren 
Falle  fuhren,  dass  die  beiden  Endkiftfle  A  an  den  Enden  des  Bogena  L  telbat 
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aDgreifeo  and  die  Veitnndongliiiie  dieser  Endpniikte  bIm  die  Axe  der  Cut?e  iit. 
In  dieaem  Falle  irty,  »0,  i»,  ^  \x,  k  ^^  mi\n  und  theilt  räch  die  gaiue  L&nge 
L  der  Cnrre  in  eine  noch  nnbekomite  Zahl  n  von  AbtheiloDgen  von  der  LKnge  Sl, 
80  daas  L  ■«  2nt  wird  und  xwiichen  dem  Anfitogs-  and  Endpankte  n  —  1  Wende- 
punkte auf  der  Axe  Uegen,  deren  Lftnge  AB  =~  2nc  igt  Man  hat  daher  ver- 
mOgD  dei  Anadmcks  I  in  Kr.  4: 


L=~2na  I  - 


i'         .. 


yi  — "i'  sin'u 
Dies  Integral  ist  gleich  {n,  mnltiplioirt  mit  einem  gewigsen  Hittelweith  der 

Function  (1  —  k'  rän*  a>)  .  Da  der  kleinste  Werth  derselben  1  ist,  so  ist  der 
Mittelwerth  jedenfalls  >  l'  nnd  also  L  —  2na  [i" +  ■■■],  A.  h.  L'^  nax,  also 

»<^ Es  ist  daher  die  Anzahl  n  der  Abtheilnngen  desBogeni  bCch- 

stene   gleich   der   grOssten  ganEon  Zahl,    irelche  in  X  :  an  <—  —  1/  ~ 

enthalten  ist.  Diese  Anzahl  wächst  mit  der  Kraft  A.  Za  jedem  gegebenen  n 
und  A  ^  Bin  ^fi  gehOrt  eine  gane  bestimmte  Kraft  A,  bei  welcher  diese  Aniahl 
von  Abtheilnngen  mOglich  ist  Es  folgt  nämlich  ans  X  —  2ira.t'(}ii,  A}  die 
Formel 

9.  Die  Gestalt  der  Curre  hängt  ab  von  den  Constanten  A,  fi,  y,,  d.  h.  von 
der  Intensität  nnd  der  Lage  des  Angriffs  der  ErUte  A  und  der  Neigung  der 
Tangente  des  Bogenanfanges  gegen  die  Axe.  Nehmen  wir  lunächst  an,  es  sei  ^«-^0, 
d.  h.  die  Verbindungslinie  der  Bogenenden  sei  die  Aze.  Wir  unterscheiden  fol- 
gende Fälle: 

a)  ft  •«  0  oder  ft  <k  x  (Fig.  88).  In  beiden  Fällen  ist  die  gerade  Linie  Qleioh- 
gewichtsform.    Im  Falle  fi  >~  «  ist  das  Gleichgewicht  sicher,  f ür  fi  ->  0  kann  es. 


'-n- 


je  nach  der  Intensität  der  Kr»ft  A  naher  oder  unsicher  «ein.  Denn  far  die  An- 
zahl der  Abtheilnngen  der  Carre  durch  die  Wendepunkte  gilt  die  Ungleichung 

«  < Ist  nun  A  —  t  zo*  am  so  gross,  daas  L  :  na  nicht  grösser  als  1  ist, 

■o  kann  n  nur  0  sein,  d.  h.  die  Cnrve  hat  weiter  keine  Abtheilnngen.  Es  ist 
daher  die  Gerade  so  lange  Qleichgowichtsform,  als  i.  :  na  ^  1,  d.  h.  J.  ^   _, 

ist.  Ueberschrjeitet  A  diese  Qrenie,  so  wird  das  Gleichgewicht  unsicher,  A.  h. 
ist  nicht  mehr  unabhängig  TOm  OesebwindigkeitsiuBtande;  bei  gewissen  Geeobwin- 
digkeitssoständen  bleibt  es,  bei  anderen  bOrt  es  auf. 

h)  fi  <  ^*  (Fig.  S9).    Je  nach  der  Intensität  von  A  ohne  Weodapnnkt  oder 
mit  WendepDukten. 
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e)  fi  »•  4  X  (Fig.  10).  Die  rechtwinklige  elaatiBclie  Linie.  Dk  A  —  üd  ^  fi  iat, 
H>  wild  f—2ak=-ay2. 

d)  p  ^  1>  (^ig.  41),  Die  A-Carre  mit  oder  ohne  Wendepankte.  Von  beeon- 
derem  Interesse  ist  der  Fall,  Atua  c  °-  0  wird.    Dann  fitUeii  alle  Wendepankte  in 


^ 


H 


einen  «uamtnen  and  erlaugt  die  Cnrre  die  Qeatalt  des  Zeichens  der  nneodlich- 
keit  (Fig.  42).  Es  ist  nach  Nr.  G  c  —  iaE  (^ir,  k)  —  af  (i«,  k)  und  folgt  der 
Werth  von  fi  mu  den  Qleichungen 

iEii*,k)-F{in,i)-0,  t-«ini^. 
Man  findet  fi  —  138°,  9'. 
^        Verschieben  sich  bei  «tmnpfeni  n  die  Endpunkt« 
flbereinander  hin,  »o  entsteht  die  Form  (Fig.  4S). 

10.  Im  iweiten  Falle  der  in  Hr.  8  gewtUten 
Eintheilong  ist  /':  2a  ~  i  —  1.    HiefOr  wird 

2«  001  if»  — Vi,  y  —  aacos^ip. 
Uan  erhalt  weiter 


fie.  41. 


^^^-  —  al-cotgiix  —  i^),    {  +  ff-aaiiniv, 

80    dUB 

y  — Sacos^^, 

S  =  g»  sin^if  -  Ol  ■  ootg  (J«  —  ^f) 

die  Qleichniigen  der  Cnrre  werden.     Die  Cnrre  hat 

die   Aze   der   Er&ft«   aar  Asjmptote;  es  iat  y  ^  0, 

I  —  —  aofOr«=-0  (Fig.  44). 

11.  Im  dritten  Falle  ist  /:  Sa>  1,  also  wenn 
zfmmk  Witt,  wo  i  <  1  ist,  erhUt  nun 


~fyi  -fsin'iu 
I.    Ferner  wird 


Bin'  m  J  y^^^ 


•  ^y,)  =  (i  _-*  )  dM+^  (1  -  t«  sin'  !♦)  dt, 

DigiLizedbyCoOJ^Ic 


in.  Th.,  Cap.  VII,  %.  tO.  Die  elutiMtw  Sait«  dnroh  (wei  JlndkAfU  geepanot.  125 
mithin  , 

'-{i-^y  +  f  A-vf^*"  •■■■".  s  -  (»*  -  n  y (»»,  i)  +  /'«(40,  *). 

Diesen  Gleichungen  entspricht  die  Form 
.  Fig.  46  mit  einer  oder  mehrereD  Win- 
dnagen. 

12.  Wenn  die  EiUte  A  nneDdlich 

klein  werden  nnd  ihre  Angriffipiinkte, 

I  P        ateo  auch  die  Aze  der  Corve,  ins  Un- 

^    I !     ^    endliche  rflcken,  lo  atolten  de  iwei  ent- 

rig.  46.  gegengeBetrt  gleiche  ErUtepaare  dar. 

Ist  d»s  Moment  derselben  gleich  tn  and 

wählen  wir  die  VeibindnngBlinie  der  Endpunkte  des  elastischen  Bogens  lur  x-Äie,  so 

bevtebt  die  Gleichnng  w  •—  m  statt  der  Qleichang  in  Nr.  S,  indem  das  Moment  m 

(Qr  alle  Fnnkte  M  der  Ebene  constant  ist.    Diese  Gleichang  wird  aUo  —  t  -^  ^^m 

nnd    folgt    aas    ihr    y*— t  -\-  C,   ntithin,    wenn   f  ^  fi   fdr  t  ^  0  wird 

p  —  ^  o  —  a,  d.  h.  die  Summe  der  Contingentwinkel  Ton  der  Anfiwgttaagente 

bis  cnr  Tangente  in  irgend  einem  Pnnkte  der  Carte  ist  proportional  dem  Ewischen- 
It^enden  Bogen.  Daher  ist  die  Cnrve  ein  Kreis  vom  Radios  ■  ;  tn.  Zwei  ent- 
gegengesetet  gleiche  Er&ftepaare  ertheilen  also  der  elastische a  Linie 
die  Gleichgewichtsform  eines  Kreisbogens,  dessen  Badins  der  Etasti- 
citKtemodalns,  dividirt  durch  das  Moment  der  Er&ftepaare  ist  Die 
Axe  der  Cnrre  ist  in  diesem  Falle  die  nnendlich  ferne  Gerade,  l&ng«  welcher 
twei  anendlich  kleine  entgegengeaetit  gleiche  Krftfte  gedacht  werden  kOnnen, 
welche  den  beiden  Paaren  äquivalent  w&ren. 

13.  Fflr  die  Spannung  T  der  elastischen  Linie  erhalten  wir  nach  |.  9, 
Nr.  4  wegen  J^da  —  A ,  jT^dt  —  0   den  Ausdruck 

T Ä~-~-Äw^^. 

Die  Spannung  ist  daher  die  Projection  der  Kraft  A  auf  die  Tangeute, 
im  umgekehrten  Sinn  genommen.  Sie  ist  positiv,  wenn  die  Tangente 
mit  der  Axe  einen  stumpfen  Winkel  bildet,  negativ,  A.  h.  Pressnng, 
wenn  dieser  Winkel  ipiti  ist,  sie  verschwindet  mit  ip  — ^k.  In  den 
Formen  (Fig.  41)  i.  B,  findet  aleo  theils  Spannung,  theils  Pressung  statt;  in  den 
Debetgangspunkten ,  fOr  welche  die  Tangente  rechtwinklig  itir  Axe  ist,  ist  keine 
Tangentialkraft  erforderlich ,  um  das  Gleichgewicht  bei  Abixennong  des  Bogens 
ta  erhalten. 

Die  Normalktaft  V  wird  nach  demselben  §.  F  —  .^  sin  y,  i^mtich  gleich 
der  Projection  der  Kraft  A  anf  die  Normale  der  Cnive.  Der  Abstand  p 
der  Normalkraft  V  vom  Cnrvenpnnkte  M  ist 

J>  —  —  M!  V  ^  Ay  :  A  äa  <^  ^  y  :  na  ^, 
d.  h.  gidch  der  TangentenUlnge  MT  vom  Fnnkte  M  bis  lam  Schnittpunkt  mit 

14.  Der  Fall  schwacher  Biegungen  Ibst  eine  einfache  approximative  Be- 
baadlung  an,  indem  fOr  ihn  die  Difierentialgleichnng  der  elaatischeo  Linie  dnrch 
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eise  lineare  Differentialgleichnng  ergetst  werden  bann.    Indem  wir  in  dieselbe. 


de  die  Gestalt  an 


J  ['.+  ©?- »• 


(dyy 


Der  schwachen  Biegung  wegen  ist  aber  (  ,  )  sehr  klein  und  mit  Yemacbl&aü- 
gong  dieses  Qliedes  gegen  1  geht  sie  über  in 

welcher  die  Form      ■                      ,          x    ,    „    .     x 
p  '^  A  eoB t-Bsm  — 

genügt.  Greifen  die  Ei^lle  A  an  den  Enden  des  Bogens  selbst  an,  lo  ist  y  ^  0 
mit  X  =  0,  also  die  Constante  Ä  ^^  0  und  bleibt  y  >»  A  sin  — ^  als  Gldchmig  d^ 
Cnrve.  B  abei  ist  da«  Haximiim  f  der  Ordinate,  so  dass  y  •—  /^  sin  ~  ist.  lat  e 
der  Abstand  der  Endpunkte,  so  iddsb  y  °^  0  fflr  x  »•  e,  also  wenn  S  nicht 
Null  ist,  was  nnr  im  Falle  der  geraden  Linie  als  Gleichgevichtsfignr  eintritt, 
nn —  ^  0,  d.  h.  e  ^  nna  sein.  Nun  ist  aber  e  sehr  nahe  gleich  der  Gesammt- 
l&nge  L  der  Cnrre,  also  sehr  nahe  L  =  n*a.    FBr  n  »  1  wird  a  —  —  ,    aUo 

mal  anf  der  Länge  L,   n&mlich  fac  :i:  —  0,  x  —  ^L,  x  —  L.    Für  n  ■*  3  wird 

Die  Eififte  A,  welche  kleine  Biegungen  hervorz abringen  vermOgen,  sind  nach 
Nt.  8,  da  fSr  solche  it  »  ^ :  2a  «ehr  klein  ist,  also  F  (^  «,  Kj  sich  nabesn  auf  ^  « 

redncirt:    A  =  -^-p  (i «)'  —     j,    . 

15.  Die  ebene  elaetisohe  Linie,  an  welchei  falos  zwei  Endkr&fte  angreifen  nnd 
welche  Galilei  gleichfalU,  wie  die  Kettenlinie,  fSr  eine  Parabel  hielt  (JDweom  e 
dimottraiioni  matematiche  etc.,  Leida  1638),  wurde  inerst  lon  Jacob  Bernonlli  be- 
handelt (fiurvatura  laminae  elasticae;  q/us  identitae  cum  c%uvatura  lifitei  apondere 
inchui  /tiiidi  expanti,  etc.  Acta  eruditorvm  Lipg.  1S94,  p.  262  und  E^Ueatitme», 
annotationts  et  addiHones  ad  ea,  quae  in  Actis  svperioris  ohm  de  atrra  eladica, 
üodtrona,  paracmt/rica  et  velaria  Mnc  inde  mentorata,  et  partim  conirovena  legmt- 
tuTj  hM  de  linea  mediarutn  directümum,  altwjwe  novie.  Ibid.  1696  p.  &ST— 6&8. 
Zehn  Jahre  spKter  schrieb  er  eine  Abhandlung:  VSritaliU  hypothite  de  la  rätittamce 
det  tolidct,  avec  la  demotutralton  de  la  cowbure  des  corps  qtü  fönt  reuort.  (Hftn. 
de  l'Acad.  des  scienses,  1706,  p.  2S0  odec  Opera,  T.  II,  p.  976).  Daniel  fier- 
noulli  Uieilte  Enler  mit,  da«s  er  gefunden  habe,  dass  Üz  dieoeCorre  daa  Integial 

'        --'n  Minimum  werde,  wo  «  den  Erammnngsbalbmesser  bedeutet.    Dies  Ter- 

anlaaste  Ealer  sich  die  Anfgabe  zn  stellen:  „die  ebene  Curre  la  finden,  für  welche 
unter  allen  Cnrven  gleicher  Bogenlänge,  welche  durch  dieselben  twei  Punkte  A,  B 
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hindiiTohgeheD  nud  in  diesen  von  denBelben  Qeraden  berfihrt  werden,  dtu  Integral 
-j  ein  Mitümnm  werde.    Ei  lOate  üe  in  seioem  berfihmten  Weike;  MeSiodut 


f\ 


r 


Tig,  M. 


tmiemendilineasettrvasmaxmiminimipepropnetategaudtnUt;  LaniaDnae  et  Qeneyae 
1774,  S.  S46  n.  ff.  {Additamenltm  I,  De  mhtm  elMticiB  p.  246—810).  Er  gibt  eine 
ToUstäudige  Disenseion  der  elastiBchen  Linie  und  fahrt  9  Hanptformen  deraelben  auf. 
Ansaerdein  gehören  hierher:  L.  Enler,  Solvtio  problematis  de  inntaüenda  cuna, 
quam  format  Uauina  uteuM^ue  eUutica  in  ringuiis  punctü  a  potentiig  qmbutcunque 
»oüidtata.  (Comment  Acod.  Petrop.  T.  III,  ad  a.  1788.)  —  Genttina  pHneipia 
doclrinae  de  statu  aequil^rii  et  molu  corporum  f am  perfecle  flexibüium,  quam  elastico- 
nm  (So-n  Comment.  Acad.  Petrop.  T.XV,  p.a.  1770,  p. 381— 418).  —  De  gemina 
md^odo  tan  oequiHbrium,  quam  motvm  corpomm  /UxüMitim  determitumdi  et  «tritM- 
que  egregio  coMmw  (Novi  Comment.  Acad.  Petrop.  T.  XX,  p.  a.  1776,  p.  B86— 803). 
$.11.  Wir  fOgen  einige  weitere  leichte  Aufgaben  Ober  die  elaititohen  Linien 
hiosn,  nm  dieselben  unter  VoranBaetmng  aohwachei  Biegung  approximatiT,  wenn 
aoch  nnr  sndentnngaweiBe ,  in  behandeln. 

Eine  homogene,  ■chwere  elaitische  Ge- 
rade tnht  anf  zwei  Stützen  A,  B  gleicher 
BOhe  und  biegt  eich  nntet  dem  Einflnae  der 
Schwere  (Fig.  4a);  die  Form  dereelben  eu  be- 

Die  horisontale  VerbiudnngBlime  der  Stützen  A,  B 
■ei  die  fc-Ase,  die  Tertioale  des  Pnnktea  A  die 
y-Axe,  pontir  abirrt«  gerechnet.  In  einem  beliebigen 
Pnnkte  M  (x,  y)  trennen  wir  ab  nnd  betrachten  daa  LinienstOck  MB.  Iit  p  das 
Gewicht  der  Längeneinheit  der  Linie  und  AB  —  a,  lo  ist  da«  Gewicht  dei  Bogens 
Jf£  uahezn gleich  dem  seiner Horizontalprojectiou,  nämlich  gleichp  (a — x)\  danelbe 
greift  im  HoHenimttelpnnkte  dee  Bogen*  an  nnd  da*  Moment  de«Be1ben  in  Being  anf 
M  iit  daher  4p  («  —  f)*,  im  poiitiven  Sinne  zn  nehmen.  Der  Widerstand  bei  B 
iit  gleich  dem  halben  Gewichte  ^pa  des  ganzen  Bogena  nnd  sein  Uoment 
—  \pa{a  —  x).  Die  Summe  der  Momente  aller  am  Bogen  MB  angreifenden 
Krftfte  in  Besng  auf  dessen  Ende  M  ist  daher 

^p  (a  -  *)■  _  Ipa  {a~x) ^px  {a^x); 

dieselbe  ist  gleich  dem  Biegungsmomente  —   der  elastischen    Kräfte    zn    setzen,  - 
P 

d.  h.  wegen  der  Schw&che  der  Biegung  gleich  c  ~^  (es  ist das  Biegnngs- 

moment  fflr  M  als  Endpunkt  von  AM,  —  für  Jf  als  Endpunkt  von  MB). 
Man  hat  daher  ,, 


da  wegen  der  Symmetrie  der  Figur  -j^  -  JBr  x  —  ^  a  verschwindet   Femer  hat  man 

»y  —  iS P  (i «'«  —  ««' +  ia:'), 
ohne  Conrtante,  da  y  •—  0  wird  fQr  ic  ^  0,    Das  Haximum  f  der  Ordinate  (die 
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Eb  iat  weiter  J Xdt  =  0,  J'Yds  —  ^p  (a  —  a;)  —  ^pai   daher  die   Sp&n- 
nnng  nach  g.  9,  Nr.  4 

^'C^M-'  da  j=!  nahezu  gleich  ^  wird. 


§.  IS.    Die  homogene,  Bcbwere  elastiacfae 

Fif.  47.  Linie  liege    aaf  iwei  gleich  hoben  StUtsen, 

trage  aber  im    Abstände  l  von   A    nach  ein 

Gewicht  P  {Fig.  47). 

Den  Widerstand  der  Stfltse  B  findet  man,  indem  man  Honaente 

nimmt  in  Besng  aaf  A,  n&mlich  Na  —  ipa'  -f-  PL    Hao  hat  hier  tweierlei 

Formeln   la  bilden,  je  nachdem   der  Punkt  M(x,g)  zwischen  A  und   C  oder 

zwiacben  B  ond  C  Uegi    Im  enteren  Falle  ist  die  Momentenaamme 

M,=ip{a-xy  +  P(l-x)-  hpa  +  pi-Va  ^  x}, 

im  andern  Falle      ,,        ,      ,  -,*       „         i    n  '  v  /  . 

3f,  —  iP  {«  -  X)*  —  Hpa  +  P~)(a    -  X). 

Man  bat  daher  fOr  die  Punkte  des  Bogena  AC  und  BG  die  beiden  Teraohiedenen 
Gleichungen:  ^  d^  _  ^^         ^  d'ft  ^  j^ 

Die  Integration  derselben  fahrt  4  Coustanten  ein,  welche  man  dnrch  die 
4  Bediugnngen  zn  bestimmen  hat:  1.  für  x  =—  l  ist  -^  •^  -^ ,  8.  fOr  x  -^  0  i«t 

y  =  0,    8.  fflr  a:  =-  i  ist  y,  -•  y,,    4.  für  at  =-  o  iat  y  —  0. 

Die  Senknng  ist  der  gifiaaie  Werth  unter  den  Haximia  von  y,  nnd  y^. 

g.  18.  Die  elastiacbe  Linie  sei  nicht  schwer,  aondern  bloa  am 
Ende  B  mit  einem  Gewichte  belastet,  bei  A  aber  eingeapaont,  ao  daai 
die  Tangente  daselbst  horiiontal  iat  (Fig.  48). 

Hier  ist  .  j^  =  P  (a  —  a),  t  ~  —  P  (flx  —  ix*),  ohne  Constanto,  da 
^-^  — 0  iat  för  fl!  =  Oi  *y=- P(iaa!' -  ix»),  gleichfeUa  ohne  Constante ,  da 
y  =  0  für  z  —  0.  Die  Senkung  {bei  a^  —  a)  betragt  ^  =  J ■ 


Pig.  «.  Pig.  «- 

§.  14.    Die  homogene,   schwere   elaatiscbe  Linie   aei    bei  A   hori 
Eontal  eingespannt,  bei  B  frei  und  weiter  nicht  belastet. 
HiefQr  iat 

ty  —  ipl.ia*x'  —  iax^  +  ^x*). 
Die  Senkung  beti%t  f^  ^^~  ■ 
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9-  IS.  Die  homogene,  Bchwere  elastiiche  Linie  lei  bei  A- nnä  S 
hoiiEontal  eingeBpannt  und  weiter  nicht  belastet  (Pig.  49). 

Die  AuQageniDg  nnd  EiiupanDnng  bei  B  kann  als  äquivalent  angeeehen  wer- 
den einer  vertikal  «tOttenden  Kraft  F  nnd  einem  Paare  vom  Moment«  ft.  Da- 
durch wird  das  Moment  der  EAfte  von  dem  Bogen  AB  im  Punkte  M  gleich 
ip{a  — a;)'  +  .P(<i  —  a)  +  c  nnd  die  DiffareotialgleichnDg  der  elaetischen  Linie 


dx» 


.^- 


ip(a-35)'  + J'{<.-:e)  +  p. 

r  —  oa;'  +  i  «■)  +  F  (ax  —  i«*)  +  P*.   oknö  Con- 
Weiter    folgt    ej/ •»  ^p  {\a'x*  —  iax* 


staute,  da  -j—  =-  0    wird    fflr    x 

+  A  *')  +  ■*'  (i ««''—  i  **)  +  t  f*a',  ohne  Constante,  da  y  =-  0  iat  fflr  x  =  0. 
Um  die  beiden  Conatanten  F  nnd  fi  in  bestimmen,   hat  man  fQr  x  ^>  a  sowohl 

j    —•  0,  aU  anch  y  ^  0.    Diese  Bedingungen  liefern  J"  — >  —  ipa,  f  "-  t'iP*'' 

Die  Senkung  betrllgt  /'=—  -j^,  pa*.   FQr  die  firei  auf  den  Stütien  aufliegende  Linie 

betrag  de  ^-  ^—  .    Die  Eiospannang  redncirt  die  Senkung  also  anf  ein  Fünftel. 

§.  16.  Die  homogene  schwere  elastisohe 

Linie  sei  bei  A  eingespannt  nnd  liege  bei 

B  frei  auf  einer  Stütie  auf;  ausserdem  sei 

dieselbe  durch  ein  einzelnes  Gewicht  P  im 

Abstände  I  von  A  belastet  (Fig.  50). 

Ist  Jf  der  Widerstand   der  Statse,   so   erhalt 
man  fOr  Pnnkte  M  (x,y)   swiscben  A  nnd  P  und 
solche  zwischen  P  nnd  B: 
=  iP  (»  -  «)*  +  PCI  -  X)  -  Jff  (a  -  X), 

dx*  ''  dx'  *' 

1  für  die  Bestimmung  der  Constanten  sind 

1.    fflr  «  —  0  ist  y,  —  0  und  ^  —  0, 


-liel 


-  jft  und  -^  — • 


dx        dx  ' 


3.    Mr  X  =  a  ist  .y,  »  0. 
Wir  gehen  anf  das  Detail  dieser  fQr  die  Technik  wichtigen  Aufgaben  hier 
nicht  ein,  da  dieser  Gegenstand  den  Schriften  Ober  angewandte  Mechanik  eu- 

%.  17.  Der  elastisch  biegsame  Faden  im  Räume.  Fallen  die  den 
elaetischen  Faden  afficirenden  Kräfte  nicht  in  eine  Ebene,  so  nimmt  derselbe  im 
Falle  des  Oleichgewicht«  die  Gestalt  einer  doppelt  gekrttmmten  Linie  an.  Wir 
setsen  dabei  voraus,  dass  blos  ein  elastischer  Widersbnd  gegen  die  Biegung,  d.  h. 
von  Tangente  in  Tangente,  aber  kein  Widerstand  von  Scbmiegungsebene  zu 
Schmiegnngsebene  (Torsions widerstand)  stattGnde.  Damit  ist,  wie  bisher,  das 
Moment  der  elastischen  Kräfte  eines  C|ii^venbi^;ens  vom  Anfang  A  bis  in  irgend 
einem  Pnnkte  M  {x,  y,  i}  df  » 


ds 


Schill,  Heshuiik,   II. 
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Der  ContingeaE Winkel    dip    ergibt    sich    mit  Hülfe    des  Infiuitesimaldreiecka   A 
dreier    aufeinanderrolgender     Punkte    M,   M',   M"    der    Corve.     Es    ist    nämlich 
2  A  =  MM'  .  M'M"  .dii.  =  ds  (ds  +  d's)  d^ ,    mithin    rfsVi).  =  2  A     und 
2A  .1        du       2A 

Daher  wird  „     A 

Das  Oleicbgewicht  zwischen  den  gegebenen  nnd  den  elahtischen  Kräften  »m 
Bogen  Ä  M  verlangt,  dass  das  Moment  H  der  ersteren  dem  Momente  u  der  letz- 
teren entgegengesetzt  gleich  sei.  Die  Componenten  iee  Momentes  H  sind  aber 
entsprechend  §.  9  Nr.  4,  in  den  Ebenen  der  yz,  tx,  xy  oder  ala  Aienmomeute 
parallel  den  Axen  der  x,  y,  z  gedacht 

H^  =J{dzjYds  -  dyfZdt],  H^  ^/[dxfZds  -  dij  Xdf], 
E,=f[dyJXds-dxfYdsy, 
Die  Componenten  w^,  u^,  «,  Ton  m  parallel  denselben  Aien  erhalten  wir,  indem 
wir  das  senkrecht  snr  SchmiegnngBebene  MM' M",  der  Ebene  d?e  Dreiecks  A, 
in  welcher  das  Paar  liegt,  dessen  Moment  u  ist  (parallel  zar  Binormale  oder  to 
der  Erümmnngsaxe  der  Curve),  angetragene  u  auf  die  CoordinatenaTen  projidren. 
Die  Richtnngscosiniisse  dieses u  gegen  die  Axen  der  a-,  y,  e  sind  aber  die  Cosinos»' 
der  Winkel  1,  n,  v,  welche  das  Dreieck  A  mit  seinen  ProjcclJonen  A^,  A^,  A,  auf 
die  Ebenen  der  yt,  tx,  xy  bildet,  nilmlich 

coa  X       cosn  _  cos  «■       _I         ^p 


Hicroit  werden 

«,  =  —  2e 
Mit  Racksicht  auf 


ds" 


2A    '^\   ^y    ^^   \       2A    =  1   ■*'    ''^  1        SA    ==  I  •**    ^y  1 
'        I  d'y  d-'iY  "        \  d^z   A-x\'  '        I  d*x  d'y  \ 

sind  daher  die  Gleicbgewichtsbedingangen  im  Fnnkte  M 

J_\dy  dz\_jf   ^^      j    \dz   dx\_jj  _o  -^    Ida:  dy  l^^o. 

d8»]d"yd'i|  '  '    ds'ld'z  d'x\  "         '    ds'\d'xd*y\  ' 

Zwei  dieser  Qleicbungen  genftgen  zar  Bestimmung  der  Glcichgewichtsfigur 
des  elastischen  Fadens.  Die  drei  darin  eothaltenen  Integrale  J  Xds,  j  Ydf, 
JZd»  fahren  drei  Conatautcn  mit  sich  nnd  die  weiteren  inr  Bildung  der  Grössen 
H^,  H  ,  S^  geforderten  Integrationen  verlangen  noch  je  eine  Constante  weiter. 
Da  die  Gleichungen  aber  Difierentialgleicbnngen  2.  Ordnung  sind,  so  treten  durch 
dio  Integration  von  zweien  von  ihnen  noch  4  neue  Constanten  in  die  Dnter- 
suchang  ein.  Demnach  bestimmen  9  Constanten  die  Gleichgewichtafigur  des 
Fadens.  Nimmt  man  die  Coordinaten  der  beiden  Endpunkte  und  die  Fadenlfiuge 
als  gegeben  an,  so  bestimnien  sich  hiedarcb  6  Constante.  Die  Richtnng  der  Tan- 
gente in  einem  gegebenen  Punkte  ist  durch  2  Bedingungen  bestimmt.  Gibt  man 
also  noch  die  Tangenten  in  den  Endpunkten,  so  erhKlt  man  dio  vier  weiteren 
Gleichungen  snr  Bestimmung  der  vier  noch  übrigen  C'onstant«a. 

Schneidet  man  im  Punkte  M  den  Faden  durch,  so  genOgt  es  nicht,  lor  Er- 
haltung des  Gleichgewichts  blos  lilngs  der  Tangente  eine  Spannung  eintnfafaren, 
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vielmehr  mass  in  der  Schmiegnngaebene  des  Endpnnktee  M  neben  der  Tanfrential- 
kraft  T  noch  eine  NormalkTaft  V  wirken,  nm  das  AnsweieheD  der  Tangente  in 
der  Schmiegnngsebene  zn  vetlündem.  Da  diese  beiden  Kräfte,  wenn  der  Faden 
steif  gedacht  wird,  wobei  die  elastischen  Eififte  verschwinden,  wie  am  nnver- 
änderlichen  System  mit  den  gegebenen  Kräften  Gleichgewicht  halten  m^saen,  so 
erhält  man  T  nnd  F  indem  man  die  Kräfte  fXda,  fYda,  J  Zd»  auf  die 
Tangente  und  die  Hanptnormale  projicirt  und  den  Abstand  p  der  Kraft  V  von  M 
indem  man  die  Momente  in  dei  Schmiegnngsebene  fQr  M  gleich  Nnll  setzt.  Dies 
liefert  zunächst 

and  weil  die  Richtongiconansse  der  Hauptnormalen 

i.t:       iM       j.li 


endlich  weil  das  Moment  H  der  gegebenen  Kcätte  gleich  u  sein  mnea 

Fp  +  u  —  0 . 
Die  Kräfte  T  und  F  sind  im  Allgemeinen  einer  Einzelkraft  äquivalent,  welche  in 
die  Schmi^pinga ebene  fällt  und  die  Tangente  im  Abstände  p  von  M  trifit;    in 
besonderen  Fällen  kCnnen  sie  aber  anch  einer  nnendlich  kleinen  unendlich  fernen 
Kraft,  d.  b.  einem  Paare  äquivalent  sein. 

g.  le.  Anf  die  verlängerten  Tangenten  der  Endpunkte  einer 
elastisch  biegsamen  Geraden  oder  auf  sonstige  an  den  Endpunkten 
angefflgte  anderweitige  unveränderliche  Gebilde  wirken  an  jedem 
Ende  beliebige  Kräfte  im  Banme,  ohne  dass  Ober  den  Bogen  selbst 
contionirlich  Kräfte  vertheilt  sind;  man  soll  Gestalt,  Spannung  n.  s.w. 
der  Padencurve  ermitteln. 

Denken  wir  die  Bndkififte  beiderseits  für  ihre  Centralaien  auf  Resnltante  A 
and  reenitirendes  Asenmoment  ffi  redncirt,  so  folgt  sofort,  da  das  Oleichgewicht 
noch  fortbestehen  mnss,  wenn  der  Faden  steif  wird,  dass  die  Centralaien  zu- 
eammenfallen  nnd  sowohl  die  Resultanten,  als  auch  die  Axenmomente  entgegen- 
geaetit  gleich  sein  mQssen.  Die  gemeinschaftliche  Centralaie  nennen  wir  die  Axe 
der  elaatiBchen  Cnrve.  Wir  wählen  sie  zur  Aze  der  x  und  legen  die  e-Aie  durch 
den  Anfangspunkt  des  Bogens.  FQr  einen  beliebigen  Punkt  Af  (x,  y,  z)  sind 
dann  die  Momente  der  Resultanten  A  gleich  m,  — At,  Ay  und  bestehen  die  drei 
Gleichgewichtabedin  gongen ; 

t  \dy    dz  \  I    \dz    dx\  t    \  dx    dy  \         . 

di>'\d'yd'z\~'^'    ~d»\d'zd'x\ ""■    d7'\d*trd'y\~-^y- 

Diese  Oleicbnngen  kennen  wir  anch  so  schreiben: 


—  cos  1  »  m,     —  cos  B  ^  —  Ae,    —  cos  v  —  Ay. 
9  '       9  '^  '9  ^ 

Die  erste  von  ihnen  sagt  ans,  dass  die  Krümmnng  der  Curve  der  I 
des    Winkels   «wischen   der  SrflmroungBaze  und   der  Axe   de] 
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(oder  also  der  CoBecantc  des  Winkele  Ewiechen  der  Schmiegungs- 
ebeqe  and  der  Aie  der  Cnrve)  proportional  ist 

Qaadrirt  und  oddirt  man  diese  drei  QUichnngen,  so  ergibt  sich 

~  =  m'  +  A^  (y»  +  z')  ~m'  +  Ä^r', 

wenn  man  mit  r  den  Abstand  des  Curvenpuoktes  von  der  Aze  beseicbnet.  Das 
Qaadrat  der  Erflmmaag  der  Carve  hat  daher  zwei  Glieder,  ein  con- 
atantes  und  ein  veränderliches,  dem  Quadrate  desAbstandes  von  der 
Aie  proportionales.  Die  Erfimmnng  wächst  daher  mit  dem  Abstände 
von  der  Aze. 

Schneidet  die  Cnrve  die  Ase,  so  ist  för  den  Schntttpnnkt  r  =  0  und  folglich 

—  •<>  ffl.  Da  aber  —  cos  l  ^=  m  ist,  so  folgt  cos  Jl  ->  1,  d.  h.  in  einem 
9  9 

Schnittpunkte  der  Cnrve  mit  der  Aze  fällt  die  Erammun^rsaxe  mit 
der  Aze  der  Cnrve  zusammeD  und  steht  also  die  SchmiegungsebeDe 
auf  dieser  Aie  senkrecht.  Fflr  Punkte  der  Aze  wird  die  Krfimmung  ein 
Minimum ;  dies  Minimum  ist  Null  fQr  m  —  0. 

Parallel  mit  der  Aze  kann  die  Cnrve  nur  in  einem  unendlich 
fernen  Fnakte  werden.     Denn  da  in  diesem  Falle  auch  die  SchmiegnugsebeDe 

mit  der  Aze  parallel  werden  muss,  so  wird  in  der  Formel  —  cos  i.  ^^  m  der  Factor 

P 
cos  1  =  0  und  mithin  —  •=  OO  werden  mQssen.    Hierzu  folgt  aber  dann  r  •—  oo. 

e 

Nur  in  dem  einen  Falle,  das«  m  —  0  ist,  ist  cos  1  stets  Null,  also  die  Schmi«- 
gnugsebene  immer  mit  der  Aze  parallel.  In  diesem  Falle  ist  aber,  wie  sich  so- 
gleich nachher  aeigen  wird,  die  Cnrve  eben  nnd  gibt  es  Punkte  im  Endlichen, 
deren  Tangente  mit  der  Aze  parallel  liluft. 

Indem  man  aus  den  Gleichungen  -j  =  m'  -4-  jl'r'  und  —  cos  1  =  in    die 
Q  9 

GrOase  —  eliminirt,  ei^ibt  sich  tn  tg  il  =>  Ar,  d.  h.  der  Abstand  des  Cnrven- 

9 
pnnktes   von   der  Aze   ist   der  Tangente  des  Winkels   swischen  der 
ErQmmnDgsaze  and  der  Aze  der  Cnrve  proportional  oder  daa  Pro- 
dukt ans  dem  Abstände  r  ond  der  Tangente  der  Neigung  der  Schmie- 
gungsebene  gegen  die  Aze  ist  eine  Constante  t» :  A. 

Eliminirt  man  m,  so  folgt  —  sin  1  ^  Ar,  Daher  ist  die  Etammang 
dem  Abstände  r  von  der  Aie  nnd  der  Cosecante  der  Neignng  der 
Krfimmungsaxe  gegen  die  Aze  der  Kräfte  proportional. 

Multäplicirt  man  die  drei  Gleichnngen  in  der  zuerst  aufgestellten  Form  der 
Beibe  nach  mit  dx,  dy,  dz  und  addirt  sie,  so  verschwindet  die  Determinante, 
welche  gleich  der  Summe  der  linken  Seite  wird,  indem  sie  Ewei  gleiche  Beihen 
enthält  und  bleibt 

y   1 

\dyd. 

Es  ist  aber  yds  —  xdy  der  doppelte  Elementarsector,  den  die  Projection  des  Ab- 
standet r  des  Punktes  {a,  y,  i)  von  der  Aze  auf  die  ye-Ebeoe  beim  Debergange 
von  diesem  Punkte  sam  nächstfolgenden  beschreibt,  während  dx  die  Projection 
des  zwischenliegenden  Bogenelementes  dt  anf  die  Aze  ist.    Integrirt  man  also 
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mdx  •}■  A\  ^  —  0   oder  mdx  +  A  (jjdt  —  zdy)  - 
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TOQ  einem  Punkte  M  bis  «□  einem  anderen  Pnnkta  N  der  Cnrve  nnd  beieichnet 
die  Projectionen  dieser  Punkte  traf  die  Äxe  mit  (t,  v  und  ihre  Piojectionen  auf 
die  xax  Axe  senkrechte  ye- Ebene  mit  3f,,  Ni,  so  erhUt  man 

m.  liT  +  2Ä  .  8ect.  03f,iV,  =  o 
oder 

Sect.  0  Jlf,  jy,        _  ,  ^ 
,.»  °"      '^' 

d.  h.  der  Sector,  welchen  der  Radiasvector  in  der  Projection  der 
Cnrve  anf  die  Ebene  des  Paares  m  beschreibt,  ist  proportional  der 
Projection  des  Bogene  anf  die  Axe  der  Cncve. 

Ut  insbesondere  m  «-  0,  d.  h.  sind  die  Endkräfte  Einzelresnlttinten  äquivalent, 
HO  wird  die  tu  integrirende  Gleichung  yd«  —  eiy  ■>  0,  d.  h.  2  :  y  »  Conet.  oder 

i  -i-  ay  =~  0,   also  die  Corvo  eben.    Dann  ist  —  •»  Ar,    d,  h.   die  Krümmung 

9 
dem  Abstände  von  der  Aie  proportional,  wie  oben  g.  10,  Nr.  1,  S.  ISO. 

Ist  j1  >-  0,  d.  h.  lednciren  sich  die  EndkAfte  auf  Paare  m,  so  wird  mdx  —  Q, 
also  X  -•  Conet.,  A,  h.  die  Cnrve  liegt  in  einer  zur  Axe  der  Paare  senkrechten 

Ebene;   femer  ist  —  ==  m,   also  die  Krflmmnng  conetant    Mithin  ist  die  Corre 
9 

ein  Kreii  (g.  10,  Kr.  12,  S.  125). 

Von  den  drei  Differentialgleichungen  des  Gleichgewichts  genügen  irgend  zwei 
oder  irgend  zwei  von  einander  unabhängige  Combinationen  derselben  zur  Bestim- 
mnng  der  Qleichgewichtsform.    So  i.  B.  die  beiden 

—  =  m'  4-  A*T* ,    mdx  +  Ä  (vdt  —  gdv)  —  0. 

e 

Jede  Cnrve,  welche  diesen  beiden  Qleichongen  ge&Qgt,  ist  eine  Qleichgewichts- 
form  der  elastischen  Linie,  täi  welche  die  x-Axe  die  Axe  der  ErBfte  ist.  Die 
Oleichgewichtsfonn  ist  daher  dnrch  die  beiden  Eigenschaften  definirtr  1,  das 
Qaadrat  der  ErOmmnng  ist  eine  lineare  Function  vom  Quadrate  des 
Abstand  es  von  der  Aze  der  Kräfte  nnd  2.  der  Sector,  welchen  die  Pro- 
jection irgend  eines  Bogens  auf  die  Ebene  der  Paare  mit  den  Projec- 
tionen der  Abstände  seiner  Endpunkte  einsohliesst,  ist  proportio- 
nal der  Projection  des  Bogens  anf  die  Axe.    Der  Propottionalitätsfaotor  der 

Projection  des  Bogens  ist  — i  "T  i  ^^^  Coefficient  am   Quadrate  des  Abstandes 

in  dem  Ausdrucke  f3r  die  KrDmmung  ist  ( — 1   ,    während    das    Absolutglied    in 

demselben  1  —  l    ist 

Die  Schraubenlinie  eines  Botationscjlindere  genügt  diesen  bei- 
den Bedingungen  nnd  ist  daher  eine  Oleichgewichtsftgur  des  elasti- 
schen Fadens.  Denn  fOr  sie  und  r  und  «  constant  nnd  zwar  ist  p  — arsin'«, 
wenn  a  den  Badins  des  Cjrtinders,  a  die  constante  Neignng  der  Cnrve  gegen  die 
Axe  bedeutet.  Man  hat  daher  zur  Bestimmung  von  m  und  A  zunächst  die  Glei- 
chung   ^  sin'a  —  m'-^A*a\   Femer  folgt  aus  der Erzengungsart  der  Scbraubea- 

linie,  dass  auch  die  zweite  Bedingung  erfallt  ist,  Denn  die  Projection  des  Bogen« 
anf  die  Axe  des  Cjlinders  ist  proportional  dem  Winkel,  welchen  die  Badien  des 
Kreiaschnittes  mit  einander  Inlden,  welche  nach  den  Projectionen  der  Endpunkte 
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des  Bogens  hinfOhrenj  dieaem  Winkel  ist  Aber  auch  der  von  ihnen  eingeachloawtie 
S«ctor  proportional.     Daher  ist  der  Sector  selbst  der  Projeetion  dea  Bogeni  Rof 
die  Axe  proportional.    Die  Conatonte  dieser  Fioportionalität  i^t  xa' :  h,   wenn  h 
die  Hohe  des  Scbraabengangea  bedeutet,  oder  da  A  :  2jta  =>  cotang  «  iat, 
sa*  :  2  xa  cotang  a  —  |  a  ig  a. 

Wir  erholten  daher  als  veitere  (jleichaag  xor  BeertiinmnDg  «on  m  and  A  Term5ge 
der  Eweiten  Bedingung  —  m:  A^  a  .  taug  a.  Ans  den  beiden  Qleichnngeii  er- 
geben »ich:  ' 

M  =  —  sin»  B ,  A=' z  -—  ■ 

.«  o"   tg« 

Die  zweite  Bedingung  liefert  den  ein&cheu  Sati 


d.  b.  es  Terhätt  eich  das  Moment  m  des  Paares  zai  Kraft  A,  wie  die  Fläche  des 
Cylinderquerschnitts  zar  HOhe  des  Schraubenganges. 

Für  die  Spannung  T,  die  Nonnalkraft  V  and  deren  Abstand  p  «rgebcn  «ich 
nach  §.  11.  wegen  fxdt  —  A,    /Yd»  ^Jzä»  =  0,  nlmlich 

d  — 
rf»  '  di 

Fflr  die  Schraubenlinie  ist  -t-    constaut,    nämlich    der    Coüuas    der    constonten 


ds 

Neignng  der  Corve  gegen  die  Aie.  Dahex  hat  T  dnrchaos  denselben  Werth.  Die 
Normallcraft  V  ist  Nnll,  wie  anch  direkt  ersichtlicli,  denn  die  Haapbiormale  der 
Schraubenlinie  ist  senkrecht  zur  Aie  und  daher  iat  die  'Projeetion  von  A  auf  sie 
Noll.  Da  F  >°  0  ist,  bo  muss  p  ='  oo  werden.  Es  kann  daher  nur  ein  Paar 
von  dem  Momente  —  m  in  der  Schmiegangsebene  das  Gleichgewicht  erhalten  in 
Verbiudnng  mit  Tj  dasselbe  kann  mit  T  zu  einer  Kraft  Tereinigt  weiden. 

S.  19,  Ein  elastischer  Faden  habe  die  Gestalt  einer  ebenen  CuTTe; 
durch  gegebene  KrlLfte  werde  er  in  die  Gestalt  einer  doppelt  ge- 
krümmten Curve  verdreht,  jedoch  so,  dass  die  CoDtingeoEvinkel 
nicht  verändert  werden  und  nur  die  Ebene  der  Curve  sich  in  die  ver- 
schiedenen Scbmiegungsebenen  der  Curve  doppelter  Krümmung  ent- 
blättert. Eb  findet  demnach  keine  weitere  Biegung,  nur  eine  Torsion 
um  die  Tangenten  statt.    Man  soll  die  Gestalt  der  Curve  ermittela 

Eb  seien  M,  M',  M",  M'"  vier  aufeinanderfolgende  Punkte  der  Gleich- 
gewichtscDTve,  also  JlfJlf' Jlf",  M'  1£'  'ilV"  twei  anfeinanderfolgende  Scbmiegungs- 
ebenen und  (ja  der  unendlichkleine  Winkel,  den  sie  mit  einander  bilden.  Durch 
den  elastischen  Torsionswider^tand  werden  diese  beiden  Schmiegungaebenen  mm 
Zusammenfallen  getrieben ;  dies  Zusammenfallen  kann  durch  eine  unveränderliche 
Linie  verhindert  werden,  welche  zwei  Punkte  derselben,  z.  B.  ü  nnd  Af'",  vei^ 
bindet.  Daher  ist  der  Torsionswiderstand  der  Spannung  der  Linie  MM'"  ent- 
gegengesetzt gleich.  Derselbe  kann  aber  ebensogut  durch  zwei  andere  Kräfte 
dargestellt  werden,  welche  irgend  zwei  andere  Punkte  der  Schmiegungaebenen 
verbinden.  Durch  ähnUche  Schlüsse,  wie  §.  S  bei  der  Biegung  eUstisdier  Linien, 
ergibt  eich  für  alle    solche  Kräfte,  dass  da«  Moment  in  Besug  auf  die  Sdmitt- 
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linie  beider  SchmiegnngaebeaeD,  n3.mlicb  in  Bezug  &uf  die  Tfugente  M'  M"  als 
Axe  dasselbe  sein  mnu.  Nennen  wir  v  dies  Moment,  so  kCnnen  wir  die  Intensität 
p  der  l&ngB  MM'"  wirkenden  Ei^fte  darstellen.  Denn  das  Moment  von  j)  in 
Bezog  aof  M'  M"  ist  jnJsin  {p,M'  M"),  wenn  9  der  katzeste  Abstand  der  Kraft 
p  von  M'  M"  ist.    Maa  hat  daher 

j>jBm{p,  M'M")  =•  V, 
woraus  p  folgt.    Da  das  efache  Volumen  77  der  Pyramide  MM'M"M"',  nämlich 
en—  Mm"  .  mm".  *8in(p,  M'M")  ist,  so  wird 
MM"'.  M'M" 


•i- 


n 


=  2AMM'M"- 


Das  Moment  v  heisst  das  Tordonsmoment,  Wir  setzen  es  dem  nnendlich- 
kleinen  ScbmiepiDgewinkel  da  oder  vielmehr  der  Torsion  —  ^  ^  proportional, 
wo  r  den  Torsion sradi US  bezeichnet,  nämlich 

irohei  das  Zeichen  (— )  den  Sinn  von  v,  entfjegengesetzt  dem  Siune  des  Scbmic- 
gnngBwiokels,  ausdrflclit.    Der  Coefficient  #  heitst  der  Toniionsmodulus. 
Um  den  Scbmiegnngswinkel  da  darzustellen,  kann  maa  bemerken,  dass 
2£iM'M"M'"     .     ^ 

M'M" *'"'''' 

nftmlich  gleich  der  doppelten  QruDdflSfhe  ii^  MM' M"  mnltipUcirt  mit  der  von 
3f '"  auf  sie  gefällte  EShe  ist.  Diese  HAhe  ist  aber  das  Produkt  aus  der  HAhe 
des  Dreiecks  ÄJtf'3f"3f"',  von  M"'  auf  die  Gmndlinie  M'M"  gef&Ut,  mnlti- 
pUcirt mit  dem  Sinus  der  Neigung  da  der  Ebenen  der  Dreiecke  MM' M"  und 
JÜ'  M"  M"'  gegen  einander.  Die  HOhe  des  Dreiecks  ^M'  M"  M^"  aber  ist  dessen 
Fläche,  dividirt  durch  M'  M".    Nun  ist 

2AJlfJt/'3f"  =  MM" .  M'M"  .dl?  —  da  (is  +  d*»)d^|l, 
wenn  MM'  —  da,  also  M'M"  —  d  (s  -j-  ds)  —  ds  +  d*s  und  dti>  den  Coutiu- 
genzwinkel  bedeutet,  also  abgekürzt  2AMM'  M"  ^  dg^d^jr  ist    Ebenso  ist 

aAJtf'JU" Jf"'  —  (dt  +  d'g)  (da  +  2(i'<  +  d'g)  (rfifr  +  d'ip), 
weil  M"iW"' —  d(s-+ de)  +  d'(«  +  <is)  =  d(i  + 2d»«  +  d's    und    die    Seiten 
M' M"  und  M"M"'  den  geänderten  Contingemwinkel  d  (i^  +  d^)  =  dv  +  d'i^ 
mit  einander  bilden.    Daher  wird  abgekOrat  2AM'M"M"'  ■>  ds^difi  und  mitbiu 
AM'M"M"'  =  AMM'M".    Hiermit  wird 

6n=-4(AMJf'M")"|*  —  da»di^'dD  —  d«'.  ^)*-^- 

Hau  erhält  hierdurch  für  die  Schmiegnng  oder  Torsion  der  Curvu,  wenn  r  den 
ScbmiegiiDga-  oder  Torsionsradins  bedeutet: 

da        1   _  617 

da  "°  V"  ~  'i{AMM'M"y  ' 
Sind  nun  x,  y,  s  die  Coordinaten  von  M,  so  sind  x  -\-  dx,  y  -\-  dy,  i  -\-  dt 
die  Ton  M',  a:  +  dx  +  d  (j;  +  dj;)  —  a:  +  %dx  +  d'«,  y  +  2dy  +  d'y, 
z  +  2dz  +  d*z  die  von  M"  und  (x  +  2da:  +  d'a;)  +  d  («  +  2da:  +  d'x) 
=  a;  +  3da:  +  3d»j;  -J-  d'a;,  y  +  3dy  +  3d'y  +  d'y,  a  +  3d«  +  9d'«  +  d's 
die  von  Jlf'"  und  wird  mithia 
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Ferner  ist 

iCAM  JB' 3f ")'  —  (2A,)«  +  C2A^>'  +  (2A,)' 

]  dy    "*«  I'  I    I  «i^    •**  I'  j_  I  ***    ''y  1* 
~  I  d'y  d'e\    "^1  d*«  d'«  I   "^  i  d*x  d'y  1  ■ 
Daher  wird  schliesslich 

Man  bemerke,  dass  öJ7  auch  outer  der  Form  dargestellt  werden  kjMn: 

um  die  OleichgewichtsbedingangeD  aufEustellen,  drücken  wie  ans,  dasa  du 
Moment  aller  Erfifte  läDge  des  Bogeos  vom  Anfang  blB  m  einem  beliebigen  Punkte 
M  (x,  y,  i)  gleich  dem  Elastidtatsmomente,  also  hier  gleich  dem  TorsioDemomeDte, 
seL    Da  die  Axe   des  Tonionunoment«H  die  Tangente  int,  so  sind  seine  Com- 

ponenten -=-,    — —  -r^, 3-.     Daher   sind    die    gesnchton   Gleich- 

^  r    dg  '         r  da'         r  ds  " 

gewichtsbedingungen 

r  da  *        '     r  dl  "         '     r  ds         '        ' 

3^  =.J[dtfYda  -  dyJZdi]  ,  B^  ~f{dxfZda  -  dtfXdi-] , 
E,  —JidyJXds  -  dxfYds] 
Ednd.  Eiern  kommt  aber  noch  die  Bedingung,  dase  der  KrOmmungshalbmesBer 
eine  gegebene  Fnuction  dea  Bogeos  ist;  denn  da  die  Conlingenzwinkel  nnd  die 
Bogenelemente  dnrch  die  Torsion  nicht  g^ndert  werden,  so  bleiben  die  ErAm- 
mnngahalbmeBser  der  Cnrre  doppelter  Erflmmnng,  in  welche  die  nnprflngliche 
ebene  Cnrve  Bbergeht,  dieselben,  wie  die  der  nnprQnglichen  ebenen  CnrTe. 

Zwei  dieser  Gleiohongen  genügen  mr  Bestimmung  der  Gleichgewichtaform. 
Da  jede  der  GrOssen  H^,  S  ,  H,  drei  Constante  mit  sich  führt  nnd  r  dritte 
DüTerentialien  enthält,  so  liefert  die  Integration  dieser  8  Qleichnngen  18  Con- 
■tonten,  welche  so  bestimmen  sind.  Zur  Bestimmung  derselben  genfigt  es,  waie 
iwei  Punkte  der  Curve,  in  diesen  die  Tangenten  und  die  Schmiegangsebenen  ge- 
geben sind.  Denn  dass  die  Curve  durch  einen  Punkt  gehen  soll,  sind  twei  Be- 
dingungen, die  Lage  der  Tangente  fordert  twei  Bedingungen,  die  Lage  der 
Schmiegangsebene  enth&It  eine  weitere  nnd  der  gegebene  Erflmmnngshalbmesser 
noch  eine  solche.    Dies  gibt  ^  3  Punkte  18  Bedii^nngen. 

Durchschneidet  man  die  Curve  in  M,  so  ist  eine  Kraft  T  in  der  Richtnng 
der  Tangente  und  ein  Paar  erforderlich,  dessen  Axe  der  Tuigente  parallel  ist, 
mn  das  Gleichgewicht  zu  sichern. 

Bednciren  sich  die  gegebenen  Krftfte  auf  Ä  nnd  m,  wie  g.  18.,  eo  sind  die 
Gleichungen  des  Gleichgewichte: 

(t  dx  &  dy  .  9  dt        , 

Tai-"-    rd  —  ^''  Ts-^»- 
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Ana    ihnen  tolgb  durch  Hnlldplication    näh    ^,  ^-,     i-     nnd    Addition,    da 

_  ^  __   irt 
r        ds        ' 

9d0  =•  mdx  -{-  ^  (i/ilf  —  tdy), 
welche  Gleichung  dnrch  Integration  einen  füT  die  Bestimmnng  der  Cnrve  wichtigen 
Satz  liefert.  Denn  ydx  —  sdy  ist  der  doppelte  ElementarBector  in  der  Ebene 
des  Paares  m,  dx  die  Projection  des  Bogenelementes  ds  snf  die  Ä2e  der  Ki^te. 
Eb  besteht  also  eine  lineare  Relation  zwischen  der  Projection  des 
Bogen«  anf  die  Ase,  dem  Winkel  der  Bchmiegnngaebenen  in  seinen 
Endpunkten  und  dem  Sector,  den  die  Frojection  des  Bogens  anf  die 
Ebene  des  Paares  mit  den  Projectionen  der  Abst&nde'der  Endpunkte 
von  der  Axe  auf  die  Ebene  bildet. 

Qoadrirt  und  addirt  man  die  Gleichungen,  so  kommt 

vo  i  den  Abstand  des  Curvenpunktee  ron  der  Axe  bedeutet.    Es  sind  daher  r 
1  constant  oder  rariabel. 


Da  -j—  der  Cosinus  der  Neigung  der  Cnrve  gegen  die  Axe  ist,  so  folgt,  im 

Falle  dass  Jl  =  0  ist,  ^-  —  —  .       ,^  --  .  — ,  d,  h.  es  tnldet  in  diesem  Falle 

die  Tangent«  mit  der  Axe  einen  Winkel,  dessen  Cosinus  der  Torsion  propor- 
tional ist. 

Mau  fibeizengt  sich  leicht  mit  Hülfe  dieser  Gigenachaften,  dass,  wenn  die  nr- 
sprOnglicbe  Form  der  Curre  ein  Kreis  ist,  die  tordirte  Gestalt  eine  Schrauben- 
linie eines  Kreis cjliuders  sein  wird.  Denn  für  diese  ist  die  Krümmung,  Torsion 
und  die  Neigung  gegen  die  Axe  conatant. 

8.  20.  Ei  sei  der  Faden  elastisch,  sowohl  hinsichtlich  der  Bie- 
gnng,  als  anch  hinsichtlich  der  Torsion.    Das  Moment  u  der  Biegung  ist 

1*  = —  —  *-—   und  seine  Axe  senkrecht  Bur  Schmiegnngiebene,  in  welcher 

das  bebreffende  Paar  zu  denken  ist;  das  Torsionamoment  v  ist 
*  i« 

und  seine  Axe  hat  die  Sichtung  der  Tangente.  Die  Componenton  des  ersten, 
parallel  den  Coordioatenoxen  sind  daher 


I  dy    d«  j  I  di    ^^  \      BA         I  ''*     ^y  I 

|d»y  d»«|'        i-^ld*«  d*xy         ■  "■]<*»*    d'y\' 


A'  -  A»  +  a;  +  A»  , 

Die  Componenten  des  Torsionsmomentes  sind 
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;-  coa  a  , COB  p  ,      —        fos  V , 


cos  n 
dx    ^ 

cos  e       cos  y 
dy    ^    dz 

i      cn 

r  ~  4A'  ^ 

d'x 

dy    dz 
d'y  dU     : 
d'y  d't 

\ld',jd'z\    ^ 

Daher  aind  die 

dx    dy  j^ 
rf'ar  d'j  I  r 


—  cos  fi  H eoB  B  —  II   —  0 , 

«  *  ' 

—  coa  p  4-  —  ooB  y  —  ff,  =  0. 
9  9 

Quadrirt  und  addict  man  dieae  Gleichungen,  nachdem  man  H^,  U^,  i/,  auf 
die  rechten  Seiten  gebracht  bat  und  bezeichnet,  wie  oben,  mit  H  Aus  HomeDl 
der  gegebenen  Kräfte,  so  kommt,  weil  die  Tangento  und  die  Binorumle  lu  ein- 
ander aenkrecht  sind  und  also  cos  a  cos  1.  +  coa  ß  coa  fi  -)-  cos  y  coa  v  =  0  int, 


Mnitiplicirt  man  die  Gleicbungea  mit  coa  1,  cos  f»,  cos  *,  addirt  sie  und  nimmt 
man  dieselbe  Operation  mit  coa  a,  cos  ^,  coa  y  vor,  ao  erhält  man 


—  —  ff^  008  B  +  Hj,  COB  p  +  ff^  cos  y  , 

d.  h.  die  Projectionen  von  U  auf  die  Binormale  and  die  Tangente  a 
gleich  den  Momenten  der  Biegung  nnd  der  Torsion. 

Hultipticirt  man  die  Gleichungen  mit  d*x,  d*^f,  d^z  und  bemerkt,  dasa 
d'x  cos  X  +  d'y  cob  r>  +  d'z 


=(!. 


d'x  COB  o  +  d'y  cos  ß  +  d'i  coB  y 

-S''-+5f-v+j->-.=^.-i[g3'+(^f)'+(i3]...-.. 

«o  folgt 

H^d''x  +  M^d'y  +  J/,fI'*  =-  0. 
Diuao  Gleichung  drQckt  aua,  dasa  das  Moment  H  aenkrecht  eut  Hauptnormalcu 
iat.    Denn   ea   sind,  wenn  man  den  Bc^en  (  ab  unabhängige  Voriabele  wählt, 

i  ''   (2  *'   7~~'  '^^'^  ^^i*^''"i^co"'"iBBCi^  ^^''  Haaptnonnalen  proportional. 

Für  den  Füll,  daaa  blos  an  den  Endpunkten  dea  Bogena  Kräfte  wirken,  hat 
man  11^  —  in,  11^=  —  Az,  fl,  =  Ay  und  weideg  die  Gleichungen,  in  der  am- 
fQbilichen  Form  geschrieben: 
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I  \  dy  de  I       #  da:  ^  \  dg    dx  \        9  dy  _ 

d?\d*y  d*t\'^Tde^^'     dB'ld'M  d'a!  I  +  7  ds  ' 

e     1   da!     dy   I         ff  d« 
di'ld'ie  d'yl  +  Täl^^^' 
Quodriii  nDd  addirt  man  aie,  so  kommt,  dem  Obigen  enUprecheud, 

wenn  8  den  Abstand  von  dei  Aze  der  Klüfte  bedeutet. 

Multiplicirt  man  die  Oleichungen  mit  dx,  dy,  dz  und  addirt  sie,  so  kommt; 

»—  =  Mdx  +  Ä  (i/dz  —  zdy) 

oder  da  —  =■  -r-  ist, 
r        ds       ' 

#  ■  du  =-  mdx  +  A  (yde  —  zdy). 

Diese  nad  die  Torige  Oleichuaggcombination  genügen  zur  Bestimmnng  der 

Gleichgewi cbtsform   des   Fadens.      Da   fär   die    Schraubeniinic    ^   und   r    constAut 

und,  ao  folgert  man  mit  Bückeicbt  auf  das*  über  dieselbe  im  vorigen  §.  gesagte, 

daas    die    Schraubenlinie    eine    Gleich ge vi chtsform    des    elastischen 

Fadens  ist. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  mit  -^ ,   y? ,    -j—  und  addirt  aie,  so  folgt 


',  +  M  ■• 


d    r     dx    ,     ,  /    dz  dy\~\ 


Vergleicht  man  dies  mit  der  vorigen  Crleichung,  ao  folgt  -j-  I  —  I  =>  0,  d.  h.  die 

Torsion  ist  constani 

Ist  insbesondere  m  ^  0 ,  d.  h.  reduciren  sich  die  nasseren  Kräfte  auf  Einzel- 

resultuiten,  so  folgt 

wo  u  eine  willkShrliche  Conatante  bedeatet.  Es  ist  daher  der  doppelte  Elementar- 
sector  indery^-EbenedemBogenelemente,  der  Sector seibat  also  dem  Bogen  s  propor- 
tional. Diese  Qleichnng  lässt  noch  eine  andere  Deutung  zu.  Sie  ist  n&mlich  die 
Differentialgleiuhnng  der  kflrzeslen  Linie  auf  einer  Rotationsfläche  um  die  e-Axe. 
S.  B.  I,  S.  437.  Hieraus  folgt,  dass  in  dem  Falle  tn  =-  0  die  elastische 
Linie  auf  der  FUche,  welche  sie  durch  Rotation  um  die  Aze  der 
Kräfte  eczengt,  eine  kOrzeate  Linie  ist.  Daher  ist  auch  daa  Produkt 
aus  dem  Abstände  von  der  Aze  in  den  Sinua  des  Azimutbs  constant. 

In  dem  Falle  A  ^  0,  d.  h.  wenn  an  den  Enden  entgegengesetzte  Kräftepaaro 
wirken,  folgt  -j-  ->•  Coittt.,  d.  h.  die  elastische  Linie  bat  durchaus  conatante 
Neignng  gegen  die  Äze- 

Tgl.  Wantzel,  Note  «ur  rMigrtaion  da  iquatiotu  de  la  courbe  elaetiqtte  d 
doubU  coitrbuTe.    Comptea  r.  T.  XVIU,  p.  1107  (1644).    Vgl.  auch  Binet,  Jlfe'- 
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moire  ew  Vintegratioft  des  ^uations  de  la  courbe  elastigwe  ä  double  courbure. 
EbeadaB.  p.  1116.  Das  Problem  wird  auf  elliptische  Integrale  znrQcli geführt  and 
zeigt  grosse  Aehnlichkeit  mit  dem  Problem  des  sphärischen  Pendels, 

§.21.  Ausdehnung  und  ZDaammendrackung  eines  elaatiscbeD 
Stabes  toq  conetaDtem  Querschnitt.  Einen  homogenen  parallelepipedischen 
oder  cjlindrischen  Stab  von  der  Länge  I  und  dem  Querschnitte  Q  wollen  vir  als 
ein  Aggregat  paralleler  Fasern  von  unendlich  kleinem  Querschnitt  «  ansehen. 
Ein  solcher  ist  ein  elastischer  Faden  im  Sinne  von  S-  1-  and  erleidet,  wenn  er 
durch  en^egengesetst  gleiche  ErKfte  von  der  Intensität  p  gespannt  wird,  eine 

Ausdehnung  t  =  ^-  Wirken  auf  unseren  Stab  entgegengesetzt  gleiche  Kraft« 
P  nnd  darf  voranagesetzt  werden,  dosa  die  Kräfte  sich  ihrer  Wirkung  nach  so 
über  die  Endflächen  vertheilen,  dass  an  allen  Faaem  gleiche  Kräfte  p  angreifen, 
deren  Besultante  P  ist,  so  besteht  die  Gleichung 


Entnimmt  man  hieraus  den  Wertb  tjdu  p  m  —  m  und  setzt  ihn  in  die  Formel 
fSr  X  ein,  so  erhält  mau  für  die  gemeinschaftliche  Verlängerung  aller  Fasern  des 
Stabes  oder  die  Terlängemng  des  Stabes  selbst  in  Folge  der  Einwirkung  der 
Kräfte  F 

X  =  -^.-^    oder    1--^-^. 

indem  wir  £ :  o  in  der  Grenze  mit  E  bezeichnea.  Diese  QrOsse  1  :  E  koDu  anf- 
gefaast  werden  als  die  Yorlängenmg,  welche  ein  Stab  von  der  Länge  I  =>  1  und 
dem  Querschnitte  Q  ^  l  durch  die  spannenden  Kräfte  P  -—  1  erleidet-  Sie  beisst 
der  Elasticitätamodulus  des  Materials,  aus  welchem  der  Stab  besteht,  für 
Dehnung.  Aus  dieser  Formel  erhalten  wir  für  die  Intensität  P  der  spannenden 
Kräfte,  welche  einen  Stab  von  der  Länge  l  und  dem  Querschnitte  Q  nm  1 
ausdehnen; 

Han  siebt  hieraus,  dass  der  Elasticitätsmodnlas  auch  als  die  Kraft  definirt  werden 
kann,  welche  den  Stab  vom  Qnerschnitte  Q  ^=  1  nm  die  Länge  1  —  I,    d.  h.  am 

p 
sich  selbst  verlängern  würde.  Die  Kraft  -^ ,  welche  dem  Qaerschnitt  1  ent- 
spricht, heisst  die  Spannnng,  auf  die  Flächeneinheit  belogen;  die  GrOne 
-r-,  welche  die  Ausdehnung  der  Linieneinheit  bedeutet,  wird  die  specifiache 
Ausdehnung  genannt.  In  den  Anwendungen  auf  technische  Construotionen  darf 
die  Spannung  -pr  eine  voraus  bestimmte  GrOsae  k  nicht  fiberschreiten. 

Diese  Betrachtungen  gelten  auch  für  den  Fall,  daas  der  Stab  durch  gleiche 
Kräfte  P  zusammen gedrfickt  wird. 

1.  Es  sei  l  die  areprünglicbe  Länge  eines  homogenen,  schweren  cjlindrisohen 
Stabes,  welcher  vertical  am  oberen  Ende  Ä  befestigt,  am  unteren  Ende  B  von 
einer  Kraft  P  gespannt  wird.  Nach  der  Dehnung  sei  Gleichgewicht  eingetreten. 
Das  Stabstück  AM  vom  oberen  Ende  an  nach  unten  gerechnet,  von  der  nraprOng- 
lichon  Länge  o  erlange  durch  die  Dehnung  die  Länge  ■  und  sei  die  YerlängoroDg 
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I  =~  «  —  0;  dann  ist  die  TerULngeraQg  des  LängenalemeDtes  da  an  der  Stelle  M 
gleich  dX  und  die  specifische  Verlängerung  t- ■  Die  Kraft,  welche  diese  Ver- 
längerung Ober  den  ganzen  Querschnitt  Q  herroranbrimgen  vermag,  wäre  EQ  -j-  ■ 

Sie  hiltt  an  dem  Stabstück  Ä  M  mit  dem  Gewichte  dieses  Stückes  nnd  dem  Wider- 
stände der  Befestigung,  gleich  P,  Oleichgewicht.  Ebenso  hält  sie  an  dem  Stab- 
Btflclc  MB,  im  umgekehrten  Sinne  genommen,  mit  dem  Qewicbte  desselben  und 
der  Endkraft  P  Gleichgewicht.    Daher  i«t 


Dividirt  man  diesen  Auedtnok  mit  Q,  so  liefert  er  die  Spaunang,  auf  die  Flächen- 
einheit bezogen  im  Querschnitt  bei  Sf.  Sie  ist  eine  lineare  Function  von  a  und 
wird  ein  Minimum  fär  ff  ^  0,  d.  h.  am  oberen  Ende.  Graphisch  wird  sie  durch 
die  Ordinate  einer  Geraden  dargestellt  f&t  a  als  Abscisse,  Durch  Integration  gibt 
der  Ausdruck  die  Verlängerung  l  des  Stabatackea  AM,  wofSt: 

SQl  —  Pa  +  igQifii-io^). 
Die  OesammtverläDgernng  1  des  Stabes  folgt  fQr  o  ^  J  nnd  wird  fQt  sie 

EQh  -  PI  +  ^i9Ql'  -  l  (P  +  ^S9QT). 
Da  das  Gesammtgewicbt  G  des  Stabes  gleich  G  —  8gQl  ist,  ho  siebt  man,  dass 
die  Dehnung  ebenso  eintreten  wird,    als  ob   der  Stab  nicht  schwer  wäre,  dafQr 
aber  am  unteren  Ende  statt  P  die  Kraft  P  -J-  ^  G  angreifen  wQrde. 

2.  Es  sei  der  Stab  nnten  befestigt  nnd  wirke  oben  eine  Kraft  P.  Beebnen 
wir  die  o  positiv  aufwärts  vom  unteren  Ende  an  und  betrachten  das  Stabstfick 
von  einem  beliebigen  Querschnitte  M  an  bis  zam  oberen  Ende.    An  demselben 

halten  sich  P,  dos  Gewicht  und  EQ  ^-  Gleichgewicht,  eo  dass 

_£g^+P_*3e(|_,)  =  0 
wird.    Eieraus  folgt  wieder  die  Spannung  E  -j-  und  die  Dehnung  1,  nebst  der 
Qesammtrerlängemng  Zg  mit  Hfilfe  der  Formeln: 

EQl^Pa  -  *3§(Iff-i<r»),     BQl^ —  l  (P  -  \8gQT). 
Ig  verschwindet,  wenn  P  der  Schwere  entgegenwirkt  und  gleich  dem  halben  Ge- 
wichte des  Stabes  ist    Für  kleinere  Worthe  von  P  oder  fSr  P  im  Sinne  der 
Schwere  wirkend,  wird  der  Stab  Kusammengedrackt. 

(Vgl.  die  Untersuchung  Aber  den  elastisoh  dehnbaren  Faden,  §.  S.) 
§.  22.  Biegung  eines  cylindrischen  homogenen  gleichförmig  elasti- 
schen Stabes  durch  ein  in  einer  Symmetrieebene  wirkendes  Kräftc- 

Ein  cjlindnBcher  Stab,  welcher  als  ein  Aggregat  paralleler  Fasern  angesehen 
werden  kann,  habe  eine  gekrümmte  Gestalt,  jedoch  so,  dass  seine  Fasern  parallele 
ebene  Carren  bilden.  Der  Qoerschuitt  senkrecht  zu  der  Richtung  der  Fasern  sei 
kreisförmig,  elliptisch  oder  rechteckig.  Durch  die  Einwirkung  von  Kräften,  welche 
dmmtlich  in  eine  der  Fasemebenen  fallen,  die  zugleich  eine  Sf mmelrieebene  des 
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StabeB  sei,  oder  welche  einem  ebenen  E^iLftesystem  äquivalent  aind,  welches  dieser 
Ebene  angehört,  werde  er  in  eine  andere  Form  gebogen,  jedoch  bo,  da«e  die  Faeem 
nach  der  Biegung  wieder  ebene  Carven  aind  in  denaelben  Ebenen,  wie  vor  der 
Biegung.  Dnrch  die  Biegnng  werden  die  Fasern  theila  ausgedehnt,  theils  sn- 
BammengedrSckt  und  wollen  wir  annehmen,  das»  es  eine  Schicht  neutraler 
Fa.sern  gebe ,  d.  h.  solcher,  die  keine  Verlagerung  oder  ZuaaranieodTfIckaiig 
erleiden,  Sie  werden  eine  C;linderflU.che  bilden,  senkrecht  zu  der  Sjmmetrieebene 
des  Stabes.  Diese  Ebene  wollen  wir  die  Biegnnggebene  nennen  and  die  in  ihr 
enthaltene  neutrale  FaBer  insbesondere  verstehen,  wenn  wir  kurz  von  der  nen- 
tralen  Faser  reden.  Ee  werde  femer  angenommen,  dase  die  Punkte  eines  Qner- 
scbnittes  vor  der  Biegung  auch  nach  derselben  in  einer  Ebene  liegen,  n&mlich  in 
einem  Querecbaitt  der  neuen  Qleichgewicbteform  des  Stabes. 

Wegen  des  Parallelismus  der  Fasern 
haben  diese  sämmtlich  in  allen  Punkten 
desselben  Querschnitts  gemeinsehaftliche 
Krümmangsaze  senkrecht  zur  Biegnngs- 
ebene.  Die  sämmtlichen  Schwerpunkte  der 
Qaerschnitte  bilden  eine  Faser,  die  wir  die 
Schwerpunktsfaser  s  nennen  (Fig.  Gl).  Der 
Abstand  der  neutralen  Faser  n  von  der 
Schwerpunktsfaser  sei  «,  der  einer  be- 
V\  liebigen  Faser  q  von  ihr  sei  «.   Ist  alsdann 

^'y  der     Erümmungshalbmesser     der    Schwer- 

V_  punktflfaser  r,    so   ist  r  +  «    der    Krfim- 

jrjg.  Gl.  mangahalbmeBser  der  nentralen  und  r  -|-  r 

der  der  beliebigen  Faser  g.    Daher  besl^t 
Ifir  die  Bogenelemente  ds  oud  dn  der  Fasern  q  and  n  die  Gleichung 
d«       r  +  v 
dn  =  r  +  «  ■ 
Durch  die  Biegnng  gehe  nuu  da  in  ds   Ober,  während  das  Element  dn  der  nen- 
tralen Faser  nngeändert  bleibt.    Der  Erilmmungshalbmesser  r  sei  nach  der  Bie- 
gnng gleich  ff.    Dann  gilt  nach  der  Biegung  die  Gleichung 

dS~r-M" 
Man  erhält  daher  fQr  die  Verlängerung  des  Elementes  ds,  indem  man  beide  Glei- 
chungen subtrahirt  und  die  neue  Gleichung  durch  die  erste  dividirt: 
d$'  -  di       (r  -9){v-  ') 
da        "  (r  +  V)  (e  +  ?) " 
Diese  Gleichung  gibt  die  specifische  Ausdehnung  an  der  Stelle,  wo  das  Bi^cn- 
Clement   liegt  und  ist  mit   dem   Querschnitt  de>  der  Faser  und  dem  Elasticitüts- 
modnlus  E  in  multipliciren,  um  die  am  Elemente  angreifende,  längs  dessen  Tan- 
gente wirkende  Spannung 

Wd^  (r  -9){'>-  z) 
(-■  +  ")(?  +  *) 
EU  erhalten. 

Trennen  wir  jptst  den  Stab  durch  den  betrachteten  Querschnitt  in  swei  Tbeile 
A  und  B,  so  haben  wir  an  jedem  von  ihnen,  damit  dos  Gleichgewicht  an  ihm 
fortbestehe,  Spannnngskräfte  einzuführen,   welche  das  leisten,  wu  die  clutische 
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Verbindang  des  abgetrennteii,  m  beti'acbtenden  Stitckea  mit  dem  {Ibrigen  Stab- 
Stück  leistet.  Diese  Kräfte  aind:  1.  die  ebeii  genaunten,  in  der  Bicbtung  der 
Fasem  wirkenden  and  laithin  zam  Qnerechnitt  senkrecbten  dehnenden  oder  piesaen- 
den  Kräfte  (Notmatapannnngen) ,  am  Stabatück  Ä  in  dem  einen,  am  Stabatflck  B 
im  anderen  Sinn  zu  nehmen  und  2.  gewisse  andere  in  die  Ebene  des  Qoerecbnitts 
fallende  Ki^ie  (TangentialspannnDgen),  gleichfalls  an  beiden  Stabatficken  in  ent- 
gegengesetEtem  Sinne  einzuführen.  Diese  znzafilgenden ,  die  Elaatioität  der  Yer- 
bindnng  darstellenden  Kräfte  halten  mit  den  gegebenen  ünaHeren  KiilHen  an  dem 
betreffendea  Stabatück  Gleichgewicht.  Wir  wollen  dies  Qleicbgewicht  ansdrOcken, 
indem  wir  all«  Kräfte  für  den  Schwerpnnkt  s  dea  Querachnitta  als  Ursprung,  die 
Tangente  der  Schwerpnnktsfaser,  die  sn  ihr  senkrechte  Gerade  der  Sjmmetrie- 
ebene  und  die  zn  dieser  Ebene  normale  Gerade  dea  SchwerpnTiktes  (die  Bieganga- 
axe)  als  Coordinatenasen  ansehen.  Betrachten  wir  den  Sinn  der  Linien  als  podtiT, 
wie  ee  dem  Verlaufe  vom  An&ng  des  StSckea  A  nach  dem  Trennungsquerachnitt 
entspricht,  and  stellen  wie  daa  Gleichgewicht  des  Stabatückca  B  dar,  ao  ergibt 
die  Projectionssumme  auf  die  Tangente  der  Schwerpnnktafaser 


^1} 


T~  E  —  -'f   I   "-^  da>  —  0, 


9  +  1 

wenn  nümlich  T  die  Componentenanmme  der  äusseren  Kräfte  fQr  dieae  Axe  be- 
deutet nnd  das  Integral  der  Normal spannnngen  aber  den  ganzen  Querschnitt  aus- 
gedehnt wird.  Eine  Ithnliche  Gleichung  findet  statt  zwischen  den  Tangeutial- 
apannungen  nnd  den  Componenten  der  änsseren  Krttfle  bezüglich  der  zweiten, 
in  die  Sjrametrieebene  &]Ienden  Coordinatenaxe.  Yon  dieser  Qleicbnng  wollen  wir 
hier  abseben.  Für  die  Biegnngaaxe  beatebt  eine  solche  Gleichung  nicht,  da  daa 
Eräfteayatem  pamllel  zur  Sjmmentrieebene,  also  senkrecht  zur  Biegnngsaie  ist. 
Weiter  ist  aber  noch  die  Momentengleichung  bezüglich  dieser  Aze  anfinstellen. 


9  +  ^J  r  +  ti 


In  ihr  bedeutet  M  das  Moment  der  äusseren  Kiüftc  am  Stabstück  B  und  das 
Integral  die  Summe  der  Momente  aller  Normalapannungen,  nämlich  des  ?ro- 
dnktea  jeder  Normalspannung  in  ihren  Abatand  v  von  der  Biegnngaaie. 

Die  beiden  eben  aufgestellten  Gleichangen  genügen,  um  f  nnd  2,  d.  h.  den 
Kifimmungshalbmeasec  det  Schwörpnuktafaacr  nnd  den  Abstand  z  der  neutralen 
Faser  von  der  Scbwerpunktsfaaer  zu  finden.  Indem  man  die  Fignr  anf  irgend  ein 
beliebiges,  in  der  Biegungaebene  liegendes  Coordinaten System  der  x,  y  bezieht, 
mit  X,  y  die  Coordinaten  des  Punktes  s  bezeichnet  und  für  p  den  aualjtiachen 
Ausdruck  des  Erümmnogshalbmeasera  in  x,  y  einsetzt,  gehen  dieaeiben  in  Diffe- 
reatialgleichnngen  zweiter  Ordnung  über,  welche  die  Gestalt  und  Lage  der  Schwer- 
pnnktefaaer  nnd  der  neutralen  Faaer  beatimmen.  Sobald  dieao  gefunden,  ist  damit 
Gestalt  und  Lage  jeder  anderen  Faser  bestimmt. 

Die  Spannung  in  Bezug  auf  die  Flilcheneinheit  des  Querschnitts  iat  für  das 
Stabatück  BM 

_  p.  (r  -  rt  (P  -  ') 
(•■  +  «)  {«  +  ')' 
indem  man  dieaen  Ausdruck  einer  Couatanteo  gleich  setst,  erhält  man  die  Curven 
gleicher  Spannung  im  Stabe. 

§.  28.  Für  einen  ursprünglich  geraden  Slab  ist  r  =  oo  und  werden  daher  die 
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beiden  Qleichungen 

In  dieeen  iDtegralien  bezeichnet  v  den  Abstand  einea  Punktes  im  Querschnitt 
von  der  Biegnngaaie,  welche  eine  Axe  des  UaasenmittelpimkteB  ist.  Daher  wird 
JvdiB  =•  0  und  rednciren  sich  die  beiden  Gleichnngen  auf 

wenn  J  dsa  TT%heitamoment  des  Qaerschnitts  in  Being  auf  die  Biegimgsue 
bedeutet,  nlLmlich  J  =jv'dio. 

Ist  die  Summe  der  Projectionen  der  äusseren  Sr&fle  auf  die  Tangente  der  Schwer- 
pnnktaze  dnicbaua  sehr  klein,  so  folgt  aus  der  enten  der  beiden  Gleichungen 
nSherungsweise  c  =>  0,  d.  h.  ffir  sehr  schwache  Biegungen  durch  Kräfte, 
derenResultante  nahezu  rechtwinklig  ist  gegen  dieSohwerponktaxe, 
fällt  die    neutrale   Faser   mit  der   Schwerpnnktsfaser  lusamnen. 

FOr  diesen  Fall  schwacher  Biegung  wird  die  Eweite  Gleichung  approximativ 

9 
Sie  ist  die  Differentialgleichnng  der  neutralen  Faser  and  stimmt  überein  mit  der 
§.  9  gegebenen,  wenn  das  dortige  e  hier  durch  EJ  vertreten  wird.  Zu  bemerken 
ist  dabei,  dass  dort steht,  weil  die  üntersnchang  auf  den  Bogen  AM  be- 
logen ward,  hier  aber  da*  StabstQck  BM  gewählt  wurde.  Da  für  schwache  Bie- 
gungen —  >—  ^-^  gesetzt  werden  kann,  so  wird  die  Gleichung 
EJp,-M. 

Aus  der  Formel  fQr  die  Spannung  folgt  hiezu  fQr  r  -^  cx>  und  «  —  0,  wenn  wir 
sie  mit  o  bezeichnen 


oder,  weil  —  '=  Jlf  ist: 


Die  am  stärksten  gespannte  Faser  ist  daher  diejenige,  welche  den  grOsaten  Ab- 
stand ti  von  der  neutralen  Faser  hat.  Ist  T  nicht  sehr  klein,  so  erhält  man  ale 
Gleichung  für  die  Schwerpunktsfaser  durch  Elimination  von  s: 

9    ~  T+EQ- 

Die  in  den  vorstehenden  gg.  21,  2i,  S9  gegebenen  Entwicketungen  sind  nur 
als  fragmentarisch  behandelte  Einzelfalle  ans  einer  umfangreichen  Theorie  anzu- 
sehen, welcher  wir  an  dieser  Stelle  keinen  Raum  geben  kOnnen,  indem  sie  mehr 
der  angewandten,  als  der  theoretischen  Mechanik  zuzurechnen  ist  Vgl.  Grashaf, 
Theorie  der  Slasticitfit  und  Festigkeit  mit  Bezug  anf  ihre  Anwendung  in  der 
Technik;  Berlin  ISTg,  II.  Abschnitt,  S.  87—199. 
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Yin.  Capitel. 

Analogie  swlsohen  Problemen  des  Qleichgewiohta   und  Problemen 
der  Bewegung. 

§.  1.  Bei  den  nicht  unbedeutondeu  Schwierigkeiten,  welche  die  Behand- 
lung vieler  Probleme  der  Meohanik  darbietet,  iet  es  von  grossem  Werthe, 
Analogien  zn  rerfolgen,  welche  zwischen  einzelnen  Theorien  besteben,  weil 
sie  oft  dazu  führen,  aus  der  gefondenen  LSeung  eines  Problems  die  Lösung 
eines  andern,  einer  ganz  andern  Gruppe  angehörigen  unmit^bar  abzu- 
leiten. So  besteht  eine  Analogie  zwischen  der  Bewegung  eines  Punktes 
und  dem  Gleichgewichte  an  ein^  biegsamen  Faden,  welche  gestattet, 
jedem  Satze  der  ersten  Theorie  einen  entsprechenden  Satz  der  andern 
gegenüberzustellen  und  ans  der  LOsung  jeder  Aufgabe  Über  die  Bewegung 
eines  Punktäa  die  einer  andern  Über  das  Gleichgewicht  eines  gespannten 
Fadens  herzuleiten.  Eine  Andeutung  solcher  Analogien  findet  sich  bereits 
bei  Galilei,  Dialoghi  iniomo  a  due  scieme  nuove.  Opere  T.  13,  p.  263 
(Ediz.  Firenze  18ß&);  Möbius  hat  sie,  ohne  Galilei's  Notiz  zn  kennen, 
zuerst  gründlich  untersucht  (Lehrbuch  der  Statik,  II,  S.  217  u.  ff.). 

So  ftlhrt  die  Vergleichung  von  B.  I,  Th.  11,  Cap.  THI,  S.  312  u.  fC  und 
B.  n,  Th.  m,  Cap.  VI,  8.  88  u.  S.  unmittelbar  zu  folgenden  S&tzen,  die 
theils  dortselbst  entwickelt,  theils  der'  eine  aus  dem  andern  oder  der  eine, 
wie  der  andere  durch  die  einander  entsprechenden  Betrachtungen  der  beiden 
Capitel  abgeleitet  werden  können: 

1.  Die  Schmiegnngsebene  der  Bahn  eines  Punktes  euth&lt  die  Beschlenuigung. — 
Die  SchmiegongBebeue  eines  biegsamea  Fadens  enthBlt  die  Erafl. 

2.  Ist  die  BescklenDigung  der  Bewegung  der  Richtung  nach  constant,  so  ist  die 
Bahn  eine  ebene  Cnrve,  deren  Ebene  durch  die  Richtung  der  Beschleunigaug  und  die 
der  AniangBgescbwindJgkeit  beitimmt  ist.  Die  Bahn  eines  schweren  Punktes  e.  B. 
ist  eine  Terticale  Paiabel.  —  Ist  die  Kraft  am  biegsamen  Faden  von  coustanter 
Richtung,. «0  ist  die  Fadencurve  eben  ond  ihre  Ebene  ist  durch  die  Richtungen 
der  Kraft  und  der  Spannang  im  Änbugapunkt  des  Bogens  bestimmt.  Die  Gleich- 
gewich tsgeatolt  eines  homogenen  Fadens  ist  eine  yerticale  Kettenlinie. 

3.  Bei  coustanter  Richtung  der  Beschleunigung  ist  die  Componente  der  Qe- 
Bchwindigkeit  senkrecht  zur  Beschleuniguugsrichtnng  constant  Die  Qeschwindig- 
keitscemponente  parallel  dieser  Bichtnng  ist  der  Cotangeote  der  Neigung  ^  der 
Taugente  der  Bahn  gegen  die  Beschleunignngsrichtung  und  die  Geschwindigkeit 
selbst  der  Coeecante  von  41  proportional.  —  Bei  coustanter  Richtung  der  Kraft 
am  Faden  ist  die  Componente  der  Spannung  senkrecht  inr  Kraft  coustant.  Die 
Componente  der  Spannung  in  der  Richtung  der  Kraft  ist  der  Contangente  und 
die  Spannung  selbst  der  Cosecante  des  Winkels  proportional,  welchen  die  Tau- 
gente der  Fadencnire  mit  der  Eraftrichtung  bildet. 

4.  Ist  die  Beschleunigung  des  Punktes  normal  zur  Bahn,  so  ist  die   Oe- 
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schwindigkeit  conetont  und  umgekehrt.  —  Ist  die  Kraft  tai  FodencDive  aonual, 
BO  ist  die  Spannvig  constant  nnd  umgekehrt 

6.  M  ein  Fankt  gezwungen,  auf  einer  Fl&che  zu  bleiben  und  ist  seine  Be- 
Bchleunigncg  normal  zur  Fläche,  bo  beschreibt  er  eine  kürzeste  Linie  der  Fl&che 
mit  constanter  Geschwindigkeit.  —  Ein  über  eine  Fläche  gespannter  Faden,  im 
welchem  die  Kraft  normal  ünr  Fläche  ist,  nimmt  die  Gestalt  einer  kürzesten  Linie 
der  Fläche  an  ond  seine  Spannung  ist  constant. 

6.  Die  Tangeotiai-  ond  Normalcomponenteu  der  Beschleanigang  sind   -^ , 

—  ■  —  Die  Tangential'  und  Normalcomponenten  der  Eraft  am  Faden,  auf  die 
Q 

Längeneinheit  bestwen ,  sind  -^  -  und  — 
äs  Q 

7.  Ist  die  Beschleanigang  normal  zur  Bahn,  so  ist  eie  umgekehrt  proportional  ■ 

den  ErümmuDgshalbmessei  der  Bahn.  —  Ist  die  Kraft  normal 
Eum  Faden,  so  ist  sie  umgekehrt  proportional  dem  Krflnunangs- 
halbmesser  der  Fadencurre. 

8.  Die  Geschwindigkeit  v  ist  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  der  Beschlennigang  ip  und  der  halben  Beschlenniganga- 
sehne  e  (Projection  des  Dnrcbmeisers  4m  ErSmmnngBkreiBea 
auf  die  Bichtnng  der  Beschleunigung),  nUmlich  t>*  =  ^  ctp.  — 
Die  Spannnng  T  des  Fadens  ist  gleich  dem  Produkt  aas 
der  Kraft  F  und  der  halben  Spannungssehae  c  (Sehne,  welche 
Flg.  GS.  die    Eroftrichtung    im    Krünunnngakreise    bestimmt) ,    lütmlicb 

9.  Ist  die  Bichtong  der  Beschleanigang  f  constant  (Fig.  6S)  und  a  die  cou- 
staate  Componente  der  Geschwindigkeit  v  senkrecht  zur  Richtung  von  ip,  so  irt 
a->ii«in^=>c-^c:(  oder  v  :  9  ^^  a:\e.  Combinirt  man  hiermit  o'  ^  ^etp, 
so   wird   0  ^  —  oder  p  sin'  ^  ^  —  •  —  Ist  die  Richtung  der  Kraft  P  am  Faden 

conrtant  und  T,  die  constante  Componente  der  Spannung,  senkrecht  zn  P,  so 
wird  r,  —  rsini/-— r-ic:p  nndda  T  =,  ^cF,  so  wird  ^  =  T* -.  T^F  oder 

r 
q  B\n*  it>  =  p  ■    Hieraus  folgt   für  die  Parabel »   dass  die   dritte  Projection   dee 

Erttmmnogshalbmessers  zwischen  den  Itichtangen  der  Hanptoie  und  der  Normalen 
constant  ist.  —  Ebenso  für  die  Eettenlinie,  doss  die  zweite  Projection  BwischeD 
Äse  und  Normale  constant  ist. 

10.  Fflr  die  Parabel  ist,  wenn  die  Zeit  t^  0  der  Scheitellage  dos  beweg- 
lichen Punktes  entspricht,  -^  —  a,    -Ti^gt,  also  -^=~^t.   F9rdie£eUeft- 

"  dt  dt       '  dx        a 

linie  ist  ~  ■—     -  g,  wenn  der  Bogen  vom  Scheitel  an  gerechnet  wird.   Daher  ist 

bei  der  Parabel  als  Bahn  eines  schweren  Punktes  die  Cotongente  des  Winkels  <p 
der  Zeit,  boi  der  Eettenlinie  dem  Bogen,  vom  Scheitel  an  gerechnet,  proportional. 

11.  Ffir  die  Parabel  ist,  fflr  denselben  An&ngBmomont  der  Zeit  v'— a'-|-;*t', 
]i>  ■_  tgji,  wenn  die  Ordinate  von.  der  Directriz  an  gerechnet  wird.    Ans  beiden 

Formeln  folgt  y  =  i hi?'*-    Bei   ^^^   Eettenlinie   als   Form  des    schweren 

Faden«  ist  T'  —  TJ  -)-  p'<*,  T  —  ~  gy  nnd  beide  Formeln  geben  y'  —  -ii  +  «». 
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IS.    Ftlc  die  F&rabol  iet),  die  Ordinate  y  tod  der  Diiectrix  an  aU  poaitiT  ge- 
rechnet, v'  =  S^y  und  zugleich  ist  -  -  >~  p  «in  jfr;  daher  iat  y  ^  4  0  Bin^,  d.  h. 

die  Normalrtreoke  zwischen  der  Parabel  nud  ihrer  Directrii  iat  gleich  der  HUfte 

T 

des  ErfimnnrngsholbnieBierB.  —  Für  die  £ettenlime  iat  T  ^  —  gy  nnd  -  -  •- gnaib, 

9 

alao  y  =  (  sin  1^,  d.  h.  der  Erfimmnngahalbmesaer  ist  gleich  der  Normalstrecke 

EwiBchen  der  Cnrve  nnd  ihrer  Directrix. 

13.  Fflr  jede  ebene  Bewegang  einea  Punkte«  ist  das  Moment  der  Beachlen- 
nigung  910  in  Being  anf  irgend  einen  Pnnkt  0  der  Ebene  die  Derivirte  dea  Mo-, 
meutea  vp  der  Gesdiwindigkeit  nach  der  Zeit  in  Bazag  anf  denselben  Pnakt,  d.  h. 
es  ist     ^       ^  ^19.  —  POr  jede  ebene  Fadencorve  iat  das  Moment  der  Kr%Ft  Pb 

in  Beeng  anf  irgend  einen  Pnnkt  0  der  Ebene  gleich  der  Derivirten  des  Mo- 
mentes der  Spannung  in  Bezng  anf  0,  nach  dem  Bogen  genommen,  d.  h.  es  ist 

Unter  derselben  Bedingung  bestehen  daher  die  Formeln 

vp  —  v„p^  =fifadt,        Tp  —  rjio  '-fPads. 

Qeht  die  Beechlennignng  <p  immer  durch  denselben  Pnukt  0,  so  iat  für  dieien 
daa  Moment  vp  der  Oeachwindigkeit  conetant;  geht  die  Kraft  F  durch  einen 
festen  Punkt,  so  ist  fQr  ihn  du  Moment  Tp  der  Spannnng  conatant. 

14.  Beschreibt  ein  Pnnkt  eine  Bahn,  ao  aind  fClr  die  Projection  der  Bewegnng 
anf  einer  Ebene  (Jetchvindigkeit  und  Beschleunigung  die  Projectionen  der  Ge- 
Bchwindigkeit  nnd  Beechlennignng  der  Hanptbeiregang.  Ist  eine  Cnrve  Qleich- 
gewichtsfignr,  so  iat  ihre  Projection  auf  eine  Ebene  Gleichgewichtsfignr  fär  die 
Projection  der  Spannung  nnd  der  Kraft  anf  dieae  Ebene. 

Wir  wollen  im  Folgenden  den  Kern  solcher  Analogien  aufsuchen  und 
Substitutionen  angeben,  welche  von  einem  Satze  der  einen  Theorie  za  dem 
analogen  Satze  der  anderen  hinfahren. 

g.  2.  Jede  Curye  kann  die  Bahn  eines  beweglichen  Punktes  sein. 
Es  iBt  dazu  nar  erforderlich,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Fonktes  an 
irgend  einer  Stelle  derselben  in  die  Richtung  der  Tangente  falle  und  die 
Beschlennignng  ein  solches  Qesetz  befolge,  dass  sie  die  Geschwindigkeit 
in  jedem  Punkte  in  die  Richtung  der  folgenden  Tangente  ablenke. 

Jede  Curve  kann  die  Gleichgewichtsfigur  eines  biegsamen  Fadens  sein. 
Es  ist  dazu  erforderlich,  dass  die  Spannung  an  irgend  einer  Stelle  der 
Bichtnug  nach  mit  der  Tangente  zusammenfalle  und  die  auf  das  Bogen- 
elemeot  wirkende  continiiirlicbe  Kraft  sie  in  die  Richtung  der  folgenden 
Tangente  abbiege. 

Bei  der  Bewegang  des  Punktes  ist  die  Geschwindigkeit  v  -\-  dv  zur 
Zeit  t  -\-  dt  die  Resultante  ans  der  Geschwindigkeit  v  zur  Zeit  t  und  der 
ElementwbeBohleuiügung  du  und  fkUt  du  auf  die  Seite  der  Tangente,  auf 
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welcher    der    ErUmmuiigBmittalpniikt    liegt;    bei    der    Fadencnrve    hSlt    die 

Spannung  T -j- dT,  entsprechend  dem  Bogen  s -{- ds,   Gleichgewicht  mit 

der  Sannnng  —  T,   n&mllch  der  dem  Bogen  s 

^ji^-— -._^^  entsprechenden  Spannung,  im  nmgekehrten  Sinne 

^  genommen  nnd  der  unendlichkleinen  Kraft  Pät» 

am  Bogenelemente,  wenn  dm  dessen  Masse,  also 

P  die  Beschlennigung  der  Kraft  oder  die  Kraft, 

bezogen  auf  die  Masseneinheit,  ist.   Daher  sind  T 

und  —Pdf»  äquivalent  T+'dT  oder  es  ietr+ir 

die  Eeanltante   von  T  nnd  —  Pdm  (Fig.  &3). 

Damit  beide  Gurren,  die  Bahn  des  Punktes  und  die  Gleichgewichts- 
figur  des  Fadens,  identisch  seien,  iet  nothwendig  nnd  hinreichend,  dass  in 
den  entsprechenden  Punkten  die  Bogenelemente  ds,  ds,  Contingenzwinkel 
dt,  de  und  Sohmiegungswinkel  da,  d^  disBelben  seien.  Für  ebene  Curyen 
fällt  die  Bedingung  der  gleichen  Schmiegungswtnkel  ale  von  selbst  erfolit 
hinweg.  Im  Punkte  M  einer  Curre,  welche  zugleich  Bahn  eines  Punktes 
und  Gleichgewichtsfigur  eines  Fadens  ist,  seien  v  nnd  9)  die  Geschwindig- 
keit nnd  Beschleunigung  der  Bewegung  des  Punktes  zur  Zeit  i,  T  und  P 
seien  die  Spannung  und  die  continuirliche  Kraft,  auf  die  Maeseneinheit 
bezogen,  in  demselben  Punlcte  M  der  Fadencurre,  deren  Bogenelement 
die  Masse  dm  besitze. 

Von  den  drei  Bedingungen 

ds  '='  ds ,  de  •=  dl,  da  =  da' 
ist  die  dritte  eifüUt,  wenn  die  unendlich  schmalen  Parallelogramme  in  die- 
selbe Ebene  fallen,  was  geschieht,  wenn  9  und  P  in  allen  entsprechenden 
Punkten  mit  der  Tangente  der  Curve  in  derselben  Ebene  liegen.  Da 
ds  •=  vdt  nnd  dm  ^  fds'  ist,  wenn  y  die  specifische  Masse  bedeatet,  so 
gibt  die  erste  Bedingiing 

yvdt  =  dm,  (l) 

Ferner  geben  die  beiden  unendlich  kleinen  Parallelognunme  der  Figur 

^*df  =  dv'  +  i^dt',     (-  Pfdm'  =  dT*  +  T'de', 
woraus  wir  dt  und  ds   ziehen  und  in  die  zweite  Bedingnngsgleichung  ein- 
setzen.    Dies  liefert 

(-P)Mm*~dT»       2"'  ^  ■' 

Diese  Gleichung  kann  durch  Tcrschiedene  Annahmen  erfüllt  werden,  von 
denen  wir  nur  die  eine  verfolgen  wollen,  dass  v :  T  eine  beliebige  Coa- 
stante  X,  nämlich 

~=-I     oder     u  =  iT 
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gein  solle.     Damit:  wird  anch  dv  ^  IdT  und  indem  wir  dies  in  (2)  ein- 
fithren,  spaltet  sich  (2)  in  die  beiden  Bedingjiuigen; 

Die  gemachte  Annahme  ist  identisch  damit,  daes  die  genannten  Parallelo- 
gramme Shnllcb  und  also  die  Bichtungslinlen  von  <p  und  P  zusammenfallen. 
§.  3.   Nehmen  wir  znnSohgt  weiter  an,  dasa  der  Faden  homogen  und 
y  ^=  1  sei,  so  erhalten  wir  als  Bedingungen  fdr  dieeeD  Fall: 

vdt  =  ds,      -^ 1,    v~lT 


^=  ^IP^     V  —  IT. 

Daher: 

Halten  KrBfte  P  an  einem  homogenen  Faden  Gleichgewicht, 
so  Ist  die  Gleichgewichtsfigur  des  Fadens  die  Bahn  eines  Punktes, 
ffir  dessen  Bewegung  an  jeder  Stelle  die  Beschlennignng  ip 
gleiche  Richtung  bei  entgegengesetztem  Sinne  mit  der  Kraft  P 

hat,  das  VerhfiltnisH  —  der  Beschlennigung  zur  Geschwindig- 
keit der  Kraft  P  und  die  Qeschwindigkeit  v  der  Spannung  T 
proportional  ist.     Es  ist  <p  =  —  l*PT,  v  =  IT. 

Beschreibt  ein  Punkt  unter  Einflnss  einer  Beschleunigung 
9  eine  Curve,  so  Ist  dieselbe  Gleichgewichtsfigur  eines  homo- 
genen Fadens,  an  dessen  Elementen  Kr&fte  P  augreifen,  propor- 
tional dem  Quotienten  aus  der  Beschleunigung  9  und  der  Ge- 
schwindigkeit V  jener  Bewegung  und  Ist  die  Spannung  der  Ge- 
schwindigkeit in  demselben  Verhältnisse  proportionaL  Die 
Richtung  der  Kraft  Ist  dabei  die  Richtung  der  Beschleunigung, 
dem  Sinne  nach  aber  sind  beide  entgegengesetzt 

dv 


.    ,     nach    der    Tan- 

1/  as  f 

gente  und  Normalen,  so  sind  die  Zerleguugefiguren  gleichfalls  ahnlich  und 

kann  man  die  weiteren  leicht  rerständllchen  ProportionalitBten  hiniufUgen: 

£1        tat 

^    ^       ^       1       ^         g 

ät  '  da"^  t'"    '      dT^  T  ^    ^     ' 

ds         (f 

die  aber  wegen  ds:  dt-^  v  nichts  Neues  sagen. 
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Die  Bedingung  der  Oleiohheit  der  Schmiegongsnmkel  ist,  da  Jf  and 
tp  in  dieselben  hineinfallen  mUsBen,  durch  deren  gemeinscbaftliche  Richtung 
von  selbst  gesichert.  Daher  besteben  die  beiden  SStze  anverandert 
fort,  wenn  der  Schmiegungswinkel  beliebig  verändert  wird, 
wenn  also  z.  B.  die  Ebene  einer  ebenen  Curve  sich  entblättert 
und  dadurch  die  Curve  zu  einer  Curve  doppelter  Krammuug 
wird,  oder  wenn  die  Ebene  anf  eine  abwickelbare  Fläche  auf- 
gewickelt wird. 

g.  4.    Beiapiele, 

1.  Die  Gerade  i«t  die  Gleichgewichtafignr  einei  homogenen  Fadens,  welcher 
nicht  von  Kräften  P  afficiit,  sondern  nur  von  Endapanoungen  im  Gleichgewicht 
erhalten  wird;  die  Spannung  ist  durchaas  constant. 

Die  Gerade  ist  die  Bahn  eines  Punktes,  der  ohne  Beschleunigung  einer  blos- 
aen  Anfangsgeach windigheit  folgt;  seine  Geschwindigkeit  ist  conatant. 

3.    Die  Tangential-   und  Normalcomponeaten   der  Kraft  P  am   homogenen 

dT  T 

Faden   sind   -^  und  — .    Beducirt  sich  P  auf  seine  Normalcomponente,  so  ist 

-  -  ■_  0,  also  T  constant  Wird  daher  ein  Faden  von  Normalki^ften  (in  der  Rich- 
tung der  Hauptnormalen]  dem  Sinne  nach  vom  KrQmmnngsmittelpunkte  al^e- 
«andt  afScirt,  so  ist  die  Fadencurve  die  Bahn  eines  Punktes,  dessen  Beachlen- 
niguDg  die  Richtung  der  Hanptnormalen  bat,  dem  KrQmmungsmittelpunkte  sn- 

gewandt  und  deren  GrCBse  aus  den  Gleichungen  ^  =  1 .  — ,  v^XT  folgt,  näm- 
lich ««— ■    Die  Geschwindigkeit  v  ist  conatant.    Umgekehrt:  Beschreibt  ein 

Q 
Punkt  unter  Einfluss  einer  blossen  Kormalbeschleunigung  eine  Curve,  so  ist  die 

Curve  Gleichgewichtsfigur  för  Normalkräfte  P=(*  —  ,«"■(1  —  und  die  Span- 
nung ist  durchaus  conatant,  nämlich  T  ■—  fiv. 

3.  Die  Kettenlinie  iat  die  Gleichgewichtsfigur  eines  homogenen  achweren 
Fadena,  also  für  P  —  3  und  die  Spannung  iat  der  Cosecante  des  Winkels  Pro- 
portion^, welchen  die  Tangente  mit  der  Verticalen  bildet.  Wird  daher  ein  Fonkt 
vertical  nach  oben  von  einer  Beschleonigung  9  ^  gv,  also  proportional  der  Ge- 
schwindigkeit afficirt,  so  beschreibt  er  eine  verticale  Eettenlinie  mit  einer  Ge- 
schwindigkeit, welche  der  Coaecante  ihrer  Neigung  gegen  die  Verticale  proportional 
igt.  DerScheitel  dar  Eettenlinie  liegtimtiefstenPnakte.  Beliehen  sich  die  OrOssenqiig, 
Cg,  Tg  —  «fr,  WD  a  den  Parameter  bedeutet,  anf  den  Scheitel,  so  iat  dorteelbet 

?»  =  Xg,  c„  —  XT,  —  Zbjj,  mithin  9.  —  Xgv.  =.  ?^  _  5i.  Daher  ist  a  —  ^. 
"o  -"o         «  9,, 

d.  h.  der  Parameter  der  von  dem  Punkte  heechriebenen  Eettenlinie  iat  gleich  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  im  Scheitel ,  dividirt  durch  die  Beschleunigung 
daaelbst. 

4.  Ein  Punkt  heachreibt  unter  Einfloas  einer  nach  GrOaae  und  Richtung  con- 
stanten  Beschteunigun);  <p  ■^-  g  eine  Parabel,  deren  Eanptaxe  parallel  inr  Be- 
schleunigung ist;  die  Geaohwindigkeit  dieser  Bewegung  ist  der  Cosecante  des 
Winkels  ff  proportional,  den  die  Tangente  mit  der  Richtung  der  Beaohleunignng 
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bildet  nnd  der  halbe  Parameter  ist  daa  Quadrat  der  Geschwindigkeit  im  Scheitel, 
dividirt  durch  die  Beschlemiignng.  Denn  die  Componente  von  v,  eenkreoht  stir 
Hauptase  i<t  constaat  gleich  a  und  die  Oeechwicdigkeit  ist  in  jedem  Punkte  bo 
groae,  als  ob  der  Punkt  von  der  Directrix  bis  dorthin  frei  gefallen  wäre,  atio  ist 

im  Scheitel  a*  —  2g  .  \p  oderp  — ■  — 

Eine  Parabel  iat  daher  Oleichgeviohtafigor  einea  Fadens,  wenn  die  Kraft  P 
parallel  mi  Haaptaze  nach  der  Directiiz  hingewandt  and  der  Spannung  T  um- 
gekehrt proportional  ist.  Die  Spannung  ist  der  Coaecante  des  Winkel«  propor- 
tional, den  die  Tangente  mit  der  Hanptaie  bildet  und  die  Spannung  T,  im 
Scheitel  dividirt  durch  die  Kraft  P  gibt  den  halben  Parameter  der  Parabel.  Denn 
es  ist   ^=.lP,p  — ir,   also  Pr=  OxMi.;    -^  — IP^,   a  —  l'J\,   also 


%.  5.  Wir  wollen  jetzt  die  Annahme  fallen  lassen,  dass  der  Faden 
homogen  sei;  es  tritt  dann  noch  eine  weitere  Grösse  in  die  Uatersuchung 
ein,  die  Masse,  und  kann  hinsichtlich  derselben  noch  eine  Begebung  auf- 
gestellt werden,  welche  den  Besultaten  grössere  Allgemeinheit  verleiht. 
Es  war  §.  2. 

'"""  =  •'*"•     ^^  =  |-  =  '- 

Wir  setzen,  wie  §.  2.  tpät  =  iPdm,  v  •=  IT,  spalten  aber  l  in  zwei 
Factoren  «,  ß,  so  dass  gi  =•  aP,  dt-^ßdm,  aß  ■=  l  wird.  Dies  sagt 
soviel,  als  dass  das  Zeitelement,  in  welchem  das  Bogenelement  von  dem 
beweglichen  Punkte  zurückgelegt  wird,  proportional  der  Masse  des  Bogen- 
elements,  also  auch  Überhaupt  die  Zeit,  wBbrend  welcher  ein  Bogen  be- 
schrieben wird,  der  Masse  dieses  Bogens  proportional  genommen  wird. 
Eine  Folge  davon  ist,  dass  die  Geschwindigkeit  der  specifisnben  Masse  um- 
gekehrt proportional    wird.     Denn   die  Gleichung  yvdt  =-  dm   gibt   unter 

dieser  Voraussetzung  ßyv  ■—  1    -'~'   "  - 

m  =  oP,     dt  =  ßdnt,     V  =  aß-  T  =  ~ 

ßy 

können  wir  in  die  beiden  Sätze  fassen: 

Halten  sich  Krftfte  P  an  einem  Faden  Gleichgewicht,  so  ist 
die  Fadencurve  die  Bahn  eines  Punktes,  ftlr  dessen  Bewegung 
die  Beschleunigung  von  gleicher  Bichtung,  aber  entgegen- 
gesetztem Sinne  mit  der  Kraft  nnd  nach  Grösse  ihr  propor- 
tional, die  Zeit,  in  welcher  ein  Bogen  durchlaufen  wird,  der 
Masse  dieses  Bogens  und  die  Geschwindigkeit  der  Spannung 
direct,    oder    der    specifischen   Masse    umgekehrt    proportional 


ird. 
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Beschreibt  ein  Punkt  anter  Einflass  einer  Beschleanigung 
<p  eine  Curve,  bo  iat  dieselbe  Oleicfagevichtafigar  eines  bieg- 
s.amen  Fadens,  wofür  die  Kraft  bei  gleicher  Bichtang  und  ent- 
gegengesetztem  Sinne  der  Beschleunigung,  die  Spannung  der 
Geschwindigkeit  und  die  Masse  eines  Bogens  der  Zeit  propor- 
tional ist,  in  welcher  er  beschrieben  wird. 
g,  6.    Beispiele. 

1.  Ein  Punkt  beschreibt  bei  einer  nach  GrOsse  und  Bichtnog  constanten  Be- 
Bchleanigung  tp  =  g  eine  Parabel,  deren  Eauptaze  die  Sichtung  der  Beschlen- 
niguQg  hat  und  ist  die  Componente  der  Geschwindigkeit  senkrecht  zur  Eaaptaia 
coDstant  und  BOmit  die  Frojection  des  Bogens  auf  eine  zur  BeBchletmiguDgs- 
ricbtuDg  senkrechte  Gerade  der  Zeit  proportional,  in  welcher  et  beschrieben  wird. 
Dieselbe  Parabel  ist  daher  die  Fadencnrvc  für  eine  constaute  Kraft  derselben 
Richtung  bei  entgegengeBetztem  Sinne  mit  9,  wenn  die  Uaese  der  Bogenelemente 
ihrer  Projection  auf  die  zur  Eraftrichtung  senkrechte  Bichtnng  proportional  ist. 
Die  Spaonang  ist  der  Geschwindigkeit  proportional. 

2.  Ein  pQDkt  beschreibt  eine  Ellipse  unter  Eiuflnss  eiaer  nach  eioem  Brennpunkte 
gerichteten  Centralbeschlenniguug,  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Ent- 
femung  von  diesem;  die  Geschwindigkeit  iat  ihrem  Abstände  von  diesem  Brennpankt 
umgekehrt  und  der  vom  Badinsvector  in  irgend  einer  Zeit  heBchriebene  Sector  ist 
dei  Zeit  direct  proportional.  Dieselbe  Ellipse  ist  di^  Oleichgewi chtsform  eioea 
biegsamen  Fadens,  wenn  die  Kraft  fortwährend  durch  den  Brennpunkt  geht,  wel- 
cher Centmm  der  Beschlennigung  ist,  dem  Quadrate  der  Entfemang  von  dem- 
selben umgekehrt  proportional  ist  und  von  ihm  abgewandt  wirkt;  die  Spannong 
des  Fadens  ist  in  jedem  Punkte  umgekehrt  proportional  ihrem  Abstände  von  dem 
Brennpunkte  und  die  Hasse  eines  jeden  Bogentheilee  iet  dem  Sector  jiroportional, 
welcher  den  Bogen  zur  Basis  und  den  Brennpunkt  zur  Spitze  hat. 

§.  7.  Die  Betrachtungen  der  §§.  2.  3.  lassen  sich  leicht  auf  den  Fall 
ausdehnen,  dass  der  Faden,  den  wir  jetzt  wieder  als  homogen  annehmen 
wollen,  nicht  frei,  sondern  Ober  eine  FlSche  gespannt  und  der  beweg- 
liche Ponkt  auf  der  Fläche  zu  bleiben  gezwungen  ist.  Indem  man  den 
Widerstand  Bds  der  FlSche  der  Kraft  Pds  hinzufügt,  kann  der  Faden  als 
ü-ei  angesehen  werden.    Daher  ist  der  Faden  die  Bahn  fUr  die  Bewegung 

eines  Punktes,  Qix  welche  —  proportional   der  Besnltanten   von  P  und  R 

und  V  proportional  der  Spannung  T  ist ,  aber  ip  bei  gleicher  ]^ohtung  ent- 
gegengesetzten Sinn  mit  dieser  Besultanten  hat.  Indem  man  die  Flache 
wieder  hinzufügt:  und  den  beweglichen  Punkt  auf  sie  zwingt,  vertritt  dar 
aus  B  entspringende  Bestandtheü  der  Beschleunigung  diesen  Zwang  nnd 
wird  durch  die  FlSche  ersetzt,  so  dass  der  erste  der  beiden  SBtze  des  §.  2. 
auch  fttr  den  Über  die  Flache  hingespannten  Faden  gilt.  Dabei  verdient 
hervorgehoben  zu  werden,  dass  der  Widerstand  der  Flache  gegen  den  Faden 
gleichfalls  entgegengesetzten  Sinn  mit  der  Zwangsbesebleumgung  hat,  welcho 
den  Punkt  nötbigt,   auf  der  Fläche   zu  bleiben.     Es  ist  von  selbst  klu-, 
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daBB  auch  der  zweite  der  obigen  Sfitze  hinBichtlich  deB  üebergangs  von  der 
Bewegung  eines  Punktes  auf  der  Flache  zu  dem  Gleichgewicht  des  Fadens 
auf  derselben  fortbesteht  und  in  Shnlicher  Weise  bei  umgekehrt«r  Folge 
I  bewiesen  werden  kann. 


Beispiel: 

Ein  schwerer  Punkt  bewegt  lieh  auf  einer  krummen  Fläche;  seine  Ge- 
schwindigkeit ist  dann  proportional  der  Qnadratwursel  ans  seinem  Abstände  von 
einer  bestinunten  Horizontalebene ,  zn  welcher  er  von  der  Anfangslage  ans  mit 
seiner  Anfangsgeschwindigkeit  Tertical  aniateigen  kOnnte.  Seine  Bahn  ist  lugleich 
die  Oleichgewichtsfigur  eines  schweren  Fadens,  dessen  Spannung  dieser  Quadrat- 
wurzel direct,  fOr  welchen  aber  das  Gewicht  jedes  Fadenelementea  derselben  um- 
gekehrt proportional  ist 

§.  9.  Wir  haben  in  B.  I,  8.  4BD  n.  £  eine  Reihe  Ton  Sätzen  Aber  die  ge- 
zwungene Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Fläche  entwickelt.  Der  hier  vor- 
getragenen Theorie  zufolge  lassen  sich  dieselben  sämmtlich  aaf  das  Gleichgewicht 
eines  über  eine  Fläche  gespannten  Fadens  übertragen,  wie  wir  in  Bezug  auf  einige 
derselben  zeigen  wollen. 

Im  Funkte  üf  des  Fadens  ziehen  wir  die  Normale  der  Fläche  und  die  Tangente 
der  Fadencnrve  und  legen  durch  beide  den  die  letztere  berührenden  Normalschnitt 
der  Fläche;  wir  constmiren  femer  die  Normalebene  der  Fadencnrve,  welche  die 
Tangentenebene  der  Fläche  in  einer  zur  Taugente  senkrechten  Geraden  schneiden 
wird.  Diese,  die  Tangente  und  die  Plächennormale,  bilden  drei  Aien,  auf  welche 
wir  die  Kräfte  projiciren  wollen.  Es  sei  wie  a.  a.  0.  y  der  Winkel,  welchen  die 
Kraft  P  mit  der  Flächennormale  und  k  der  Winkel,  den  ihre  Projection  anf  die 
TaDgentenebenc  mit  der  Tangente  bildet,  sowie  9  der  Winkel  iwischen  der 
Schmiegungsebene  der  Fadencnrve  und  der  Tangentenebene.    Dann  hat  man,  weil 

-^ ,    —  die   Componenten  von   P  in   der   Richtong   der  Tangente  nnd  Eanpt- 

normalen  sind 

-r—  ■"  P  sin  y  cos  B ,    —  cos  *  =  P  sin  y  sin  b  ,    ^  sin  #  =  P  cos  y  +  JT. 
da  f  9  , 

Es  ist  aber  der  Radius  der  geodätischen  Krümmung  p  ^  ^  ;  cos  fr  und  der 

Krümmungshalbmesser   des   berührenden   Normalscbnitts   S  =3  p  :  sin  &   (S,  B.  I, 

8.  418).    Hiemit  werden  diese  Gleichungen 

dT  T  T 

-j—  —  P  »in  y  cos«,  -j-  —  Psinysin«,    -=-—>Pcosy  +  jr. 

Die  beiden  ersten  von  ihnen  liefern: 

T  ■"?tg« 
oder,  wenn  d*  den  geodätischen  Contingenzwinkel  dx  im  ds  -.^  bezeichnet 


welche  Formel  der  e,.  o.  0.  entwickelten  Formel  t>  =—  (7  e  für  die  Gesohwindig- 
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keit  eoUpricbt.     Dia  beiden  letzten  der  drei  Gleiohnngeii  Bmammen  geben 

in'  üebereinstimmung  mit  der  dortigen  Formel  fSr  die  Beschleonigmig  ^   dea  be- 
weglichen Punktes,  nämlich 


♦■-(rirJ+G-^)'- 


Sie  geht  aus  der  Fonnel  fOr  P  Dumittelbu  heiror,  indem  man  §.  2.  znfolge  F, 
N,  T  proportional  seist   — ,   — ,    p. 

§.  9.  Ist  die  Fläche  abwickelbar  nnd  hat  die  Frojecüon  von  P  onf  die 
Taagenteaebene  die  Richtung  der  geraden  Erieognngslime,  ao  ergibt  sich  Hhiilicli 
wie  B.  I,  S.  431  der  Satz; 

Die  Fadencnrve  auf  einer  abwickelbaren  FlAche  tOr  den  Fall, 
dasB  die  Projection  der  Eraft  P  auf  die  Tangentenebene  die  Bicli- 
tang  der  Eizeugnngslinie  hat,  bleibt  auch  dann'noch  Gleichgewicbti- 
figVT,  wenn  die  Fläche  tu  einer  Ebene  aaBgebreitet  wird  und  die 
Kraft  P  ohne  Aenderung  von  OiOase  den  Sinn  nnd  die  Bichtnng  der 
Linie  in  der  Ebene  hat,  in  welche  die  Eriengnngalinie  durch  die  Ab- 
wickelung abergeht.  Umgekehrt  bleibt  eine  ebene  Fadencnrve  aatb 
dann  noch  Qleichgewichtifignr,  wenn  man  die  Ebene  sn  einer  ab- 
wickelbaren Fl&che  Bofcollt,  deren  Erzengnngslinie  mit  der  Bichtnog 
der  Eraft  EUBammenfällt 

So  geht  die  Cnrve,  welche  ein  Aber  einen  verticalen  Gelinder  hingeipmita 
schwerer  homogener  Faden  bildet,  in  eine  Eettenliuie  tlber,  wenn  die  Cjlindef- 
fläche  EU  einer  ihrer  Tangentenehenen  anegebreiteb  wird.  Dieser  Sats  entepricbl 
dem  folgenden:  die  Cnrve,  welche  ein  schwerer  Pnnkt  anf  einer  verticalen  C7liii- 
derfläche  beschreibt,  geht  in  eine  Parabel  Aber,  sobald  der  Cjlinder  zn  einer  seiner 
Tangentenebenen  ansgebreitet  wird. 

§.  10.  Für  sphärische  Fadencurven,  für  welche  die  Eraft  P  stete  mit  einen 
fetten  Dorchmesser  00'  in  eine  Ebene  (Meridianebene)  f&llt,  seien  der  Winkel  f, 
den  die  Meridianebene  eines  Punktes  M  der  Cnrve  mit  der  Meiidianebene  dei 
Anfangspunktes  bilde  nnd  der  sphärische  Eadinsvector  OM'—r  (S.  B.  I,  S.  43^ 
Fig.  174,  wenn  r  statt  n  gesetzt  wird)  die  sphärischen  Cootdiuatcn  von  M.  D» 
die  hünesten  Linien  anf  der  Kugel  grOsste  Sreiae  sind,  so  ist  der  geodätische 
Contingencwinkel  d%  der  unendlich  kleine  Winkel,  welchen  zwei  die  Fadenlioie 
in  den  aufeinanderfolgenden  Punkten  M,  M'  tierdbrende  grOsste  Kreise  mit  ein- 
ander bilden.  Ist  a  der  Winkel  OMM',  so  hat  man,  wie  dort  (I<  <  cos  «  —  —  dr 
nnd  wenn  p  das  sphärische  Perpendikel  OP  bedeutet,  welches  vom  Pole  0  tuf 
die  geodätische  BerOhrende  gefällt  werden  kann,  erhält  n;an  dxitgit  — — d-laisp. 
also  nach  den  Formeln  des  S-  ?< 

d.  h.  die  Spannung  ist  dem  Sinns  des   sphärischen  Abstandes  p  dea 
berührenden  grOssten  Kreises  vom  Pol  umgekehrt  proportional. 

Femer  ergibt  sich  der  Badins  der  geodätJaohen  Krümmung  p  —  -.     ■£ -  ■ 
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Hit  Hülfe  dieses  Ansdrackee  and  des  eben  gefundenen  Wertbes  für  7  erhält  man 
veiter  nach  g.  7.:    T  :  (  »  P  ain  y  da  a,   niitbin 


d  ■  6in  p  i*  am  y  un  p  un  o 

welches  die  Difi'eventialgleichnng  der  FadencuTTs  in  Besag  auf  p  und  r  als  Coor- 
dinaten  ist,  sobald  P  «in  y  dnich  p  und  r  dargestellt  wird.  Da  sin  r  '  sin  m  ^  sin  p 
ist,  so  kann  man  sie  sohreiben 

df  -       ^       — — "  ? 

P  sin  y     ain'p 

Wenn  z.  B.  der  Faden  schwer,  also  P^g  ist,  so  wird,  falls  0  der  tiefste 
Punkt  der  Engel  ist,  y  i»  r,  mithin  ist 

C     deinp 

Bin  r  (Jf  ~  ■  — :-ö-^ 

g       Bin*p 
die  Differentialgleiabnag  der  iphUriscben  Eettenlinie  in  r,  p.    Ihre  Integration  gibt 


(A  +  i 

■"■""-■-y- 

und  dl  ■  coi 
sin  o  =  n 

a  «  =  ~  lir,  also  cos  a  = 
dr'^i      sinr.d. 

—  ^  und  mithin 

ist,  so  gebt  diese  Qleicbong  Sbec  in 

U  +  cosr)sm'r.^---, 

worin  . 

ds=-((ir*  +  ein'r  (i^*)* 
zu  setsen  ist    Dies  ist  die  Düferentialgleicbniig  erster  Ordnung  der  Bph&riechen 
Eettenlinie.    Je  uachdem    ^  =>  0,    <  0,    >  0  ist,    kaon   sie  als   paraboliiohe, 
elliptische  und  hTperbolische  Eettenlinie  beseichnet  werden. 

Au  der  obigen  allgemeinen  Foimel  für  den  Badius  der  geodätischen  Krüm- 
mang  ergibt  sich  fflr  die  BphOriiche  Eettenlinie 

•  — —        ^ 
V  "^  g     sin'p' 

d.  h.  der  Badine  der  geodätischen  KrQmmnng  der  sphärischen  Eetten- 
linie ist  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  des  Sinus  des  sphä- 
rischen AbStandes  der  Tangente  vom  Fol. 

Die  sphärische  Eettenlinie  kann  in  einen  horiiontalen  Eieis  d^ceneriren.  FQr 
einen  solchen  ist  r  constant  und  redncirt  sich  die  Differentialgleichung  auf 

(.i  +  cos  r)  sin  r  -  |- . 
Hierbei  ist  T  constant,  nämlich  7— C;  ainp  <»  C:  sinr;  femer  ist  $  =  tgr  =  tg}>. 
Eliminirt  man  zwischen  o  -^  — .  .  "    ^tgr  vaA    7  »  C  :  lin  ii  —  (7  :  sin  r    die 
Constante  C,  so  folgt 

7  -  3  tg  r. 
Diese  Qleiohnng  entopricht  der  Formel  fOr  die   constante  Geschwindigkeit   des 
späiischen  Pendels,  wenn  die  Bahn  ein  Kreis  ist,  nämlich 
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Die  Ereiababn  des  sphüriBchcn  Peodels  liegt  imnier  auf  der  unteren,  die  Corre 
deB  Bchweren  FadesB,  wenn  sie  ein  Kreis  ist  auf  der  oberen  HalbkngeL 

§.  11.  Um  die  Analogie  zwischen  der  Bewegung  eines  Punktes  und 
dem  Qleicb gewichte  am  biegsamen  Faden  auch  in  den  Gleichungen  beider 
Probleme  deutlich  zu  erkennen,  wollen  wir  die  Bewegungsgleichungen  des 
Punktes  so  umgestalten,  dass  sie  die  Form  der  Gleichgewichtsbedingungen 
des  Fadens  annehmen.     Sie  sind 

d^~-^'     d^~^'    d(f"^- 

„     .  ,     ^       ^x        d   /dx\        d  /dx\    ds  d  /    dx\        ,     ,    ..  . 

Es   ist   aber   j:?  ==  7-,  (-^7/ =  l"\Tr) "  ^  =  "  "T l»'3-/   ^^^   ähnlich 

dr        dt  \dt/        ds\dt/    dt  ds\    ds/ 

f^  die  beiden  andern  Coordinaten;  sie  geben  daher  aber  in 

\   ds/         V  \   ds/         V  \  ds/        V 

Die  Oleichgewichtsbedingungea  des  Fadens  aber  sind 

d(Tp^-\-X'dm  =  0,  d(T'^)+rdm  =  0,  d  (t^^\  +  Z' dm  =  0 

und   in   dem   speciellen  Falle,   dass   die   specifische   Uasse  y  constant  und 
y  "■  1,  also  dm  ^  y  •  ds  ^  ds  ist. 


^(^S)  +  "'-»'^(^s)  +  ^-'"  = 


Uan   sieht,   dass    beiderlei  Gleichungen  identisch   werden  durch   die  Sub- 
stitutionen 


FUr  den  nicht  homogenen  Faden  wSre  zu  setzen 


und  diesen  Bedingungen  kann  genttgt  werden  durch 

X'^  —  aX',     ¥ «r,     2=  — «iT,     v  —  lT, 

dt'='ß-dm. 

W.  z.  b.  w. 

Wir  haben  in  Cap.  TT  die  Oleicbgewichtebedingiuigen  des  Fadens  Tereehie- 

denen  Tr&usfonnationeti  unterworfen.    Die  analogen  ümformnugen  der  Bewegnngi- 

gleichungen  eines  Punktes  sind  folgende: 

^    dx         dx       ,    ,      d'x       dv  dx   ,     ,d*x   ..       ,  ,,  .. 

Da  -rr  —  v  -r-  und  also  -rri  =  tt  -5 — h  "    5-r  ><*,    etc.,    so    kOnnen    die 
dt  dt  de*        dt  da    '        ds*        ^         ' 

BeweguDgigleichongen  in  dsi  Form  geschrieben  werden: 

dv  dx         ^d*x  dv  dy         ^d'y       „     d^  ds   ,     ,^_" 
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r-  BO  kommt: 

dy    dz         I  dy  dt 

dt     dt    _  I  dt  dt 

^?  S  "1  r  ü 


I  dt     dx 
I  dt     d» 


'  dx    dy 

,d8     dt 


da'     dl*  , 


mtd  wenn  aach  e*  elmtiDirt  wird: 
dy    dz 
dt     dt 
d^y    dU 


de  dx 
T,  di 

dt    dx 
dt    dt 

\dx  dy 

_\dt    dt 

dx    dy 
T.     Tt 

l^^ 

d?  J? 

i  X  y 

1 

= 

i'x   d'y 
dV»    di* 

Würde  man  erst 
gefunden 


*  nnd  dann  -rr  eliminirt  haben,  ao  hatte  man  äbnlichenreiie 


d?  d? 

d»y  d'z 
3?  3? 

d*i  d'x 

_  3?  3? 

du  d^xl 
3?  di- 

Y    Z 

dy    d. 

z   X 

dl   dx 
de     dl 

Id'ar  iN 

dt'  dt* 

'\d^  dy 

da  dt 

Die  Combiaation  der  beiderlei  Resultate  liefert  daher  ala  die  Oleichongen  dei 
Bahn  des  Punktes : 


dy  dx 
dt    dt 
Y    Z 

d'y  d't 
d?  1?  ^ 

Y     Z 

dt  dx 
dt  Tt 

Z      X 

d»»  d'x 
__  di  -dt 

Z  :  X 

- 

dx    dy 
■d7   "dt 

X    r 

d'y  d'y 
d?  dl' 

X      Y 

Diese  Qleichnngen  gehen  durch  die  oben  genannten  Substitutionen  in  die  Qlei- 
chuDgen  der  Fadeucnrve  über  ohne  ihre  Form  zu  ändern.    Es  ändert  sich  blo« 

der  Werth  der  drei  gemeinschaftlichen  Verhältnisse  v',   v;,  v' :  ^-,  welcher  Qber- 

Für  die  Bewegimg  eines  Punktes  aof  einer  Fläche  nnd  das  Qleichgewicht 
eines  Ober  sie  bin  gespannten  Fadens  sind  die  Gleichungen 

^(•£)-(f+^)-«. 
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^  (^57)  -  '^'  +  K)^'~<*^    d  {^jf)  -  iY-  +  -y^  i«  -  0, 

welche  durch  dieselbea  Sobstttutionen  in  einander  abergefaen,  wie  bei  der  ireien 
Bewegung  und  dem  freien  Faden.  Ist  U  -^  0  die  Gleicbnng  der  Fl&che,  ao  be- 
stehen tDgleich  noch  die  Gleiohnngen 


*x 


N, 


N 


N- 


K 


K    u'    u: 


Sind  X—  Y  —  Z  =  <i,ao  wird  v  TermOge  d  ■  ^v*  ^  Xdx  -f  Ydy  +  Zde  con- 
Btaot  nnd  ebenso  T  conatant  wogen  ~dT  =  {X'dx  +  Y'dy  -f  ^'^i)  (S-  Cap. TI, 
S.  91).    Daher  und  die  Gleichungen  dei  einen  oder  dea  andern  Froblen« 


-0, 


-N-> 


TT^'y 


j^:- 


-  K  • 


und  liefern  beide  ab  Gleichungen  der  Cnrre  die  der  geod&tiacben  Linie 

ds'       *       d»*       "       ds*       ' 

§.  12.  Es  ist  von  Wichtigkeit,  die  Analogien  der  beiden  Probleme 
bia  zu  den  Principen  zu  vei-folgen,  welche  Integr&le  ihrer  Glmcbnngen 
liefern. 

Combiniren  wir  die  Oleichungeu 

H''£)+^^'=°>  ■'(^S)+^'"-«'  '{^f)+^''-'> 

nach  der  Manier  der  Determinantenbildung,  so  folgt 

y  1     I 


<-s)'K^:')r 


<^r:)<-f) 


_  ds  =  0, 


<^f)<- 


Sind  nun  X,  T,  Z  so  beschaffen,  dass 


\YZ\       "'  \ZX\       "'   \XY\' 
ist,  d,  fa.  geht  die  Kraft  P  durch  den  Coordinatennrsprnng,  so  rednciren 
sich  die  Gleichungen,  wie  leicht  ereichtlich  ist,  auf 


»  » 

B     X 

X    y 

dad. 

—  0. 

d-T   dtdx 

=  0, 

d-T  ixdy 

dtds 

dl  dt 

dl  ds 
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und  liefern  die  drei  Integrale 


—  d, -ds,     T\  :  =  dg-ds, 


a:     y 


\dz  dx\ 
Diese  letztem  genttgeu  der  Bedingung 

d^x  +  dfi/  +  (^«  =  0, 
d.  h.  die  Fadencurve  ist  in  einer  Ebene  des  Coordinatennrapranga  ent- 
halten. Die  Bildung  der  Qnadratsnmme  der  drei  Integralgleichungen  gibt, 
weil  die  Quadratsnmme  der  drei  Determinanten  das  Quadrat  der  doppelten 
FUtehe  2A  des  Dreiecks  ist,  dessen  Basis  das  Bogenelement  ds  und  dessen 
Spitze  der  Coordinatennrsprung  ist, 

2  A  ■  r  =  ds  Ydj  +  df+~dl 
und  wenn  p  das  vom  Ursprung  auf  die  Tangente  gefüllte  Perpendikel,  also 
2A  =pds  ist 

Tp  —  yjj  -Mä  +  ^h 

d.  h.  die  Spannung  ist  umgekehrt  proportional  ihrem  Abstände  vom  Ursprung. 

Wir  erhalten  daher  den  Satz,  welcher  dem  Flä^benprincip  bei  der 
Bewegung  eines  Punktes  entepricht: 

Halten  sich  an  einem  biegsamen  Faden  Centralkrüfte  Pds 
das  Gleichgewicht,  so  ist  die  Fadencurve  in  einer  Ebene  des 
Centrums  enthalten  und  ist  die  Spannung  des  Fadens  ihrem  Ab- 
stände vom  Centrnm  umgekehrt  proportional. 

Dass  die  Curve  eben  ist,  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  bei  jedem 
Fadengleichgewioht  die  Kraft  P  in  die  Schmiegungs ebene  der  Curve  fKIlt 
und  hier  alle  Schmiegungsebenen  durch  einen  Punkt  hindurchgehen,  mithin 
zusammenfallen,  weil  jede  zwei  aufeinanderfolgende  Tangenten  enthttlt. 

Ist  ^  der  Winkel,  welchen  der  Radinsvector  r  vom  Gentium  0  nach 
dem  Curvenpnnkte  M  mit  der  Tangente  bildet,  so  wird  p  •"•r  amq)  und 

daher  T  ^  — - —  ■    Für  den  PalL  daaa  das  Centrum  ins  Unendliche  rückt, 
rsvagt 

erlangt  P  constsnte  Hichtung  und  wird  T  der  Cosecante  von  ^  propor- 
tional, da  —   sich   einer   Constanten    nähert.     Hiemit   erhalten   wir   einen 

früher  gefundenen  Satz  wieder  Beduciren  sich  nicht  alle  drei,  sondern  nur 
eine  der  obigen  Determinanten  auf  Null,  ist  z.  B.  .2^ :  x  ^  7 :  y,  so  gilt 
der  vorstehende  Säte  nur  fOr  die  Frojection  der  FadencuiTe  auf  die  Ebene 
der  X,  y.    Die  Kraft  P  schneidet  dann  in  allen  Lagen  die  £-Ase. 

§.  13.  Das  Analogon  zum  Princip  der  lebendigen  Kraft  ist  bereits 
Cap.  VI,  §.  1,  Nr.  4,  8.  91  in  der  Formel 

dr—  —  {Xdx  +  Tdg  +  Zdi) 
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aufgestellt  worden,  welche,  wenn  die  rechte  Seite  das  Differential  einer 
Function  U  von  x,  y,  e  ist,  sofort  ohne  Kenntnis  der  Fadencarve  fOr  die 
Spannung  liefert: 

dT=  —  dU,  T-~T^  =  —  {U~V^)  oder  T~=—ü-\-h. 
Wenn  also  eine  KrBftefunction  U  existirt,  so  hangt  die  Sp&nnnng  blos  von 
den  Coordioateu  des  Panktes  ab  und  kann  tmabhUngig  von  der  Natur  der 
Fadencurve  gefunden  werden.  Die  Spannung  ist  dieselbe  in  allen  Punkten 
einer  NiveanflSche  U  '^  C,  also  insbesondere  in  allen  Punkten,  welche  die 
Fadencurve  mit  einer  solchen  Fltlche  gemein  hat.  Dieselben  SStze  gelten 
i\li  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  eines  Punktes,  wenn  fUr  dess«!  Be- 
schleunigung eine  Eräftefunction  existirt  (Bd.  I,  8.  359). 

Wir  fanden  §.  11,  dass  wenn  2,  F,  Z  die  Componenten  der  Kraft  P 
am  homogenen  Faden  sind,  die  Componenten  der  Beschleunigung  der  Be- 
wegnng  eines  Punktes,    dessen  Bahn  die  Fadencurve  ist,  gleich  —  IvX, 

—  XtiY, — ilvZ  oder,  da  v  B  17  ist,  wenn  wir  1'=  1  setzen  gleich  — TX, 

—  TT,  —  TZ  genommen  werden  können,  so  dsss  die  Bewegungsgleichungen 
selbst  sind 

—  =  -TX,      ^^  =  -T7,      ^^-TZ. 

Existirt  nun  eine  Krttftefanction  U  für  das  Fadenproblem,  so  sind 
8Ü  «F  lU 

^~  Si'  8s  ■  8<  ■ 

Hiemit  werden  die  Gleichungen  der  Bewegung 

d.  h.:  Qibt  es  fUr  das  Qleiohgewichtsproblem  des  homogenen 
Fadens  eine  Krftftefnnction  U,  so  gibt  es  auch  fttr  das  entspre- 
chende Bewegungsproblem  eines  Punktes  eine  solche  und  ist 
dieselbe  ^U'  —  hü,  wo  h  eine  Constante  bedeutet. 

Besteht  umgekehrt  ftlr  das  Bewegnngsprohlem  eine  KrSftefonotion  U, 
so  dass,  wenn  X,  T,  Z  die  Componenten  der  Beschleunigung  sind  ~  =  X , 


bedeutet.    Die  Kraftcomponenten  des  Gleichgewiohtsproblems  sind  alsdann. 
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_  :^     _Z     —  :^  od        la     — — ~    -     —  —  .— i_ 

z^^,  oder  wenn  wir  wieder  JL  =  1   Hebien, 


2'   T/sw  +  a' 

^(-I^pT*).    ^(-V2F+ä).    A(_yWTÄ). 

d.  h.  — ,  —  — ,    —  T--    Daher: 
dx  dy  OB- 

Gibt  es  fOr  das  Bewegungsproblem  eines  Punktes  eiiie 
KrftfteFnnctioD  ü,  so  besteht  auch  für  das  entsprechende  Oleich- 
gewicbtsproblem  des  homogenen  Fadens  eine  solche;  sie  ist 
—  y^U -\-  h,  nKmliob  die  Qeschwindigkeit  des  Bewegnngepro- 
bleme  mit  umgekehrtem  Zeichen. 

Beispiele. 

1.  Der  Faden  bilde  eine  Tectioale  Ketteolinie  in  der  xy- Ebene;  ei  ist  also 
X  —  0,  r  —  —  äf,  2  —  0,  rfr  —  gdy,  T  —  gy  -^h.  'W^blen  wir  die  Directrix 
und  die  Aze  der  Eetten]inie  lu  Aien  der  x,  y,  so  wird  h  rm  o,  T  ^  gy.  Die 
Gleichungen  des  entsprechenden  Bewegnugsproblems  Büid  daher  naoh  dem  Obigen 

Ihre  Integration  Uefert  x  "  ut  +  ß,  y  ^^  Ce    +  Ce       ,     indem    der     swstten 
Gleichung  als  einer  linearen  mit  constanten  Coefficienten   Eiponentialfanotionen 

genflgen.    Es  seien  fSr  t  >—  0  die  Coordinaten  a;  »  0,  y  —  —  nnd  ~^  ~  <}|  d.  h. 

T 
die  Bewegung  beginne  im  Scheitel;  dann  wird  P  ■-  0,  -2  _  C+C,  O  —  C— C, 

also  C  'f  C  —  ^-^  nnd  htetmit 
folglich  nach  Elimination  von  ( : 

v-i|(,'^'+r*")  »"«  »-*"(,-  +  ,-').  ••"  r.-,.. 

S.  Es  sei  die  Kraft  Pam  Faden  eine  Centialkran;,  proportional  der  n'™  Potens 
des  Absbaudes  r.    Dann  sind  ihre  Componenten  — ar'~^x,    — ar"~'y,  miUiin 

ist  die  Ertftefanctioo  U  ^ jTV '    ^^  Beschleunigung  des  entsprechenden  Be- 

wegungsproblems  ist  dann    ( ''*-^- +  A  j  ar"  —  Jf^"+' +  JBr".     Ist  die  Cen- 

tralkraft   —  ,  bo  wird  die  Beschlennigong  von  der  Form    ,^_-^  -j — j^  ■ 

§.  14,  Unter  der  Voraussetzung,  dass  eine  Kr&ftefnnctios  f^  fOr  das 
Gleicbgewicbtsproblero  eiiatirt,  vermöge  welcher  also  T—  T^  —  —  (17—  Fj) 

ScHUi.,  MeotikDlk.    IL  /tl  | 
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nnd  X«=-  -  -,     T*=-r—,     Z  =  —   aind,   gilt  noch  ein  anderes  Princip, 

ox  09  dz 

dessen  Änalogon  bei  der  Bewegung  einea  Punktes  das  B.  I,  S.  351  er- 
wShnte  Princip  der  kldneten  Wirkung  ist.  Es  seien  Ä,  B  zwei  feste 
Punkte  der  Fadeacurve.  In  allen  ihren  Punkten  ist  die  Spannung  T  dnrch 
die  vorstehende  Gleichung  gegeben.  Die  Function  T  ist  aber  eine  Function 
des  Ortes  (der  Coordinaten  x,  y,  z)  und  hat  in  jedem  Punkte  des  Raames 
einen  bestimmten  Werth,  wenn  sie  auch  nur  fUr  die  Punkte  der  Fadea- 
curvB  eine  Spannung  darstellen  kann.  Zieht  man  durch  A  und  B  irgend 
eine  andere  Curve,  multiplicirt  in  jedem  Punkte  derselben  den  Werth,  den 
die  Function  T  daselbst  hat,  mit  dem  Bogenelemente  ds  dieser  Curve  und 
bildet  das  Integral  JTds,  ausgedehnt  von  A  bis  B  Über  den  ganzen 
Bogen  derselben,  so  wird  der  Werth  dieses  Integrals,  welcher  mit  der 
Wahl  der  Curve  veränderlich  ist,  im  Allgemeinen  ein  Maximum  oder  Uini- 
mum,  wenn  die  Carve  mit  der  Fadencurve,  wofOr  T  die  Spannung  dar- 
stellt, zus&mmenßlllt. 

Zum  Beweise  werden  wir  die  willkuhrlicfa  zvrischen  A  und  B  gezogene 
Curve  sich  unendlich  wenig  andern,  d.  h.  ia  eine  andere,  gleichfalls  durd) 
A  und  B  gebende  Curve  tlbergeben  lassen  und  zeigen,  dasa  die  daraus 
entspringende  unendliohkleine  Aenderung  SjTds  des  Int^frals  Null  ist, 
wenn  die  Curve  mit  der  Fadencurve  zusammeniUllt.  Denn,  da  die  Oremen 
des  Integrals  fest  sind,  so  ist 

ijTas'=JS-Tds. 
Femer  hat  man 

S  ■  Tds  ■=  6T  ■  ds  -\-  T-ids. 
Aus  der  Gleichung 

T-r._-(tr-  ly 

folgt  aber 

Andrerseits  ist  ds*  ■■  di*  +  dy*  -}-  d«*,  mithin 

ds  ■  Sds  =  dx  •  Sdse  +  dy  •  tfdy  +  de  •  ädz, 

also  Sds  =  -^  Sdx  +  ~  8dy  +  -^  ida.     Fügt  man  die  Werthe  fllr  T, 
ds  ds  ds  ^  ' 

ST,  6ds  in  die  Gleichung  für  STds  ein,  ao  ergibt  sich 
S  ■  Tds '=*  —  (Xds6x  +  Ydsdy  +  Zdsiz) 

+  (T^dd:r  +  r^*rf,  +  r^-'ddA 

\    ds  ds  ds        * 

Digiiizedby  Google 


UI. Th.,Cap.yiII,§.  14.  Anal.  zw.  d.  Frincipen d.Bewegnng u. d. Gleichgewichts.    163 
Wfthlt  man  nnn  211  der  zn  Tariirenden  Curve  die  Fadencnire  seibat,  so  ist 

''('■S)+^'"'-»'  K4D+^'"-'''  "(^S)-^"'-» 

nnd  wird  hietait 

ds  ds  dB 

oder  indem  mui  d&s  erste  nnd  vierte,  zweite  nnd  fünfte,  dritte  und  sechste 
Glied  zasammenf&sst  und  berUcksichügt,  dasB  idx  =•  il6x  etc.  ist, 

Integrirt  man  nun,  ao  kommt  allgemein 

fSTäs  ~  T^/  äx  +  T^/  6},  +  T  ^  dt  +  Üoiist. 
J  dg         '       ds    "    '       ds        ' 


*)  Der  Sats 


,   dy       ddy 


oder  kürzer,  weil  dm  keine  Aeadernng  erleidet: 
ad}/  =»  dSy, 
von  welchem  wir  bei  dieser  Entwickeltmg  Oebraach  machten,  erweiat  licb  leicht 
in  folgender  Art.  Es  sei  (Fig.  64}  AMM'B  die  Projection  der  wirklichen  Bahn 
auf  die  ^cy -Ebene,  Äitft'B  die  irgend  einer  Naohbarcurve  derselben  nnd  PM  ^  y, 
also  Pfi  =■  y  +  3y,  für  eine  nnendliehkleine  Aendemng  des  x,  näroücb  PI'' 
^  dx  wird  mau  dann  einerieita  haben; 

P-,.' -  P-Üf '  +  Jtf>  -  (y  +  dy)  +  «  (y  +  dy). 
andererseits  aber  auch 

P>'  =  Pp  +  d  .  P^  =  (y  +  3y)  +  d  (y  +  Sy). 

Da  nun  gauE  allgemein  die  Aenderuag  einer  Summe  gleich 

der  Summe  der  Aendemngen  der  einzelnen  Sammanden 

sein  muBB,  so  ergibt  sich  durch  Tergleichnug  beider  Ans- 

"o- "-  drücke 

y  +  dy  +  »y  +  «dy  =■  y  +  öy  +  dy  +  d*y, 
ddy  =•  d9y. 
Integrirt  man  diese  Gleichung,  so  folgt  weiter 
Jidy  =-  9y 


nnd  da  y  »ci  /"dy  jet; 


Jady  =  Sjdy. 
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Da  aber  an  den  Grenzen,  weil  sie  fest  sind  äx  =  dy  =  Se  =  0  wird, 
SO  folgt  fllr  das  Aber  den  Bogen  AB  anegedehnte  Integral 

fSTds  =  SfTds  =  0, 
•w.  z.  b.  w.  Es  genßgt  daher  das  Integral  jTda,  ausgedehnt 
Über  irgend  einen  Bogen  der  Fadencurve  mit,  festen  Endpunkten, 
im  Allgemeinen  der  Bedingung  SJTdS'^0  des  Haximuma  oder 
Minimums,  d.  h.  es  ist  kleiner  oder  gtCsaer  als  der  Werth,  den 
es  für  jede  unendlich  wenig  von  der  Fadencurve  abweichende, 
durch  dieselben  Endpunkte  gehende  Curve  annimmt. 

Denkt  man  sieb  durch  alle  Punkte  der  Fadencurve  die  NiveaoflSchen 
17  ^  Const,  gelegt,  so  zerschneiden  sie  die  Fadencurve  nnd  die  Naohbar- 
curre  in  Bogenelemente.  Han  kann  die  Nachbarourve  offenbar  so  ziehen, 
dass  ihre  Elemente  nicht  kleiner  sind,  als  die  zwischen  denselben  aof- 
einandei-folgenden  Nive&nflSchen  enthaltenen  Elemente  der  Fadencorre.  Da 
nun  auf  einer  Niveaufiäche  T  constanten  Wertk  hat,  so  sieht  man,  dus 
die  Elemente  Tds  des  Integrals  für  die  Nachbarcnrve  nicht  kleiner,  als 
für  die  Fadencurve  sind.  Daher  ist  das  Integral  für  die  Faden- 
cnrve  im  Allgemeinen  ein  Minimum.  Ob  ein  solches  wirklich  ein- 
tritt, kann  nur  durch  die  Bildung  von  i*jTds  und  dessen  Beschaffenheiten 
entschieden  werden. 

Dieser  Satz  gilt  auch  noch  fOr  die  Fadeneorve  auf  einer  FUche;  die 
NachbarGurren  sind  dann  aber  nur  solche,  welche  ebenfalle  auf  der  Fl&ohe 
zwischen  den  festen  Endpunkten  Ä,  B  gezogen  werden  kSnnen.  Ist  nBmlich 
f  =0  die  Gleichung  der  Fläche  nnd  Bds  d»  Widerstand,  so  sind,  wenn 
(Ji*  +  J$'  +  F'/)~'^  —  W  gesetzt  wird,  dessen  Componenten  RF^Wdt 
ÄfjTTds,  EF'iWds  und  sie  verbinden  sich  mit  Xds,  Tds,  Zds  in  den 
Gleichungen  der  Fadencurve.     Aus  der  Gleichui^ 

dr=~[(x4-ÄWF;)da:H ] 

verschvrinden  sie,  da  F'^dx  +  F'^dy  +  F'.de  =  0  ist,  weil  dies  die  Diffe- 
rentialgleichnng  der  Flache  ist;  daher  besteht  die  Gleichung 

r-ro  =  -(o--üo) 

unverändert  fort,  wie  für  den  fireien  Faden.  Es  ist  daher  auch  für  den 
aber  die  Fläche  gespannten  Faden  äJTds  =  0. 

Sind  X,  Y,  Z  Null,  wird  also  der  Faden  blos  von  Endkr9ften  ge- 
spannt, so  ist  T  constant,  al^o  SjdS  <*=*  0,  d.  h.  die  Fadencurve  ist  eine 
kOrzeate  Linie. 

Der  analoge  Satz  für  die  Bewegung  eines  Punktes  wird  erhalten,  indem 
man  der  Theorie  von  §.  2   gemSss  ^e  Spannung  T  proporlional  der  Qe- 
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schwindigkeit  v  setzt,  wfthrend  dos  Bogenelement  ds  unvei^nd«rt  bleibt, 
oder  auch,  was  gleichbedeutend  ist,  durch  vdt  ersetzt  wird. 

Wenn  daher  "fUr  ein  Beweguugsproblem  eines  Punktes  eine 
Krttftefunction  existirt,  TOrmöge  welcher  die  Geschwindigkeit 
t>  desselben  eine  Function  des  Ortes  ist,  und  man  nimmt  auf  der 
Bahn  des  Punktee  zwei  feste  Punkte  A,  B  an  und  bildet  Ungs 
irgend  einer  durch  diese  hindurchgelegten  Curve  das  von  A 
bis  B  erstreckt«  Integral  Jvds,  so  wird  dasselbe  im  Allgemeinen 
ein  Uinimum,  wenn  diese  Curve  mit  der  Bahn  des  Punktes  zu- 
sammenfallt Dieser  Satz  fuhrt  den  Namen  des  Princips  der  kleinsten 
Wirkung  und  wurde  zuerst  von  Euler  aufgestellt  (Mühodus  inveniendi  etc. 
AddifamentMn  II,  de  motu  prttjeäoram  in  media  resistente,  1744).  Er  gilt 
auch  in  allgemeiner  Form  für  die  Bewegung  von  Systemen  und  werden 
wir  später  auf  denselben  zurückkommen. 

Aus  der  Gleichung  SjTds  ■='0,  wo  T  =*  U  '\-  h  ist,  kann  man  nach 
den  Grundsätzen  der  Variationsrechnung  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts 
am  Faden  ebenso  ableiten,  wie  ans  der  entsprechenden  Gleichung  ijvds  — >  0, 
wo  ^  f*  >B  17 -|-  A ,   die  Gleichungen  der  Bewegung   eines  Punktes  folgen. 

§.  15.  Aus  dem  ßatze  SfTds  =  0  wollen  wir  einige  Folgerungen 
fDr  die  Kettenlinie  ziehen.  Es  sei  die  Fadencurve  die  verticale  Ketten- 
linie; fUr  sie  ist  die  Spannung  !t  der  Ordinate  y  proportional;  mithin  wird 
JTds  proportional  Jyda.  Es  besteht  aber  ftlr  die  Ordinate  y^  des  Massen- 
mittelpunktes eines  Bogens  AB  die  Gleichung  y^,-  Jds  •=>  Jyds.  Bind 
daher  Ober  einer  Horizontalebene  zwei  Funkte  A,  B  gegeben, 
so  hat  unter  allen  durch  diese  Punkte  begrenzten  Curvenbogen 
für  den  Bogen  AB  der  verticalen  Eettenlinie,  deren  Directrii 
in  diese  Horizontalebene  fftllt,  das  Produkt  aus  der  Länge  des 
Bogens  nad  dem  Abstände  seines  Massenmittelpunktes  von  der 
Horizontalebene  den  kleinsten  Werth.  Hieraus  folgt  sofort,  dasB 
unter  allen  solchen  C'urven  gleicher  LSsge  fQr  die  Kettenlinie 
der  Massenmittelpunkt  des  Bogens  AB  am  tiefsten  liegt. 

§.  16.  Der  Nerv  der  in  diesem  Capitel  entwickelten  Analogien  liegt 
.  darin,  dass  einerseits  v  und  ipdt,  andererseits  T  und  —  Pdm  ein  Parallelo- 
gramm bilden  mit  der  Tangente  als  Seite,  dessen  Diagonalen  v  -^  dv  resp. 
2*  ~|-  dT  sind.  Ist  daher  der  Faden  elastisch,  so  dass  ausser  T  noch  das 
Moment  eines  KrSftepaares,  das  ElaetidtBtsmoment,  auftritt,  so  hSrt  die 
Analogie  des  Gleicbgewiohtsproblems  mit  dem  Bewegungsproblem  des  Punktes 
auf,  da  bei  dem  letzteren  das  Analogen  zum  Momente  fehlt.  Nichtsdesto- 
weniger hat  das  Gleichgewicht  eines  elaatiachen  Fadens  und  das  Problem 
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des  Pendels  eine  auffallende  Analogie,  die  sich  in  der  üebereinBtimmnng  der 
Gleichungen  Cap.  YII,  §.  10, 8. 1 20  n.  8. 396  des  ersten  Bandes  ausspricht  Dem 
ElasticitKtBmomente  entspricbt  die  Winkelbeeolileumgung,  der  Zeit  die  Bogen- 
länge, BodaSB  wenn  ein  Funkt  die  elastische  Linie  gleichfSrmig  dnrchllaft, 
die  Tangente  derselben  eine  Pendelbewegung  macht,  sodass  ihre  Lage  am 
Ende  des  Bogens  s  dem  Pendel&den  znr  Zelt  t  parallel  ist.  Solche  Ana- 
logien ZV  verfolgen,  haben  wir  erst  spSter  Veranlasenng,  Sie  gehören  zn 
einer  Qruppe,  von  welcher  Kirchhof  f  einen  Fall  entwickelt  hat,  indem  er 
die  Parallele  zog,  welche  zwischen  der  Gleich ge wich teform  eines  eiaetischfln 
Stabes  und  der  Rotation  eines  schweren  Sjatema  nm  einen  festen  Ponkt 
geht,  („üeber  das  Gleichgewicht  und  die  Bewegung  eines  unendlich  dünnen 
elastischen  Stabes",  Crelle's  Journal,  B.  66,  S.  285  u.  ff.). 


An  LiteratnT  für  dos  vorliegende  Ckpitel  ist  ausaer  HsbiuB,  Lehrbuch  der 
Statik,  B.  II,  S.  217-2*6  noch  zn  vergleiehenT  Padelletti,  Stdla  teoria  tki 
poligoni  t  delle  curve  fvnicolari  (Battaglini,  GiorruUe  di  matematiche,  VoL  XIV, 
pp.  14—47,  (1S76),  wo  selbst  zu  dem  Hamiliton'scbeD  Princip  fOr  die  Be- 
wegung eines  Punktes  das  Analogen  fQr  das  Oleichgewicht  eines  Fadens  anf- 
gestellt  wird. 


IX.  CapiteL 

Prinoip  der  Tlrtaelleii  Qeaohwindigkeiten. 

§.  1.  Wenn  KrKfte  an  irgend  einem  Systeme  zur  Zeit  (  im  Gleich- 
gewicht sind,  so  tilgen  sich  die  Beschlennigungen  gegenseitig,  welche  sie 
hervorrufen  und  üben  sie  mitbin  keinen  Einfluss  auf  den  Geschwindigkeltfr- 
zustand  des  Systems  aus.  Welches  auch  immer  dieser  Oeechwindigkeits- 
zustand  sein  mag,  ist  fQr  das  Gleichgewicht  der  KrSfte  völlig  gleichgültig; 
es  ist  das  Gleichgewicht  eine  Eigenschaft  des  KrBftesystems,  welche  unab- 
h&ngig  hiervon  besteht.  Man  wird  daher  die  Bedingungen  des  Gleich' 
gewichtes  auch  so  darstellen  kBnnen,  dasB  in  denselben  diese  Unabhängig- 
keit von  dem  Gesohwindigkeitszastand  ausgesprochen  wird  und  eise  oder 
mehrere  Belationes  sich  ergeben,  welche  fortbestehen,  welche  Elemmtar- 
bewegung  man  auch  immer  dem  System  beilegen  möge.  Der  betreffende 
Satz,  welcher  diesen  Gedanken  ansdrflckt,  fahrt  den  Namen  „Princip  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten"  and  wurde  berette  vor  Galilei  von 
Guido  übaldo  am  Hebel,  von  Galilei  selbst  an  der  schiefen  Ebene  und 
einigen  anderen  einfachen  Masohinen  bemerkt  {D(^  scietua  meccanica; 
Opere  di  Galileo  Gidäei,  T.  I,  p.  265,  Bologna  1655),  in  seinem  vollen  Um- 
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fmnge  aber  erst  von  Job.  BerBOnlli  in  einem  Briefe  anVarignon  (Basel, 
26.  Jan.  1717) 'ausgesprochen  tmd  von  Lagrange  zum  Fundamente  seiner 
„M&mnique  analgtiqu^  erhobea  Wir  werden  diesen  Satz  suerst  fttr  das 
freie  und  das  besohrfinkt  bewegliche  unrerSnderliche  System  beweisen  and 
Bodana  den  Beweis  anf  das  beliebig  Terfinderliotae  System  mit  beliebigen 
BewegangebeschrSnkongen  aasdehnen. 

§.  3.  Die  B.  I,  S.  67  and  68  allgemein  fttr  die  Aequivalenz  von  Streoken- 
ejstemen  bewiesenen  Bstze  liefern  fQr  das  Qleichgewioht  und  die  Aequi- 
Tftlenz  von  Er&ftesystemen  am  unveränderlichen  Ponktsyatem  unmittelbar 
die  Sfttze: 

Ist  ein  KrKfteBystem  an  einem  unverftnderlichen  freien  Punkt- 
system im  Gleichgewicht,  so  ist  die  Summe  der  Pyramiden, 
welche  eine  beliebige  Strecke  des  Raumes  zur  gemeinschaft- 
lichen Kante  and  die  KrBfte  des  Systems  zu  Öegenkanten  haben, 
gleich  NolL 

Zwei  Bqnivalente  KrSftesysteme  haben  in  Bezug  aaf  jede 
beliebige  Strecke  des  Baumes  gleiche  Pyramidensummen,  ge- 
bildet aas  dieser  Strecke  als  gemeinschaftlicher  Kante  and  den 
Strecken  des  einen,  wie  des  andern  Systems,  als  Gegenkanten. 

Ist  die  Pyramidensumme,  welche  eine  beliebige  Strecke  des 
Baumes  mit  den  Kräften  eines  an  einem  unveränderlichen  System 
angreifenden  Kräfteeyatems  als  Gegenkanten  bildet,  fttr  jede 
beliebige  Wahl  dieser  Strecke  gleich  Null,  so  ist  das  KrSfte- 
eystem  im  Gleichgewicht 

Haben  zwei  KrKftesyateme  fUr  jede  beliebige  Strecke  des 
Baumes  gleiche  Pyr&midensummen,  so  sind  sie  einander  ftqui- 
valent- 

In  Bezag  auf  das  Gleichgewicht  kann  man  daher  zusammenfassend 
behaupten: 

Zum  Gleichgewicht  eines  KrSftesystems  an  einem  freien 
Punktsystem  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  die  Summe 
der  Pyramiden,  welche  eine  beliebige  Strecke  des  Raumes  mit 
den  KrSften  des  Systems  bilden,  fUr  jede  Wahl  der  Strecke  hin- 
sichtlich ihrer  QrGsse,  Lage  und  ihrem  Sinne  verschwinde.  Sinn 
and  Zeichen  der  Pyramiden  in  der  Summe  bestimmen  sich,  wie  B.  I,  8.  57 
uigegeben  ist. 

Nach  B.  I,  S.  182  ist  femer  die  Elementarschraubenbewegnng  eines 
uBverlnderlichen  Systems  Äquivalent  den  Elemeutarrotationen  um  zwei  con- 
jugirte  Aien  und  also  der  Geschwindigkeitszustand  Squivalent  den  Winkel- 
geschwindigkeiten um  diese.  Es  seien  nun  a,  a  irgend  zwei  coqjugirte 
Ajen  fttr  einen  beliebigen  Geschwindigkeitszustand  des  Systems,  <o,  \ö  die 
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Winkelgeschwindigkeiten  um  sie  nnd  aeien  letztere  ale  LSngen  auf  den 
Aien  aufgetragen.  Wendet  man  den  ebea  aufgestflUten  8a&  auf  lu  und  «', 
als  die  beliebig  wBhlbaren  Strecken,  an  und  bezeichnet  allgemein  das  Vo- 
lumen einer  Pyramide,  welche  «  itnd  ß  zn  Gegenkanten  hat,  duioh  [«rj9J,  bo 
bestehen  fUr  das  Gleichgewicht  als  nothwendig  nnd  hinreichend  die  Glei- 
chungen £[Pa]  =  0,  Z[Pm\  ==  0,  welche  bei  der  Willkührlichkeit  der 
Azea  identisch  dasBelbe  aoasagen,  sowie  ihre  Summe: 

£[Po>]  +  £[PmT  =  0     oder     X([P«]  +  [Po])  =  0. 
Der  Inhalt  der  Fynuniden  [Pu]  und  [Pa]  wird  nun  mit  Hülfe  der  kflr- 
zeaten  AbstSnde  d,  d'  der  Richtnngelinie  ron  P  von  den  Aien  a,  a   und 
der  Winkel  a,  a,  welche  P  mit  diesen  Azen  bildet,   durch  die  Formeln 

[Pa]  ^^Piäd  Bin  a,  [Pa]  ="  J^ PraV  am  «' 
gefunden;  wir  fahren  aber  in  diese  Formeln  lieber  die  AhBtftnde  r,  r  des 
Angriffspunktes  M  der  Kraft  P  von  den.  Axen  a,  a  ein.  Indern  wir  mit 
diesen  GrCsBen  muItipUciren  und  dividireu  und  bedenken,  dass  mr  und  a'r 
die  Geschwindigkeiten  u,  u  bedeuten,  welche  der  Punkt  M  vermöge  der 
Winkelgeschwindigkeiten  m,  m  besitzt,  nehmen  die  beiden  Fyramidenvolu- 
mina  znnScfaet  die  Form  an: 

[P«J  =  ^  Pw  .  :^  Bin  «,     [Pa]  ■=  \Pu  •  ^  sin  «' . 


Nun   kann  aber  leicht  gezeigt  werden,  daaa  —  Bin  a  und  - 


nicht« 


anderes  sind,  als  die  CosinuBBe  der  Winkel  9,  #',  welche  die  Oeschwindig- 
keiten  u,  u  mit  der  Richtung  der  Kraft  P  bilden.  Dnrch  die  Aze  a  und 
die  KraftricbtuBg  P  ist  nfimlich  eine  Parallel- 
sofaicht  von  der  Dicke  d  bestimmt  und  steht 
d  senkrecht  auf  allen  Geraden  in  den  Ebenen 
der  Schicht.  Daher  stellt  d :  r  den  Cosinus 
des  Winkels  il  dar,  welchen  r  mit  d  bildet 
(Fig.  55).  Setzen  wir  daher  dir^cmi 
und  ebenso  (f  :  r'  =  cos  X',  so  werden 
[Pa]  ^  J  Pu  cos  l  sin  «, 
[Pa']  =  iPu  cos  1'  Bin  a. 
Legt  man  femw  durch  den  Angriffspunkt  M 
der  Kraft  P  gleichfalls  eine  Gerade  SIQ  parallel 
zur  Aze  a,  sowie  die  Gerade  MU  in  der 
Richtung  der  Geschwindigkeit  u,  so  bilden  die 
Richtungen  P,  MQ  und  Jf  CT  im  Punkte  M 
eine  dreiflSchige  Ecke  PÜQ,  in  welcher  die  Seite  {UQ)-^\n,  weil  die 
Geschwindigkeit   u   zur   Axenrichtung   a    senkrecht    ist     Die  -beiden    «ft- 
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deren  Seiten  sind  (UP)  =>  &  und  (PQ)  =  u,  wfihrend  der  FUobenwinkel 
PQi;=l  ist,  weil  die  Ebene  PQ  anf  d  und  die  Ebene  UQ  auf  r  senk- 
recht steht.  Atia  dem  dieser  Ecke  zageb9rigen  aph&rischen  Dreieck  PQV 
ergibt  sich  daher 

cos  *  ^  eoa  1  sin  or  =  —  sin  « . 

r 

Hiermit  erh&lten  wir  jetzt,  indem  wir  dieselbe  Betrachtung  in  Bezug  anf 
die  Axe  a   wiederholen: 

[Po>]  +  [P»']  =  i P  («  cos  *  +  m'  cos  #'). 
oder  weil  die  Summe  m  cos  #  +  u'  coa  &'  alis  Summe  der  Projectionen  der 
Geschwindigkeiten  u,  m'  auf  die  Richtung   der  Kraft  P  gleich  der  Projec- 
tion  V  cos  (Pv)  der  aua  ihnen  resnltirenden  Geschwindigkeit  v  des  Punktes 
Jf  auf  die  Richtung  von  P  ist, 

[Pwj  +  [Pw'J  =  iPv  coa  {Pv). 
Daher  geht  die  obige  Gleichgewichtsbedingnng  aber  in 

ZPv  cos  {Pv)  -=  0 
und  liefert  den  Satz: 

Zum  Gleichgewicht  Ton  KrBften  an  einem  unveränder- 
lichen, frei  beweglichen  Sj'stem  ist  erforderlich  und  hinreichend, 
dase  für  jeden  beliebigen  Geschwindigkeitazustand  des  Systema 
die  Summe  aller  KrBfte,  jede  multiplioirt  mit  der  Projection 
der  Geschwindigkeit  ihres  Angriffepunktes  auf  die  Richtung 
der  Kraft,  oder  waa  hiermit  gleichbedeutend  iat,  d&ss  die  Summe 
der  Geschwindigkeiten  aller  Punkte,  jede  multiplicirt  mit  der 
Projection  der  an  ihnen  angreifenden  Er&fte  anf  die  Richtung 
der  Geschwindigkeit,  rerachwinde. 

Der  Satz  fShrt  den  Namen  des  Principe  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten, weil  die  in  ihm  auftretenden  Geschwindigkeiten  nicht 
die  dem  wirklich  vorhandenen  Bewegnngszustande  des  Systems,  sondern 
nur  einem  beliebig  angenommenen  oder  als  möglich  gedachten  anzugehören 
brauchen.  Bereits  B.  1,  S.  327  wurde  das  Wort  „virtuell"  in  diesem 
Sinne  als  Gegenaatz  zu  „actuell"  erläutert.      ' 

Han  gibt  dem  Satze  in  der  Regel  eine  etwas  andere  Fassung,  ala  hier 
geschehen.  Ist  nämlich  ds  der  Elementarweg,  welchen  der  Angriffapunkt 
M  der  Kraft  P  in  Folge  dea  willkürlich  angenommenen  Geschwindigkeite- 

zustandes  im  folgenden  Zeitelemente  dt  beachreiben  würde,  ao  ist  ff  ^  — 

und  wenn  weiter  in  dem  Produkte  v  cos  (Pv)  ■=»    -■  -    ■ die  Projec- 

jection   ds  cos  (Pf)    des   Elementarwega   auf  die  Richtung  der  Kraft  mit 
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äp    bezeichnet  wird,   so   nimnit   die   Oleichnng  des   Principa   die  Gestalt 

£P  TT  ~"  "^  "^^^  TiBah  Multiplicatioa  mit  äi  die  Form  £Pdp  ^  0  an,  in 

welcher  man  noch  an  die  Stelle  des  Differentialzeichens  d,  um  etwügen 
VerwechBelungeu  äer  beliebig  gedachten  dp  mit  den  dem  wirklichen  Be- 
wegnngszastaude  des  Systems  entsprechenden  dp  TOrzubeugen,  das  Yatia- 
tionsseichen  i  setit  und  also  die  Gleichung  so  schreibt: 

ZPSp  =  0. 
Einem  etwas  abnormen  Sprachgebrauche  zufolge  nennt  man  die  Elemeatsr- 
wege  der  Punkte,  welche  ihren  virtuellen  Gesob windigkeiten  proportional 
sind,  die  virtuellen  Oesch windigkeiten  selbst  (besser  „virtuelle  Terschie- 
bungen").  Die  GrOsaeu  PSp  sind  gemäss  B.  I,  8.  326  die  Tirtuelleo 
Elementararbeiten  der  Erftfte  werden  aber  auch  die  virtuellen  Mo- 
mente derselben  genannt.  Alles,  was  dort  Über  die  positive  und  negative 
BeBcha£Fenfaeit  dieser  Grössen  gesagt  ist,  kommt  hier  in  Betracht.  £liD 
virtuelles  Moment  PSp  ist  Null,  wenn  P  =  0  oder  J^  =  0;  im  letateren 
Palle  ist  entweder  die  virtuelle  Verschiebung  Null  oder  senkrecht  zur 
Richtung  von  P.     unter  Anwendung   dieser  Homenclatur   heisst   der    Satz: 

Zum  Gleichgewichte  eines  KrKftesystems  an  einem  anver- 
Snderlichen  frei  beweglichen  Punktsystem  ist  erforderlich  und 
hinreichend,  dass  fUr  jeden  beliebigen  virtuellen  Beweguogs- 
zustand  des  Systems  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  (Uo- 
mente)  aller  KrSfte  verschwinde. 

Ist  das  ErBftesystem  nicht  im  Gleichgewicht,  so  ist  es  Bquivalent 
einer  Einzelresultanten,  einem  Paare  oder  zwei  sich  kreuzenden  KrSfteo. 
Aus  den  SStzen  §.  1  Über  die  Pyramidensumme  ergibt  sich  ganz  ebenso, 
dass  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  eines  ErSftesystems, 
welches  an  einem  unveränderlichen  freien  Punktsystem  angreift, 
überhaupt  gleich  der  virtuellen  Arbeit  seiner  Besnltanten,  seines 
resultirenden  Paares  oder  der  beiden  ihm  äquivalenten  ErSfte 
oder  jedes  anderen  ihm  äquivalenten  Systems  ftlr  jeden  belie- 
bigen Geschwindigkeitszustand  ist 

§.  3.  Man  kann  diese  SStse  auch  leicht  aus  dem  allgemeinen  Satie  Aber 
zwei  Strecken  Systeme  (S.  27  und  45)  ableiten.  Es  seien  diese  P,,  P„  . .  . 
und  Qi,Qi,...  und  für  irgend  einen  Punkt  0  die  Reduotion  des  zweiten  (ü',  G*). 
Uebertragen  vrir  dieselbe  auf  einen  beliebigen  Punkt  A  der  Strecke  P«,  so 
gebt  sie  über  in  eine  Reduction  (ff*,  G'i)  und  sind  in  Bezug  auf  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem  mit  dem  Ursprung  0,  wenn  x,  y,  z  die  Coer- 
dinaten  von  A  und  L',  M',  N'  die  Componenten  von  G'  sind,  die  Com- 
ponenten  des  neuen  Momentes  G'f. 

U  —  {yZ'  —  tY\     M'  -(zX'^xZ'),    N'  —  ixT—yX') 
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(8.  B.  I,  S.  51).  Sind  also  P^\  PW,  P<'>  die  Componenten  Ton  P„,  80 
ist  der  CosiniiB  des  Winkels  zwiBchen  P»  und  G't 

"'       ~  "  P^CT,  — — --, 

mithin  ist 

P^G',  cos  (PuO'i)  =  P^"//  +  Pfj^M'  +  Pl'^N'  +  fff  J<'1  —  ^PW)!" 
+  (jpw  _  ari^;))  r  +  (arf^ü^)  —  ff  J^")^'- 

Fahren  wir  dieselbe  Operation  der  üebertragong  ftlr  alle  Strecken  P„  aus 
and  aummiren  die  Resultate,  so  kommt,  wenn  die  Reductionselemente  des 
Systems  P,,  P,...  filr  den  Punkt  Omit  Z=.-£P;'l,  ^-»ZPW,  Z^SP<'\ 
L  =  2{gPl'i  —  zPW),  J»f=2:(eP['>  — »PW),  JV=.Z(iFp;»'  — yi«") 
bezeichnet  werden, 

ZPuG'i  008  (P„ö',)  —  XL'  -\-  YM'  +  ZN'  +  T^X'  +  Jlf  r  +  JVZ' 
=  6ZZJy.(P„,  C„). 

Nun  sei  B"  eine  Winkelgeschwindigkeit,  aufgetragen  auf  ihrer  Äxe,  Cr' 
eine  TranslationBgeBoh windigkeit,  wahrend  die  Strecken  P^  Kr&fte  bedeuten. 
Dannste11t(B.I,S.  268)^1  die  Geschwindigkeit,  dar,  welc*he  derPnnkt  J(xj/e) 
durch  den  OeschwindigkeitezuHtand  (S^,  G")  erlangt,  und  also  G'i  coa  (PuG'i) 
die  Projeotion  der  GeBchwindigkeit  dee  Punktes  A  auf  die  Richtung  der 
an  ihm  angreifenden  Kraft  P„  und  ist  die  linke  Seite  der  Gleichung  die 
Summe  der  dem  Geschwindigkeitszuatand  entsprechenden  Element&rarheiten, 
dividirt  durch  das  Zeitelement.  Da  die  Pyramidensumme  rechte  ittr  den 
Fall  des  Gleichgewichts  verschwinden  muss,  ao  folgt  SPSp  ^^  0,  wie  oben. 
Die  Grossen  L',  M',  N'  stellen  die  Componenten  einer  Transl&tionsgeschwindig- 
keit,  X',  T',  Z'  die  einer  Winkelgeschwindigkeit  dar  nnd  wird  also  mit 
dem  Zeitelemente  mnitipticirt  und  stellt  man  die  anendlich  kleinen  Weg- 
elemente, welche  diesen  beiden  Bewegungen  entsprechen,  durch  Sx,  iy,  ix, 
iff,  äe',  S%"  dar,  ao  geht  die  Gleicbgewichtsbedingung  über  in 
XSx  +  Yiy  4-  ZSz  +  Li9  +  Jtfrffr'  +  JV<I#"  =-  0, 
auf  welche  Darstellung  des  Princips  wir  §.  8  zurückkommen  werden. 

§,  4.  Ist  das  anver&nderliche  System  nicht  frei,  sondern  an  gewisse 
Bedingungen  gebunden,  welche  seine  Beweglichkeit  beschränken,  ao  sind 
zwei  Fftlle  zu  unterscheiden;  entweder  sind  diese  Bedingungen  der  Art, 
dus  sie  durch  gewisse  Er&fte  vertreten  werden  können,  welche  das  System 
nOthigen,  dieselben  zu  erfüllen,  oder  es  ist  dies  nicht  möglich.  Im  ersten 
Falle  kommt  das  Gleichgewicht  des  ErSitesystems  nur  durch  Mitwirkung 
der  Kr&fte,  welche  die  Bedingungen  ersetzen,  zn  Stande.  Da  diese  Krftfte 
die  Bedingungen  rollkommen  vertreten,   so  fallen  letztere  durch  ihre  Ein- 
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fDhruiig  als  erftUlt  hinweg  und  besteht  das  Gleichgewicht  an  dem  Oe- 
sammtkr&ftesyBtem,  wie  an  einem  freien  System.  Es  gilt  daher  auch  hier 
das  Prinoip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  d.  h.  es  besteht  der  Satz; 

Zum  Gleichgewicht  eines  Kräftesystems  P,  P',  P",...  welches 
an  einem  unveränderlichen  Punktsystem  wirkt,  dessen  Bedin- 
gungen der  Beweglichkeit  durch  Krftfte  darstellbar  sind,  ist 
erforderlich  and  hinreichend,  dass  fttr  jeden  beliebigen  Oe- 
schwindigkeitszustand  die  Summe  der  virtnellen  Arbeiten  aller 
Kräfte  des  gegebenen  Rr&ftesystems,  sowie  der  Bedingnngs- 
kräfte  verschwinde.  Sind  also  K,  2f\N"...  die  Bedingnngs- 
krfifte  und  Sn,  Sn,  Sn\...  die  Projectionen  der  virtuellen  Ver- 
schiebungen ihrer  Angriffspunkte  auf  die  Richtungen  der  N, 
so  besteht  fttr  jede  virtuelle  LagenSnderung  des  Systeme  die 
Gleichung: 

ZP6p  +  ZNSn  =  0. 
Ftllle  der  zweiten  Art  erfordern  eine  aparte  Behandlung  und  lassen  wir 
dieselben  ausser  unserer  Betrachtung.  Zu  der  ersten  Art  gehören  die 
Bewegungsbeachrfinkungen,  welche  bereits  Cap.  IV,  §.  6,  S.  56  aufgeführt 
wurden,  nämlich:  1*  das  System  besitzt  einen  festen  Pnnkt,  2.  es  besitst 
eine  feste  Axe,  3.  es  hat  eine  feste  Axenrichtnng,  4.  gewisse  Punkte  sind 
genOthigt,  auf  bestimmten  Curven  oder  FlSchen  zn  bleiben,  5.  eine  Fl&cbe 
des  Systems  soll  fortwährend  eine  oder  mehrere  gegebene  Plächen  be- 
rflbren  u.  dgL  m.  Die  Festigkeit  eines  Punktes  ist  immer  ersetzbar  durch 
einen  Widerstand ,  weichet  die  dem  Punkte  ertheilte  Beschleunigung  tilgt, 
die  Festigkeit  der  Axe  kann  durch  Widerstände  in  zweien  beliebigen  ihrer 
Punkte  vertreten  werden;  ein  Punkt  kann  dnrcb  einen  Normal  widerstand 
auf  eine  Curve  oder  Fläche  gezwungen  werden,  die  Berührung  von  Flächen 
des  Systems  mit  gegebenen  FlSchen  wird  gleichfalls  durch  Kräfte  aus- 
gedruckt, welche  längs  den  gemeinschaftlichen  Normalen  der  sich  beruh- 
renden  Flächen  wirken. 

Unter  den  unendlich  vielen  virtuellen  Elementarbewegungen  des  Systems 
gibt  es  gewisse,  itlr  welche  die  Summe  SNin  der  virtuellen  Arbeiten 
der  Bedingungskräfte  f^  sich  verschwindet.  Man  nennt  dieselben  die 
mit  den  Bedingungen  des  Systems  verträglichen  Elementar- 
bewegnngen.  Bei  den  eben  angeführten  Fällen  sind  sie  nämlich  die- 
jenigen, wodurch  die  Bedingungen  nicht  alterirt  werden.  Denn  wird  das 
System  um  den  festen  Punkt  gedreht,  so  ist  fttr  diesen  in  =  0,  also 
auch  die  virtuelle  Arbeit  Nin  des  Widerstandes  Null,  der  seiner  Festig- 
keit äquivalent  ist.  Botirt  das  System  um  die  feste  Axe,  so  sind  die  vir- 
tuellen Verschiebungen  der  Angriffspunkte  ihrer  Widerstände  gleichfalls 
Null,  hat  es  eine  Schraubenbewegung  um  die  Axe  von  fester  Sichtung,  so 
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sind  die  viriaellen  Vereohiebaiigen  der  Qer&den,  welcte  in  der  Äie  gleitet, 
normal  zu  den  Azen widerständen,  also  werden  ihre  Prqjectionen  6n  gleioh 
Null  und  dasselbe  ereignet  sich,  wenn  das  System  so  verschoben  wird, 
dass  bestimmte  Punkte  In  vorgeschriebenen  Bahnen  oder  auf  vorgeschrie- 
benen FlKchen  sich  bewegen;  denn  die  Elementarwege  Fallen  in  die  Tan- 
genten oder  Tangentenebenen  und  die  Bedingungskrftfte  sind  Normalkr&fte. 

Handelt  es  sich  nun  blos  um  die  Anfstellung  der  von  dem  gegebenen 
KrSftesjstem  zu  erfüllenden  Oleichgewiohtsbedingungen,  ohne  dasa  man 
aber  die  Natur  der  Bedingungskr&fte  Auskunft  erhalten  wil^  so  genügt 
es,  die  mit  den  Bedingungen  des  Systems  vertraglichen  Elementaibewe- 
gnngen  mit  Hintansetzung  aller  tlbrigen  zu  beb-achten.  Wir  mUssen  hier^ 
aber  onseren  Satz  in  zwei  Theile  spalten.  ZunOchst  kann  man  nämlich 
in  Folge  der  eben  gemachten  Bemerkungen  nur  behaupten: 

Wenn  ein  KrBftesystem  an  einem  unverBnderlicben,  gewissen 
Bedingangen,  welche  ErBften  Squivalent  sind,  unterworfenen 
System  im  Gleichgewicht  sich  befindet,  so  ist  für  alle  mit  den 
Bedingungen  verträglichen  Elementarbewegungen  des  Systems 
die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller  Krftfte  der  Null 
gleich. 

Der  zweite  Theil  des  Satzes,  die  Umkebrung  des  eben  ausgesprochenen, 
muss  besonders  erwiesen  werden.     Nämlich: 

Wenn  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten,  eines  Kräfte- 
systems, welches  an  einem  nnverfiuderliohen,  gewissen  Bedin- 
gungen, welche  Kräften  Kquivalent  sind,  unterworfenen  System 
angreift,  für  alle  mit  den  Bedingungen  verträglichen  Elementar- 
bewegungen verschwindet,  so  ist  das  Kräftesystem  im  Oleich- 
gewicht. 

Denn  ßbide  nicht  Oleichgewicht  statt,  so  würden  die  Kräfte  das 
System  in  einer  mit  den  Bedingungen  verträglichen  Weise  beschleunigen. 
Dies  konnte  man  dadurch  hindern,  dass  man  au  den  einzelnen  Punkten 
des  Systems  Kräfte  Q  wirken  liesse,  welche  die  Beschleunigungen  derselben 
tilgten.  Diese  Kräfte  würden  in  die  Richtungen  jener  Beschleunigungen 
fallen  und  irürden  ihnen  dem  Sinne  nach  entgegengesetzt  sexg.  Wählen 
wir  nun  die  durch  die  gegebenen  Kräfte  erfolgende  Elementorbewegung 
zu  der  virtuellen  Bewegung  und  bezeichnen  die  unendlich  kleinen  Wege, 
welche  die  Punkte  hierbei  beschreiben  würden,  mit  ig,  iy',  iy", . . .  und 
ihre  Frojectionen  auf  die  Richtungen  der  Kräfte  Pwieder  mit  Sp,  dp',  Sp" ..., 
so  wäre  ZPSp  die  virtuelle  Arbeit  des  gegebenen  Kräftesystems,  —  SQdq 
aber  die  virtuelle  Arbeit  der  hinzugefügten  Kräfte  und  diese  letztere  ist 
negativ,  weil  die  Kräfte  Q  mit  den  Wegen  Sq  Winkel  n  bilden.  Wegen  des 
sodann  eintretenden  Qleichgewiohteg  würde  die  Gleichung  SPip  —  SQSq—O 
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bestehen,  welche  sich   auf  —  £QSq  =>  0  redocirt,  da  nach  der  YaiaiiB- 
setzan^  £PSp  ■<-  0  iat.     Diese  Gleichung  kann  aber  nicht  bestehen. 

§.  5.  Hinsichtlich  der  die  Beweglichkeit  des  Systems  beschrfinkenden 
Bedingungen  ist  noch  eine  speciellere  TJntersachuag  erforderlich.  Wenn 
ein  Funkt  gezwungen  ist,  eich  auf  einer  gegebenen  FlSche  zu  bewegen, 
so  kann  er  in  der  Richtung  der  Normalen  weder  nach  der  einen,  noch 
nach  der  anderen  Seite  auBweichen.  Die  FlSche  leistet  bowoI,  wenn  die 
Krfifte  den  Punkt  an  die  Fläche  pressen,  als  auch,  wenn  sie  denselben 
von  der  FUtehe  wegziehen,  einen  Widerstand,  der  das  eine,  wie  das  andere 
hindert.  Man  kann  sich  dies  materiell  dadurch  d&rgestellt  denken,  dass 
man  die  Fl&che  als  auB  zwei  unendlich  nahen  Schalen  bestehend  annimmt, 
zwischen  denen  sich  der  Punkt  befindet.  In  einem  Falle  wird  er  gegen 
die  eine  Schale  gedruckt  und  leistet  diese  im  entgegengesetzten  Sinne 
Widerstand,  im  anderen  Falle  findet  dies  bei  der  anderen  Schale  statt. 
Eb  kann  aber  auch  der  Fall  eintreten,  dass  die  Kräfte  den  Punkt  an  die 
FlOche  anpressen  und  der  Widerstand  derselben  bloa  das  Eindringen  hin- 
dert, während  der  Beweglichkeit  im  entgegengesetzten  Sinn  kein  Hindemiss 
im  Wege  steht;  so  z.  B.  wenn  der  Punkt  sich  auf  der  Oberfläche  eines 
festen  Eörpera  befindet,  in  welchen  er  nicht  eindringen,  von  welchem  er 
aber  wohl  hinweggefohrt  werden  kann.  Die  FlKche  ist  dann  nur  als  eine 
einzige  Schale  zu  denken  und  leistet  nur  einseitigen  Widerstand.  Ebenso 
kann  die  Beweglichkeit  des  Punktes  in  der  Tangentenebene  der  FlSche 
nach  der  einen  oder  der  anderen  Richtung  besohrtlnkt  sein,  wfihrend  sie  in 
entgegengesetztem  Sinne  kein  Hindemiss  findet.  Aehnliches  ^ann  bei  der 
Bewegung  des  Punktes  auf  einer  gegebenen  Cnrye  eintreten,  indem  die- 
selbe in  dem  einen  Sinne  gehindert  ist,  im  entgegengesetzten  nicht;  des- 
gleichen bei  der  Rotation  um  eine  gegebene  Axe  u.  s.  w. 

Bei  der  Entwiokelung  des  Principe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
unter  der  Form,  in  welcher  die  Bedingungskrttfte  nicht  in  den  Ausdruck 
derselben  eintreten,  wurde  nun  angenommen,  dasa  die  BedingnngBkrKfle  die 
Beschränkungen  der  Beweglichkeit  absolut  erfüllen,  sodass  also  die  Flilchen 
doppelseitigen  Widerstand  leisten,  dass  aber  in  der  Tongeutenebene  nach 
jeder  Kichtung  in  beiderlei  Sinn  und  in  der  Tangente  einer  Cunre  gleich- 
falls in  beiderlei  Sinn  Beweglichkeit  stattfinde.  Finden  die  Bewegnngs- 
hindemisse  aber  mir  einseitig  statt,  so  braucht  die  Gleichung  £!Pip  ^  O 
nicht  mehr  fdr  alle  verträglichen  Verschiebungen  erfIlUt  zu  sein.  Denn 
lUhrt  man  die  Bewegungshindemisse  als  Kräfte  N,  N',  N", . . .  ein,  Bo  ist 
Oberhaupt  nach  §.  3.  wegen  des  Gleichgewichtes 
£Pdp  +  £N3n  ■=  0. 
Nun  gibt  es  zweierlei  VerBchiebungen,   welche  mit  den  Bedingnng«n  doa 
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Systems  vertrSglicli  sind,  solche  ftlr  welche  ZlfÖn  =  0  ist  und  solche, 
ftlr  welche  diese  Summe  positiv  ist  Für  alle  VerschiebnngBarteii ,  bei 
welchen  nun  die  betreffenden  Fimkte  anf  die  Hindernisse  stossen,  sind 
die  Ortfssen  Sn  Nall,  also  auch  £Ndn  =  0  and  folglich  ist  für  diese 
SP9p  <=>  0.  Ftlr  die  entgegengesetateu  and  alle  Übrigen  TertrBglichen 
Verschiebungen  sind  aber  alle  NSn  oder  wenigstens  einige  von  ihnen 
poslUv,  weil  N  and  in  gleichen  Sinn  besitzen;  daher  kann  fUr  sie  £Pdp 
nicht  mehr  Null,  sondern  muss  negativ  sein.  Wir  erhalten  daher  das 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  jetzt  in  folgender  allgemeinereT 
Fassung: 

Zum  Gleichgewicht  eines  Kräfteejstems,  welches  an  einem 
nnverandetlichen,  gewissen,  durch  KrBfte  darstellbaren  Bedin- 
gangen  nnterworfeuen  Punktsystem  angreift,  ist,  wenn  die  Be- 
weglichkeit des  Systems  durch  diese  Bedingungen  nicht  absolut, 
Boadern  nar  einseitig  oder  nach  gewissen  Richtungen  beschrankt 
wird,  erforderlich  und  hinreichend,  dass  fttr  alle  vertraglichen 
Verschiebungaarten  die  Summe  £PSp  der  virtuellen  Arbeiten 
des  Kr&ftesystems  nicht  positiv,  dass  vielmehr  SPSp  <  0  sei. 

In  dieser  Fassung  wnrde  das  Princip  der  virtuellen  Qesch  windigkeiten 
zaerst  von  Gauss  ausgesprochen.    Vgl.  Gauss,  üeber  ein  neues  allgemeines 
Grundgesetz  der  Mechanik,  Crelle,  Joum  .B.  IV,  S.  234,  Änm. 
g.  6.     BeiBpiele. 

1.    Ein  homogener  lohwerer  Cylinder  (Fig.  66)  von  dem  Gewichte 

O,  der  Lange  21  und  dem  Badins  r  »eines  QaerBohnitts  ruht  bei  Ä  auf 

einer  horiiontalen  and  lehnt  sich  bei  B  an  eine  vertikale  Ebene,  so- 

daaa  die  ErzengnngBlinie   AB    aenkrectit 

'"         ^  Eur  Schnittlinie  O  beider  Ebenen  ist;  bei 

■/^X.  -i  »nd  B  findet  Reibung  (Reibungsooeffi- 

j^:>>rf-i*^  cienten   n,  fi)    statt.     Welches    sind    die 

^"•^^syf^^^-  anaiersten  Lagen,   fflr    welche    «wischen 

^>^ —    ^  ^  dem  Gewichte  nnd  den  beiden  Keibungen 

y"^    PX,^  Jf    ,^»  noch    Gleichgewicht    herrscht?     Die    be- 

^    ^    »s,  j/^     _     schickenden    Bedingongen    des    Systems ,    dass 

A-^    ^  nOmlioh  die  Punkte  A,  B  in  den  beiden  Ebenen 

^'8'  ^'  bleiben  aollen,  aind  daroh  die  NormalwideiBtände 

N,  N    dieser  Ebenen  eraetabar.    Dieselben  wirken 

einseitig.     Sie  and  der  Winkel  ^,  welchen  die  Aie  des  Cylindera  mit  der  Hori- 

Bontalebene  im  Zustande  des  Oleichgewichtes  bildet,  sind  die  Unbekannten  de« 

Problem«,  zo  ddien  Auffindaeg  wir  drei  verschiedene,  bequem  zu  wählende  vir- 

tnelle   Bewegungen    anwenden    werden.     Das   Eraftesystem    besteht    ans    G    am 

Schwerponkte  5  des  C^linden  vertikal  abw&rts,  N  in  A  vertikal  aufwärts,  N'  in 

B  horiiontal   wirkend,    sowie  den  Beibangen  ^N,  p-'N',   welche    den   Besohlen- 

nignagen  ent^genwirken ,  welche  die  Punkte '.<1,  S  in  den  Ebenen  in  Folge  des 

Gewichte!  G  annehmen  wflrdeii,  wenn  die  Reibung  nicht  vorhanden  wäre.     Er- 

thdlt  man  nun  san&cbet  dem  System  eine  unendlich  klebe  Rotation  nm  die  cur 
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Ebene  dea  Eräftesystema  aeukrechte,  darch  das  Homentancentmin  C  dea  in  dieaer 
Ebene  beweglichen  Pnoktsjatema  (den  Schnittpunkt  der  Normalen  in  A  and  JB) 
gehende  Aie  im  Sinne  der  Uhraeigerbewegnng,  so  beschreibt  S  einen  onendlich 
kleineu  Kreisbogen  SS'  senkrecht  m  CS  =  d  nnd  dieser  bildet  mit  der  Terti- 
kalen  denselben  Winkel,  welchen  CS  nnd  die  Horiionbüe  OA  bilden ;  der 
Cosinna  dieses  Winkelt  iat  ((  cos  v  —  f  büi  9)  :  d  nnd  da  die  Elementuampli- 
tude  der  Rotation  dy,  mitbin  der  Etementarweg  von  S  gleich  d-d^p  ist,  so  stellt 

—  G  (I  coa  V  —  r  ein  ^)  d^p  die  Tirtuelle  Arbeit  des  Gewichtes  O  dar.  Die  Ar- 
beiten TOQ   N,  N'  Bind  Null,    die  von   fiN,  fiN'  aber   —  i iiNi  daipdfp  und 

—  Sft'^'I  coa  ^dtp.    Daher  iat 

—  [O  [i  cotup  —  r  sin  V)  +  ^1*^1  «n  f  +  2^'J¥"I  coa  *]  d* 
die   geaammte  Tirtaelle  Arbeit  aller  Erftfte   bei  der  mit  den  Bedingoagen  ver- 
tAglichen  Veischiebnng,  welche  in  der  nnendUchkleinen  Rotation  nm  C  besteht. 
Für  de  iat  daher 

—  [G  (I  coa  ^  —  r  sin  *)  +  %iiSl  ain  '^  -|-  i/t'N'l  coa  V]  <**  —  •>■ 
Um  die  WideratOnde  sn  finden,  ertheilen  wir  dem  System  swei  virtuelle  Tran»- 
lationen  senkrecht  eu  den  beiden  Ebenen.    Die  horitontale  Translation  dx  liefert 
{N' —  Nji]  dx '^  0,    die    vertikale    dy   aber   (N -^  Ifp.'  —  G)  ily  —  0    nnd  aas 
beiden  folgen : 

l  +  (*t»  l  +  Mt» 

Fahren  wir  diese  Werthe  in  die  vorateheude  Qleichnng  ein,  ao  er^bt  sieh  der 
Werth  von  f ,  welcher  dem  fiossereten  Gleichgewicht  antaprioht,  n&mlich: 

tg« Ü—J^f^) 

CVgl.  S.  68). 

S.    Ein  Winkelhebel  AOB  (Fig.  67),  dessen  Schenkel  den  Winkel 
f,  #  bilden,    iat    am    aeinen   Scheitel   O    in 

einer  Vertikalebene  drehbar;  der  eine 
Schenkel  OB  »  b  iat  verhältniasmftasig 
schwer  nnd  aein  Gewioht  gleich  Qi  das 
Ende  A  dea  anderen  Schenkela  OA  —  a 
trägt  eine  Schale  oder  einen  Haken  vona 
Gewichte  a  nnd  eine  Laat  vom  Gewichte 
P.  In  welcher  Lage  dieaea  Sjatems  findet 
P,^  „  Gleichgewicht  der  Sr&fte  statt?    (Zeiger- 

Es  bilde  in  der  Gleichgewichtslage  OB  mit  der  Vertikalen  den  Winkel  <p, 
also  OA  mit  deraelben  den  Winkel  #  —  9.  Ertheüt  man  dem  Sjatem  eine  vir- 
tnelle  Rotation  nm  0,  sodass  9  nm  dq)  Ennimmt,  so  nimmt  9  —  <p  am  d^  ab 
and  haben  die  Arbeiten  der  Erilfle  P  -|-  D  nnd  Q  die  Werthe 

(P  +  a)  a  sin  (4'  —  9)  dtp  nnd  —  Qb  sin  <pd<f. 
D^er  ist  die  Bedingung  des  Oleichgewichta 

(P  +  a)b  ain  (#  —  9)  —  ß«  sin  tp  —  0, 
«orana  sich  ei^bt: 
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_  (J*  +  °} "  »<"  fr 

Für  P>™  0  findet  man  die  SteltuDg,  welche  dem  Nallpunkt  einer  Kreiagcala  eut- 
Bpricht,  iÜT  welche  der  Schenkel  OB  den  Zeiger  tr^gt,  nämlich 


tg9o  - 


-Qb' 


indem  man  P  =•  1,  fi,  8,  . . ,  Eitogramm  anniniittt,  erhält  man  die  den  Sc&btheit- 
pnnkten  1,  !,  S,  ...  entspreche ndeu  Winkel  v  ^<>1'  OA  horizontal  sein  für  die 
Stelinng  des  Zeigen  anf  Null,  so  moaa  #  — qs^^in,  aUo  ^  =  i*  +  <Pe, 
also   tg  7,  ^  —  ootg  O   werden,    für   welchen   Werth   aus   der   vorigen   Qleichnng 

CO«  # 'S  —  yr-,  folgt,  welche  Gleichang  eine  der  QrOisen  a,  b,  Q,  B,  9  liefert, 

wenn  die  Obrigen  willkürlich  angenommeo  nnd.  Hit  wachiendem  P  nähert  sich 
der  Schenkel  OÄ  der  vertikalen  Loge  und  «^bst  der  Winkel  gg,  indem  er  sich 


*  als  seiner  Grenie  nlhert  —    FDr  fr  —  f  n  wird   tg  qi  - 


«6 


iP+a),   also 


wenn  S  sehr  klein  ist,  wachsen  die  Tangenten  von  <p  nahezu  den  Gewichten  P 
proportional.  FQr  grOuere  Lasten  P  mues  Q  sehr  gcou  gewählt  werden,  damit 
der  AnsBcblag  des  Zeigers  nicht  za  raBch  wachse,  da  mit  wachsendem  qp  die 
Theilstriche  immer  enger  aneinander  rficken.  —  Den  Widerstand  N  des  Punktes  0 
und  seine  Richtung  findet  man,  indem  man  dem  System  eine  vertikale  and  eine 
boriioatale  virtaelle  Translation  ertheilt.  Bildet 
j>  es  mit  der  Vertikalen  aafwärta  gerechnet  den 
'  Winkel  1,  so  wird  W  co»  i  -  (P  +  »)  —  ß  —  0 
und  A^  sin  1  —  0,  also  Ä^  —  (P  +  O)  +  ö  nnd 
1  =  0. 

3.  Eine  schwere  Linie  .iB  {Fig.  68)  vom 
Gewichte  O,  deren  Schwerpunkt  S  den 
Abstand  AS  —  a  vom  Ende  A  hat,  liegt 
auf  einem  festen  Punkte  C  anf  nud  be- 
rührt mit  .<1  eine  Vertikale  h,  von  welcher 
C  um  die  Strecke  c  absteht  Unter  wel- 
chem Winkel  ff  ist  AB  in  der  Gleichge- 
wichtslage gegen  die  Vertioale  h  ge- 
oeigt,  and  welche  Widerstände  N,  N' 
leisten  der  Pnnkt  C  und  die  Vecticale? 
Es  sei  A'B"  eine  neue  Lage  der  Geraden  AB,  in  welche  sie  darch  eine  nn- 
endlichkleine  Rotation  Ü»  nm  irgend  einen  Punkt  0  der  Ebene  [k,  C)  flbergefahrt 
werden  kann  (der  Punkt  0  ist  der  Schnittpunkt  der  beiden  in  A  und  B  anf 
AA',  BB'  SU  errichtenden  Normalen),  sodasB  AA',  CG',  SS'  die  virtuellen  Ver- 
scbiebnngen  der  Funkte  A,  C,  8  des  Systems  sind.  Man  kann  diese  Rotation 
in  die  Translation  AA'  and  die  Rotation  (j&  um  den  Punkt  A'  auflösen,  sodfau 
IGC]  —  [CC'i  +  [CC]  und  [SS']  —  [_SS"]  +  IS" S']  wird  nnd  sodann  weiter 
die  Translation  io  zwei  Componenten  Sx,  8y  senkrecht  nnd  parallel  inr  Verti- 
calen  serlegen.  Die  drei  unendtichkleinen  OrOssen  tx,  ty,  ü  sind  willkOhtlich 
und  von  einander  unabhängig.  Um^die  virtnelle  Arbeit  von  0  ta  bilden,  hat 
man  [SS"j  nnd  \S"S'~\  aaf  die  Vertioale  za  projiciren.  Da  die  Projectionen  iy 
nnd   aJtfoos  (^x  —  fr)  ~  <i49  ainA'   sind,   so  wird  die  virtaelle  Ar^it  von,  G 
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gleich  —  0  («y  ~  a  lin  » .  i»).  Fflr  die  Tirtnelle  Arbeit  tob  N  sind  [CC"}  ond 
[C'C]  ftnf  N  zn  projidren.  Bildet  9s  mit  der  VerticiUAD  den  Winkel  a,  so  ist 
die  Projection  von  CC"  gleich 

*«  cos  (b  -f  4  w  —  *)  —  «s .  sin  C«  —  *)  —  Ja; .  coB  ff  —  *y  »in  * 

und  die  Ton  C'C  gleich  C'C  selbst,  d.  i  AC  ■  i&  =  -: — -  d&.  Hiennit  wird  die 
Arbeit  von  N  dargestellt  darob  N  [—  »x .toe  6^  +  9y  .am  » 4^  a»].  End- 
lich die  Arbeit  von  N'  ist  IfOs  sin  a  ~  N'9x.  Die  Qleiolmiig  des  Prindpa  der 
virtneUen  Oeschwindigkeiten  ist  daher 

—  G  C*y  —  o  ain  *  ■  **)  -Nlfix.  cos  ff  —  *y .  Bin  #  +  -."—  S»)  +  ff '. ««  —  0 
oder,  wenn  man  sie  nach  8x,  iy,  96  ordnet; 

Ne 
—  (A' CO»  ff  — ff)««  —  CG  — ffBinff)*y-f(ffoBiDff  — -=^*»  — 0. 

Sie  spaltet  sich  in  die  drei  folgenden : 

Gaain'ff  -  ffc  —  0, 

ffcOBff   -ff*  =0, 

G  — ff  Bin  ff  — 0, 
ans  denen  folgt 

Für  eine  mit  den  Bedingungen  verti^liche  Verschiebnng,  wobei  die  Gerade  AB 
mit  C  nnd  h  in  Berühraug  bleibt,  ist  tas  •=  f>,  also  ist  hiefOr  die  Arbeit  der 
Widerst&nde  gleich  Null  und  iA,  die  der  Schwere  allein  gleich  Mall  en  Betten, 
nämlich 

G(0y  —  a  sin  ff.  »ff)  =  0. 

Da  sieb  jetit  A  anf  der  Geraden  h  verschiebt,  bo  ist  AA'i  Ä'C^^  4ff  jsinff,  d.  h. 

*y  =  A'C-  -1—^  und  da  A'C  =  AC  ^  —  -.  ,    also    9y  =  -  ■.  —  wird,  m  bleibt 
Bin  ff  sm  ff  Bin' ff 

G  (-j^  -  a  nn  ff^  *#  =  0, 
woraus  sin'ff  •>■  —  folgt,  wie  vorher. 

Es  ist  AC  ^  c  :  na  &,  al«o  da  e  •—  o  sin'ff'  ist,  AC  •—  a  sin'ff;  daher 
AC:A8  =  Bin'ff  =  (c:a)',  d.  h.  AC  :  AS*~  e* :  a*.  Um  den  Punkt  C  der 
Geraden  AH  an  finden,  mit  welchem  dieselbe  auf  die  Statse  C  aufgelegt  werden 
mnts,  damit  sie  mit  h  den  Winkel  ff  bilde,  sei  AC  =  x  and  /  — j    -^  n;  man 

hat  dann  x  —  ofZ/T.  Diese,  im  AlterÜmm  berahmte,  Ton  Plato  luerst  gelOit« 
Aufgabe  (fflr  fi  =<  8  das  Delische  Problem  genannt)  ISat  man  geomeliiMh  mit 
Hfllfe  «weier  mittlerer  Proportionalen.  Man  sucht  n&mlich  x  und  y  so  sn  be- 
stimmen ,  dass  a  :  X  ^  X  :  y  =^  y  :  ita  sei ;  dann  wird  x*  =  oy,  x*  —  o'y', 
y<  m  iiax,  aUo  X*  •=  ^a^x  oder  x'  =•  fia',  x  <—  a  i/~^  .  Die  GleichnngcD 
«'  =  <*yi  y'  —  f ««  stellen  siwei  Parabeln  von  den  Parametern  a  nnd  f»a  dar; 
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coQBtmiTt  man  ne,  sodasB  ihre  Hanptazeu  in  einander  eenkrecht  stehen,  bo  ist  x 
dia  ÄbsciMe  ihres  Schnittpunktea. 

Da  fOr  alle  vertr&glichen  Terachiebungen  die  Arbeit  der  Schwere  allein  ver- 
schwindeo  maBa,  die  Arbeit  der  Schwere  aber  gefauden  wird,  iDdem  man  Cr  mit 
der  uneDdiicb  kleineo  QrfisBe  ±  dy,  maltiplioirt,  am  welche  der  Scbverpnnkt  S 
ab  Angriffspunkt  von  G  fällt  edet  steigt,  so  ist  die  Bedingung  der  vertcftglichen 
Verschiebungen  ±  OSy,  —  0  oder  dj/i  •-  0,  d.  h.  bei  verttfiglichen  Vent^ie- 
boDgen  steigt  der  Schwerpunkt  weder,  noch  ftllt  er.  Bei  allen  Systemen,  welche 
ausser  den  Bedingimgen,  welche  die  Beweglichkeit  besohillukeD,  hl<M  der  Schwere 
unterworfen  Und,  findet  dies  statt 

JedAn  Abstände  c  von  der  Verticalen  h  entspricht  ein  durch  die  Gleichung 
c  -^  a  sin'  tf  bestimmter  Winkel  &,  unter  welchem  die  Gerade  AB  in  der  Gleich- 
gewichtslage sich  befindet  und  mngekehrt.  LäBst  man  daher  »  variiren;  «o  erhUt 
man  fflr  denselben  Wertb  a  eine  continnirliche  Folge  von  Punkten  C,  d.  h.  eine 
Curre  (C),  in  welchen  AB  aufliegen  kann.  Die  Kusserste  Lage  wflrde  die  sein, 
wofür  &i— ^K,  also  e  •••  a  w&re  und  die  Gerade  AB  horizontal  mit  ihrem 
Schwerpunkte  S  in  dem  betreffenden  Punkte  C  anfliegen  wQrde.  Ea  kann  daher 
gefragt  werden,  welches  die  Cnrre  (C)  sei,  auf  wel<^eT  ^^  in  allen  Lagen  C 
im  Gleichgewicht  sich  befinde.  Da  Jede  folgende  Lage  auf  ihr  eine  Gleich- 
gewichtslage ist,  so  ist  jede  Verschiebung  von  AB  anf  der  Cnrre  eine  verträg- 
liche und  lieht  man  ein,  dass  AB  die  Corre  in  den  Punkten  G  berühren  muss. 
Da  femer  der  Schwerpunkt  weder  steigen  noch  fallen  kann  bei  einer  solchen  Ver- 
schiebung, ei  vielmehr  in  derselben  horizontalen  Geraden  bleiben  muss,  so  folgt 
weiter,  dasa  er  immer  in  der  dem  Winkel  fr  •-  -Jn  entaprech enden  HoriEontalen 
sich  befindet  Da  zugleich  der  Funkt  A  auf  der  Verticalen  l&nft,  so  ist  die  Auf- 
gabe keine  andere  aU  die:  die  Enveloppe  einer  Geraden  A8  von  der  Länge  a 
EU  finden,  deren  Endpunkte  A  und  S  anf  zwei  su 
einander  senkrechten  Geraden  sich  bewegen.  Es  seien 
diese  beiden  Geraden,  hier  also  h  und  die  genannte 
Horisontale,  die  Coordinatenaien  (Fig.  69),  ihr  Schnitt- 
X  punkt  0  der  Ursprung  und  werde  das,  einer  belie- 
bigen Lage  des  Berflhrangspnuktas  C  anf  der  Cnrve 
entaprechende  c^—OP  mit  x  beteicbnet  Dann  hat 
man    abo  a;  ■-  a  sin'  9   und   wenn   PC  —  y  gesetzt 


Tit.  M. 


y  ^  CS  .  CO» 9  —  (AS  -~  AC)  coa»  '^  (i 
Die  Gleichungen 

X  •=  a  sin'  9,    y 


-  a  sin'  «')  cos  #  —  d 


,    „d„    (£)'+(-?)'_! 


ß  stellen  eine  Aatrols  dar,  welche  die  gesuchte  Cnrve  ist.    Von 
;i^      den  in  den  vier  Quadranten  liegenden  Bogen  der  Curve  ge- 
nügen nur  zwei  der  Bedingung   der  Aufgabe,  wenn  dieselbe 
nicht  absolut  zwingend,  sondern  nur  beachränkend   ist  (ein- 
Y'       seiöger  Widerstand  N). 

Für  die  analytische  Behandlung  der  Frage  hat  man,  wie 

Fij.  ao.  leicht  zu  sehen  (Fig.  eo),  y,  —  y  —  | o  —  «  ^  \  ~  ,    woraus 


durch  Differentiation  nach  x  man  4y,  und  mit  Hülfe  von  'y,  =-  0  d^e  Difieren- 
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erhält.   Vgl.  Jntlien,  ProbJime»  de  mieanique  rationnelU,  So»  ^ü.  (1S6«),  p.  IST. 
:>mogeiier,  achwerer  EOrper  rom  Gewichte  G  (Fig.  61)  be- 


rühre 


i  geKen  den  Horizont  ante 
mit  Reibung  vom   Coeffici 
dea  fit 


:  dem  Winkel 


igte 

dnngaliiiie  A8 
t  dem  Schwer- 
schiefe  Ebone  on- 
gt  und  fällt  in  die 


nktea  c 
punkte  S  iat  gegen  die 
ter  dem  Winkel  t  genei 
Eui  Schnittlinie  der  achiefen  Ebene  und 
dea  Horisontea  senkrechte  Ebene.  Hin 
aacht  eine  nnter  dem  Winkel  l  gegen  die 
schiefe  Ebene  gerichtete,  durch  den 
Schwerpunkt  gehende  nnd  in  dieselbe  Ver- 
ticalebene  fallende  Kraft  P,  welche  mitC, 
dem  Widerstände  N  der  Ebene  und  der 
Reibung  ixN  Gleichgewicht  lu  halten  vermag. 

tJm  die  drei  Gleiobgewichtabedingungen  dieses  ebenen  KrafteHjHtema  n 
finden,  wenden  wir  drei  virtuelle  Bewegmigen  dea  ESipers  an,  Verachietaen  wir 
denaelben  mnächat  parallel  der  achiefen  Ebene  nnd  zwar  aufwBrts  nm  die  ud- 
endlich  kleine  Strecke  i»,  ao  sind  die  virtuellen  Arbeiten  der  KAfte  P,  G, 
2f,  fiJV  fQr  dieobere  Orenie  des  Gletcbgewichts,  wo  die  Reibung  abw&rta  wirkt, 
der  Reihe  nach  PSscmI,  —  Gds  em  a,  0,  —  ftNdt  mid  besteht  die  Be- 
dinguig: 

(P  coa  l  —  ff  ain  o  —  (iJtf)  *•  —  0, 
Eine  Veracbiebnng  aenkrecbt  xar  schiefen  Ebene  veronlaast  die  virtuellen  Ar- 
beiten P9s  ain  1,  —  09s  cos  a,  N8s;  eine  virtuelle  Rotation  nm  A  nm  den  un- 


endlich kleinen  Winkel  dta  endlich  gibt  die  Arbeiten  P.AS 
—  O  .  AS  .  cos  (f  —  a)  da,  0,  0.  Hierdurch  erbalten  wir  die  i 
dingungagleichangen  des  Oleichgewichtes: 

P  Bin  1  —  0  coa  B  +  iV^  ~  0, 
P  Bin  («  +  i)  —  C  cos  (i  —  n)  =  0. 
Äua  der  ersten  von  ihnen  entnehmen  wir  N  und  erhalten,  indem 
in  die  zuerst  aufgeatellte  Oleichgew ichtsbedingang  eiofSbreni 

cos  1  +  ^  ai 


sin  (c  -f-  1)  im, 
rei  weiteren  Be- 


■ff. 


oder  für  t^  f  ^  fi 


Für  die  untere  Gre 


„        ain  (b  +  g)    „ 
cos  (1  -  p)  ■  "■ 
e  des  Gleichgewicbta  wechseln  (i  und  p  daa  Zeichen  und  wird 


p=^ 


■  G. 


Ml  +  p) 
Die  zweite  der  Gleichungen  liefert  den  Winkel  i  mit  Hfllfe  der  Formel 
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■  5.  Eine  rertical  steheDde  SohranbeDspindel  yoa  techtackigem 
QnerHchnitt  kann  in  d«r  ingehOcigen  feBten  Schraaben matter  mit 
Keibsng  vom  Coefficienten  fi  gleitea.  Am  Kopfe  der  Spindel  wirkt 
in  einer  HoriiontalebeDe  ein  Kr&ftepaar  rom  Momente  M,  am  un- 
teren Ende  ein  Gewicht,  welches  mit  dem  Gewichte  der  Spindel  la- 
«ammen  Q  betr&gL  Man  soll  für  den  Fall  ilee  Gleichgewichte!  die 
Greniwerthe  tob  M  and  den  Drack  anf  die  SchraDbenmatter  be- 
■  timmea. 

Der  Cjlinder,  aof  welchem  dat  Schranbenge winde  anfsittt,  habe  den  Radias  R, 
die  Dicke  des  Gewindei  sei  S,  der  Diack  an  einer  beliebigen  Stelle  der  Schrauben- 
mutter anf  die  Flächeneinheit  redacirt,  d.  h.  die  Resultante  der  Drnoke  aof  alle 
Panbte  eine«  Quadratmeters,  wenn  derselbe  flberall  gleich  dem  Drncbe  an  jener 
Stelle  ist,  sei  N. 

Zon&ohBt  ertheilea  wir  dem  Sjstem  eine  rirtnelte  Schranbenbewegnng  am 
seine  Aie,  wie  iie  mit  seiner  Natur 
vertraglich  ist  and  Ewar  so,  dass  die 
Spindel  um  die  unendlich  kleiue  UObe 
9h  (Fig.  62)  steigt  nud  nm  den  Win- 
kel 96  rotirt,  Die  Angriffspunkte 
der  Seitenki^fte  P  dei  Paares,  des- 
■en  Arm  p  sei,  beschreiben  Scbran- 
benelemente  om  die  Schianbenaxe  a, 
deren  Projectionen  anf  die  Richtung 
der  Erftfte  rt^  sin  a  ,  r'SO  sin  a 
sind,  wenn  r,  r'  die  Abst&nde  jener 
Vif'  H.  Angriffspunkte    von    der    Axe    nnd 

n,  a  die  Winkel  sind,  welche  die- 
selben mit  der  Richtung  der  Kräfte  bilde».  Die  virtaelle  Arbeit  beider  Seiten- 
krUle  ist  also 

Pr  sin  a'a»  —  Fr  sin  u8&  —  PpS»  =  Mit», 
da  r'  sin  «'  —  r  sin  a  —  j>  ist.  Die  virtuelle  Arbeit  von  Q  ist  —  QSh,  die  Wider- 
sUnde  Ndm,  welohe  die  Schraubtmmatter  in  ihren  einseinen  Fl&chenelemeut«n 
dm  leistet,  liefen  keine  Ärbeitep,  da  sie  senkrecbt  eu  den  Scbranbenelementen 
fit  sind,  welche  ihre  Angriffspmikte  beschreiben,  die  Reibungen  iiNdet  leisten 
Arbeiten  —  uNdtada  und  ihre  Summe  ist  —  fi,fNdai9»  Über  die  ganze  Flache 
der  Bchranbenmntter  ausgedehnt,  anf  welcher  die  Spindel  ruht.  Man  erh&lt  dem- 
nach an  der  einen  Grenze  dee  Gleichgewichts,  wo  die  Reibung  abw&rts  wirkt, 
die  Qleichnng: 

Mao  -  Qdh  -  iifUdagg  —  0. 

Die  Ümkehmng  des  Zeichens  von  ft  gibt  die  der  anderen  Grenze  entsprechende 
Gleichung. 

Das  VerhUtniss  -  ■  ist  constant  und  gleich  ~ ,  wenn  h  die  Höhe  des 
Schraobengaoges  bedeutet.  Ist  r  der  Abstand  des  Schrauben  dementes  dt  von 
der  Aie,  »o  stellt  —^  die  Sekante  der  Neignng  i  von  is  gegen  seine  Honiontal- 
projection  dar,  mithin  ist  ^  —  ~-.  ■    Das  Flftcbenelement  da  ist,  wenn  fi  den 
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Polarwinkel  bezeichDet,  - — ^—. — ,  nämlich  gleicb  seiner  Frojection  rd<p-dr  ftuf 

die  Cylinderbaaie,  dividirt  dorch  den  CoBinni  eeiner  Neigung  gegen  «eine  Fa>- 
jection.  Diese  Neigung  ist  aber  gleich  det  Neigung  der  Normalen  gegen  die 
Cylinderaze.  Da  die  Schraub  enfl&che  durch  die  Bewegung  einer  inr  Cflindenue 
aeokrechten  Geraden  eneugt  wird,  so  steht  diese  Normale  anf  ihr  senkrecht  nnd 
fUlt  mithin  in  die  TaDgeotenebeue  des  Cylinders  und  in  dieser  Ebene  ist  sie 
senkrecht  lam  Bogenelemente  8».  Sie  bildet  daher  mit  der  Cylinderaxe  den 
Winkel  i.     Uierroit  wird  das  den  Einflnss  der  Beibnng  darstellende  Integral 

-  It    I    NdoiSg  =  —  in*it39 


j  «... 

t  und  der  Fac 

ictionen  von   r 

iminirt  werden 
-S,^.    /"jf  |^r'+(-*j'jdr_0. 


WO  ■  die  Anzahl  der  Sohraaben Windungen  angibt  und  der  Factor  Sick  tod   der 
Integration   naob   9   herrflhrt     N  and  t   sind   Functionen  von   r,   aber  N  ist   nn- 

bekannt,  w&hrend  i  mit  Hülfe  von  tg  t  c—  - —  eliminirt  werden  kann.   Hierdarch 

wird  die  Oleichgewichtabedingring 

Ä-4-J 


Ertheilen  wir  dem  Sjitem  bloa  eine  Tirtnelle  Rotation  S9  nm  die  Aie  der 
Sobranbe,  so  werden  die  Arbeiten  der  SrOfte  P  nnd  —  P,  des  Widerstands  Ndn 
und  der  Beibong  fiNda  die  Werthe  annehmen 

Md»,    —NdcoT«»Bini,    —  tiNdard»  cm  i 
nnd  erhalten  wir  wegen 


•/ 


Nr  (2«fir  +  h)dr~ 


Ertheilen  wir  dem  System  blos  eine  virtaelle  Translation  dh  parallel  der 
Schraubenaze,  so  ergibt  sich,  da  die  Arbeiten  von  Q,  Ndm,  liNda  gleich  —  Q8h, 
Ndmdh  cos  i,    —  ^tNdiadh  sin  1  sind,  in  ähnlicher  Weise  die  Oleichnog 

R+6 


-i""- 


In  den  beiden  snletzt  entwickelten  Relationen  sind  S9  nnd  dh  TOn  eiaander 
unabhängig  nnd  sind  die  virtuellen  Lagen&nderungen  des  äjstems  nnvertrftgliche; 
setzt  man  swischen  ihnen  wieder  die  RelatiOD  fest  ih  :  i&  =•  h  :  Sir,  mnlliplieiit 
die  erste  Relation  mit  Siy,  die  zweite  mit  iti  nnd  addirt  sie,  ho  liefern  sie  die 
oben  aufgestellte  erste  Gleichgewichtsbedingnng  wieder,  indem  die  von  f»  unab- 
hängigen Element«  der  Integrale  sich  tilgen,  während  die  mit  dem  Factor  ^  be- 
hafteten in  —  pNdats  zusammengehen. 

Dm  den  einem  mittleren  Abstände  r,  entsprechenden  mittleren  Werth  N^ 
des  Widerstands  in  finden,  hat  man  nach  einem  bekannten  Satse  der  Integral- 
rechnung 
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J  JV(2»r  —  fifc)dr  =  JJVo  (2wr(  —  fiA) 

K 

nnd  fblglich 

—  e  +  K3if,  (2«r,  -  pft)  —  0, 

wonuu  Nf  fOr  eine  bestimmte  Annahme  tou  r„  xwuchen  R  and  S  +  8  uibennga- 
weiie  folgt 


Iit  die  Reibung  n  =  0,  eo  wird  M 


.9'!. 


6.  Ein  homogener  Cjlinder  von  der  Länge  I,  dem  Radius  r  und 
dem  Gewichte  I?  Hegt  mit  einem  Punkte  seinee  BaeiskreiBes  aaf 
einer  horiiontalen  Ebene  auf,  zugleich  aber  rnht  er  auf  einem  an- 
deren Cjlinder  Tom  RaäiuB  a,  welcher  auf  deraelbea  Horizontal- 
ebene liegt.  An  den  Anflagerpnnkt.en  findet  Reibung  (p,  ft)  statt; 
welches  sind  die  Kusaeraten  Gleichgewichtslagen,  wenn  die  Axen 
beider  Cjlinder  sich  rechtwinklig  kreuzen? 

7.  Zwei  glatte  Ebenen,  welche  sieh  rechtwinklig  in  einer  hori- 
zontalen Geraden  achneiden  und  von  denen  die  eine  mit  dem  Hori- 
sonte    einen   Winkel  a    bildet,    bilden    eine    Rinne,    in   welcher    ein 

■  chwerer,  homogener,  gerader  Cjlinder  mit  elUptiBChem  Qnertohnitt 
von  den  Halbaien  a,  b  »o  rnht,  daea  die  Längenaie  desselben  der 
horisontalen  Schnittlinie  parallel  l&nft  Es  sind  die  Gleichgewichts- 
lagen dea  Cjlinders  nnd  die  WideTat&nde  der  Ebenen  an  finden. 

S.  Ein  Pankt  wird  von  zwei  Centtis  nach  dem  umgekehrten  Qua- 
drate der  Entfernung  angezogen.    Auf  welcher  Fl&ohe  muas  derselbe 

■  ich  befinden,  wenn  er  in  allen  Lagen  auf  ihr  im  Gleichgewiohte 
aein  aoll? 

%.  7.  Um  den  analytischen  Ansdnick  des  Princips  der  Tirtaellen  Qe- 
BChwindigkeiten  zanSchat  fUr  das  freie  unverBnäerliche  Sjatem  zn  gewinnen, 
seien  X,  ¥,  Z  die  Componenten  der  Erftft  P,  parallel  dreien  rechtwink- 
ligen CoordJnatenaxen,  Ss  der  virtnelle  Elementai-weg  ihres  Angrifispnnktea 
(x,  y,  g),  dp  aber  die  Projection.  von  äs  auf  die  Rlchtnng  von  P  nnd 
folglich  Pip  die  virtuelle  Arbeit  der  Kraft  P.  Nun  seien  äx,  dt/,  de  die 
Projeotionen  von  ds  anf  die  Axenrichtangen  und  bilde  P  mit  den  Axen 
die  Winkel  a,  ß,  y.     Man  hat  dann 

dp  ^  äx  ooB  it  -^  d^  Cüs  ß  -\-  iz  cos  y 
nnd  folglich 

PSp  ^  P  cos  tt    dx  -\'  P coa  ß  ■  dy  -\-  Pcoay.dz. 
Es  ist  aber  P  oos  «  =■  Z,  P  cob  (5  ■=•  Y,  Pcosy  =  Z  und  mitbin 

Pdp  —  Xdx  -f  Tdy  -f  Zde. 
Hierin  stellen  Xdx,  Ydy,  Zdz  die  virtuellen  Arbeiten   der  Componenten 
X,  Y,  Z  von  P  dar,  sodass  die  virtuelle  Arbeit  von  P  durch  die  Summe 
der    virtuellen    Arbeiten    seiner    Componenten    gebildet    wird.     (Vgl.  B.  I, 
S.  328.)     Hierdurch  geht  die  Gleichung  £P6p  —  0  über  in 
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£(Xdx-\-  Yä!/-\-Zäz)  =  0. 
Das  Variationszeioben  6  ist  hierbei  nicbta  Weaentlichee,  es  deatet  nnr  an, 
daaa  die  Verschiebungen  virtuell   sind  und  nicht  mit  den  Elementarwegen 
der  wirklich  stattfindenden  Bewegung  zusammen  zufallen  brauchen,  wennglticb 
dies  nicht  ansgeschlossen  ist. 

Aus  der  eben  entwickelten  Gleichung  erhalten  wir  mit  Leichtigkeit 
die  sechs  GleichRewichtabedingungen  des  freien  unverSnderlichen  Systems 
wieder.  Legen  wir  nSmlich  dem  System  znn&chst  eine  Tirtuelle  Trans- 
lation ix  parallel  der  x-Axe  bei,  so  sind  alle  Sy  ^  iz  =  0,  Sx  mit  als 
ein  gemeinschaftlicher  Factor  aller  Glieder  aas  der  Gleichung  herans  nnd 
wir  erhalten  die  Gleichgewichtsbedingung  21X  =  0.  Indem  wir  dem  System 
zwei  andere  Translationen  Sy,  Se  in  den  Richtungen  der  y-  und  2-Äien 
ertbeilen,  ergeben  sich  die  beiden  analogen  Bedingungen  ET  =  0  nnd 
EZ  =  0.  Ertbeilen  wir  femer  dem  System  eine  unendlich  kleine  Rotation 
S&  um  die  x-kw,  so  beschreibt  der  Angriffspunkt  x,  y,  z  der  Kraft  P 
eine  unendlich  kleine  Linie  Sa,  deren  Projectionen  auf  die  Axen  ix  =  0, 
iy  =±8s.  cos  (ds,  y),  Sz  =  5s  ■  cos  {Ss,  Z)  sind.  Da  die  Richtung  von 
9s  aber  auf  dem  Abstände  r  des  Punktes  von  der  ;r-Aie  aenkrecbt  steht, 

so  bildet  sie  mit  den  Axen  der  y  und  z  Winkel,  deren  Cosinusse 

nnd  —  sind,  sodass  iy  ^ is,  Se  •=  —  Sa  werden,  welche  Aus- 
drucke vermSge  Ss  =  rö#  in  dt/  -=  —  bS9  und  Sz  ■=  xä&  übergehen. 
Hiermit  reducirt  sich  Z{XSx -{■  YSy -\- Z6z)  auf  £{ —  Ye  ■{■  yZ)S9 
und  da  SQ  als  gemeinsamer  Factor  heraustritt,  so  ergibt  sich  die  Oleich- 
gewichtsbedingung  £(jyZ  —  zT)  '■=0.  Indem  man  dem  System  in  fthn- 
licher  Weise  unendlich  kleine  Rotationen  dfr',  d#"  um  die  y-  und  e-Ate 
ertheilt,  erh&lt  man  die  weiteren  analog  gebildeten  Gleichungen 

£{eX~  xZ)'=0  und  £(x7  —  yX)='0. 
Man  erhUt  die  sechs  Gleichgewichtsbedingungen  des  unverBnderlichen 
Systems  auf  einmal  aus  der  Gleichung  £{XSx  -f-  YSy  -f-  ZSz")  =  0,  indem 
man  dem  System  irgend  eine  unendlich  kleine  Schraubenbewegung  ertheilt 
Hierbei  beschreibt  der  Systempunkt  (x,  y,  z)  das  Element  Sa  einer  Schrauben- 
linie, um  dessen  Projectionen  Sx,  Sy,  Sz  auf  die  Richtungen  der  Aien  es 
sich  handelt.  Zerlegt  man  mm  die  Schraubenbewegung  in  eine  Rotation 
um  die  Schraubenaie  und  eine  Translation  parallel  derselben  und  weiter 
die  Rotation  in  drei  Rotationen  S&,  S&\  S&"  um  drei  Axen,  parallel  denen 
der  X,  y,  z,  und  die  Translation  in  drei  Translationen  d|,  tfij,  if  gleiefa- 
falls  parallel  denselben,  so  erscheint  äs  als  die  Schlusslinie  des  ans  i^, 
Sri.   St,  rS&,  t'S&',  r"S9"  gebildeten  Polygons,  wobei  r,  r,  r^  die  Ab- 
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st&nde  des  Systempunktes  von  den  Rotatipnaaxen  bedeuten  und  ist  mithin 
die  Projection  von  Sa  auf  jede  dieser  Axen  gleich  der  betreffenden  Pro- 
jecüon  dieses  Polygons  anf  dieselbe.  Auf  dem  hier  angedenteten  Wege 
findet  man  daher: 

*2=.tff-j-yi#   —xd»' 
und  hiermit  die  Gleichung 

£  |X  (*!-}- ird#'  —  ff«V') 

+  Y(St,  +  xS»"  —  zse) 

+  Z  (if  +  yS»  —  xd9') }  =  0, 
oder  besser  geordnet  und  mit  BUck sieht  darauf,  dass  S^,  i5i),  3^,  S9,  S&-', 
i^"  sich  als  gemeinsame  Pactoren  absondern  lassen: 

■sx  ■  tf  1  + iry .  j.,  +  £z  ■  n 

-^  JS(yZ  ~zY)-S9-\-Z(zX-xZ)-ä»'  -i-  S(xY  —  yX)-d»"'^0. 
Wegen  der  Unabh&ugigkeit  der  Wahl  der  sechs  Verschiebungseomponenten 
zerfällt  diese  ßleichimg  in  die  früherea  sechs  Gleichnngen. 

Ans  diesen  Entnickelungen  geht  zugleich  hervor,  dass  es  ausser  den 
angefahrten  sechs  Gleichgewichtsbedingungen  fUr  das  unverSnderliche  System 
keine  weiteren  gibt;  denn  ein  solches  System  kann  nar  Elementarschrauben- 
bewegnngen  und  deren  Abarten  besitzen  und  jede  solche  Schraubenbewe- 
gung fuhrt  auf  keine  andere  Gleichung,  als  die  genannten.  Für  das 
uDTer&nderliche  System  sind  sie  folglich  zum  Gleichgewichte  nothwendig, 
aber  auch  hinreichend;  fUr  ein  beliebiges  System  sind  sie  zwar  nothwendig, 
aber  nicht  hinreichend,  vielmehr  müssen  znr  vollständigen  Bestinunung  des 
Gleichgewichts  noch  weitere  Bedingungen  hinzutreten,  die  man  finden  kann, 
indem  man  dem  System  andere  Verschiebungen,  als  die  bisherigen  ertheilt. 
Wie  viele  und  welche  derartige  Bedingungen  noch  aufzustellen  sind,  hKngt 
von  der  speciellen  Natur  des  betreffenden  Systems  ab. 

§,  8.  Ist  das  unverBnderliche  System  Bedingungen  unterworfen,  welche 
seine  Beweglichkeit  beschränken,  so  können  dieselben  in  vielen  Fällen  durch 
Gleicbangen  zwischen  den  Coordinaten  derjenigen  Punkte  dargestellt  werden, 
deren  Beweglichkeit  beschrankt  wird.  Soll  z.  B.  der  Punkt  Xi,  yi,  Zi  auf 
einer  Fläche  unbedingt  zu  bleiben  genSthigt  sein,  so  mtlssen  seine  Coor- 
dinaten der  Gleichung  dieser  Fläche  genügen,  soll  er  auf  einer  Curve 
bleiben,  so  haben  sie  die  beiden  Gleichnngen  dieser  Curve  zn  erfüllen. 
Auch  können  in  solchen  Bedingungagleichungen  die  Coordinaten  mehrerer 
Punkte  vorkommen,  wie  z.  B.  wenn  die  Verbindungslinie  zweier  oder  die 
Ebene  dreier  Systempunkte  bestimmte  Eigenschaften  ihrer  Lage  gegen 
feste    Fankte   behalten   soll.     Sind   die  in   ihrer  Bewegung   beschränkten 
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Punkte  nioht  unbedingt  beschESntt,  sondern  wirken  die  beBchrfiokenden 
Hindernisse  nur  einseitig,  so  kfinnen  an  die  Stelle  von  Bedingnngsglü- 
chnngen  Ungleichungen  treten.  Soll  z.  B.  ein  Punkt  (x,-,  y,-,  Bi)  nicht  ins 
Innere  der  Engel  x*  -\-  y'  -\-  i^  —  a*  =  0  eindringen,  wohl  aber  von  der 
Fläche  hinweggenommen  werden  können,  so  mnss  xf  -\-  t/}  +  «,'  —  o'  >  0 
sein.  Noch  dem  frUher  Entwickelten  ist  in  solchen  Fallen  SPip  <;  0.  Wir 
Echliessen  dieselben  ans  onsrer  Betrachtung  ans. 

Wenn  das  System  aus  n  Punkten  (xyz),  (x-igiii)  •  •  •  {xiyiJii)  ■  ■  •  (x^y^e^ 
besteht,  so  muss  die  Anzahl  w  der  beschrflnkenden  Bedingungen  kleiner 
als  3  n  sein,  wenn  Oberhaupt  noch  Beweglichkeit  des  STstems  möglich  sein 
soll.  Denn  im  Falle  x  =  3n  würden  aus  den  x  Bedingungsgleichungea 
fOr  die  Sn  Coordinaten  der  Punkte  feste  Werthe  folgen,  was  die  Beweg- 
lichkeit des  Systems  aufheben  würde.  Für  k  ^^  3n  —  1  ist  jeder  Punkt 
auf  einer  bestimmten  Curre  zu  bleiben  genöthigt,  denn  indem  man  aus 
den  3n  —  1  Gleichungen  die  3  m  —  3  Coordinaten  von  n  —  1  beliebigen 
Systempunfcten  eliminirt,  verbleiben  noch  zwei  Gleichungen,  denen  die 
Coordinaten  des  noch  übrigen  Punktes  genügen  müssen;  diese  zwei  Glei- 
chungen sind  aber  die  Gleichungen  einer  bestimmten  Curve,  auf  welcher 
er  allein  beweglich  ist  Dasselbe  gilt  für  alle  Punkte,  üebrigens  kann 
in  diesem  Falle  jeder  Punkt  eine  virtuelle  Verschiebung  im  einen  und 
im  anderen  Sinne  der  Tangente  erleiden.  In  den  F&llen  x  ^  3n  —  2, 
3m  —  3, . .  ■  ist  weit  grösserer  Spielraum  für  die  virtuellen  Verschiebungen 
vorhanden. 

Es  seien  nun  L  ^=0,  M  •=  0,  ^-^  0, ...  die  k  Bedingnngsglü- 
cbungen,  welche  die  Beweglichkeit  des  Systems  beschrBnken.  Ertheilen 
wir  demselben  eine  mit  ihnen  verträgliche  virtuelle  Bewegung ,  so  besteht 
zunftohst  die  Hauptgleicbung: 

£  (X,Sxi  +  r.dy,  +  Ziie,)  -=  0, 
worin  der  besseren  Ordnung  der  weiter  hinzutretenden  Gleichungen  wegen 
der  allgemeine  Index  t  angefügt  ist.  Vermöge  der  VertrSgliohkeit  dieser  Be- 
wegung müssen  aber  sowohl  die  Punkte  in  der  Lage  (x,-,  jfi,  ei),  als  auch 
in  der  Lage  {xi  +  dxi,  y;  +  iyt,  Xi  +  d/,-)  den  Bedingnngsglüchongen 
genügen;  daher  bestehen  zugleich  auch  noch  die  x  Une&ren  'Differential- 
gleichungen: 

\8Xi        ^  dyi    "  ~  det      V 

^  {-^  ^^'  +  ä«  *y'  +  ä,^  *^'7  ■=  ^' 
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Alle  K  -\-  1  Gleiohimgeii  zusammen  enthalten  3n  Aendernngen  6xi,  iyi, 
izi  der  Coordinaten  und  wenn  man  mit  Hoife  der  x  DifferentialgleiDhiingen 
auB  der  Haaptgleicbnng  k  djeaer  Grössen  eliminirt,  so  verbleiben  noch 
3m  —  »  Aenderungen  in  ihr,  welche  vollkommen  unabhängig  von  ein&nder 
sind.  BoU  diese  Gleichung  mithin  fllr  jedes  System  dieser  VEiriationen 
bestehen  kßnneu,  so  mDssen  die  Coefficienten  derselben  einzeln  verschwinden 
und  ea  zerfSllt  hierdurch  die  Gleichung  in  3»  —  x  Gleichungen,  welche 
die  Gleichgewichtsbedingungen  der  ErKfte  des  Systems  sind.  Diese  Elimi- 
nation wird  sehr  leicht  mit  HUlfe  der  Enler-Lagrange'scben  Uethode 
der  Uoltiplicatorea  auBgeftlbrt.  Multiplicirt  man  nimlich  die  Differential- 
gleichungen der  Reihe  nach  mit  den  unbestimmten  Factoren  i,  jn,  v, . . ., 
addirt  sie  alle  zu  der  Hauptgleiohung,  wodurch  man  erh&lt: 


'  +  !'"£- +  '"£.+■■)"• 


so  werden  hieraus  x  Variationen  eliminirt,  indem  man  die  x  Grüssen  l, 
(i,  V,,..  Bo  bestimmt,  dass  die  Coefficienten  dieser  Variationen  Null  werden. 
Da  hierauf  die  Coefficienten  der  noch  Übrigen  von  einander  unabhängigen 
3ft  —  N  Variationen  gleichfalls  verschwinden  müssen,  so  bat  man  ttber- 
haupt  alle  Coefficienten  gleich  Null  zu  setzen  und  erhalt  im  Ganzen  das 
System  der  3n  Gleichungen 


dxi    '       dxi 


»=1,2,3,. 


von    denen    x  zur   Bestimmung    der    Multiplicataren    dienen,    während    die 
3n  —  X  übrigen  die  Gleich gewichtebedingnngen  aassprechen. 

Umgekehrt  folgt  aus  diesen  Gleichungen  das  Gleich  gelaicht  des  Systems; 
denn  süid  Sx,,  iffi,  ä^i  Variationen,  welche  den  Differentialgleichungen  der 
Nebenbedingungen  genügen  nnd  multiplicirt  man  mit  ihnen  die  vorstehenden 
Gleiohnngen  der  Ordnung  nach,  addirt  und  summirt  sie  für  alle  Indices  *, 
BO- ergibt  sich  mit  Bfioksicbt  auf  jene  Differentialgleichungen 

S  (XiiXi  +  YiSyi  +  Zidzi)  =  0, 
irelofae  Gleiohu)^  das  Glei«hf|[ewicht  ausdrückt, 
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Es  ist  leicht,   die  Bedeutung  der  Multiplicatoren  2,  ft,  v, . . .  zu  er- 
nennen.    Die  Glmchungen  Xi-\-  l—    -f-  ■  -  -  ^  0  u.  s.  w.  vtlrden  n&mlieh 

ebenso  erhaJten,  wenn  die  Bedingungen  i  =-  0,  3/  ==  0,  A''  ■=  0, . . .  gar 
nicht  vorhanden  w&ren,  statt  ihrer  aber  zu  der  Kraft  (2i  YiZi)  im  Punkte 
{Xi^i'i)    noch    hinzutreten    würden:     1.   eine   Kraft,    deren   Componenten 

i -     ,   Ar—,   1  „-     wBren,  deren  Intensität  also  den  Werth 

dx,'      dyi        dii  ' 


'/a'+Q'+a' 


besSsse  und  deren  Bicktungsoosinnsse  folglich  den  Grössen  -  - ,    — - ,    - 

proportional  wftren.  Denkt  man  in  der  Bedingung  L  =0  blos  die  Coor- 
dlnaten  Xi,  yi, ;,-  veränderlich,  so  stellt  diese  Gleichung  eine  FIfiche  dar,  anf 
welcher  der  Punkt  (a:,y,.e,)  bleiben  muss,  weil  seine  Coordin&ten  ihrer  Glei- 
chnng  genügen   sollen;    zu    dieser    FISche  normaJ   ist  die   fragliche   Kraft. 

Ebenso  3.  eine  Kraft,  deren  Componenten  ii  -^ ,   u  -  -  ,   u  —  ,    welche    also 

oxi        egi        osi 

selbst  (»1/  (     -I    +  (a~)    "I"  \a"")    '"'^  normal  zu  der  FlSche  wire, 

deren  Gleichung  Jf  ^  0  ist  Air  x,-,  yt,  zi  als  laufende  allein  yeränderliche 

C.„.^^;   3.  .i.,  K„.  y(]|fT{g)T(|)'  u.  ..  ,.     I. 

ähnlicher  Weise  in  allen  Funkten,  welche  den  Bedingungen  unterworfen 
sind.  Die  GrQssen,  weiche  also  in  den  obigen  Gleichongen  zu  X«,  Ff,  Zi 
addirt  sind,  stellen  die  Componenten  einer  Gesammtkraft  dar,  welche  den 
Einflnss  der  sSrnrntllchen  Bedingungen  auf  den  Punkt  Xi,  y«,  e/  zu  ver- 
treten im  Stande  ist.  Zugleich  erkennt  man  hieraus  die  üebereinstimmung 
der  §.  4  eiugeftthrten  Forderung,  dasa  die  Bedingungen  durch  Krftfte  dar- 
stellbar seien,  mit  dem  Ausdruck  derselben  durch  Gleichungen  zwischen 
Coordinateu. 

9-  9.    Beispiele. 

1.  Auf  einer  EngelfUohe  (Fig.  63)  vom  Ra- 
dius a  befindet  sich  ein  Punkt  M,  wecher  voa 
den  diei  Ecken  Ä,  B,  C  eines  KugeloctanteD 
proportional  der  ersten  Potent  der  Entfernnng 
angeiogeu  wird  und  iwar  sind  c,  «',  t"  die  In- 
tensitäten der  Ansiefanngskr&fte  in  der  Einheit 
der  Entfernung;  welches  sinddieQleichge  wich  ts- 
lagen  derselben? 

Für  den  Mittelpunkt  0  der  Kugel  ab  Unpmng  und 
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OA,  OB,  00  aU  Aien   des  CoordinatenBjBtems   gind  die  RichtnngBcoaiDQSae  der 
drei  KrWle  fAM.i-  BM,  t" ■  CM: 


AM  ' 
~WM' 


AM' 
'SM' 


GM  '  CM  '  CM 

üiermil)  werdeo  die  Componenten  X,  Y,  Z  der  auf  den  Punkt  M  wirkeuden  Qe- 
eammtkiaft 

X=-~  t{x-a)  —  IX-  t"x  —  ea  —  xHt, 

Y ey  -  ,'  (y  _  a)  -  ,"y  -  ta  -  ySt, 

Z ti  —  t't  —  £"  {«  -  B)  —  *"a  -  iSt 

und  folglich  die  Hanptgleichnng  Si^Xix  +  Y9y  +  Z9i)  —  0: 

(ea  -  xSii  Sic  +  {i'a  ~  ySt)  Sy  -\-  (*"o  —  tSi)  dt  —  0. 
Hierzu  tritt  TermOge  der  eiurägen  Nebenbedingung  i  —  a;'  +  j/*  +  *»  —  a'  —  0 

xdx  +  yäy  +  ii9e  -^  ft, 
Dieae  Oleichung,  mit  X  mnltiplicirt  uad  inr  Haaptgleichung  addirt,  liefert: 
(e  o  +  [i  -  S,]  X)  ix  +  (*'a  +  [J  -  if  J  y)  *y  +  (•"«  +  [1  -  i^i]  »)  *«  -  0, 
welche  Gleichung  in 

iffl-f  {1  — XOx  — 0,    »'ffl  +  (l  —  z*)y  —  0.    *"o  +  (1  —  i;»)  —  0 
zerfällt    HierauB  folgt: 


wodurch  man  in  Veibindung  mit  der  Gleichung  x'  +  y*  +  «*  =-  "'  der  Kugel- 
flacbe  findet 


Der  Punkt  M  hat  demnach  iwei  GleichgewichtBlagen,  welche  die  Schnittpunkte 
der  Kugel  mit  der  Geraden  —  _  iL  ^  ^-,  d.  j,,  mit  der  Diagonale  dea  Farallel- 

^  Q         V.Z  epipeda  aind,   welches   von  0  ans  mit  Konten,  proportional 

1 ?[  I  *,  e,  i"  längs  den  poBitiven  Coordinatenaien,  construirt  werden 

kann.    Die  UrOsaen   Ix,  ly,  Xz  sind  die    Componenten   des 
Wideratandea  der  Kngelfiäche.    Er  selbat  ist  folglich 

und  nach  dem  Aneaenranme  gerichtet. 

2.  Eine  homogene  achwere  starre  Gerade  (Fig. 64) 
vom  Gewichtet;  und  derL&ngeSa  ist  an  beiden  Enden 
A,  B  mittelst  zweier  gleichlanger  FKden  I  an  zwei 
gleich  hohe u,  festen  Funkten j1',S'  aufgehangen,  deren 
Abstand  .i'.B'  gleichfalla  2a  ist.  An  J,£  wirken  bori- 
EOntal  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Ki&fte  P;  man 

lie    Bedingungen    des    Gleichgewichts    der    Kräfte    an    diesem 

m  ftafatellen  und  discutiren. 


Ff«.  M. 
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Ffir  die  Hilte  0  ron  A'S  «Is  Drepning,  OA  wA  die  Teiticale  tod  0  als 
Aien  der  x  und  «  (ponti*  abi^rts)  seien  x,,  y^,  Zi\  x^,  y^,  t^  die  Coordinaten 
TOD  J  und  B,  also  i  {«,  +a:,),  i{y,  +  »,),  i(£,  +  «,)  die  der  Mitte  Ton  JB. 
Ferner  seien  X,  7,  0;  —X,  —7,  0  die  Componenten  der  Eiäfte  P  »a  A  und  B. 
Da  J.  und  B  auf  Kogelflächen  vom  Badins  I  nm  A'  und  B*  beireglich  sind  nnd 
ihr  Abstand  coustant  gleich  Sa  ist,  so  bestehen  die  Gleicbangeo 

(je,  -  »)•  +  yj  +  rj  -  J'  =  0, 

(X,  -  x,y  +  {y,  -  y,)'  +  (^,  -  *.)•  -  *a'  -  0, 
X»Xi  +  rjy,  —  X««,  —  r*y,  +  4  ff  {*«,  +  ae,)  —  0, 
{«,  —  a)  dx,  +  y,  «y,  +  «,  **,  =-  0, 
(X,  +  a)  *a:,  +  y.iy,  +  z^Bz,  -  0. 

(a:,  -  a^)  (*a^  -  »x.)  +  (y,  -  y.)  («y,  —  *y,)  +  (5,  -  «,)  (*/,  -  »z^)  =.  0 
Mit  Hülfe  der  Uoltiplicatoren  1,  (i,  r  ergeben  sieb  hierans  die  Oleicbongen: 

r+iy.  +  »(y, -y.)  =  o, 

-  X  +  p  (a^ +«)  ~  »  {a^ -*,)  =  0, 
-r  +  py. -.(y,  -y,)  =  0, 
^G  +  f«, -»('.  -e,)-0. 
Indem  wir  die  RichtungBCOsiDDase  u,,  ^,,  y,;  o,,  ^,,  y,;  a,  ß,  y  der  Fftden  X^, 
B'B  nod  der  Strecke  BA  mit  Hülfe  der  Relationen 

ar,  -  a  -  («, ,      a^  +  a  =.  (o:„      fl^  -  iE,  =  2aa  =  J  («,  -  «,)  ^-  2a, 

y.  ~  'ft.  ft  =  'ft.     y,  =  y.  =  aap  -  i  (p,  -  ft), 

^1  =  'Vi  .  '•  —  'yj.       «.=«■=  2oy  =  ((}■,—  yi) 

einfahren    und   die  Bedingung    der  Bechtwinkligkeit  von  AB  and   P,  D&mlich 

Xa  4-  yß  =  0  biDEufSgeD,  welche  eich  mit  Hülfe  eines  weiteren  Hnltiplicatort  a 

in  X:p=— r:<t  =  fl  oder  X  =  po,  7=  — «o  spaltet,  wofür  («»+ß»)«'=.P' 

aus  X'  -)-  7'  =>  P'  folgt,  nehmen  sie  die  Oeatalt  an: 

Pa-\-  Xia,  +  Sran  —  0, 

-«D  +  l/p,  +2*ap-.0, 

Iff  +  lly,  +  2»or  —  0, 

—  iJa  4-  (ti«,  —  2»rao  =  0, 

ao  +  pift  —  2»op  —  0, 

40+  (iJyj  —  avay  =■  0, 

«i  +  «  +  y|  =  i. 

i(o,  -o,)-  2a  (<r-  1), 
'(ft  -ft)  =  2a(», 

'(r.  -r,)-8»y. 
(«•  +  p«)  «■  =  p\ 
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Ana   diesen   13   Qleichtmgen  änd   a,,  ß,,  y,;   o,,  ß,,  y,;  a,  ß,  y;  l,  p.,  v;   n  zu 

Unter  den  Gleicbgewichtslagen  dea  S^Bteme  «nd  nnch  solche,  für  welche  AB 
horiionfa)  liegt.     Füt  sie  wird  y  ~  0,  «'  -f-  ß*  =  1,  a  =-  P,  7,  =  y,,  a,  ==  —  u,, 
ß,  ^  —  |I,  und  reducirt  sieb  daher  das  Oleichangasystem  aaf 
pP+  li«,  +  %yati  =.  0, 
-aP+lIft  +  2*011  =.0, 
\Q-\-Xly^  —0, 

«'  +  (P-i, 

Iß,  -aß, 
ans  welchem  n,,  |I,,  y,;  u,  ß;  1,  *>  in  finden  sind. 

Die  Grossen  II  nnd  8»a  drücken  die  SpannnDg  der  F&den  nnd  der  Stange 
AB  aas. 

§.  10.  Wir  gehen  jetzt  zum  Beweise  des  Princips  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten fUr  ein  beliebiges  Punktsystem  Über,  dessen  Punkte  frei 
und  unabhängig  von  einander  bewegUch  sind.  Soll  ein  KrSftesystem,  welches 
an  einem  solchen  Punktsystem  angreift,  sich  im  Gleichgewicht  befinden, 
so  darf  dasselbe  auf  den  Geschwindigkeitszn stand  keines  Systempanktes 
einen  Einfluss  üben.  Diesen  GeschwindigkeitszuBtand  können  aber  nur 
Kräfte  beeinflussen,  deren  Richtungen  durch  diesen  Punkt  hindurchgehen 
und  entweder  an  ihm  selbst  oder  wenigstens  an  einem  mit  ihm  unrer- 
Knderlich  verbundenen  Punkte  ihrer  Richtung  angreifen.  Demnach  muss 
an  jedem  Systempunkte  einzeln  Gleichgewicht  herrschen.  Daher  ist  die 
Summe  der  virtuellen  Arbeiten  &)ler  auf  denselben  Bystempnnkt  wirkender 
Kräfte  für  jede  beliebige  virtuelle  Verschiebung  dieses  Punktes  Null.  Da 
dies  für  alle  Punkte  gilt,  so  folgt,  dass  wenn  Kräfte  an  einem  be- 
liebig veränderlichen  freien  Punktsystem  im  Gleichgewicht 
sind,  die  Gesammtsnmme  aller  ihrer  virtuellen  Arbeiten  fttr 
jede  beliebige  virtuelle  Bewegung  des  Systeme  verschwindet. 
Umgekehrt  wollen  wir  annehmen,  es  sei  für  tön  solches  System  die  Summe 
der  virtuellen  Arbeiten  aller  Kräfte  fUr  jede  beliebige  virtuelle  Bewegung 
gleich  NnU.  Ertheilen  wir  dem  System  eine  virtuelle  Bewegung,  bei 
welcher  nur  ein  einziger  Punkt  eine  Verschiebung  erleidet,  alle  anderen 
nicht,  so  erhalten  wir  auch  nur  von  den  auf  diesen  Punkt  wirkenden 
Kräften  virtuelle  Arbeiten,  wShreud  die  virtuellen  Arbeiten  aller  anderen 
Kräfte  Nnll  sind.  Da  nun  die  Gesammtsumme  aller  virtuellen  Arbeiten 
Null  ist,  so  folgt,  dass  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller  an  jenem 
Punkte  angreifenden  Kräfte  für  sich  Null  betragen  muss.  Diese  Bedingung 
ist  aber  die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  für  diesen  Ponkt     Das  näm- 
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liehe  l&sat  eich  f&r  alle  Systempunkte  behaupten;  daher  der  Satz:  Ist  die 
Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller  an  einem  freien  verSnder- 
lichen  Funktsyatem  wirkenden  Kräfte  Null,  so  eind  die  Kr&fte 
im  Gleichgewicht.    Beide  Sätze  zusammengefasst  liefern  den  einen: 

Eum  Gleichgewichte  eines  ErSfteaystems,  welches  an  einem 
freien,  beliebig  verfinderlichen  Punktsystem  angreift,  ist  er- 
forderlich und  hinreichend,  dass  die  Summe  der  virtuellen  Ar- 
beiten aller  Kr&fte  für  jede  beliebige  virtuelle  Bewegung  des 
Systems  verschwinde. 

Der  Satz  Ist  anwendbar  auf  das  ganze  Punktsystem,  wie  auf  einen 
beliebigen  abgetrennten  Tbeil  deasetben,  nur  müssen  in  allen  PsUen  alle 
KrBfte  in  Rechnung  gezogen  werden,  welche  an  einem  solchen  Theile  an- 
greifen. 

Unter  den  virtuellen  Bewegungen  eines  freien  veränderlichen  Systems 
sind  auch  solche,  fOr  welche  die  Punkte  des  Systems  ihre  gegenseitige 
Lage  nicht  Andern,  fUr  welche  das  System  also  ein  unverSnderliches  bleibt. 
Hierana  folgt,  dass  für  jedes  freie  verSnderlicbe  Punktsystem 
oder  einen  Theil  desselben  die  Gleichgewichtsbedingnngen  eines 
freien  unveränderlichen  Systems  Dothwendig  erfüllt  sind,  oder 
anders  ansgedrttokt,  dass  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  an  einem 
solchen  System  nicht  anfhört,  wenn  man  das  System  ganz  oder 
zum  Theil  unverfinderlich  werden  (z.  B.  erstarren)  l&sst. 

§.  11.  Hinsichtlich  der  Kräfte  am  veränderlichen  Punktsystem  unter- 
scheidet man  innere  und  äussere  Kififte.  Innere  KrSfte  aind  solche, 
deren  Richtungen  von  den  Systempunkten,  an  welchen  sie  angreifen,  nach 
anderen  Systempunkten  oder  von  diesen  nach  jenen  bin  gerichtet  sind  und 
ihrer  QrSase  nach  von  der  Entfemang  der  Angriffspunkte  von  diesen 
Systempunkten  abhängen;  äussere  Kräfte  solche,  deren  Grösse  und  Rich- 
tung nicht  von  der  Lage  der  Syatempunkte  untereinander,  wohl  aber  von 
ihrer  Lage  gegen  äuaaere,  dem  System  nicht  angehörige  Punkte  abhän^g 
ist.  Zar  ersten  Art  gehören  Anziehungs-  und  Abstossungakrilfte  zwiEchen 
den  Massenponkten  des  Systems,  zu  den  letzteren  Anziehungen  nach  festen 
Centren.  Dieser  Unterschied  betrifft  tibrigens  nicht  die  innere  Natur  der 
Kräfte,  sondern  nnr  die  Beschaffenheit  des  Systems.  Es  kann  dieselbe 
Kraft  unter  UmstAnden  die  Rolle  einer  Susaeren,  unter  anderen  die  einer 
inneren  spielen.  FOr  die  Erde  als  bewegliches  System  z.  B.  sind  die  An- 
ziehungen der  Sonne  und  der  Planeten  äussere  Kräfte,  so  gut,  wie  die  An- 
ziehungen der  Fixsterne;  für  das  Sonnensystem  als  Ganzes  sind  sie  innere 
und  jene  nach  wie  vor  äussere  Kräfte.  Innere  Kräfte  sind  meist  paar- 
weise gleich  und  entgegengesetzt,  in  der  Verbindungslinie  der  Punkte  wir- 
kend,  welche   sie   afSciren.     Wenn   nämlich   von  zwei  Punkten  jeder  den 
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anderen  in  der  Richtung  nach  Bich  bin  oder  auch  im  entgegengesetzten 
Sinne  beschleunigt  und  beide  die  MasBeneinhelt  enthalten,  eo  Bind  beide 
KrSfte  gleich.  Wird  aber  die  Masse  des  einen  das  m  fache  der  Maesen- 
einbeit,  so  wird  sie  auch  die  m  fache  Beschleunigung  von  dem  anderen 
erfahren  und  wenn  dessen  Masse  auf  das  tnTache  steigt,  so  wird  diese 
mfache  Beschleunigung  nochmals  m'fach  werden.  Daher  wird  an  jedem 
Punkte  eine  Kraft  angreifen,  welche  das  mm'fache  der  Kraft  ist,  mit 
welcher  zwei  Masseneinheiten  einander  besohleunigen.  Ist  diese  Beschleu- 
nigung von  der  Entfernung  r  derselben  abhSngig  und  durch  f{r)  aus- 
gedrückt, so  stellt  mm'f(r)  die  gemeinsame  IntensitSt  der  beiden  Erfifte 
dar,  mit  welchen  die  Punkte  von  den  Massen  m,  m  in  entgegengesetztem 
Sinne  längs  ihrer  Verbindungslinie  aMclrt  werden.  FQr  Attractionen  von 
festen  Centren  und  für  innere  ErUfte  der  eben  angefahrten  Art  ist  es 
leicht,  die  virtuelle  Arbeit  zu  bilden.  Fttr  beide  besteht  nSmlich  eine 
KrUftefnnction,  deren  partielle  Differentialquotienten  nach  den  Coordinaten 
des  afficirten  Punktes  genommen,  die  Componenten  der  Kraft  angeben.  Ist 
nSmlich  B  die  Kraft,  mit  welcher  das  Centrum  (a,  b,  c)  den  Punkt  (x,  y,  e) 
beschleunigt,  r  die  Entfernung  beider  und  sind  (o,  ß,  y)  die  Kichtungs- 
winkel  der  Kraft,  so  wird 

^=,*:^_?„  dr  ^y  —  h  _  ^r_l_n£  = 

dx™       r       ™^^'''   äff  "^       r      ""^P'   ^^""       r  "*^>'' 


folglich         X  =  —  B,      Y 
und 

=,  - 

-  B  . 

IT 

Z  = 

-"h 

xax-\-  Y6y  +  ZSz~-B(^^ 

"^% 

>)  + 

l>¥ 

.  —  m,. 

Setzt  man /B(ir=ü,  wodurch 

R-= 

■  dr 

ind 

Btr. 

<" 

-  JPwW, 

so  folgt  XSx  +  YSy  +  ZSz  - 

SU. 

Ebemo  sind,  wenn 

ü  die  An- 

Ziehung    zweier    Punkte    {p,  y,   z)    und    (x,,  y,,  z^    bedeutet,     —   -^  ;i"  i 

—  Ä  v->     —  Ja  ^-    die    Componenten    derselben    am    einen,     —  R    —  , 

—  ü  T-  ,     —  JB  ^      am  anderen  Punkte.    Der  Beatandtheil  der  virtuellen 

Arbeit  beider  ist  daher 

Xix  +  Yiy  +  Zia  -^  ~  R  l-  ix  —  rI-  iy  —  nl-  dz 
öx  ey  dz 
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oJer,  da  aua  r*  ^  (jp  —  j-,)'  +  (y  —  yj*  +  {2  —  ?,)*  folgt: 


-  B  ?^  Jy  +  ü  -^''-  rf,.  = 

—  B  l^*"  d/  +  B 1^  *z.  =  —  je  ^-"^A  ^  (^  _  , ) 

wird,  mit  Znhttlfenahme  von  (a:  —  x,)  i  (x  —  ^i)  -h  (,!/  —  ^i)  *  (y  —  Si) 

XSx  +  r^y  +  ZSz RSr. 

Setzt   man  also   nieder  JEdr  =  P,  ao  wird  dieser  Ansdruck  —  iU. 

Bestehen  zwisohen  je  zwei  Punkten  des  Systems  Bhnliche  Ad  Ziehungen, 
so  tritt  an  die  Stelle  von  Rir  nur  ZRSr  nnd  wird 

—  SRSr SV 

die  virtaelle  Arbeit  dieser  inneren  KrSfte,  wo  U  •=  2  jRdr  ist.  Im  Falle 
^f^g-  der  Abstossung  lindert  R  nnd  damit  V 
Sinn  und  Zeichen.  Aach  kann  man  auf 
geometrischem  Wege  leicht  zu  dem  Ans- 
druck der  virtullen  Arbeit  der  inneren 
Er&fte  gelangen.  Sind  nSmlich  (Fig.  65} 
AÄ,  BB'  die  virtuellen  Verschiebungen  der  Angriffspunkte  A^  B  der 
inneren  gleichen  Kräfte  P,  welche  längs  AB  in  entgegengesetztem  Sinne 
wirken  und  aind  Aa,  Bb'  die  Projectionen  von  AA',  BB'  auf  AB, 
so  stellt 

P  •  Aa'  ~  P-  Bb'  =  P(Aa  —  Bb') 
die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  dieser  beiden  Erfifte  dar.  Zieht  man 
nun  durch  A'  die  Linie  A'ß  parallel  nnd  gleich  mit  AB  und  nennt  ff 
die  Projection  von  ß  auf  AB,  ao  wird  Bb'  ■=  Bß^  +  jTfc'.  VermOga  des 
Parallelogramms  AA'ßB  iat  aber  Bf(  =  Aa  und  da  A'ß  und  A' B^ 
einen  unendlich  kleinen  Winkel  mit  einander  bilden  und  die  zu  A'ß  in  ß 
senkrechte  projicirende  Ebene  auf  A' B'  einen  Punkt  ß"  bestimmt,  sodass 
|J"B'  =  jS'fc'  =  A'B'  —  AB  =  r  —  r  —  Sr  wird,  wenn  AB  —  r  gesetit 


c 
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wird,  so  ergibt  sich  — Pär  für  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  der 
KrSfte  P.  Die  Äenderung  6r  dar  Entfernung  r  ist  dabei  positiv  oder 
negativ,  je  nachdem  AB  bei  der  virtuellen  Verschiebung  des  Systems  wftchat 
oder  abnimmt  und  die  virtuelle  Arbeit  ändert  das  Zeichen,  wenn  die  Er&fte 
Ihren  Sinn  wechseln. 

§.  12.  Nicht  gerade  sehr  einfach  ist  es,  das  Princip  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  auf  den  Fall  eines  beliebig  veränderlichen  Systems  aus- 
Eudebnen,  welches  Beschränkungen  seiner  Beweglichkeit  ansgesetat  ist.  Was 
zonäohst  den  ersten  der  beiden  Sätze  betrifft,  welche  zasammen  das  Princip 
bilden,  nSmlich  dass  im  Falle  des  Gleichgewichts  die  Summe  der  virtuellen 
Arbeiten  f^r  jede  mit  der  Natur  des  Systems  verträgliche  Verschiebungsart 
Null  ist,  so  mllHaen  wir  die  Voraussetzung  machen,  daes  die  beschränkenden 
Bedingungen  durch  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  ersetzbar  sind,  wie  dies 
bei  der  Bernhrung  zweier  SystemtheUe  mit  zwei  Flächen  Cap.  IV,  S.  56 
gezeigt  wurde.  Da  man  schliesslich  jeden  Punkt  als  ein  novei'ändeilicbes 
System  ansehen  kann,  so  kann  ein  veränderliehee  System  mit  Bedingungen 
immer  als  ein  Aggregat  von  unveränderlichen  Systemen  angesehen  werden, 
sodass  nach  Einführung  der  Beding  ungskrSfte  an  jedem  unveränderlichen 
Partialaystem  für  sich  Gleichgewicht  besteht.  £s  gilt  daher  tüi  jedes 
solche  der  erste  Theil  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  wie 
in  §.  4.  Stellt  man  fUr  sänuntliche  Partiais jsteme  des  Gesammt Systems 
die  Gleichungen  auf,  welche  dies  Princip  für  sie  aussprechen  und  addii-t 
sie  sämmtlich,  so  erhält  man  dasselbe  für  das  verSnderliche  System  gleich- 
falls. In  dem  Ausdrucke  dafUr  kommen  zunächst  die  virtuellen  Arbeiten 
aller  Bedingungskräfte  vor.  Man  kann  aber  leicht  zeigen,  dass  die  Summe 
der  virtueUen  Arbeiten  je  zweier  der  Normalkräite,  welche  an  den  Be- 
rUhrungsstellen  eingeführt  werden,  Null  betrSgt.  In  dem  Berührungs- 
punkte ü  zweier  Flächen  a,  ß  treten  nämlich  zwei  Punkte  A,  B  derselben 
zusammen.  Bei  einer  virtuellen  Verschiebung  entfernen  sich  dieselben  im 
Allgemeinen  unendlich  wenig  von  einander  und  befinden  sieb  etwa  in 
A',  B',  während  in  dem  neuen  Berührungspunkte  C  zwei  andere  Punkte 
beider  Flächen  znsanunenfallen.  Der  Punkt  A'  liegt  aber  in  der  Tan- 
gentenebene von  a  und  der  Punkt  B"  in  der  Tangentenebene  von  j3  im 
Punkte  C  und  daher  steht  die  Verbindungslinie  A' ^  senkrecht  auf  der 
gemeinsamen  Normale  beider  Flächen  in  C,  Diese  Normale  bildet  aber 
mit  der  Normalen  des  anfänglichen  Berührungspunktes  C  einen  unendlich 
kleinen  Winkel  und  daher  weicht  auch  der  Winkel,  den  Ä^  mit  dieser 
Normalen  bildet,  nur  um  ein  Dnendlichkleines  von  ^n  ab.  Projiciren  wir 
daher  das  Dreieck  AA'B^  auf  die  Normale  in  C,  so  verschwindet  die 
ProjectioD  von  Äff  und  folgt,  dass  die  Projectioneu  dn,  SW  der  vir- 
tuellen Verschiebungen  AA',  BS   der  Punkte  A^  B,  in  welchen  die  ent- 


196  PriDc.d.v.GeBch.  amveraiidl.SyBt.mitbeachr.ßewegliohlc.  !II.Th.,Cap.IX,S.12. 

gegengesetzt  gleichen  Normalbedingungekrafte  N,  N'  angreifen,  einander 
gleich  aind.     Daher  iat  Ndn  -\-  N'in  =  0. 

In  gleicher  Weise  ergibt  sich,  dass  die  virtuelle  Arbeitssunime  Je 
zweier  entgegengesetzt  gleicher  SpannnngekrSfte,  welche  den  Abatoiid  zweier 
Punkte  A,  B  des  Systems  unveränderlich  erhalten.  Null  ist.  -Nach  §.11 
ist  dieselbe  oSmlich  -\-Nir,  wenn  N  die  gemeinBcbaftUcbe  IntensitSt  beider 
Kräfte,  Sr  aber  die  virtuelle  Aenderung  der  Länge  AB  bezeichnet.  Da 
letztere  Linie  unveränderlich  sein  soll,  eo  ist  dr,  also  auch  ^Jfdr^Ü. 
Für  die  Widerstände  von  festen  Flächen  und  Curven  ist  die  virtaelle 
Arbeit  ßlr  die  mit  den  Bedingungen  des  S7stems  verträglichen  Verschie- 
bungen, nämlich  filr  Verschiebtmgen  in  der  Tangente  oder  T&ngenten- 
ebene  Null. 

Sind  also  f ,  P', . . ,  die  Kräfte,  welche  an  dem  einen,  Q,  (jf, . . .  die, 
welche  an  dem  andern  von  zwei  in  einem  Punkte  berührend  mit  einander 
verbundenen  Sjstemtheüen  wirken,  N,  N'  die  entgegengeseteten  Normal- 
kräfte  im  Berührungspunkte;  sind  ebenso  B,  B'  die  Er&fte,  welche  an 
einem  dritten,  mit  dem  zweiten  berührend  verbundenen  Systemtheil  angreifen, 
Ni,  N",  die  im  Bertihmngspunkte  zuzufügenden  Normalkräfte  u.  a.  f.,  so 
besteht  ein  System  von  Gleichungen  wie: 

2PSp  +  Nän  =  0,  Nin  +  Jfin  —  0, 

£Qdq-{-N'Stt'  +  Njäni=0,  JV^*«,  +  J?;a«i  =- 0, 

SBSr  +  N[en[  +  Nfän^  =  0,  N^Sn^  +  NiSn»  =  0. 

£Si3-^Niäni^ =0,  • 

durch  deren  Addition 

üPSp  +  £Qäq  +  £B6r  +  ÜSÖs  + ^  0 

folgt,  welche  Gleichung  unseren  Satz  ausspricht.  Ist  ein  Systemtheil  fest, 
so  ist  die  sich  anf  ihn  beziehende  Gleichung  von  selbst  erftllt  und  fSUt 
eine  Arbeit  wie  Nän  hinweg,  weil  Sn  Null  ist.  Aehnliche  Gleichungen 
gelten,  wenn  Punkte  unveründerlichen  Abstand  haben. 

Man  sieht,  diese  Betrachtung  gilt  für  beliebig  viele  Berührungsstellen  von 
Flächen  mit  Flächen,  Flächen  mit  Curven  und  Curven  mit  Corven,  Sie  setat 
jedoch  die  Existenz  einer  gemsinsohsftUchen  bestimmten  Normale  an  der  Bertlh- 
rungsstelle  oder  was  dasselbe  ist,  Bestimmtheit  der  Richtung  der  Normal- 
kräfte voraus.  In  allen  Fällen,  in  welchen  diese  Voraussetzung  nicht 
zutrifft,  ist  eine  Specialnntersuchung  über  die  Giltigkeit  unseres  Frincips 
DOthwendig.     Uan  kann  daher  jetzt  den  Satz  aufstellen: 

Zum  Gleichgewicht  der  Kräfte  an  einem  beliebigen  ver- 
änderlichen System,  welches  Bedingungen  unterworfen  iat,  dass 
gewisse   Punkte    feste    oder    bewegliche    Flächen    oder   Curven 
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nicht  TerlaSBCD,  daas  gewisse  Sjstemparthieen  uDTer&nderlich 
bleiben,  dass  unverSnderliche  Systemtheile  anter  bestimmteit 
gemeinBcbaftlichen  Normalen  einander  berühret!  sollen,  ist  er- 
forderlich, dass  die  Snmme  der  virtuellen  Arbeiten  der  KrSfte 
für  alle  mit  den  Bedingungen  verträglichen  Terechiebungsarten 
Nnll  oder  negativ  seL 

Daa  Princip  ist  nicht  blos  auf  das  Gesammtsystem,  sondern  auch  auf 
jeden  abgetrennten  Theil  desselben  anwendbar,  wenn  nur  die  Verbindung, 
durch  welche  derselbe  mit  den  Übrigen  System theilen  znganimenhSngt, 
dnrch  Krifte,  resp.  durch  Gleichungen  ausgesprochen  wird. 

Der  zweite  Theil  des  Princips,  nSmlich  der  Satz,  dass,  wenn  die 
Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller  Kräfte  für  alle  verträglichen  Ver- 
schiebungen verschwindet,  Gleichgewicht  stattfindet,  kann  in  derselben  Weise 
bewiesen  werden,  wie  §.  4  fUr  das  unverKnderliche  System  geschehen  ist. 
Einen  andern  Beweis  s.  Uöbius,  Lehrbuch  der  Statik  B.  II,  S.55.  Es  kann 
demnach  dos  Frincip  jetzt  allgemeiner  folgendermassen  aasgeüprochen  vf  rden, 
wobei  der  Unterschied  »wischen  einseitig  und  doppelt  wirkende»  Wider- 
ständen mit  berücksichtigt  wird: 

Zum  Gleichgewicht  der  Kräfte  an  einem  beliebigen  ver- 
änderlichen System,  welches  Bedingungen  unterworfen  ist,  dass 
gewisse  Funkte  feste  oder  bewegliche  Flächen  oder  Curven 
nicht  verlassen,  dass  gewisse  Syetemparthieen  unveränderlich 
bleiben  oder  dass  unveränderliche  Systemtbeile  einander  be- 
rühren sollen,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  die  Summe 
der  virtuellen  Arbeiten  aller  Kräfte  fUr  alle  mit  den  Bedin- 
gungen verträglichen  Verschiebungen  Null  oder  negativ  sei. 

§.  13,    Beispiele  und  Anwendungen. 

1.  E»  aollen  die  GleichgewichtabedingDUgen  von  Kräften  am 
freien  unveränderlichen  System  aus  dem  allgemeinen  Princip  der 
virtuellen  GeBchwiudigkeiten  für  daa  voiänderliche  System  abge- 
leitet werden. 

Das  System  bestehe  aus  n  Punkten;  seine  UnverAnderlichkeit  heiteht  in  dem 
coDstanten  Abstände  seiner  Pimkte  von  einander.  Ka  fragt  sich  innäohtt,  welche 
und  wie  viele  Bedingungen  diese  UnvetfiDderlicbkeit  fordert.  Damit  xwei  Punkte 
i^iVi'ii  ""''  '^t^t^*)  Constanten  Abatand  von  einander  haben,  ist  eine  Bedingung 
von  der  Form 

L  -  (*,  -  x^y  +  {y,  -  y^y  +  (ij  -  z^y  ~  Omnt.  -  0 
zu  erfüllen.  Ffir  drei  Pupkte  gibt  es  drei  solcher  Bedingungen;  jeder  der  »  —  3 
dbrigen  erfordert  fOr  «eine  unveränderliche  Verbindung  mit  diesen  dreien  drei 
weitere  derartige  Gleichungen,  welche  aussagen,  dass  er  constanteu  Abstand  von 
diesen  drei  Systempunkten  besitxe.  Dies  gibt  im  Ganzen  Z{n —3)-\-Z  =  ^n — 6 
Bedingungen  und  ebenso  viele  unbukanntc  Hultiplicatoren  1,  ^,  v,  .  .  .  sind  ein- 
zuführen,   wenn   wir   die    analytische   Form    des   Princips    von   %.  8    anwenden 

DigiLizedbyCoOj^Ic 


PriDc.  d.  V.  Ueauh.  am  ver&ndl.  S^nt  mit  buscbr.  Beweglichk.  III.  Tb.,  Cap.IX,  g.  IS. 


ist,  BO  weiden  die  Oleicbangen  des  Qleicbgewicht«  son&chBt 
O^Xi  +  l{x^-x,)  +  ^  (X,  -*:,)  +  ..., 

0  -  r,  +  Z  (Vi  -  yp  +  f*  (!/,-»*)  +  ■■■ .  t  -  1, 8, 3, ...  n. 

0  -  Z^  +  1  Cr;  -  «j)  +  ^  («;  -  r^)  +  .  . .. 

An«  djeaen  8n  OleichnDgeii  und  die  3n  —  6  GrOuen  l,  ft,  v,  .  .  ,  tn  elimi- 
niren,  mn  die  reetirenden  6  G leidige wichtabediDguiigen  des  nuTerftiiderlicheD 
Sjatems  sn  finden.  DieM  Elimination  kann  durch  folgende  beiden  Operationen 
Totliogen  werden,  dereo  Jede  dreimal  Anwendung  findet  Addiii  man  alle  den 
verschiedenen  Werthen  dee  Index  i  entiprecbenden  Gleichungen,  welche  sich  auf 
die  x-Axe  beliehen,  ao  liefern  je  zwei  OliedeT  1  (x^  —  x^)  and  1  (x^  —  x^; 
H  («j.  —  x,)  und  (1  («,  —  Xj),  .  .  .  welche  am  i*™  nnd  i*™,  am  i*™  und  I""  u.  ■.  w. 
Punkte  vorkommen,  zur  Samme  Null.  Eh  bleibt  daher  ala  Beanltat  die  Ton 
1,  fi,  .  .  .  nnabh&ngige  Qleichnng  EXf  ^^  0.  Hienu  kommen  die  beiden  analogen 
Qleicbnngen  .ZY,.  =  0,  EZ^^O,  welche  sich  durch  Addition  der  auf  die  y-, 
leep.  2-Axe  bezQglichen  Gleichungen  ergeben.  Mnltiplicirt  man  ferner  die  der 
«-Aze  entsptecbende  der  voratehenden  Gleichungen  mit  y,  die  der  y-Axe  ent- 
epTecbende  mit  V,  anbtrahirt  die  Resultate  nnd  summirt  hierauf  nach  dem 
Index  I  durch  das  ganze  Syatem  hindurch,  eo  erhält  man  kIb  Anfangeglied 
Z  {y^Z^  —  ^i^i),  Bodann  findet  eich  aber  anch  ta  jeder  Verbindung  wie 
^  fy*  ('i  —  '*)  —  ^,  (Vi  —  y*)]  oder  —  l  Ij/fy  -  y^r,)  auch  die  entgegengesetate 
''  \Sk  '^*  ~  "i)  ~  hU>i  —  Vi)]  "der  -  1  (y^z,-  —  y^t^)  vor  und  tilgen  aich  dieselhen 
paarweise,  so  das«  bloa  die  Gleichung  £  (y^if,.  —  «^  Y^)  —  0  resultirt  Hierin  er- 
langt man  in  ähnlicher  Weise  die  beiden  andern  noch  fehlenden  Qleicbnngen 
S{!-X^-~  x.Z;)  —  0  und  r(j;,.  T;  —  y;X.) —  0,  aodaes  alle  6  Gleichgewichti- 
bedingungen  des  unvei&nder  lieben  System  b  gefunden  sind. 

2.  Eb  soll  die  Differentialgleichung  der  Curven  für  das  Last- 
gewicht g  der  Sauveur-  und  de  rHoapitarechen  ZugbtBcke  (b.  S.ST) 
gefunden  werden. 

Ertbeilt  man  dem  System  eine  verträgliche  Teracbicbung,  bei  welcher  der 
Winkel  BAC,   den    wir   mit   ^  beieicbnen    wollen,    am   4^    abnimmt,   so  be- 
schreibt  der  Punkt  S   einen    kleinen    Kreisbogen  §d^,    wo  SÄ  ^  p   geaetst   ist, 
senkrecht  zn   SA   und   folglich   einen   Winkel  \jt  -\-  ^   mit   der  Sichtung  von  G 
bildend.    Die  virtuelle  Arbeit  von  G  iat  daher  —  Gp  sin  ^ji^.    Die  virtnelle  Ar- 
beit von  Q  findet  man,  wenn  man  bedenkt,  dass  der  Angriffapunkt  M  von  Q  um 
die    Verticalprojection    des   BogenelementeB    MM'    sinkt.     Diese   Projection    ist 
B  {f  cos  #)    und    folghch    ^i  {g  cos  »)    die  Arbeit   von   ^.     Das  Piincip   der   vir- 
tuellen UesohwindigkeiteD  gibt  daher  die  Haaptgleichung 
-  Gß  »in  ipdip  +QS  (e  coiO-j  —  0, 
-  Gp  aio  ySv  +  Q  cob  fr*e  -  ^p  sin  *  .  ae  —  0. 
Ifit  dieser  lind  die  Differentialgleichungen  der  Bedingungen 
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e-^(*)-o, 

(a  —  p)'  —  (4P'  -i-h*  ~  ißh  cos  v)  —  0 
in  verbmäen,  TOn   denen   die   erste  anadrflckt,   daoB  der  Pnokt  Jtf  {|i,  9)  auf  der 
Doch  nnbekumteu  Cnire  9  — i  /'  (fi)  liegen  und  die  iweite,  dau  £(7  -|-  CJf  cen- 
Btaut  gleich  a  aein  soll. 

Diese  Differentialgleichnngen  sind 

ig  —  f  C*)  3*  •"  *>    {•  —  P)  1^9  -\-  2ßfi  «in  V*V  —  0. 
Indem  man  eie,  die  erat«  mit  1,  die  iweite  mit  fi  moltiplictrt,  eoi  Haaptgleichaiig 
addirt,  serfUlt  dieie  in  die  drei  Qleiclmiigen 

-G  +  2A^  — 0,    §coi»  +  Z  +  ^(a- p)  — 0,    Q9  An  »  +  Xf  Ifi)  —  f>. 
Sie   liefern   nach   Elimination   von  i.  nnd  ft,   wenn  man   fOr  /'  (#)   da«   gleich- 
bedeutende   ~   schreibt  ond  ^  A  —  6  setit 

\  d.{a  —  nY  -\-bd  (q  cob  *)  —  0, 
wie  S.  67. 

S.  Die  vorige  Anfgabe  werde  dahin  abgeändert,  daas  Tora  Pnokte 
B  »na  eine  starre,  um  B  drehbare  Linie  Ton  der  LKnge  l  tarn  Pnnkte 
IS:  fflhre,  in  welchem  das  Gewicht  Q  wirkt  Welches  ist  die  Curve 
de»  Gleichgewichtes,  anf  welcher  M  laufen  mnss? 

FOr  X,  y  als  rechtwinklige,  horizontale  nnd  Terticale  Coordinaten  von  M 
für  A  aU  Uraprung  ist  alsdann  —  Pp  cos  ^d'^  -\-  Qdy  -~  0  ond  besteht  die  Be- 
dingung: l'  ^  iß*  +  a:'  +  y'  +  4^  sin  tp  Yx'  -\-  y'.  Die  Integration  der  ersten 
Oleichnng  gibt  Qy  ^  Pß  sin  ^  -f  ^1  wobei  C  so  bestimmt  werden  kann,  daia 
die  Cnive  durch  den  Punkt  0  (0,  K)  geht. 

4.  Wirken  an  dem  STStem  keine,  anderen  Krftfte,  &ls  die  Schwere,  so  nimmt 
die  Banp^leichnng  des  Principa  der  virtuellen  Oeschwindigkeitec,  wenn  die  Kich- 
tung  der  Schwere  als  I-Axe  angenommen  wird,  die  Gestalt  SPSi  —  0,  oder 
SSPx  —  0  an  und  da  SPe  —  (,ZP  ist,  auch  die  Fonn  9t,  =-  0,  wo  z,  die  Or- 
dinate des  Schwerpunktes  bedeutet.  Für  alle  virtnellen  vertragliehen  Verschie- 
bungen darf  also  der  Schwerpunkt  des  ganxen  Sj'Stems 
dieselbe  Horiiontal ebene  nicht  verlassen.  Bei  Auf- 
gaben, wie  Nr.  2  und  3 ,  bei  welchen  unendlich  viele 
Gleiobgewichtslageu  tnCglich  sind,  erhält  man  durch 
diese  Bemerknng  eine  Construction  fflr  die  Curve, 
welche  ein  bestimmter  Sjitempnnkt  beschreibt,  wenn 
das  System  alle  Gleichgewichtslagen  durcbl&nft 

6.  Ein  homogener  schwerer  Erei«  (Bing) 
(Fig.  6G)  vom  Gewichte  P  und  dem  Badins  R 
wird  an  den  Endpunkten  A,  B,  C,  D  sweier  zo 
einander  senkrechter  Duccbmesaer  von  vier 
gleichlangen,  vollkommea  biegsamen  F&deu 
getragen,  deren  Enden  in  einem  festen  Punkte 
0  sich  vereinigen.  Deber  die  vier  Faden  wird 
ein  anderer  gleichfalls  homogener  Kreis  von 
kleinerem  Badins  r  und  dem  Gewichte  ß  hin- 
ie  Gleichgewichtslagen  des  Systems  ermitteln 
ng  der  Fäden  finden. 
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Darch  eioe  VerBcbieboDg  dee  ganten  SfBtema  parallel  der  Yertikaleii  folgt 
zantLcbBt  fflr  den  Widerstand  N  dea  Punkt«»  0  die  Gleichung  N  —  P  +  Q. 
Schnuidet  man  die  Fäden  zwiacben  0  und  dem  kleineren  Kreise,  sowie  swisghea 
beiden  Ereiaen  dnrch  und  bezeicbnet  ibre  Spannung  mit  T,  die  Neigung  der 
oberen  Tbeile  der  Fftdsn  gegen  die  Yerticale  mit  a,  die  der  unteren  mit  ß,  to 
gibt  die  Veracbiebung  dee  PartialBjateme  des  festen  Ponktee  parallel  der  Verti- 
calen :  N  =  iT  co»  a,  also  iT  coaa  —  P  -f  Q.  Aebnlicbe  Terscbiebungen  der 
beiden  Kreise  geben 

iS  cos  ß  —  P,       iS  {cot  p  —  CO»  a)  +  Q  —  0. 
Bedeutet  i  die  Länge  der  Fäden,  so  besteht  die  rein  geometrische  Oleichnng 

sin  K  ^   sin  p 
Die  drei  Gleichungen 
iS  cos  p  —  P,  m  cos  a  —  l'-\-  Q,  r  sii^jj  +  (Ä  --  .)  «in  «  —  J  sin  o  sin  ß 

liefern  a,  ß,  S.    Aus  den  beiden  ersten  folgt  ■*  1  +  ^  .  »•«»  «  <!  P-    Ent- 

nimmt man  hieraos  cos  ß  und  sin  ß,  so  liefert  die  letzte  Gleichnag 
fr  -  I  .».)■  [1  -  -jy^,  CO.-.]  _  («  -  r)'  .in-.. 

Sie  hat  zwei  reelle  Wnrzeln,  von  denen  die  eine  einer  Lage  des  kleineren  Ringee 
jeniteita  0  entspricht.    Für  S  hat  man  eine  ähnliche  Gleichung  4.  Grades, 

Sind  h,  k  die  Abstände  der  Ringe  von  U,  so  ist  ft  »  r  cotg  a  +  (£  —  r)  cotg  f, 
k  —  r  cotg  a.    Wann  ist  it  =  ^  A  ? 

Auch  für  r  >-  A  ist  ein  Gleicbgewicbt  mOglich,  die  4  Fäden  nmspatinen  dano 
den  Ring  (r). 

Auch  kann  die  Gleichung  (Jdk —  l'3h  =.  0  in  Verbiudnng  mit  der  obigen 
geonietriscben  Bedingung  Lenutiit  werden. 

Wie  gross  ist  der  Druck  auf  den  Ewiechenliegenden  Bing? 

6.  Gleichgewicht  von  Kräften  am  ebenen  Gelenkpolygon  von  cod- 
stanten  Seiten. 

a)  Es  sei  A„Ä,A^  ...  An,  ein  ebenes  Foljgoo,  dessen  Zeiten  A^A^,  AiA^,... 
A,u—iAm  durch  Gelenke  drehbar  mit  einander  veibundon  sind.  Dasselbe  erleide 
eine  virtuelle  Verdcbiebung  in  seiner  Ebene,  sodass  seine  Scheitel  A^,  A,, .  ..Am 
unendlich  kleine  Bogen  beschreiben  und  das  Polygon  in  Äi  A',A\  .  .  .  A'^  flbar- 
geht.  In  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinaten System  OX,  OY  süen  Xr,  V' 
die  Coordinaten  des  Scheitels  Ar  vor  der  Yerscbiebnng,  Xr  -{■  ixr,  yr  -f-  iyr  die 
de»  Scheitels  A'^  nach  der  Terschiebung.  Wir  wollen  luuächst  die  ans  der  Ver- 
schiebung entspringenden  Aenderungen  Bxr,  iyr  sncben. 

Um  das  Polygon  aus  der  Lage  Ä^A^A^  ...  Am  in  die  Lage  A'^  A\  A\  . ..  A'^ 
überzufahren,  ertheilen  wir  ihm  zunächst  die  Translation  A^A'^  i^x,  3y),  wodurch 
es  in  die  Loge  A'^a,a^  .  .  .  om  gelangt.  Dadoicb  gehen  Xr,  yr  fiher  in  Xr+3x, 
yr+  8y.  Hierauf  lassen  wir  A'^OiO^  .  .  .  am  um  A'f,  rotiren,  bis  der  Scheitel  0| 
mit  A\  znsammenfäUt  Hierbei  erleiden  die  Coordinaten  Xr  -f'  '^i  yr  4-  ^V  '^ 
weitere  Äenderuug  um  —  (yr  —  y,)  äoi,  +  (xr  —  x^)  Sa^,  wenn  *0[  den  nn- 
endlich  kleinen  Rotations  winke!  o,  A'^,  A\  bezeichnet.  Denn  es  ändern  sich  Qbei' 
baupt  die  Coordinaten  eines  Punktes  im  Abstände  r  vom  Centmm  um  — rfia,, 
+  r«*ii, ,  wenn  tx,  Ty  die  Projectionen  von  r  auf  die  Aien  sind.  Demnach  sind 
jetzt  die  Coordinaten  von  Ar  übergegangen  is 
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Xr+  ix  ~  (tfr—  Sb)  ^'«it      yr  +  *y  +  (av—  «„)  tf«, , 

DDd  hat  das  PolTgon  die  Gestalt  ood  Lage  A'^A',  a',a'j  ■  ■  ■  <^„  erlangt  Ertbeilen 
wir  dem  Polygon  A\a'j<^^  .  .  .  o'^  eine  neue  Rotation  Ja,  um  A\,  wodmch  a', 
nach  J',  gelangt  und  dae  Oeaamm^lrgon  in  XgJ',jl',a'^a'f' ...  a^  übergeht,  so 
werden  die  Goardin&t«n  von  o','  sein 

Xr  +  dx  —  iSr  —  y„)  da,   —  {yr  —  »,)  «Oj , 
yr  +  *y  +   (*r-  X,)  d«,   +  (aV-  X.)  Jb,. 

Indem  wir  ebenso  dem  Polygon  A'^a'jO'l  .  .  ■  a'^  um  j1',  die  Rotation  da,  er- 
tbeilen,  ho  daea  o'^  nacb  jI,  gelangt  und  bo  fortfabrea.  Ins  Ar  sobliesslicb  mit 
A'^  zusammenfällt,  erhalten  wir  als  Coordinaten  von  A'^ : 

Xr-1-  *ar  —  (yr  — yj*«,  —  (yr  —  'J,)  »U,  .  .  .  —  (yr  —  yr-l)  a«r, 

yr  +  *y  +  (xr  -  «,)  ff«.  +  (av  -  a;,)  »«,...  +  («,  -  mr-i)  *«r 
und  hiermit  die  Aendemogen  3j:r,  äyr  der  Coordinaten  xr,  i/r! 

»jr.  =  ffa;  -  2  Ö"-  -  I"- ')  '"•  •     *!/'  -  »S  +  2  ^^^  ~  ""'"'^  *"' ' 
nftmlich 

Äi,  —  Sx, 

«iE,  —  *«  —  (y,  —  yo)*«!. 

«a:,  —  3a;  —  (y,  —  y,)  *e,  —  (y,  -  yj  ««,, 

ffj:»,  —  Äj;  —  (y™  —  yj)  «n,  —  (y^  —  y,)  »a,  —  .  .  .  —  (y™  —  y,^i)  *o™, 

*yo  —  ^y. 

*y,  =*y  +  (^>  -  ■i^)3«i. 

ffy,  ^  jy  ^.  (a;,  —  x,)  da,  +  (a;,  —  a^,)  in,, 

ffym  =  *y  +  (iTm  -  I»)  *o,  +  (a^m  —  I,)  ff",  +  .  .  .  +  {3!m  -  atin-i)  *i^ . 

Ist  das  Polygon  geachlossea,  so  bat  man 

Xj=-«n.,     y,=-ym,     ffxg  —ffa^n  —  ffa:,     ffyo  — ffy.n  —  ffy 
and   daher 

(y™  -  y,)  ff»!  +  (y™  —  y,)  »«s  +  . . .  +  (ym  —  y»-i)  «<«">  —  o, 

(a^  —  X,)  Oa,  -\-  {Xm  —  X^)  ia,  +  ■ .  ■  +  (Xn,  —  Xm-l)  ffcm  —  0 
ffir  =-  »a:  —  (yr  —  ym)  *«,  —  (yr  —  y,)  ffo,  —  . .  -  —  (yr  —  yr— t)  ffür, 

ffyi-  — '  ffy  +  (av  —  a^m)  ffu,  +  (a^r  —  a;,)  ff«,  +  . . .  +  («r  —  Xr-i)  ffor, 
oder  einaeln: 

ffa:,  —  ff a!  —  ^1  —  y»)  ff«,, 
**,  ™  ffa;  —  (y,  —  ym)  ffo,  —  {y,  —  y,)  ff«»,, 

ffa^m-i  — ffx  — (yo._i  — ym)ff«,  —  (ym_i—  y,)  ff«,  —  .,.  —  (ym-i  —  ym-»)  ff<»"-it 
8Xm  "-  *X, 

ff  yi  —  ffy  +  (xi  —  ätb)  ff  «, , 

ffy,  —  *y  +  (a:,  —  Xm)  ff«,  +  (j:,  —  x,)  ff«, , 

*y„^l  —  ffy  +  C*m-»  —  «»■)  ä«i  +  («-^l  —  X,)  ff«,  +  ...  +  (Xm_i  —  Xm-»)  ff«m-l, 
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b]    lu  dem  Paukte  fr,  >ir  der  Seite  Ar—iÄr  eines  geechloBKoen   Poljgoas, 
welcher  diese  Seite  im  Verh&ltuiss  pr :  Qr  theilt,  «o  dass  also 

iP'-+  qr)ir~prXr-l  +  qrXr,     (Pr  +  qr)  Vr  —  Pr  ^r-l  +  qrVr 

ist,  greife  nun  eine  Kraft  [F]  —  [2^]  +  [Yr]  an  und  Umliohe  an  aUen  Seiten. 
Die  Bedingnog  des  Qleiohgewiohts  ist  hierför 


^{XrHr+    Yrd,}r)~0. 


Ee  ist  aber 

(pr  +  qr)  «Jr  —  prdXr~L  +  qräXf,     {pr  +  «r)  Ol}r  —  prSyr~l  +  grigr 

und   wenn  man  bieraos  mit  HQlfe  der  Fonneln  am  Schlosse  tou  a)  die  Aende- 
rangen  dxr^i  ond  dxr,  iyr—i,  8yr  eliminirt,  so  kommt 

Sir  =  »X  —  (t)r  —  y„^  da,  —  {!>■  —  y,)  *«,  —  .  .  .  —  (ijr  —  gr-l)  *Br, 
dTlr  -  Jy  +  (4r  -  xm)  J«,  +  ({^  -  ^,)  Sa,  +  ,  .  .  +  (fr  -  Xr-l)  8«r 

nnd  speoiell; 

3J,  —•  dx  —  (ij,  —  ym)  in, , 

as,  —  a«  —  Cih  —  ym)  Jo,  —  (.j,  —  y,)  *«r, , 

aim  =  Äa:  —  (ijm  —  ym)  *«i  —  (>)«•  —  y,)  *«,  —  . .  .  —  (ijm  —  Jm— l)  S««  , 

*i. -*y  +  ({,  -X«)*«,, 

*;i.  =■  »y  +  (S,  -  x„.)  a«,  -  (j,  -  x,)  *«,, 

S,^„  =.  Äj,  +  (E„  _  x„)  a«.  +  ({„  -  X,)  3«,  +  ...  +  (£„  -  ^—i)  a«- 
Hierdnrch  gebt  die  Gleicbgewicbtsbedingong  über  in 


s^^  n,  +  »y^rr  +  '•.^f'': 


'Vi'--*. 


1    .„    ^|ir-a:,-l,  )Jr-y.-I      ,  ,    .         611.  —  J.»-i ,  IJm— »m- 1 

+  '"■2^1      Xr        Y,      +-  +  '"-|      I.         r.      |-»- 

Diese  Oleichnng  in  Verbindung  mit  den  oben  für  das  geschlossene  Polygon  an- 
gegebenen Gleichungen 

(y-  -  y.)  *«,  +  (y™  -  y.)  *«>  +  .■■  +  Cym  -  ym-i) »«™  -  o. 

(im  —  X,)  *a,  +  (In  —  a^}  *«,  +  . . .  +  {Xm  —  X«— i)  JKn  —0 

stellt  das  Gleichgewicht  das  Polygons  dar.  Die  letsten  beiden  Oleichangea  ent- 
halten ix,  8y,  la  nicht;  diese  Aenderaogen  bleiben  dabei  voUsUbidig  wUl- 
kflbrUoh. 

Die  Uanptgleiobang  lerftllt  daher  in  4  Gleichungen,  sodass,  wenn  wir  ab- 


■«CT   Ir  —  X.-l ,  l}r  —  y»- 


—  P. 


setten,  da*  Gleichgewicht  durch  folgende  6  Gleichungen  dargestellt  wird: 
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^(.V'n-y.~i)»«.  =  o,   ^(^ 


■;  (.Vm  -  y.~i)  a«,  =  0,      >;  (a™  -  ;c,^i)  Sa,  = 


Die  drei  enten  von  ihnen  und  die  Gleiohgewichtsbedingungen  der  ErUte  am 
unveränderlichen  ebenen  System.  E^  rind  nun  noch  aaB  den  drei  letcten  Glei- 
chongeii  zwei  Aendeiongeu  zn  eliminiren  und  dann  die  Coefficienten  aller  übrigen 
gleich  Null  zn  setzen,  um  aämmtliche  Qleichnngen  von  den  Aendemngen  frei  zn 
machen.  Diese  Elimination  fOhren  wir  folgeodermaeBen  aue.  Wir  schreiben  die 
4-,  6.  nnd  6.  Oleichnng  eo: 


^fl,. 

'  ^p.i,,  +  r.t, 

..- 

-0, 

.2>- 

y. 

-1)««,. 

■1-- 

■y. 

-i)i«.  +  (,ym 

1- 

■Xl 

-i)j«.. 

J-fL- 

-X, 

-i)  ea.  +  (x„ 

□nd  eliminiren  aus  der  4.  nnd  6.,  sowie  ans  der  4.  nnd  6.  die  GrOsse  6am,  indem 
wir  die  eine  mit  ^m  —  ym—i,  reap.  Xm  —  o*»!—!,  die  andere  mit  Fm  maltipUciren 
und  sie  abziehen.    Dies  liefert: 

■;4  I     ■^'"       ^'     I  "i^.       ''"        ■^'        ' 

Auf  diewlbe  Weise  entfernen  wir  aoi  diesen  beiden  Gleiahnngen  9am—t-  Indem 
wir  sie  n&mlich  spalten,  erhalten  wir 


■VT    \ym—ym-i,y,>,-y,-i\.,\i/m-s«'-u  y«  — y«- 


'k«.+r  „=""-"  ^""^rk"—'-»^ 


i*™ 


Z    I       p™  p.      ]*"•■   ^_,  I       P« 


.    Pm- 


In  dieser  Gleichung  sind  noch  m  —  8  Aendemngen  Ja,,  Aa, ,  ...  dsn— i  enthalten, 
welche  ToUatandig  willkürlich  bleiben.  Indem  wir  ihre  CoefScienten  gleich  Nnll 
setzen,  erhalten  wir  in  Yerbindnog  mit  den  drei  ersten  Gleichungen,  welche  dos 
Gleichgewicht  am  unverftoderlichen  Sjitem  anseprevhen,  schlieMlieli  die  m  Oleioh- 


iJ04    Gleichgewicht  von  EAften  am  «beneii  GelenkpotjgoD.    111.  Th.,  Cnp.  IX,  %.  IS. 
ge-ffichtsbediagDngen  des  geMhlosieneii  Pol;gonB: 

1^'=°'  j/'=»'  '2\''T"  "yr!=»- 

\x^-x,^i,  y™ -!/.-! .    P.      I  (A) 

\xm~Xm-l,  ^m  —  ym—l,   Pm  —0,     «  =- 2,  3,  .  .  .  {m  — 3)  . 

|«m  — Jm_l,  yni  —  ym— I,  Ri-l  I 

c)  Die  ffl  GleichgewicbtsbedinguDgen  eDtbalten  emGrOaeen,  t^mlitA  die 
Krilfte  X,  T,  die  Coordinateo  £,  i]  ihrer  AngriflEptmkte  und  die  CoordinateD  x,  y 
der  Scheitel.  Gibt  nuui  noch  die  I^oge  a,=-  A,—iA,  der  Seiten  dnrch  Glei- 
chnngeo,  wie  a,' =  (ar,  —  a!,_i)'+ (y,  —  y,_i)»,  so  hat  maa  2»)  Oleichnngeu 
iwiaohea  den  6  m  OrOssen. 

Da  das  Dreieck  eine  uDverttnderlicbo  Figur  ist,  ho  gilt  f9r  dasselbe  die  4t« 
Bedingung  des  Gleichgewichts  nicht. 

Sied  X, ,  Y,  und  £■,  rj,  als  Fanctdonen  von  x,—i,  yi— i  gegeben,  ao  wird 
Pi  gleich&lls  eine  Function  von  x,—!,  y,—i  nnd  wenn  man  Xm,  ym,  Xm—i, 
ym—i  als  conatant,  x,—i,  y.— i  aber  als  Variabein  x,  y  ansieht,  so  stellt  die 
Gleichnng 

Ixm  — a:,  ym  —  y  Pi. »     1 

\  Xm  — Xm—t,  Vm  —  ym—l,   Pm  "»0  (B) 

\xm  —  Xm-»,  i/m—ym—t,  Pm-1  I 

eine  Cnrve  dar,  auf  welcher  die  Scheitel  sämintlich  liegen  (auch  Xm,  y»;  Xm—i, 
1/n— li  ^m-s,  ym— «)■    I^B  findet  daher  Gleichgewicht   statt,   wenn   die 
drei    Oleichgewicbtsbedingungen    für    das    anver&nderlichB    System 
erfdllt  sind  und  die  Scheitel  sämmtlich  aaf  der  Carve  (ö)  Hegen. 
Fallen  An,  Am—i,  An~a  in  eine  Gerade,  so  ist 

(yiB  —  y-H—l)  ■■  (Xn,  —  Xm—l)  =  (ym  —  ym—t)  ■■  (*m  —  Xm-i) 
I  J^m  —  Xm-t,      ym  —  ym-1  \  "      ' 

es  wird  daher  der  Coefßcient  von  Pt,  ^  in  (B)  gleich  Null  and  diese  Gleichung 
vom  ersten  Grade.  Sie  stellt  daher  eine  Gerade,  i^mlich  Am~iÄm  dar.  Er- 
fallen  also  die  Er&fte  die  Bedingungen,  wie  am  unveränderliclien 
System  nnd  fallen  die  Scheitel  alle  in  eine  Gerade,  so  findet  Gleich- 
gewicht statt. 

d)  Werden  die  Seiten  durch  die  KrBite  sämmtlich  gepresst,  so  stellen  die 
Oleichongen  (A)  auch  dann  noch  das  Oleichgewicht  dar,  wenn  die  Gelenke  durch- 
schnitten werden  nnd  die  Seiten  sich  blos  aneinander  lehnen;  werden  sie  alle  ge- 
spannt, so  besteht  das  Gleichgewitdit  auch  noch  fort,  wenn  die  Seiten  alle  bieg- 
sam werden. 

Die  Gleiohongen  (A)  stellen  auch  dann  noch  daa  Gleichgewicht  des  Polygona 
dar,  wenn  iwei  Endpunkt«  fest  werden;  ebenso  wenn  eine  Partie  AmA, . . .  Ap^tAp 
unveränderlich  wird. 

Daa  Gleichgewicht  besteht  anch  fort,  wenn  aämmtlicbe  Sr&fte  ihren  Sinn 
umkehren. 

e)  Wir  wollen  jetst  annehmen,  daaa  alle  Kräfte  in  den  Mitten  der  Seiten 
angreifen,  dasa  alao  f>r  :  ^l^  ^~  1  :  S  sei  fär  olle  r,  dBaa  sie  alle  su  den  Seiten,  an 
welchen  sie  angreifen,  senkrecht,  deni  Sinne  nach  aber  alle  nach  aussen  oder  all» 
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nach  innen  gerichtet  and  dass  ihre  Intenntäten  den  Seiten  proportional  seien. 
Das  VerhältniBs  der  KriLfte  lu  den  Seiten  ist  dun  eine  Cooitaate  2h,  eo  dass 
mm  Eetxen  kann : 

Xj  =  -  2A  (y,  -^  y.-i),  I",  =  ih  {x.  —  x.-i). 
Mim  sieht  leicht,  dftss  die  OleiohgewicbtabediugnDgen  der  Ki&fte  am  unrerSnder- 
lichen  Sjrstem  identisch  etfSUt  aind,  und  duB  die  BesultMite  allor  an  einer 
Parthie  aofeinanderfulgender  Seiten  angreifenden  Kr&fte  die  Verbindnugslinie  des 
Anfangspunktes  dieser  Seitenpartie  mit  dem  Endpnnkte  derselben  rwbtwinklig 
balbirt,  nach  innen  oder  aueaen  wirkt,  je  nachdem  die  Componenten  nach  aussen 
oder  nach  innen  gerichtet  und  nod  das  Verhältnias  der  B«sultanten  eq  der  Ver- 
bindangsitnie  gleichfalls  2h  ist.    Es  ist  daher  . 

[F.]  +  [F.+,]  +  ...  +  [F„}~-  [[-  ihfs.-l-ym)]  +  lih(x.~i  -  x^)}]; 
ebenso  ist  die  Summe  der  Momente  der  £r&fte  T$,  ...  Fm  in  Beiog  auf  irgend 
einen  Pnnkt  der  Ebene  gleich  dem  Momente  dieser  Reeultanten.  Nnn  stellt 
Pi  die  Summe  der  Momente  der  Kräfte  F,,...  F„  in  Bezog  aof  Ai~i  dar  und 
ist  daher 

-2Ä(y,_i  —  !/m),  2ft(i._i. 
p._,  _ » [(i> _,  +  ,J^,)  _  (ij  +  i,y) ,  p.  _  » [(!•,_,  +  rt_,)  -  («■  +  j. )J . 
Sobstitnirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  leiste  der  Qleichnngen  (Ä),  ao  geht  (B) 
über  in  die  Oleichaug  eines  Kreises.  Daher  findet  Gleichgewicht  statt^ 
wenn  die  Scheitel  des  Polygons  anf  einem  Kreise  liegen.  Es  gibt  daher 
so  viele  Arten  des  Gleichgewichts  als  kreisförmige  Anordniuigeu  der  Scheitel 
mOglicb  sind. 

f)     Nehmen  wir  jetst  an,  die  KiJlfte  greifen  in  den  Scheiteln  an,  so  dass 

In  diesem  Falle  vereinfochen  sich  die  Formeln.  Bildet  man  jetzt  die  Haupt- 
gleichung Twmat 

^{Xr8Xr+   ¥riyr)-0, 

SO  erhltlt  man 

indem  Jim  und  iijm  sieb  blos  anf  je  ein  Glied  ix,  dy  rednciren.  Man  erhält 
also  jetzt  die  Gleichgewichtsbedingnngen : 

nebst  den  Bedingnngsgleichnngeni 
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Slimiuirt  man  dam,  welches  jetit  in  der  4.  Gleichung  nicht  Totkommt, 
BediagmgiglBinhimgta^  ao  geben  dteae  eine  Gleichung  von  der  Foim: 


2^< 


ist.    Die  beiden  Gleichnngen    ^  P,  8ti,  =  0  and  ^  Q,  äa,  =  0    aber    liefeni 
noch  Elimination  von  Sam—i: 

I  p,-i        e—, 

oder  da  4k,,  Sa,  .  .  .  iam—a  vollständig  willkfihrlich  sind 

li*™  — 1    Om—ll  P. 

P  O       ="  "'  *  ™  ''  ^'■■'  '"  ~  *'   °^"  ö^  ~  *^*"''*-'  s  —  8,  S,  ■--•"  -*■ 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  P,  die  Summe  der  Momente  der  an  den  Schei- 
teln A,,  A,-f.i,  .  .  .  Äni'^i  angreifenden  Kräfte  in  Bezug  auf  Aä—  i;  Q,  aber 
ist  der  doppelte  Inhalt  des  Dreiecks  Än—iAmAi—i,  welche«  A,—  i  zur  Spitte 
und  Am—iAm  ta  deren  Qegenaeite  hat  Die  Gleichung  drOckt  daher  aua,  dasedie 
Summe  der  Homente  aller  an  den  aufeinanderfolgenden  Scheiteln 
A,~i,  A,,  .  .  .  Am—i  angreifenden  Kräfte  in  Being  anf  den  Anfanga- 
■  cheitel  ^-i  dieser  Folge  m  dem  Dreieck  A,-iA»-iAm  in  con 
ütantem  VerbältniBge  steht 

ÄUB  diesem  Satze  folgt  u.  a.  ein  Satz  über  die  regulären  Poljgooe.  Gleidie 
Kräfte,  welche  in  den  Ecken  eines  regulären  Polygons  angreifen  und  alle  in  dem 
einen  oder  dem  andern  Sinne  nach  dem  Mittelpankt  gerichtet  sind,  sind  im 
Gleichgewicht    Daher: 

In  jedem  regulären  geachloasenen  Polygon  A,A^...A,...A^, 
bilden  gleiche  Strecken  A,P,,  A^P^  .  .  .  A.P,.  .  .  A«,Pat,  welche  auf 
den  Verbindungslinien  A,0,  A^O,  .  .  .  A,0,  .  .  .  AmO  des  Mittelpunkten 
0  mit  den  Scheiteln  alle  in  demselben  Sinne  (dem  Mittelpunkt  la- 
oder  abgewandt)  anfgetragen  werden,  Dreiecke  A,A,  +  i  P,-i- 1, 
A,A,+iP,+  t,...  A.Aa,-iPm~i,  deren  Summe  proportional  ist  de» 
Dreiecke  A,Am~iAm,  fOr  jeden  Werth  von  a. 

Vgl.  über  du  vorliegende  Problem  Buffini,  delf  equilibrio  de*  poKgoni 
piani  dt  forma  variabäe  (Mem.  dell"  Accad.  di  Bologna,  8er.  Hl",  T.  X,  p.  1— H; 
1879),  woselbst  der  znletst  angefahrte  Satz  anch  rein  geometrisch  indnctiv  be- 
wiesen ist. 

§.  14.  Die  Brauchbarkeit  dee  Principe  der  virtuellen  Geaohwindig- 
keiten  ist  geknUpft  an  die  KenntnisB  alter  Bewegungen,  deren  ein  Spätem 
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t^big  ist.  Für  das  uaverfiaderiiche  System  iet  diese  Eenntniaa  voUkommeu 
zu  erlangen  nnd  werden  wir  der  Bewegliclikeit  desselben  and  deren  Be- 
achr&nkung  durch  Bedingongea  «ine  ausführliche  Betrachtung  widmen.  Fflr 
du  Tortadeiüdie  kann  dasselbe  idcbt  behauptet  werden,  dock  sind  wich- 
tige Andeutungen  in  dieser  Hinsicht  möglich.  Wenn  es  sieb  am  die  Auf- 
findung der  Gleichgewichtslagen  eines  Systems  handelt,  wird  die  Branch- 
barkeit  in  der  Begel  aber  durch  die  Reibung  bedeutend  eingeschr&nkt. 
Denn  um  die  Gledchgewichtslagen  zu  finden,  mUasen  die  Wlderstflnde  und 
die  von  ihnen  abhängige  Beibuug  eliminirt  werden.  Durch  die  mit  der 
Hatur  des  Systems  veitrSgUchen  Vei-schiebangen  kCnnen  die  ersteren 
eliminirt  werden,  weil  sie  zu  den  Bahnen  der  Punkte  senkrecht  sind,  nicht 
aber  die  Reibung,  da  sie  die  Richtung  dieser  Verschiebungen  selbst  hat. 
Cm  sie  zn  eliminiren  sind  andere  Verschiebungen  zu  wählen.  Glücklicher- 
weise kann  man  aber  YerBchiebnngen  bezeichnen,  durch  welche  WlderstSnde 
and  Keibung  in  vielen  Fsllen  zugleich  eliminirt  werden  kCn&en. 

Es  sei  {xff)  ein  Punkt  eines  ebenen  Systems,  welcher  auf  der  Curve 
X  =  0  zn  bleiben  gezwungen  ist  und  finde  auf  derselben  Reibung  vom 
-  Coefficienten  ft  statt.  Der  Nor  mal  widerstand  der  Curve  sei  N  and  folglich 
die  Reibung  ^N.  Beide  Kr&fte  sind  zusammen  äquivalent  einer  einzigen 
Kraft  K  ^  N  Yl  +  fi*,  deren  Richtung  mit  der  Normalen  den  Reibungs- 
winkel p  bildet,  ftlr  welchen  tg  p  ==  f*  ist.  Ertheüt  man  nun  dem  System 
oder  einem  Systemtbeil,  welcher  den  Punkt  (x,  y)  enthält,  eine  Verschie- 
bung senkrecht  zu  dieser  Richtung,  so  wird  mithin  die  virtaelle  Arbeit  des 
Widerstandes  und  der  Reibung  zugleich  Null  nnd  fallen  beide  aus  der  be- 
treffenden Gleichgewichtsbedingung,  die  darcb  diese  Verschiebung  erbalten 
wird,  herans.  Die  Gerade  senkrecht  zur  Krafl  K,  längs  welcher  der  Punkt 
verschoben  wird,  wollen  wir  eine  Beibnngslinie  nennen.  Da  fi  mit  dem 
Zeichen  (-|-)  oder  ( — )  genommen  werden  kann,  so  gibt  es  zwei  Reibunge- 
linien,  welche  mit  der  Normalen  gleiche  Winkel  in  —  ((  und  mit  der 
Tangente  gleiche  Winkel  q  bilden.  Bezeichnet  daher  u  den  Neigungswinkel 
der  Tangente   gegen   die  Axe    der  x,    so   bildet   die  Normale    der   einen 

ReibangsUnie  mit  derselben  Axe   den  Winkel  «  ~{~  ( ^  —  <f}i   <^>b   andere 

den   Winkel  *  —  (  —  —  p  I.     Die  Gleichung  der  ersteren  ist  daher 

—  (I  —  Jt)  sin  («  —  ?)  +  (»)  —  y)  cos  (o  —  p)  =.  0 
und  da  für   eine  Verschiebung  des   Punktes  (a;  y)  auf  ihr  |  —  or,  jj  —  y 
durch  ix,  Sy  ersetzt  werden  können,  so  besteht  die  Gleichung 
—  ix  sin  (a  ^  p)  +  iy  cos  (n  —  p)  =  0 , 
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.i.(,-,)-.i.,».,-<».„i.,_(g-,).[l+g)]  "*(!+,,-' 

und 

»<,.(.-f)-co.«008,  +  8m..iii,-(l+|.^-  [l+(^)']       (l+fl-! 

zn  setzen  ist,  wodurch  sie  Übergeht  in 

-e-f-)"+('+4D''=°- 

oder  (ndx  +  tfy)  dx  —  (dx  —  f^Sp)  dp  ^  0, 

wozu,  um  -—  zu  erhalten,  noch  die  Differentialgleichung  von  X  k:  0,  d.  b. 

L't  dx  +  L',dg'='0 
hinzntritt.  Die  Elimination  Ton  dx  und  dg  gibt 
l^äx+äi,,  ~Sx-j-(iäg\^^^^^   (L',  +  ^L',)ix  +  (L',~(».L',)i9^Q 

als  die  Öleichung,  welcher  öy,  dx  fUr  die  genannte  Verschiebung  genOgtn  - 
mtlssea  In  derselben  kann  auch  — f>  an  die  Stelle  von  f>  treten,  dam 
bezieht  sich  die  Verschiebung  auf  die  andere  Seibungslinie.  FOi  ft  =  0 
fallen  beide  BeibunggUnien  nut  der  Tangente  zusammen  und  geht  die» 
BedingungBgleiohung  aber  in  L^Sx  -|-  L'^Sjf  ^  0,  wie  selbstverst&ndhch  ist 
Ist  das  Spatem  unver&nderlich  und  sind  zwei  Funkte  vorhanden,  welelie 
sich  mit  Reibung  anf  ihren  Bahnen  bewegen,  so  kann  man  demselben  m 
Bestänmuiig  der  ßleichgewichtslage  eine  virtuelle  Rotation  um  eines  Jet 
vier  Punkte  als  Momentancentrum  ertheilen,  in  welchem  sich  die  Van 
von  Normalen  der  ReibungsUnien  beider  Punkte  schneiden,  welche  ntcbt 
demselben  Punkt  angehören. 
Beispiel. 

In  der  Aufgabe  No.  2,  S.  62,  aber  den  Cjlinder,  welcher  mit  Reibung  f,  f 
an  der  Horizontalen  und  Verticaleu  anlehnt,  werde  r  -^  fi  gesetzt  und  dtdiuth 
der  Cylioder  auf  eine  schwere  Gerade  redncirt.  Die  Cooidinaten  der  Pnnkte  A.  B 
Bind  X,  0;  0,  y'i'die  von  S  gleich  \x,  -^j/'  und  ea  ist  weiter  tg  ^  ny':!,  tom 
a;*  +  (/■'  <=  li'.  Pflr  den  Punkt  -i  int  I.  =  y  —  0,  Z;  —  0,  L'^—1,  mithin  di« 
Bedingungsgleichung,  weichet  dx,  dy  genOgen  mOiMn,  für  eine  Veraehieboig  u( 
der  Beibangslinie  —(»««  + *y>- 0.  Pflr  S  ist  i  =  a;' =-0,  also  I-'^  —  U  ij-" 
und  die  Bedingung  3x'  —  ft^y  =~  0.  Zngleicb  besteht  weiter  die  QleicboBf 
xd.r  4"  y'9y'  ■°*  0'    U<ui  hat  daher  Oberhaupt  daa  GIeicbnng*tjBtem: 

^Giy'  ~  0,    ~fi3x  +  *y  —  0,    Sx  ^  [i'äy  —  0,    xdx  +  y'Sy'  —  »- 
Ans  ihm  ergibt  sich  fOr  die  Gleichgewichtslage   ohne  weitere  Elimination  der 
Widerstände  tg  iji  —  y  :  x  ^  —  Sx  :  iy. 

Die  Coordinaten  von  A  aollen  mit  x,  y,  die  von  S  mit  x',  y  beteicbnet  «er 
den;    die    von  5   sind    dann   ^(ar  +  ic'),  i{y  +  y')-    Die   HanptgleiohnDg  *vi 
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G  (»y  +  *y')  —  0.  Par  Ä  besteht  die  Bedingung  I-  ^  y  =  0,  bo  dus  L'^  =  0, 
L'  •—  1  and  hiemit  —  (i9x  -\-  Sy  "  0;  flir  B  wird  L  =  x',  L'^-  ■—  1 ,  !/■  ^  ü, 
mithin  4x'  —  f'^y'  "  i'-    PQ>^  die  constante  Bntfemimg  AB  iat 

(«-  a:')' +  (y  -  y')' =  4i»,  mithin  {x  — a:')  («a;  —  *a!')  +  (!/  —  y')  (*;/-*¥') —  ü. 
Ans  dem  GleichwigBayateni 

—  (i*x  +  Jy  =.  0,    8x'  —  li'dy  ^0,    iy  +  Jy'  ^  0, 
(a;  —  x)  {Sx  ^  S^')  +  (y  ~  y)  (»y  -  *y')  -  0 
folgt  für  die  Gleichgewichtslage  der  Winkel  a>  ohne  weiter  erforderliche  Elimination 
von  WidoratSnden,  nämlieh 

tK «,  =  *  -  y'  ^  _  *^- '?'  _  ?  -_'*''! . 

*  x-a:'  »y~Sy  2p' 

Füi  ein  ränmUchea  System  kann  der  Widerstand  einei  Flftche  und  die  Keibang 
auf  derselben  etiminirt  werden,  indem  man  irgend  eine  Teracbiebnng  des  aioh 
reibenden  Punktes  in  der  cur  Bichtung  von  K  •=  S  y\  4'  f*'  senkrechten  Ebene 
wählt.     Sind  a,  p,  y  die  Richtungswinkel  dieser  Kraft,  so  ist 

(£  -  a-)  cos  «  +  (q  -  y)  cos  ^  +  (£  -  j)  cos  y  -  0 
die  Oleicliung  dieaer  Ebene  und  indem  man  £  —  x,  ^  —  y,  £  —  «  in  *j:,  dy,  3t 
Qbergehen  läset,  ergibt  sich  als  Bedingung  fftr  die  Verschiebung 

Ä  6  COB  tf  +  d*j  cos  ^  -f  *£  cos  y  —  0. 
Da  aber  A'  mit  der  Normalen  der  Fläche,  welche  1/  =  0  sei,  den  Winkel  9  bildet, 
wofür  tg  f  °—  fi  ist,  so  besteht  weiter  die  Gleichung 

Z.;  cos  K  +  i^  008  p  +  L\  cos  y  =  ein  c  (L'^  +  L'^  +  L/)^, 
wofür  anch 

|cosß  cosyl        Icosr  costr'        {c< 
gesetzt  werden  kann,  indem  man  cos  p  bildet  und  sin  n  :  cos  «  —  fi  settt     Diese 
Q-leichung  drückt  aas,  dasa  die  Richtung  (a^y)  dem  Beibongakegel  angehOrt. 

Tgl.  Petersen,  DeW  uso  dd  priMcipio  delle  teloeitä  vtWuoZi  am  riguardo 
off  attrito  IBriosehi  t  OnnOMo,  .^niiJt  dt  motemoMca,  Ser.  %**,  T.  IT,  p.  BS).  *) 

*)  Petersen  gibt  in  dieser  Abhandlung  anch  den  Oebntucb  an,  dea  man  von 
den  Reibnngslinien  bei  der  Untersuchung  der  Bewegung  eines  Punktea  machen 
kann,  der  sich  auf  gegebener  Curre  mit  Reibung  bewegt.  Ans  den  Componenten 
-r—  nnd  e':  9  der  Beschleonignng  l^gs  der  Tangente  nnd  Normalen  einer  ebenen 

Cnrre  bildet  man  leicht  die  Beschlennigungscomponente  iKngs  der  Reibongalinie 
(es  gibt  für  die  Bewegnng  nnr  eine  Reibongalinie),  n&mlich 

Widerstand  und  Reibang  haben  aber  keine  Componente  l&ngs  der  Beibungslinie. 
Sind  also  1.  keine  weiteren  gegebenen  Beechleunigungen  vorbanden,   90  folgt  die 

Bewegnng  der  Gleichung  -37  +  C  —  ■*  *  o^er,  wenn  P  ="  j~  "  "  x"     eingeführt 

D,g,i,zeclby\A>OJ^lC 


-  p«  (i;»  +  l;«  +  i;') 
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'  §.15.     Der   Nerv   des  Princips  der   virtuellen  Geachwindigkeitea  ist 

der  allgemeine  Satz  über  zwei  StreckenBystetoe,  Cap,  III,  §.  3,  8.  28;  mu 
kann  dem  Princip  verechiedeDe  Formen  geben,  je  nachdem  mau  die  Form 
des  zweiten  Streck enajstems ,  welches  den  vu'tuellen  Geschwindigkeits- 
zuBtand  reprSBentirt,  w&hU.  Eine  interessante  solche  Form  bat  ChaBles  ge- 
geben {ProprüUs  gc'om.  relatives  au  mouvement  in/iniment  petü  d'un  corps 
solide  libre  dans  l'espace.  Coropt«B  r.  T.  XTI,  p.  1420—1432  [1843]  am 
Bade).  Wie  man  auch  immer  nämlich  den  Tirtuellen  Geschwindigkeil:äzu stand 
eines  nnver&nderlicben  Systems  in  zwei  Winkelgeschwindigkeiten  oi, ,  uj  um 
zwei  coajugirte  Äxen  a„  o,  auflösen  mag,  so  ist  w,  mi^ii  sin  (0,0^)  eine  Con- 
atante,  wo  d  den  kürzesten  Abstand  der  Äxen  bezeichnet  (S.  B.  I,  S.  68J,  nSm- 
lieb  gleich  dem  Produkt  ans  der  Winkelgeschwindigkeit  w,,  um  die  Momentan- 
axe  nnd  der  Translationageschwindigkeit  fig  parallel  derselben.  Nun  stellt 
aber  d .  U;  die  Geschwindigkeit  des  Fusspunktes  von  d  auf  der  Axe  a,  nnd 
folglich  wjd  sin  (a^flj)  die  Projection  dieser  Geschwindigkeit  auf  dieselbe 
Axe  dar,  eine  Grösse,  welche  für  alle  Punkte  von  a,  einen  und  denselben 
Werth  hat  (8.  B.  I,  S.  287).  Bezeichnen  wir  sie  mit  ti„,  so  ist  atiVa  =■  WgV 


wird,  — — |-  iult  =•  0,  woraus  die  Geschwindigkeit  v  aU  Function  der  Summe  der 

Contingenzwinkel ,  d.  h.  des  Winkelt  c,  den  die  Taugente  mit  der  x-Axe  bildet, 
folgt,  nUmlich  t>  •»  r,  e—i".  Es  enUpricbt  dabei  v^  dem  Werthe  i  =  0.  Es  itt 
hierbei  de  positiv,  also  t  wachsend,  die  Cnrve  also  couvez  gegen  die  Abscisseiiaie 
gedacht.    8.  Ist  der  Punkt  der  Schwere  unterworfen,  so  hat  man  die  Gleichung 


denn  die  Beibnngalinie  bildet  mit  der  a;-Axe  einen  Winkel  gleich  der  Summe  von 
Q  und  dem  Winkel,  den  die  Tangente  mit  derselben  Axe  bildet,  daher  irt  die 
Componente  der  Schwere  längs  der  Beibungslinie 

Vi  +  fi"'       <*• 

Die  DiffereDtialgleichuDg  der  Bewegung  ist  äquivalent  mit 

d  .  e'  +  2f»p'(i.  =  -  S5  (sin  e  +  p  cos  i)  ds, 
woraus  folgt 

r'  =  -  afff-""  ifr*'"  (sin  .  +  f^  cos  .)  ds  +  0]  , 
woriu  ds  —  qdf  zu  setaeu  uud  (  eine  gegebene  Function  von  {  ist.     3.  Sind  2,^ 
die  Ccmponenten   der   gegebenen  BeBChlennigong  in  Bezug  auf  die  Axtai  der  x 
nnd  y,  so  hat  man  in  ähnlicher  Weise; 

d-ü'  +  2(i»'d*=  {2X(coH»-;tBioi)  +  2r(Bint  +  pcosi)}  di. 
Hängen  X,  Y  bloa  von  x  und  y  ab,  so  kann  dieae  Gleichung  intagriii  werden, 
denn  dx  =  dt  cob  t,  dy  ^^  ds  aia  e  n.  b.  w. 
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Ist  nun  P,  P", . . .  das  KrGftesjstem ,  und  wählen  wir  die  BichtuBgen  dei- 

p 
KrSfte  P  nach  nnd  nach  zu  der  Äxe  a^,  so  wird  SPt'„  ^  •»»«'o^   ■  >  ^^^ 

p 
da  £Pip  =  £Pv„ät  =  0  sein  muas,  so  wird  S-  •^0,  d.  h. 

Zum  Gleichgewicht  eines  ErSfteaystems,  welches  an  einem 
unveränderlichen  Punktsystem  angreift,  ist  nothweudig  und  hin- 
reichend, dass  für  jeden  beliebigen  virtuellen  GeEchwindigkeits- 
zustand  die  Summe  der  Quotienten  aus  den  KrHften,  dividirt 
durch  die  C'omponenten  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Ge- 
schwindigkeitszustandes  um  die  Kr&ftrichtuugen  gleich 
Null  ist. 


X.  Capitel. 

Tirtaeller  Coef&oient  nnd  Cyllndroid.     Beoiprooale  Axensfateme. 

§.  1,  Detjenige  Theil  der  Statik,  welcher  die  gleichzeitige  Betrach- 
tung zweier  oder  mehrerar  Streckensyuteme  zur  Grundlage  bat,  wie  das 
Frincip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  hat  in  neuester  2eit  durch  die 
Arbeiten  von  Robert  St a wall  Ball  sehr  wesentliobe  Erweiterungen  erfahren, 
welche  von  tiefgreifender  Einwirkung  auf  die  Gestaltung  der  gesammten 
Mechanik  geworden  sind.  Wir  haben  bereits  B.  I,  S.  301  auf  die  Be- 
deutung dieser  Forschungen  hingewiesen  und  wollen  die  Hauptreaultate, 
welche  der  Statik  angehören,  hier  entwickeln. 

§.  2.  Nach  B.  I,  S.  30  ist  Jedes  Streckensystem ,  für  welches  die 
Verschieb  barkeit  und  Resultanten  bitdung  der  Strecken  gilt,  äquivalent  der 
Verbindung  (A,  Q^)  einer  Einielstrecko  R  nnd  eines  Aienmomentes  0^ 
ISnge  der  Centraiaxe  (i^  des  Streckensystem  b  und  stellt  G,,:  R  =p  den 
Parameter  des  durch  das  Strackan System  bestimmten  Complexes  dar.  Wir 
tn^en  die  Lange  des  Parameters  auf  der  Centraiaxe  auf  und  betrachten 
sie  als  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  Grössen  R  und  Gf,  gleichen 
oder  en%egengeBetzten  Sinn  haben.  Den  Sinn  drücken  wir  auch  bei  p 
durch  eine  angefügte  Pfeilspitze  aus  und  hfingan  zum  Zeichen,  dass  diese 
Strecke  an  der  Axe  fi,  haftet,  je  nach  Bedürfniss,  dem  Buchstaben  p  den 
Index  von  Hg  an,  so  dass  p^  eine  nach  Grösse,  Sinn  und  Richtongalinie  be- 
stimmte Strecke  bedeutet,  deren  Lage  blos  auf  ihrer  Bichtungslinie,  nicht 
aber  im  Baume,  willkQhrlich  w&hlbar  ist.  Wir  nennen  diese  Grösse  den 
Azenparameter  der  Streckanverbindung  {R,Qg),  Dia  Gleichung  pB^G^ 
zeigt,  dass  durch  den  Axenparameter  p  und  die  Einzelstrecke  R  das  Axen- 
mooaent  Q^  und  also  dia  Verbisdung  {B,  G^)  bestimmt  ist.     Zur  Bestim- 
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mang  von  p  sind  5  örösBen  erforderlich,  vier  dayon  bestimmen  die  L&ge 
der  Aze,  ^ie  fünfte  die  Grösse  von  p\  zur  Bestimmung  der  Streckenver- 
bindung  (Ji,  G^  dienen  daher  6  Grfiggen,  nSmlich  fünf  itlr  p  und  die 
Grösse  der  Eiazelstr«cke  S. 

FUr  ein  System  von  Winkelgeschwindigkeiten  (»,  v^),  woßir  die  Einzel- 
strecke  lu  die  reaultirende  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Centralaxe  und 
fg  die  TranalationsgeBChwindigkeit  parallel  derselben  bedeutet,  bestimint 
p  =  Vg  :  to  in  der  Entfernung  gleich  der  Einheit  von  der  Axe  eine  Schraube 
um  diese  Axe,  so  dass  durch  sie  und  die  Winkelgeschwindigkeit  «  die 
Eleraentarwindungsbewegung  des  Systems  gegeben  ist.  Ball  nennt  daher 
den  Axenparameter  p  den  pitch  dieser  Schraube,  wofür  Fiedler  den  Aus- 
druck Pfeil  gebraucht;  wir  ziehen  es  vor  Azenparameter  der  Win- 
dung oder  Windungsparameter  zu  sagen. 

Für  ein  Kräftesystem  (R,  G^),  wofür  R  die  Resultante  ISngs  der 
Centralaxe  und  G/^  das  Axenmoment  parallel  derselben  bedeutet,  denkt 
Ball  sich  gleichfalls  eine_durch  p  ^  G^:  It  als  Steigungsverhältnisa  be- 
stimmte Schraube,  wenn  aueh  (R,  G^  nicht  gerade  um  diese  Axe  eine 
Bewegung  hervorruft  Die  Kraft  Verbindung  {R,  Gg)  nennt  Ball  einen 
wrench,  welchen  Ausdruck  Fiedler  mit  Winder  wiedergibt.  Um  zu  ver- 
hüten, dasB  man  denke,  der  Winder  bringe  eine  Elementarbewegnng  um 
die  ebengenannte  Schraube  hervor,  sind  wii'  geneigt,  flir  den  Ausdruck 
wrench  das  früher  von  Pldcker  in  einem  nicht  ganz  klaren  Sinne  ge- 
brauchte Wort  Dyname  anzuwenden.  Es  kommt  uns  mehr  darauf  an,  das 
Wesen  der  Kraitverbindung  anzudeuten,  als  die  Hervorrufang  einer  Elemsntar- 
windung,  zu  welcher  ohnehin  noch  elementare  Centripetalbescblennigungen 
hinzutreten  mOssten,  um  die  Gesammt&nderung  des  Geschwindigkeiteznstandes 
eines  Systems  darzustellen  (8.  B.  I,  8.  606). 

Dem  Obigen  zufolge  ist  eine  Windungsgeschwindigkeit  («,  Vg),  wie 
eine  Dyname  (R,  G^)  durch  6  Grössen  Tollst&ndig  bestämmt. 

Beducirt  sich  der  Axenparameter  p  der  Windnngsgeschwindigkeit  (n,  v,) 
auf  Null,  SD  zeigt  die  Gleichung  pa  =*  v^,  dass,  wenn  u  nicht  unendhch 
wird,  die  Translation sgeschwiudigkeit  Vg  verschwindet  und  die  Windungs- 
geschwindigkeit  in  eine  blosse  Winkelgeschwindigkeit  m  übergeht.  Wird 
p  ^  CO,  so  mnss  a  verschwinden  und  reducirt  sich  die  ff indungsgesch windig- 
keit  auf  eine  Trajislationsgeschwindigkeit  Vg  parallel  der  Schranbenaxe.  Der 
Axenparameter  hat  in  diesem  Falle  blos  Azenriohtung,  ohne  bestimmte 
Lage  der  Axe. 

Wird  der  Axenparameter  p  der  Dyname  (B,  ß^  gleich  Null,  so  folgt 
ebenso  aus  pR  =  G^,  dass  die  Dyname  sich  auf  eine  Einzelkraft  R,  ist 
j>  »=  oo,  dass  sie  sich  auf  ein  Paar  6g  redudrt.  Im  letzt«ren  Falle  ist 
die  Axe  von  p  der  Lage  noch  unbestimmt. 
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§.  3.  Eine  Djnwne  {R,  G)  greife  an  einem  unveränderlichen  Sjetem 
an;  man  ertheitt  dem  S7st6m  eine  virtuelle  Windungsgäsohwindigkait  (»,  v), 
vermöge  welcher  dasselbe  die  virtuelle  Windung  (d#,  S-i)  erleidet  Wir 
wollen  die  virtuelle  Arbeit  der  Djname  in  Bezug  auf  die  virtuelle  Win- 
dimg bestimmen.  £8  sei  a  die  Aie  und  pa  •=  G  :  R  der  Aienparameter 
der  Dfname,  also  G  ^^  pa^;  ß  die  Aze 

1  und    ß^  ■=  V  :  oj  =  tft  :  d#    der    Aien- 
j  Parameter  der  Windung,  also  öt  ^p^  S9 , 

sowie  d  der  kürzeste  Abstand  der  Axen 
(Schrauben)   a,  ß  and  ;i   der  von  ihnen 
'jr      j    gebildete   WinksL     Wir   wählen  j5  zur 
a;-Axe  und  die  Richtung  des  kfirzesten 
Abstandes  d  zur  £-Axe  eines  rechtwink- 
ligen Coordinatensfstems  (Fig.  67).   In- 
dem  wir  die  Kräfte   der  Dynamen  fttr 
den  Ursprung  0  reduoiren,  erhalten  wir  an  Componenten  X,  T,  Z  der  Be- 
Bultanten  aud  L,  M,  If  des  restdtirenden  Axenmomentes 

2  =  Ä  cos  i,  L  =  paR  cos  ;i  —  Rd  sin  i, 
T  =  Remi,  Jtf  =  PaR  sin  l -\-  Ed  eoa  A, 
Z  =  0,                         N=0. 

Die  Arbeit  der  Djrname  entspringt  nun  aus  den  Arbeiten  ihrer  vier  Com- 
ponenten in  Bezug  auf  die  Botation  und  die  Translation  der  Windung  um 
die  Aze  a.  Von  den  8  hier  in  Frage  kommenden  Parti alarbeiten  ver- 
Gchwinden  aber  6.  In  Beeug  auf  Rotation  leistet  n&mlich  blos  L  Arbeit 
und  ist  dieselbe  gleich  dem  Produkt  aus  X  in  die  Elemestaramplitude 
dO,  d.  h. 

RS»{paWel~däial). 

'RUoksichtlich  der  Translation  ergibt  sich  blos  eine  Arbeit  von  Seiten  X, 
nämlich  It  cos  i  •  St  ^=  Rp^ä^  ■  cos  l.  Daher  ist  die  (reBaromtarbeit  der 
Dyname  in  Bezug  auf  die  Windung  (d#,  Sz) 

'  Po  -i-Pi     sin  1  ■ 
B**  [(Pa  +  P,0  COS  i  —  d  sin  i]  =  Rd»  i  ^    '  -^^  , . 

Den  Coeffidenten  des  Produkts  der  Intensität  R  und  der  Amplitude 
Ö9  bezeichnet  Ball  mit  2lBa[i  nnd  nennt  ihn  den  virtuellen  Coeffi- 
cienten  der  Schrauben  er,  ß  (der  Aienparameter  pa,  Pji),  so  daas 
er  also  setzt 

2ara^  =*  (Ptt  +  P/i)  cos  1  —  d  sin  i. 
Diese  QrÖBse  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  pa  nnd  p/s  d.  h. 

Die  virtuelle  Arbeit  einer  Dyname  in  Bezug  auf  irgend  eine 
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virtuelle  Windung  bleibt  dieeetbe,  wenn  die  Aien  der  Dyname 
und  der  Windung  mit  einander  vertaaecht  werden. 

Fflr  den  Fall  des  Oleicb  gewichtes  eines  an  einem  freien  unverKnder- 
liohen  Punktsystem  angreifenden  KräftesystfimE  mnas  die  virtuelle  Arbeit 
aller  Kr&fte,  also  auch  die  der  resnltirenden  Dyname  vereebwinden.  Man 
kann  daher  das  Frincip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  für  diesen  Fall 
auch  in  folgende  Form  einkleiden: 

Zum  Gleichgewicht  eines  KrBftesjstems  am  freien  unver- 
änderlichen Punktsystem  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass 
der  virtuelle  Coefficient  der  resultirenden  Dyname  in  Bezug  auf 
jede  virtuelle  Windung  verschwinde. 

Zwei  Äxenparameter  Pa,  p,i  (Schrauben),  deren  virtueller  Coefßclent 
(jia -\- Pfl)  coB  l  —  ä  sin  i  gleich  Null  ist,  beissen  reoiprocale  Axen- 
Parameter  (Schrauben).    Man  kann  daher  auch  sagen: 

Zum  Gleichgewicht  eines  ErSftesystems  an  einem  freien  un- 
verfinderlichen  Punktsystem  ist  erforderlich  und  biareichend, 
dass  der  Axenparameter  der  resultirenden  Dynamen  zu  jeden 
beliebigen  Axenparameter  des  Baumes  reciprocal  seL 

§.  4.  Der  virtuelle  Coefficient  zweier  Aienparameter  p„,  j»^  ist  Null: 
1.  wenn  die  Aren  sich  rechtwinklig  schneiden;  denn  dann  ist  (J  ^  0  und 
008  i  =  0;  2.  wenn  pa  -\-Pii  "=0  und  d  ^0  ist;  3.  wenn  die  Aren  parallel 
sind  und  Pa-\-p,i^=0;  4.  wenn  die  Azen  zusammenfallen  und  pa  4~J),4~=0 
ist;  5.  wenn  überhaupt  tg  1  =  (p«  -|-  p/i)  :  d  ist. 

§.  fi.  Zwei  Dynamen  von  entgegengesetzt  gleichen  Inten- 
sitSten  der  EinzelkrSfte  bei  zusammenfallenden  Azen  und  glei- 
chen Parametern  sind  im  Gleichgewicht.  Zwei  Dynamen  ver- 
schiedener Azen  von  endlichen  Intensitäten  der  EinzelkrKfte 
können  nicht  im  Gleichgewicht  sein.  Der  erste  dieser  SS^e  ist  selbct- 
verstfindlicb,  den  zweiten  wollen  wir  mit  Hülfe  des  virtuellen  Coefficienten 
beweisen.  Sind  nämlich  S,  1^  die  Intens! täten,  pa,  Pa  die  Parameter  der 
Dynamen  mit  den  Azen  er,  a  und  ertheilen  wir  dem  System,  an  welchem 
sie  angreifen,  eine  unendlich  kleine  Windung  {ä&,  Sx)  um  eine  Axe  £,  so 
mUsste,  wenn  Gleichgewicht  möglich  w&re,  die  Summu  der  virtuellen  Ar- 
beiten 2*#(Äsro:  +  B'aTo'i),  d.  b.  BllF„c  +  Ä'HTa-j  —  0  sein.  Wihlen 
wir  nun  die  Aze  |  reciprocal  zu  o',  so  wird  ar„'j  =  0  und  bleibt  STn;  «"  0, 
d.  b.  ist  i  reciprocal  zu  der  einen  Axe  a  oder  a',  so  int  sie  es  aach  zu  der 
andern  u  oder  o.  Es  sei  nun  |  eine  Axe,  welche  «  rechtwinklig  schneidet 
Solcher  Axen  gibt  es  unendlich  viele  und  wenn  it  der  Winkel,  den  irgend 
eine  von  ihnen  mit  a'  bildet  und  d  der  kürzeste  Abstand  von  a'  und  {  ist, 
so  muss 
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2ar„'i  =  {pa'  +  Pi)  cosl  —  (^sinl^O 
sein.  Da  diese  Gleichung  fOr  unendlich  viele  Werthe  von  1  gilt,  so  mnee 
Pa'  -i-  Pi^  0  und  d  ^  0  sein,  d.  h.  alle  solche  Azen  |  mUsaen  von  a 
geschnitten  werden  nnd  p:  ist  p^  entgagengesetzt  gleich.  Die  erste  dieser 
Bedingungen  fordert,  dass  a  mit  a  znsammenfalle,  was  gegen  die  Voraus- 
setzung ist. 

Dieselben  S&tze  gelten  auch  von  Windungsgeschwindigkeiten,  wie  man 
sieht,  indem  man  eine  Dynamo  zu  Hülfe  nimmt  und  ähnlich  schliesst. 

§.  6.  Wir  wollen  jetzt  das  Gleichgewicht  dreier  Dynamen  oder  dreier 
Windungsgeschwindigkeiten  untersuchen.  Die  Frage  hiernach  ist  identisch 
mit  der  Präge  nach  der  Aequivaleoz  der  Verbindung  zweier  Dynamen  oder 
WindongBgesch windigkeiten  mit  einer  dritten.  Bereits  B.  I,  S.  184  u.  288 
ergab  sich,  dass  zwei  oder  mehrere  Windungsgeschwindigkeiten  einer  einzigen 
WindungBgeschwindigkeit  äquivalent  sindj  der  dort  geführte  Beweis  kann 
anf  Djnamen  unmittelbar  angewandt  werden.  Es  ist  jedoch  eine  ausführ- 
lichere Erörterung  dieses  Gegenstandes  nothwendig.  Dabei  wollen  wir  all- 
gemein eine  Dyname  durch  (a,  Pa)  bezeichnen,  wo  a  die  Intensit&t  der 
Einzelkraft  und  p^  den  Parameter  bedeutet,  dessen  Suffix  a  zugleich  die 
Aie  bezeichnen  soll.  Dasselbe  Zeichen  soll  auch  eine  Windungsgeschwindig- 
keit ausdrflcken,  wobei  dann  nur  a  die  Winkelgeschwindigkeit  bedeutet. 

Wir  nehmen  znnElchst  an,  es  seien  zwei  Dynamen  (a,  pa)  und  (p,Pii) 
gegeben,  deren  Äien  a,  ß  sich  in  einem  Punkte  O  rechtwinklig  schneiden; 
die  aus  ihnen  resultirende  Dyname  sei  (r,  p)  und  y  ihre  Axe.  Die  Inten- 
sitäten a,  b  liefern  die  durch  0  gehende  Intensität  r  in  der  Ebene  {itß), 
deren  Richtung  mit  der  Axe  a  den  Winkel  ft  bildet,  für  welchen  tg  &  =  b:a, 
wKhrend  der  Werth  von  r  •=  (n*  -f-  b*)'  ist.  Die  Aienmomente  apa,  bp^ 
der  Dynamen  zerlegen  wir  parallel  und  senkrecht  zn  r;  die  algebraische 
Summe  ihrer  zu  r  senkrechten  Componenten  liefert  ein  Axenmomenf,  mit 
dessen  Hülfe  r  in  die  Richtung  der  Axe  y  der  resultirenden  Dyname  ver- 
legt wird,  wahrend  die  Componentensumme  parallel  zu  r  das  Axenmoment 
dieser  Dyname  selbst  bildet.    Die  letztere  Summe  ist  daher 

rp  =  ap„  cos  #  +  bpfl  sin  # , 
woraus  man  mit  Bücksicht  auf  a  =  t  cos  &,  &  ^  r  sin  #  den  Parameter  p 
der  resultirenden  Dyname  erhillt,  nSmlicb 

P  ■=  j>n  cos*  #  +  Pfi  sin*  #. 
Die  erstere  Summe  ist  apa  sin  #  —  bp^  cos  9  oder  r  (pa  —  P/i)  sin  #  cos  &, 
Ist  K  die  Strecke  senkrecht  ziir  Ebene  (aß),  um  welche  r  za  verlegen  ist, 
damit  das  aus   dieser  Verlegung  entspringende  Paar  rx  dies  Axenmoment 
tilge,  so  folgt  ans  rii  =  r  (pa  —  Pfi)  sin  *  cos  *  der  Abstand 
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»  =  (i"«  —  Pf)  sin  »  cos  #  =  4  (pa  —  pfi)  sin  2^. 
Durch  r  =  (a'  +  (»')',  p  =p,i  coß*  *  +  J>|*  s"ii*  * 

and  «  — (p=  — JP,*)  sin  »  eoB  e 

ißt  die  reaultirende  Dyname  (r,  p)  TolletKndig  bestimmt.  Dieselben  Betrach- 
tungen gelten  für  die  aus  zwei  Windungsgeschwindigkeiten  (a,p„),  (b,p^i) 
resultirende  Windungsgeach windigkeit  (r,  p). 

Der  Winkel  *,  welchen  die  Aie  der  resultirenden  Dyname  mit  der 
Aie  a  bildet,  hfingt  blos  von  dem  YerhBltniss  der  Parameter  a  und  b  ab, 
nicht  von  deren  absoluter  Grösse.  So  lange  dies  YerhSltniaB  ungefindert 
bleibt,  behSlt  die  Äxe  y  der  Djniame  dieselbe  Lage.  Diese  Äse  schneidet 
das  Perpendikel  OZ,  welches  man  in  0  auf  der  Ebene  {aß)  errichten  kann, 
im  Abstände  x  von  0,  welcher  von  der  Differenz  der  Parameter  und  dem 
Winkel  9  abhängt  Eine  durch  dies  Perpendikel  gehende,  gegen  «  unter 
dem  Winkel  &  geneigte  Ebene  enthalt  die  Axe  y. 
Beschreibt  man  in  dieser  Ebene  mit  pa  —  Pfl  als 
Durchmesser  einen  Kreis  (Fig.  68),  welcher  das  Perpen- 
dikel in  0  berflhrt  und  schneidet  ihn  mit  einer  Ge- 
raden OQ,  welche  gegen  die  Ebene  (aß)  den  Winkel  & 
bildet,  in  Q,  so  ist  die  von  Q  auf  das  Perpendikel 
gefällte  Senkrechte  die  Äie  y.  Dreht  sich  die  Ebene 
um  das  Perpendikel  um,  so  dass  #  alle  Werthe  von  0 
bis  2n  continuirlich  durchläuft,  so  dreht  sich  die  Axe  y 
um  OZ  und  rückt  dabei  l&ngs  dieser  Geraden  auf  und 
ab.  Für  9  =  0  ffillt  sie  in  der  Ebene  {aß)  mit  a  zu- 
sammen, fflr  9  ^  \k  erreicht  ihr  Abstand  x  von  derselben  sein  Hazimnm 
^{Pa  —  Pfi),  för  *  ^  ^  w  filllt  sie  wieder  in  die  Ebene  {aß)  und  zwar 
mit  ß  zusammen,  für  9  =^  ^n  eiTeicht  sie  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
das  Maximum  des  Abstandes  von  {aß),  fttr  #  ■^  n  tritt  sie  wieder  in  a 
ein  etc.  Die  Axe  y  beschreibt  wShrend  dieser  Bewegung  eine  geradlinige  Fliehe, 
welche  die  Äxen  a,  ß  enthält.  Das  Perpendikel  OZ  heisst  die  Directrix 
der  FlSche;  sie  hat  mit  der  Fltlcbe  nur  die  Strecke  pa  — J)^,  die  Axe, 
gemein;  diese  aber  gehört  der  Fläche  als  eine  Doppel-  oder  Knotenlinie  an; 
denn  w&hrend  y  die  FlSohe  beschreibt,  durchläuft  ihr  Schnittpunkt  mit  der 
Directrix  diese  Strecke  zweimal.  Durch  jeden  Punkt  dieser  Strecke  gehen 
also  zwei  Aien  y,  entsprechend  den  Winkeln  &  und  J«  —  9. 

Um  eine  Gleichung  fOr  die  Fläche  zu  finden,  wBhlen  wir  die  Bich- 
tungen  von  a,  ß,  »  zu  Axen  der  x,  y,  z  und  eliminlren  aus  den  Glei- 
chungen der  Axe  y,  nämlich 

y  =  xig9,     :e  •-•  {pa  —  Pf)  sin  #  oos  * 
den  Winkel  9.    Dies  liefert 
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« («*  +  y*)  —  O«  —  p?)  xy  =■  0. 

Die  FISche  iet  daher  vom  dritten  Grade.  Sie  führt  den  Namen  Cjlin- 
droid  imd  ist  ans  bereits  B.  I,  S.  298  als  die  AxenflSche  einer  Complex- 
schaar  begegnet. 

Ans  der  Gleichung  2  ^  ^  (j)^  ^— p^^)  sin  29  erkennt  man,  dass  der 
Schnittponht  S  der  Grzengungslinie  des  Cylindroids  mit  der  Directriz  auf 
dieser  eine  oscillirende  Bewegung  hat,  welche  die  Frojeotion  einer  gleich- 
förmigen Kreisbewegung  ist ,  von  doppelt  so  grosser  Winkelgesohwlndig- 
keit  als  die  Rotation  der  Ebene  um  die  Directrix.    Daher  der  Satz: 

Hat  eine,  eine  feste  Aze  rechtwinklig  schneidende  Gerade 
eineSohraubenbewegung  um  diese  Axe,  deren  Botationscompo- 
nente  gleichförmig,  deren  TranslationBcomponente  aber  eine 
oscillirende  Bewegung,  nSmlich  die  Frojection  einer  gleichför- 
migen Kreisbewegung,  und  2wac  von  doppelt  so  grosser  Winkel- 
geGchwindigkeit  aU  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Rotations- 
bewegung ist,  so  beschreibt  sie  ein  Cylindroid. 

Um  den  Parameter  p  der  Axe  y  auf  dem  Cylindroid  zu  finden,  d.  h. 
um  die  Formel  i>  =  j)«  cos'  &  -\-  pfi  sin^  &  zu  construiren,  wählt  Ball  in 
der  zy-Ebene  den  Kegelschnitt  paH?  -j~  P^i^  =  H,  vio  M  beliebig  ist,  dessen 
Halhaxen  (£f:j3a)*  (Hipfj)*  den  Parametern  j)„,  pfi  umgekehrt  propor- 
tional sind.  Der  RadiusTsctor  p  dieses  Kegelschnitte,  welcher  vom  Mittel- 
punkt unter  dem  Winkel  Q  gegen  die  a  Axe  geneigt  ist,  genügt  der  Glel' 
chnng  pa  cos*  9  -f-  p^i  sin'  &  =•  H :  f'  und  es  ist  daher  p  ^=  H :  ff*  6,  h.  p 
ist  dem  Quadrate  des  Radiuavectors  (f  umgekehrt  proportional 

Den  HaoptJnhalt  dieses  g.  fassen  wir  in  den  Satz  zusammen: 

Zwei  Dynamen  (a,  pa),  (h,pfi),  deren  Aien  a,  ß  sieh  in  einem 
Punkte  0  rechtwinklig  schneiden,  sind  äquivalent  einer  Djname 
(*')  i>^)>  deren  Axe  die  Gerade  OZ,  welche  in  0  zur  Ebene  (aß) 
rechtwinklig  ist,  in  einem  Punkte  S  senkrecht  trifft  und  gegen 
die  Axe  «  unter  einem  Winkel  9  geneigt  ist,  dessen  Tangente 
gleich  dem  YerhUltniss  b :  a  der  Intensitäten  der  Dynamen  ist; 
die  Intensität  r  der  reaultireuden  Djname  ist  der  Diagonale 
des  Über  a  und  Et  zu  construirenden  Parallelogramms  geometrisch 
gleich,  ihr  Parameter  p^hfingt  von  den  Parametern  pa,  Pfi  und 
dem  Winkel  &  so  ab,  dass  ps^'a  cos*&  -^  b  sin'j^  ist;  ihr  karsester 
Abstand  05— -x  von  den  Axen  a,  ß  folgt  der  Formel 

*  ""  i  (p«  — Pf)  "■•  2*' 
Die  Axen  s&mmtlicher  den  rerschiedenen  Werthen  des  Verhftlt- 
sissea   b:a  entsprechenden  resultirenden   Dynamen   bilden   das 
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Cylindroid  ü  («' +  y*)  —  {p« — Jij»)  icy  ■=  0,  eine  cubische  gerad- 
linige Fl&che,  welche  die  Axen  a,  j!  enth&lt  und  von  einer  ein- 
zigen Constanten  jta — f^  abhKngt. 

Derselbe  Satz  gilt  fUr  die  Aequivalens  zweier  Windungs- 
geBchwindigkeiten  (a,  j)a)i  ^,  Pfl)  mit  der  aus  ihnen  reeultiren- 
den  WindungBgeschwiudigkeit  (r,  p»). 

Die  Parameter  j)a,p^  nennen  wir  die  Haupt parameter  des  Cylindroids. 
§.  7.     Man  kann  die   Construction  des   Gjlindroids   auf  mannigfache 
Weise  variii'en.    Wir  wollen  einige  Constractioneu  mittheilen. 

I.  Nach  Cajley  conetruirt  man  mit  pa — Pf 
als  Durchmesser  in  der  Ebene  (aß)  einen  Krüs 
(Fig.  69),  welcher  die  Aie  a  in  0  berOhrt  and 
betrachte  ihn  als  Querschnitt  eines  Rotationacjün- 
dere.  Ist  ÖP  die  Spur  der  um  OZ  beweglichen 
Ebene,  welche  mit  OX  den  Winkel  d-  bildet  nnd 
P  ihr  Schnittpunkt  mit  dem  Kreise,  so  bildet  der 
Radios  CP  mit  0¥  den  Winkel  2#  nnd  wird 
das  auf  CO  gefüllte  Perpendikel 

JffP  -=  4  (»„  — .  pi)  sin  29  =  %. 

Fig.  Rl.  '  ^■^''  ^'■' 

Legt  man  nun  durch  die  Axe  OT  eine  Ebene, 
welobe  mit  der  xy-Kbene  den  Winkel  \k  bildet  und  ist  Q  der  Punkt  dos 
elliptischen  Schnittes  dieser  Ebene  mit  dem  Cjlinder,  dessen  Pri^ection  P 
ist,  so  ist  PQ  =  PM  =  X  und  mithin  «ine  durch  Q  parallel  zu  OP  ge- 
fahrte Gerade  die  dem  Winkel  9  entsprechende  ErzeugangsUnie  des  Gjlin- 
droids. Eine  durch  Q  senkrecht  zu  OZ  gelegte  Ebene  schneidet  die  Ellipse 
in  einem  zweiten  Funkte  (jf,  von  welchem  eine  zweite  Eizeugangslinie  aus- 
geht, welche  mit  der  vorigen  auf  der  Axe  OZ  in  demselben  Punkte  S 
zusammentrifft  und  dem  Winkel  ^ä  —  ö  entspricht  Die  Directrix  OZ 
des  Cjlindroids  ist  die  ErzeugungsUoie  des  Cylindere,  welche  durch  einen 
Scheitel  der  kleinen  Axe  des  elliptischen  Schnittes  hindurchgeht.  W&hrend 
der  Punkt  P  gleichförmig  den  Kreis  OPP'  beschreibt,  wird  die  Projection 
von  P  auf  die  x-Axe  eine  oscillirende  Bewegung 
haben,  nämlich  die  Projection  dieser  gleich- 
förmigen Kreisbewegung  und  da  PQ  •=  PX 
ist,  hat  auch  der  .Punkt  S  auf  der  Directrix  eine 
oscillirende  Bewegung.  Die  Periode  dieser  leti- 
teren  ist  doppelt  so  gross  als  die  der  gleichfSr- 
migen  Kreisbewegung. 

2.     Glifford    hat    die    Gajley'sohe   Con- 
"''  ™'  struction  so  modifidrt,  dasa  die  IMreolrix  nioht 

durch  einen  Säieitel  der  kleinen,  sondern  durch  einen  Scheitel  der  groesMi 
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Ase  dea  elliptischeD  C^linderschnittes  geht.  Legt  man  nftmlich  darcli  0 
(Fig.  70)  in  der  Ebene  der  x,  g  (der  Axen  a,  ^)  einen  Kreis  mit  dem 
Mittelpunkte  C  auf  der  BalbirungBlinie  Oc  des  rechten  Winkels  XOY,  bo 
wird  die  Spur  der  Ebene,  welche  mit  OX  den  Winkel  *  bildet,  denselben 
in  einem  Punkte  P  treffen  und  ein  auf  den  Durcbmesaer  AB,  welcher  die 
Schnittpunkte  des  Kreises  mit  den  Äsen  verbindet,  von  P  gefBlltes  Perpen- 
dikel ist  PM  =  CA  ■  ein  29,  üeber  diesem  Kreis  errichte  man  einen  ge- 
raden Cjlinder  und  schneide  ihn  mit  einer  dnrch  AB  gehenden  Ebene, 
welche  gegen  die  Kreisebene  unter  einem  Winkel  geneigt  ist,  dessen  Tan- 
gente ^  (pa  —  pfl)  -,  CA  ist.  Die  Projection  der  grossen  Aze  der  Ellipse 
ist  Oc,  so  dass  c  die  Projection  des  Scheitels  d  darstellt.  Ist  nun  Q  der 
Punkt  der  Ellipse,  dessen  Projection  P  ist,  so  wird 

PC  :  P3f  ■=  ci :  Cc  =  i(p«  — i.^)  :  CA, 
also  PC  ■=  i  (P-  —  Pfl)  sin  2*  =  «. 

Daher  ist  eine  Parallele  QS  zu  OP,  durch  Q  gelegt,  eine  Ei-zeugongslinle 
des  Cjlindroids.  Der  zu  P  in  Bezug  auf  Oc  symmetrisch  gelegene  Ponkt 
liefert  auch  hier  eine  zweite  Erzeugnngslinie.  Auch  hier  sieht  man,  wie 
die  Bewegung  des  Schnittpunktes  S  der  beiden  Erzeugungslinien  mit  der 
Direetrix,  nSmlich  der  Erzeugnngslinie  des  Cylinders  durch  0  die  obige 
oscillirende  Bewegung  ist 

3.  Lewis  hat  eine  dritte  Form  der  Construction  des  Cylindvoids  ge- 
geben, welche  zugleich  den  Parameter  jeder  Erzeugungslinie  unmittelbar 
liefert.  Um  die  Äxe  OZ  (Fig.  71)  ro- 
tire,  wie  früher  die  Ebene,  welche  die 
Erzeugungsbnie  des  Cjlindroids  enth&lt 
und  bilde  mit  der  d;-Axe  den  TerSnder- 
liehen  Winkel  #.  In  dieser  Ebene  liege 
ein  Kreis  vom  Durchmesser  pa  —  Pj), 
dessen  Mittelpunkt  C  in  die  xy-Ebene 
fällt.  Seine  Schnittpunkte  A ,  B  mit  der 
x^. Ebene  haben  die  AbstSnde  Oui —=i)a < 
OB  =pfl  von  0.  Ein  Punkt  P  durch- 
laufe diesen  Kreis  gleichförmig,  von  A 
anfangend,  w&hrend  seine  Ebene  gleichförmig  um  die  Axe  OZ  mit  einer 
halb  so  grossen  Winkelgeschwindigkeit  rotirt,  als  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Kreisbewegung.  Die  Gerade  PS  dieser  Ebene,  senkrecht  zu  OZ,  ist 
die  Erzeugungslinie  des  Cylindroids  und  die  Strecke  PS  der  Parameter, 
welcher  dieser  Erzeugungslinie  entspricht.  Denn  die  Bewegung  des  Punktes  S 
ist  die  Projection  der  gleichförmigen  Kreisbewegung  des  Punktes  P  und 
da   ■^PCA^i»=^2PBA,   so    ist    OS  •— ^{pa  —  p,i)  aini» -~  x. 
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Zugleich  ist  y  ^  x  tg  #,  wie  frttber.    Femer  hftt  man 

PS  =  ^  0„  +  j-^)  +  i  Cj)„  -  j^)  CCS  2#  =-  i  p„  (1  +  C08  2 *) 
+  iJ'/*(l  —  eos  2#)  =a«p„  cofl*9-f- J*/*  8in'#=i'. 
Diese  Construction  leitet  immittelbar  zur  ConatnicUoii  eines  Modells 
des  Cylindroids  aus  dflnnea  St&beti  hin.  Äehnlich  wie  die  schmalen  Sec- 
torea  eines  FSchers  auf  dessen  Äie  sitzen,  befestigt  man  die  StBbe  auf 
der  Directrix,  drehbar  lun  dieselbe.  SSmmtlich  in  eine  Ebene  zusammen- 
geschoben, stellen  ihre  Parameter  die  Ordinalen  eines  Kreises  dar,  den  wir 
deshalb  den  Parameterk reis  nennen  wallen.  £ntfaltet,  wie  die  Sectoren 
eines  FSchers  und  paarweise  mit  einander  Winkel  bildend,  gleich  den 
Peripherie  winkeln  im  Parameterkreis  über  den  Bogen  AP  bilden  sie  die 
Geraden  des  Cylindroids.  um  die  Entfaltung  zu  reguliren  ksnn  msji  sank- 
recht zur  Directrix  einen  in  gleiche  Theile  getheilten  Ersia  aufsetzen. 

Vermöge  dieser  Erzeugungsart  kOnnte  die  Fläche  nicht  unpassend  der 
oubische  FScher  oder  das  cnbiscbe  FScherconoid  genannt  werden, 
eine  Benennung,  welche  significanter  sein  würde,  als  der  Name  „Cylindroid". 
§.  8.  Irgend  zwei  Axen  (p,  ^  mit  Parametern  p^,  p^,  vom  kOrsesten 
Abstände  h,  mit  dem  Winkel  a,  unter  welchem  sie  gegen  einander  geneigt 
sind,  bestimmen  ein  Cylindroid,  d.  b.  man  kann  die  Haoptparameter  j>„,  p^, 
die  Winkel  l,  n,  welche  pa  mit  den  Axen  ip,  if>  bildet,  und  die  ktlizesten 
AbstSnde  x^,  x,/,  der  Axen  91,  ^  von  den, Axen  a,  ß  der  Hauptparameter 
finden.  DanSmlich  p^,  p^  dem  gesnchten  Cylindroid  angehören,  so  bestehen 
die  Gleichungen 

P9  ■=  P«  ooB*  X+p/i  sin*  i.,  xy  =-  ^  {p„  —  p^)  ein  yi,  l  —  /i  =—  #, 
p^  ■=  i)„  cos*  |u  +j'^sinV.  *■/'  =  iiP"  —  Pfi)  sin  2p,  jc^  — i(^  =  », 
mit  deren  Hülfe  pai  Pß,  l,  ft,  )(f>,  »ip  durch  ip,  ifi,  h,  9  auszudrücken  sind. 
£b  wird  aber 

A=*v  — »V'=°i(P''~i';*)(s™2A— 8in2(«)  =  (pa— i)^)cos(i  +  f()Bin(l  — f.) 
=  {Pa  —  Pfi)  cos  (1  +  (»)  sin  ff, 
"v  +  "'^  =  ^iP-—Pid  (8in2i  +  sin2fi)  —  (na— Pf,)sin(i+p)co8(i— /i> 

=  (>"  —  Pfl)  sin  (i  +  f»)  C08  ff. 
P^—P^=-  (f,,— j),^}(co8*i  —  cosV)  =■  (p„— j)^)sin(i+p)3in(i— pl 
-=  ipo—Pfi)  Bin  (i  +  f.)  sin  ff, 

Pv+P>p-^(P-+P,i)  +  iO«  —  J'^)(c0B2i   +   C08  2|u) 
••=P-+Pll    +  (P-  ~  Pfi)  COB  (l  +  /*)  COS  (l  —  ,*) 

=  (!'<.+  P,0  +  (P«  —  Pfi)  cos  (A  +  f.)  cos  ff. 
Hieraus  erh&lt  man  zunSchst 

j,y— Py,  =  Ä  (g(l +  (.)=- Ätg(2J  — ff),     J)y+i)^— j)a  +  j>^  +  Acotg«, 
p^  —p^  =  (»V  +  "V)  1«  ff  >     *'  +  (Pf  —P'fi* ""  (P«  ~P_ßf  ««>*  ff 
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und  hiemit  weiter 

Po  —  i>i«  =  ^T^  Vit*  +  ( Pv  —  Pv')*)     i  =  i  r«  +  Arctg  ^  (;>y  —  pM , 

*»  +  »V  ""  (Pv  —  P»)  CO*«  *» 
Pa  +  P;*  =  Pv  +  P^f  —  *  cot«  ff ■        (*  — >  A  —  tf,        «y  —  «„,=-  A. 
Hiednrch    ist    das    Cylindroid    eindeutig    bestimmt,    denn    das   Zeichen   von 
(po  —  Pf)  sin  0  entscheidet  aber  du  Zeichen  der  Wui-aelgröBBe.    Sind  die 
Parameter  p^  und  p^  gleich,  so  wird 

Po  +  i*|4  ""  2p^  —  *  «Otg  ff,       (i  —  —  i«,       »y  =  iÄ. 

IMe  Lewia'Bcbe  Erzeugungaart  des  Cylindroids  gibt  unmittelbar  die 
Construction  desselben  mit  UUlfe  von  p^,  p./„  h,  a.  Man  bestimme  den 
kürzesten  Abstand  S^  -^  h  der  Axen  g>,  ^  und  errichte  in  einer  durch  k 
gehenden  Ebene,  z.  B.  in  der  Ebene  {hip)  die  Parameter  SP^=-p^, 
S'P'  "=  p^.  In  derselben  Ebene  beschreibe  man  durch  P  und  Q  einen  Kreis, 
welcher  über  dem  Bogen  PP"  den  Winkel  ff  als  Peripheriewinkel  fasst. 
Dieser  Kreis  ist  der  Parameterkreis  des  gesuchten  Cylindroids.  Von  den 
beiden  mCglichcn  Kreisen  genügt  nur  einer  der  Aufgabe.  W&hrend  uKmlich 
eine  am  SS'  gleichförmig  rotirende  Ebene  den  Winkel  ff  in  bestimmtem 
Sinne  beschreibt,  beschreibt  nach  der  Lewis'schen  Erxeugungsart  der  be- 
wegliche Punkt  den  Bogen  PP^  nur  in  einem  gleichfells  bestimmten  Sinne. 

§.  9.  Die  Frage  nach  der  Aequivalenz  zweier  Djmunen,  oder  zweier 
Windnngsgeschwindigkeiten,  deren  Aien  sich  nicht  schneiden  mit  einer 
dritten,  erledigt  sich  durch  den  Satz: 

Drei  Dynamen,  deren  Assn  einem  Cylindroid  angehOren  und 
von  deren  lutensitfiten  jede  dem  Sinns  des  Winkels  proportional 
ist,  welchen  die  Aien  der  beiden  andern  bilden,  sind  äquivalent 
Nnll,  d.  h.  im  Gleichgewicht. 

Drei  Windungsgeschwlndigkeiten  um  drei  Azeo,  welche  dem- 
selben Cylindroid  angehören  und  von  deren  Winkelgeschwindig- 
keiten jede  dem  Sinus  des  Winkels  zwischen  den  Axen  der  beiden 
andern  proportional  ist,  sind  äquivalent  Nnll,  d.  h.  «rtheilen 
dem  System  keine  Windung. 

Es  genOgt  den  einen  Thei]  des  Satzes  zu  beweisen.  Es  seien  f>,  t|/,  Vf 
drei  Axen  eines  Cylindroids  mit  den  Pfirametern  p^,  p^,  pg^  und  besitze 
das  System  drei  Windungsgeschwlndigkeiten  um  sie  mit  den  Winkel- 
geschwindigkeiten uy,  u^,  Ofg.  Jede  von  diesen  Windungsgeschwindigkeiten 
ist  Äquivalent  zweien  Winkelgeflchwindigkeiten  um  die  Hanptaxen  OX,  0  Tvait  den 
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Hanptparametem  Pa,Vf  und  zwei  TranBlationageschwuidigkeiten  parallel  OX, 
OY.  Sind  nSmlich  il,  ft,  v  die  Winkel,  welche  91,  ifi,  VS  mit  OX  oder  a  bilden,  so 
sind  die  Winkelgeschwindigkeiten  ra^,  a^-,  dg,  äquivalent  m^  cos  1,  lou.  cos  fi, 
Oq  00a  V  lim  OX  und  «^  sin  1,  u,/.  ain  n,  cig,  sin  v  um  0  T  nnd  die  Trans- 
lationsgeschwindigkeiteu  p^ia^,  p,fa,i-,  p^o^^  äquivalent  pai»if  cos  1, 
Pattip  cos  f(,  lJ(iO>ig  cos  V  parallel  0  X  und  p^ioi^  sin  A,  p^atu-  Bin  f>,  j'^yUn  sin  v 
parallel  OT. 

Demnach  ist  der  Geschwindigkeitszu stand  des  Systems  äquivalent  den 
beiden  Winkelgeachwindigkeiten  um  die  Axen  OX,  OT 

o>^  cos  l  +  i^v  <"'^  f*  "l~  <»ß  cos  V,      »y  ain  i  +  »u^  ain  f»  +  wg  sin  i- 
und  den  beiden  Tran slationsgesch windigkeiten  parallel  denselben  Aien 
Pa  (<0y  coe  i  +  w„.  cos  fi  +  0)0  ooB  v),    j»f(  (w^  sin  i.  +  w«.  sin  (i  +  0^  sin  v). 
Diese  Grössen  verschwinden  nur  dann,  wenn 

_    '»V ^ ■*«'  __     _     ""sf 

sin  0*  -  ^)         Sin  {v  -  X)         8in"(i  -  f.) 
ist,  w.  z.  b.  w. 

Soll  daher  zu  zwei  Dynamen  oder  zwei  Windungsgeschwin- 
digkeiten  die  resultirende  Dyname  oder  die  resultirende  Win- 
dungsgeschwindigkeit gefunden  werden,  so  construire  man  nach 
§.  8  das  Cylindroid,  welches  die  Aien  der  gegebenen  Dynamen 
oder  Wtndnngsgesohwindigkeiten  mit  deren  Parametern  enthfilt 
und  theile  den  Winkel  dieser  Axen  durch  eine  durch  die  Direciriz 
gehende  Ebene  im  umgekehrten  Verhältniss  der  IntensitBten, 
resp.  Winkelgeschwindigkeiten.  Diese  Ebene  schneidet  das  Cy- 
lindroid in  derAze  der  Besnl  tauten;  dielntensitSt,  resp,  Winkel- 
geschwindigkeit ist  die  Diagonale  des  Parallelogramms  der 
beiden  gegebenen  Intensit&ten  oder  Winkelgeschwindigkeiten. 

Das  Cylindroid  hat  für  die  Dynamen  und  Wind ungsgesch wind! gkeiten 
dieselbe  Bedeutung  wie  das  Parallelogramm  fttr  einzelne  Kräfte  und  tür 
Win  kelgesch  windigk  eiten. 

Sind  die  Hauptparameter  Pa,  p^  des  Cyliudroids  einander  gleich,  so  . 
sind  alle  Parameter  p '=  pa  wb*  & -\- p/i  an*  &  gleich  jj^,  der  Parameter- 
kreis  reducirt  sich  auf  einen  Punkt  und  dafi  Cylindroid  auf  die  Ebene  (uß); 
X  wird  gleich  Null;  die  cylindrische  Construction  der  resultjrendes  Aie 
geht  Über  in  die  Parallelogrammconstruction.  Sind  die  Parameter  alle  Null, 
so  liefert  das  Cylindroid  das  Parallelogramm  der  ErSft«  oder  der  Winkel- 
eschwindigkeiten;  sind  sie  alle  unendlich  das  der  Kr&ftepaare  oder  Tians- 
lationsge  schwind  igkei  ten, 

g.  10.     Aus   den  §.  7   angeführten  Erzeogungsarten  des  Cylindroids 
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ergeben  sich  mit  Leichtigkeit  eine  Reihe  von  Eigensehaften  deeselben,  ine- 
besondere  die  folgenden. 

1.  Alle  Cylindroide  sind  ähnliche  FlBchen.  Denn  das  Cylindroid  hKngt 
nnr  von  einem  Parameter  pa  —  p^  ab,  der  auch  allein  in  dessen  Gleichnng 
vorkommt.  Äddirt  man  zn  beiden  U&uptparametem  pa,  pp  eine  Constante  c, 
SD  Andern  sich  aUe  Parameter  der  verschiedenen  Erzeugungsliniea  der  Flache 
um  dieselbe  Grösse  c;  denn  es  ist  ein  solcher 

{pa  +  c)  coa*  9  -\-  {pf  •\-  c)  sin*  &  ■=pa  cos*  #  +  p^i  Bin*  #  +  c 
Auf  die  Gestalt  der  FlOche  hat  diese  Aenderung  keinen  EinflusE. 

2.  Die  Strecke,  welche  die  FlSche  mit  der  Directrix  gemein  hat,  ist 
gleich  der  Differenz  j»„  —  p/i  der  Hauptparameter ;  nBmlich  gleich  dem 
Durchmesser  des  Parameterkreieee. 

3.  Verschwindet  äer  Parameter  einer  Erzeugungslinie,  so  verschwindet 
im  Allgemeinen  auch  der  Parameter  einer  zweiten  Erzeu^ngslinie.  Denn 
der  Parameterkreis  schneidet  die  Directriz  noch  in  einem  zweiten  Punkt«, 
wenn  er  sie  in  irgend  einem  Punkte  schneidet;  es  sei  denn  dass  er  die 
Directrix  berührt,  in  welchem  Falle  beide  verschwindenden  Parameter  zu- 
sammenfallen. 

4.  Das  Verb&ltnisB  der  Winkelgeschwindigkeiten  zweier  Windungen  um 
die  Hauptaxen  des  Cylindroids,  welche  Äquivalent  sind  einer  resultirenden 
Windung  um  eine  bestimmte  Aze  PS  des  Cylindroids  ist  gleich  tg  BPS 
(Fig.  71). 

5.  Der  Winkel  zweier  Erzeugnngslinien  PS,  P'S'  des  Cjlindroids  ist 
(Fig.  71)  gleich  dem  Peripherie  winket  PBP'  des  Parameterkreisea.  Da  die 
Erzeugungslinien  PS,  QS  sich  in  S  sckneiden,  (^S"  mit  QS  gleichen  Para- 
meter hat  und  ^Q'.BP^^n  ist,  so  folgt,  dass  wenn  eine  Eizeugungs- 
linie  des  CjUndroids  zu  einer  von  zwei  Erzeugungslinien,  die  sich  in  einem 
Punkte  der  Directriz  schneiden,  rechtwinklig  ist,  sie  mit  der  andern  Er- 
zeugongslinie  gleichen  Parameter  hat. 

6.  Lewis  hat  bemerkt,  dass  die  Cayley'gche  und  Clifford'scbe  Con- 
fitruction  des  Cylindroids  verallgemeinert  werden  kann.  Man  kann  dasselbe 
Cjlindroid  in  verschiedenen  Lagen  erzeugen,  indem  man  zur  Directriz  OZ 
eine  beliebige  Etzengungslinie  dee  Cjlinders  wählt,  sodass,  wenn  eine  zur 
Cylinderaxe  senkrechte  Ebene  einen  festen  elliptischen  Schnitt  in  Q<^  und 
die  Gerade  OZ  in  S  schneidet,  SQ,  S^  zwei  Erzeugungslinien  des  Cylin- 
droids sind.  Denn  der  durch  den  Mittelpunkt  G  der  Ellipse  zur  Cjllnder- 
axe  senkrechte  Kreisscbnitt  trifi^  die  Ebene  der  Ellipse  in  den  Scheiteln 
Ä,  B  der  kleinen  Axe  und  die  OZ  in  einem  Punkte  0,  sodass  AGB  «  \n 
ist.  Sind  P,  P'  die  Projectionen  von  Q,  Q'  auf  den  Kreiaedmitt,  so  ist, 
wie  in  Fig.  70,  die  Bewegung  von  jS  auf  OZ  die  oscillirende  Projectton  der 
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gleichförmigen  Kreisbewegung,  wenn  P  gleichförmig  auf  dem  Kreiaecfanitt 
Bicb  bewegt,  und  wird  P^  =  OS  =  CP- sin  2»,  wo  auch  0  auf  dem 
Kreise  liegen  mag.  Rfickt  die  Ebene  SQ^  parallel  mit  sich  fort,  bis  S 
in  den  Schnittpunkt  von  OZ  mit  der  Ellipse  gelangt,  so  folgt: 

7.  Bertthrt  ein  Kreiscylinder  die  Ebene,  welche  die  Directrix  nnd  üne 
ErzeugungsUnie  des  Cylindroids  enthält  längs  der  Directrix,  so  schneidet  er 
das  Cylindroid  in  einer  Ellipse,  die  Erzeugungelinie 'dieser  Fl&che,  welche 
sich  mit  der  gegebenen  Erzeugungslinie  auf  der  Directrix  schneidet,  fSllt 
in  die  £b«ie  der  Ellipse. 

8.  Jeder  Kreiscylinder,  welcher  durch  die  Directrix  geht,  schneidet 
das  Cylindroid  in  einer  Ellipse.  Denn  er  betQhrt  eine  gewisse  Erzeugungs- 
linie desselben. 

9.  Durch  jeden  Punkt  S  der  Directrix  gehen  zwei  Er/eugungslinien 
SQ,  S<^  des  Cylindroids,  deren  Ebene  die  Directrix  in  S  und  die  Ellipse 
in  Q,  (/  schneidet.  Geht  dieee  Ebene  durch  einen  Scheitel  der  grossen 
Axe,  äo  fallen  SQ,  SQ'  zasammen,  geht  sie  durch  den  Hittelpunkt  der 
Ellipse,  so  werden  SQ,  S(^  rechtwinklig  zu  einander.  Die  Terbindnngs- 
linie  QQ"  der  beiden  Schnittpunkte  ist  in  allen  Fällen  parallel  der  kleinen 
Axe  der  Ellipse.  Geht  die  Ebene  SQ(^  durch  den  Soh'nittpunkt  der  Directrix 
mit  der  Ellipse,  so  i^Ut  die  eine  Gei-ade  SQ  in  die  Ebene  der  Ellipse, 
während  die  andere  in  die  zur  Directrix  senkrechte  Tangente  des  Cjlinders 
übergeht.  Da  die  Ellipse  dem  Cylindroid  angehört,  so  bestimmen  ihre 
Tangente  in  Q  nnd  die  Erzengungalinie  SQ  die  Tangenteaebene  des  Cylin- 
droids  in  Q,  d.  h.  die  Ebene  der  Ellipse  ist  selbst  die  Tsngentenebene  in  Q. 
Umgekehrt  folgt  ebenso,  dase  jede  Tangentenebene  des  Cylindroid«  das- 
selbe in  einer  Ellipse  schneidet.  Man  construirt  leicht  den  Cylinder,  welcher 
die  Fl&che  in  der  Ellipse  schneidet,  deren  Ebene  taogirt. 

10.  Es  sei  S^Q  (Fig.  72)  die  Erzengangslinie 
des  Cylindroids,  welche  in  die  Ebene  der  EUipse 
fällt,  die  in  Q  berUhrt,  so  dass  also  die  zweit« 
durch  S^  gehende  Erzeugungslinie  den  Cylinder  in 
S^  berOhrt.  Durch  den  Mittelpunkt  C  der  Ellipse 
ziehen  wir  den  Diameter  S^CT  und  legen  durch 
T  die  Erzeugungslinie  75,  der  Fläche.  Dieselbe  ge- 
hSrt  einer  Ebene  iS,  TT"  an,  welche  um  ebensoviel 
tlber  dem  Mittelpunkt  C,  als  die  Ebene  S^Q<if 
unterhalb  desselben  liegt  Noch  Nr.  5  haben  beide 
Erzeugungslinien  iS^Q  und  S,  T  gleichen  Parameter. 
Da  die  grosse  Axe  der  Ellipse  sowohl  S^Q,  als 
**  auch  SqT  halbirt,  so  ist  die  Verbindungslinie  QT 

parallel   der   groBsen  Axe.     Während   also   die  Verbindungslinie  Tl*  dar 
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Punkte  T,  I',  in  welchen  zwei  rieh  auf  der  Directrii  schneidende  Erzeu- 
giingslinien  den  (Jylinder  treffen  der  kleinen  Äze  der  Ellipse  parallel  sind, 
sind  die  Verbindungslinien  QT  der  Schnittpunkte  der  Erzeugangalinien 
gleichen  Parameters  mit  dem  Cjlinder  der  grossen  Axe  parallel. 

Da  die  Ehene  S^S^  T  eine  Diametralehene  des  Cylinders  ist,  so  ist  sie 
senkrecht  zu  der  Tangentenebene  desselben  in  iS^,  mithin  kreuzt  iS,  T  die 
Erzeugnngslinie,  welche  iSg^  in  jS^  schneidet,  rechtwinklig. 

11.  Die  kleinen  Axen  aller  elliptischen  Schnitte  der  Tangentenebenen 
mit  der  FtXche  fallen  in  eine  Ebene,  nSmlich  in  die  Ebene  der  Uauptpara- 
meter,  welche  zur  Directrix  im  Mittelpunkte  0  senkrecht   sind. 

12.  Die  Qnadi-atdifferenz  zwischen  der  grossen  und  kleinen  Axe  des 
elliptischen  Schnittes  des  Cylindroids  ist  constant  für  alle  Schnitte.  Es  ist 
nSmlicb  dieselbe  gleich  dem  Quadrat  der  Axe  der  FlSche  (s.  Fig.  72); 
also  4  (pa  —  pfi)'. 

%.  12.  Ist  eine  Axe  i)  mit  bestimmtem  Parameter  p^  reoiprocal 
2U  zwei  gegebenen  Axen  (9,  <p)  mit  den  Parametern  p^,  p^,  so 
ist  sie  reciprocal  zu  allen  Axen  des  Cylindroids  (9,  rp).  Denn  der 
yiirtuelle  Coeffioient  zwischen  einer  Windung  nm  ij  imd  Dynamen  um  9 
und  9>  ist  Null.  Eine  Dyname  um  eine  Axe  i(>  des  Cylindroids  ist  äqui- 
valent zweien  Dynamen  um  9  und  tp.  Daher  ist  die  virtuelle  Arbeit  und 
hiemit  der  virtnelle  Coefficient  von  «f>  in  Bezug  auf  ij  Null,  d.  h.  ^  und  ij 
sind  reciprocal. 

Eine  Axe  i),  welche  reciprocal  ist  zu  jeder  Axe  ^  des  Cylindroids  (#,  <p) 
nennen  wir  reciprocal  zum  Cylindroid  {9,  ip). 

Wie  jede  Gerade,  achneidet  die  Axe  ij  das  Cylindroid  als  FlSche  3.  Ord- 
nung in  drei  Punkten  und  durch  jeden  dieser  Punkte  geht  eine  Kizeugungs- 
linie  desselben  hindurch.  Jede  dieser  drei  Axen  ist  reciprocal  zu  i;.  Zwei 
sich  schneidende  Axen  kSnnen  aber  nur  reciprocal  sein,  entweder,  wenn  sie 
rechtwinklig  zu  einander  sind  oder  wenn  sie  entgegengesetzt  gleiche  Para- 
meter haben.  Man  sieht  aber  leicht,  dase  es  zu  einer  Axe  des  Cylindroid; 
auf  diesem  nur  eine  einz^  Axe  gibt,  welche  mit  ihr  gleichen  Parameter 
hat.  Dies  erhellt  aus  der  Lewis'schen  Erzeugungsart  oder  auch  aus  der 
Formel  p»  =  pa  cos*  9  +  p^i  sin*  9,  welche  den  Parameter  für  die  Axe  *, 
aber  auch  für  die  Axe  n  —  #_,  aber  für  keine  andere  Axe  darstellt.  Es 
kann  also  ij  nur  zwei  Axen  des  Cylindroids  schneiden,  deren  Parameter 
ihrem  Parameter  entgegengesetzt  gleich  sein  kOnn^n,  folglich  muss  sie  die 
dritte  von  allen  drei  Axen,  die  sie  trifft,  rechtwinklig  schneiden. 

Jede  Axe,  welche  zu  einem  Cylindroid  reciprocal  ist,  schneidet 
daher  eine  Erzeugungslinie  des  Cylindroids  rechtwinklig.  Sie 
schneidet  ausserdem  noch  zwei  andere,  deren  Parameter  gleich 
sind. 

S<nuL,  Hmliulk.  n.  16 
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Fällt  man  von  einem  Pimkte  P  Perpendikel  auf  alte  Erzeugnnga- 
linien  dea  Cylindioids  und  ertheilt  ihnen  tds  Äxen  Parameter  lu,  gleich 
und  entgegeugesetet  den  unter  sich  gleichen  Pfttametem  der  beiden  Er- 
zeng ungslinien,  Trelche  die  Perpendikel  Bchneiden,  so  bilden  diese  Perpen- 
dikel eine  KegelflSche,  nSmlich  die  Kegelfläche  aller  durch  den  Pnnkt  P 
geheuden  zum  Cylindroid  reciprocalen  Axen. 

Der  Kegel  aller  zu  einem  Cylindroid  reciprocalen  Axen  eines 
Punktes  ist  ein  Kegel  zweiter  Ordnung.  Denn  zieht  man  durch  den 
gegebenen  Paukt  P  eine  Gerade  parallel  zur  Directris,  so  ist  sie  senkrecht 
zu  allen  Erzen gungslinien  und  schneidet  die  Directrix  im  unendlichen  in 
zwei  Punkten,  weil  die  Directrix  eine  Doppellinie  ist.  Diese  Schnittpunkte 
sind  imaginär,  weil  die  Doppellinie  nur  eine  bestimmte  reelle  Strecke  im 
Endlichen  mit  der  PUche  gemein  hat.  Die  ßerade  setmeidet  daher  die 
Fläche  in  einem  dritten,  reellen  Punkte.  Durch  diesen  Punkt  geht 
eine  Erzeugungslinie  und  zu  ihr  gibt  es  eine  einzige  Erzeugnngelinic  SQ, 
welche  mit  ihr  gleichen  Parameter  hat.  Eine  Ebene  durch  T  und  SQ 
schneidet  die  Fläche  in  einer  Curve  3.  Ordnung,  welche  in  die  Gerade  SQ 
nnd  einen  Kegelschnitt  zerßlllt.  Diese  Ebene  ist  nur  mit  einer  Erzeogungs- 
linie  parallel,  nämlich  mit  SQ,  die  in  ihr  liegt  und  schneidet  alle  andern 
im  Endlichen.  Daher  ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse.  Dieser  Kegelschnitt 
ist  der  Ort  der  Fusspnnkte  aller  von  P  aus  auf  die  Erzeugungslinien  ge- 
füllten Perpendikel.  Denn  zieht  man  in  der  Ebene  der  Ellipse  durch  T 
irgend  eine  Gerade  TUV,  welche  SQ  in  U  nnd  die  Ellipse  zum  zweiten 
mal  in  T  schneidet,  bo  ist  sie,  weil  sie  zwei  Erzeugungslinien  gleichen  Para- 
meters schneidet,  senkrecht  zu  der  Erzeugungslinie,  welche  durch  den  drittan 
Schuittpnnkt  F  mit  der  Fläche  geht.  Diese  Erzeugungslinie  ist  daher  senk- 
recht zu  rr  nnd  FT,  also  senkrecht  zur  Ebene  PTV  und  mithin  senk- 
recht zu  PY.  Daher  ist  V  der  Fussponkt  des  von  P  auf  die  durch  V 
gehende  Erzeugungslinie  gefällten  Perpendikels  und  ist  die  Ellipse  der 
Ort  aller  dieser  Fusspnnkte.  Die  Ebene  1'SQ  Ist  die  Tangentenebene  des 
Cylindroids  in  Q,  da  sie  durch  die  Erzeugungslinie  SQ  geht  nnd  die  Tan- 
gent«  des  elliptischen  Schnittes  enthält.  Vgl.  Fig.  72,  wo  ^svt  ^^  \k 
und  die  Ebene  PTV  senkrecht  zu  SV,  also  auch  PV  senkrecht  zn 
SV  ist. 

Nimmt  man  für  den  Punkt  P,  durch  welchen  die  znm  Cylindroid 
reciprocalen  Aien  gehen,  nach  und  nach  alle  Punkte  einer  Ebene,  so  schneidet 
diese  Ebene  alle  Kegel  zweiten  Grades  reciprocaler  Axen,  jeden  in  zwei 
Axen.  Sämmtliche  in  der  Ebene  enthaltene,  zum  Cylindroid  reciprocale  Axen 
.  umhüllen  daher  einen  Kegelschnitt,  weil  von  jedem  Punkte  der  Ebene  an 
die  Enveloppe  zwei  Tangenten  gehen..  Daher:  Alle  zu  einem  Cylindroid 
reciprocalen  Axen  einer  Ebene  nmbttllen  einenKegeUchnitt.  Daher 
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weiter:  Alle  zu  einem  Cylindroid  reciprocalen  Axen  des  Raumes 
bilden  einen  Liniencomplex  zweiten  Grades. 

§.  13.  Wir  suchen  jetzt  den  Ort  aller  Aien,  welche  zu  vier  und 
fUnf  gegebenen  Aien  reciprocal  sind.  Eine  Axe  mit  ihrem  Parameter  ist 
durch  fünf  Grössen  bestimmt,  von  denen  vier  die  Lage  betreffen,  während 
die  fflnfte  der  Parameter  selbst  ist.  Sind  also  nur  vier  Bedingungen  fdr 
eine  Aie  gegeben,  so  gibt  es  eine  einfache  Mannigfaltigkeit  oder  eine  Fl&cbe 
von  Ässn,  welche  diesen  Bedingungen  genügen.  Soll  die  Axe  zu  vier 
gegebenen  Axen  a,  ß,  y,  S  reciprocal  sein,  so  ist  diese  FlBche  ein 
Cylindroid.  Denn  sind  1,  f*,  v  drei  Axen,  welche  zu  o,  ß,  y,  S  reciprocal 
sind,  so  bestimmen  1,  ft  ein  Cjlindroid  (k,  ii)  und  jede  Axe  ip  desselben 
ist  reciprocal  zu  a,  ß,y,  i.  Ebenso  bestimmen  1,  v  ein  anderes  C^lindroid 
(l,  v)  und  jede  Axe  ^  dieses  letzteren  ist  ebenfalls  reciprooal  zu  a,  ß,  y,  i. 
Die  Azen  9,  ^  bestimmen  aber  selbst  wieder  ein  Cylindroid  (9,  iff),  dessen 
Axen  alle  zu  er,  ß,  y,  6  reciprocal  sind.  Da  nun,  sobald  (K,  ft),  (X,  v) 
verschiedene  Cjlindroide  sind,  ij>  und  ^  nicht  ein  bestimmtes,  sondern  eine 
Schaar  von  Cylindroiden  liefern,  wKhtend  blos,  wenn  aie  zusammenfallen, 
rp  und  Vi  ein  einziges  Cylindroid,  nftmlich  das  bestimmen,  anf  welchem  die 
drei  Azen  X,  (i,  v  liegen,  so  folgt,  dass  es  keine  drei  Axen  X,  /i,  v  geben 
kann,  reciprocal  zu  a,  ß,  y.,  i,  welche  nicht  ein  und  demselben  Cjlindroid 
angehören  und  dasa  also  alle  zu  den  vier  Axen  reciprocalen  Azen  anf  einem 
Cylindroid  liegen. 

Dies  Cylindroid  ist  in  bestimmten  F&llen  leicht  zn  construiren.  Gs 
seien  die  Parameter  von  a,  ft  y,  3  der  Grösse  nach  geordnet  jJa,  Pf,  P/,  Pi- 
t&Ka  bilde  die  Cjlindroide  (a,  y)  und  (ß,  i).  Ist  0  eine  LSnge  zwischen 
pß  and  j)y,  so  finden  sich  auf  dem  Cylindroid  (a,  y)  zwei  Axen  vom  Para- 
meter d  und  ebenso  auf  (ß,  S)  zwei  Azen  von  demselben  Parameter  e. 
Nun  ziehe  man  die  zwei  Transversalen  %,  9),  welche  diese  vier  Azen  glei- 
chen Parameters  schneiden  und  ertheile  ihnen  beiden  denselben  Parameter 
—  ff.  Da  #  und  q>  mit  tt  und  y  entgegengesetzt  gleiche  Parameter  haben 
und  diese  Axen  schneiden,  so  sind  sie  reciprocal  zu  allen  Axen  des  Cylin- 
droids  (a,  y).  Ans  demselben  Grunde  sind  #,  9  reciprocal  eu  allen  Azen 
des  Cylindroids  {ß,  d).  Daher  sind  alle  Axen  des  CjHndroids  (#,  91)  reciprocal 
zu  u,  ß,  y,  6. 

Zn  fflnf  Axen  a,  ß,  y,  ä,  c  von  gegebenen  Parametern  gibt  es 
nur  eine  einzige  reciprocale  Axe.  Denn  eine  Aze,  welche  zu  a,  ß,  y,  8 
reciprocal  ist,  gehört  einem  bestimmten  Cylindroid  an;  eine  Axe,  welche  zu 
V,  ß,  y,  t  reuprocal  ist,  einem  andern.  Jede  Axe,  welche  zu  allen  ftlnf  Axen 
reciprocal  ist,  muss  also  eine  gemeinschaftliche  Axe  dieser  beiden  FlKchen 
sein.  Zwei  Cylindroide  haben  aber  nur  eine  endliche  Anzahl  £rzengungB- 
linieu  gemein.    D&hor  kann  es  nicht  unendlich  viele  Axen  geben,  welche 
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zn  5  Axen  reciprocal  sind.  Es  kano  aber  nur  eine  einzige  geben;  äaa 
mBren  zwei  solche  mOgllch,  so  waren  unendlich  viele  mSglich,  nimlich  klle 
Axen  des  dnrch  diese  beiden  bestimmten  Cylindroids.  %faa  kann  diese  ein- 
zige Axe  constmiren,  indem  man  sie  als  Schnittlinie  zweier  Cjlindroide 
aoffasst,  von  denen  jede  zu  vier  von  den  fDnf  gegebenen  Axen  reci- 
procal isi. 

Zn  einer  gegebenen  Axe  t  von  bestimmtem  Parameter  ;>, 
kann  auf  einem  gegebenen  Cjlindroid  eine  reciprocale  Axe  i; 
gefunden  werden.  Denn  sind  X,  n,  v,  ^  vier  zum  Cj'lindroid  redprocale 
Axen,  so  bestimme  man  die  Axe  t],  welche  zu  den  fUnf  Axen  t,  A,  (t,v,e 
reciprocal  ist;  dieselbe  liegt  auf  dem  Cylindroid,  weil  sie  zu  den  vier  Axen 
A,  fi,  V,  f  reciprokal  ist.  Es  gibt  ausser  ij  im  Allgemeinen  keine  zweite 
Axe  des  Cylindroids,  reciprocal  za  e;  denn,  wSre  dies  der  Fall,  so  mOssU 
t  zum  Cylindroid  reciprocal  und  mithin  zu  einer  Axe  desselben  rechtwinklig 
sein,  waa  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  sein  wird, 

§.  14.  Kin  in  seiner  Beweglichkeit  beschrSnktes  System  kann  nicht 
um  alle  Axen  den  Raumes  Windungen  erleiden,  sondern  nur  um  ein  be- 
stimmtes System  von  Axen.  Ein  solches  Axensystem  hEngt  von  den  Bedin- 
gungen der  Beweglichkeit  ab  und  ist  darch  eine  bestimmt«  Anzahl  seiner 
Axen  bestimmt.  Die  Anzahl  dieser  Axen,  welche  unter  den  Axen  des  Sy- 
stems willktllirUch  wfthlbar  sind,  bestimmt  die  Stufe  des  Axens^tems. 
Jeder  Axe  dieses  Systems  kommt  ein  bestimmter  Parameter  zu,  welcher 
von  den  Parametern  der  bestimmenden  Axen  abhBngt.  Denn  ist  das  Axen- 
system von  der  «''"  Stufe  imd  ertbeilt  man  dem  Punktsystem  um  n  Axen 
Aj,  Af,  ...An  unendlicbkleine  Windungen  (ä«,,  Pitfoi,),  (J«j,  Ptii»t)' 
. . .  (^Uh,  Pni'»<,)i  sü>d  diese  zusammen  einer  bestimmten  unendlichkleinen 
Windung  um  eine  Axe  des  Axensystems  äquivalent,  deren  Lage  and  Psrs- 
meter  durch  die  n  —  1  Verhältnisse  der  Amplituden  und  die  n  Parameter 
Pi I  Ptt  •  ■  -P*  bestimmt  ist. 

Eine  Axe  Z,  welche  zu  n  Axen  JL^,  Ä^y  .  ■ .  A»  eines  Axen- 
Systems  S  n*"  Stufe  reciprocal  ist,  ist  zu  allen  Axen  des  Systems 
reciprocal.  Denn  da  »Windungen  um  .d,,  A^,  . . .  A^  äquiv^ent  einer 
Windung  um  eine  Axe  A  dee  Axensystema  sind,  so  ist  die  virtuelle  Arbeit 
einer  Dyname  um  X  in  Bezug  auf  eine  Windung  um  A  gleich  der  Snnurie 
der  virtuellen  Arbeiten  dieser  Dyname  in  Bezug  tmi  A^,  A,  . . .  A,.  D» 
aber  X  reciprocal  zu  diesen  Axen,  so  und  die  Summanden  dieser  Sninine 
einzeln  Null  und  ist  daher  die  virtuelle  Arbeit  der  Dyname  um  X  in  Bemg 
auf  die  Windung  um  A  selbst  Nnll.    Daher  ist  X  reciprocal  zu  A. 

Die  Gesammtheit  Sf  aller  zu  den  Aien  eines  Axensystema  £  ri"  Stofa 
reciprocalen  Axen  heisst  das  zu  £  reciprocale  Axensystem  ^. 
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D&8  zu  einem  Aiensystem.f  A&i  x'"  Stufe  reoiproc&Ie  Axen- 
sjstem  If  ißt  ein  Axensystem  von  der  6  —  x*™  Stnfe.  Damit  zwei 
Azen  reoiprocal  seien,  ist  nar  eine  Bedingung  zu  erfdllen.  Damit  also  eine 
Aze  X  reoiprocal  zu  x  Axen  dea  Systems  £  und  damit  zu  S  überhaupt 
reoiprocal  sei,  hat  sie  x  Bedingungen  zu  genügen.  Sie  ist  bestimmt  nach 
Lage  und  Parameter  durch  5  Bedingungen,  sie  kann  also  noch  5  —  x  wei- 
tere Bedingungen  erfüllen.  Für  x  >«  5  gibt  es  daher  nnr  eine,  fUr 
X  •=  4,  3,  2,  1  aber  unendlich  viele  Axen,  welche  za  E  reciprok  sind.  Sie 
bilden  fDr  x  =  4  eine  Fläche,  fOr  x  —  3  ein  System  von  Fl&oben  oder 
eine  Congmeoz,  für  «  ^  2  einen  Complex  und  sind  für  x  ^  1  alle  be- 
liebigen Geraden  des  Raumes.  Sie  bilden  also  jedenfalls  ein  Axensystem 
von  bestimmter  Stufe.  Nun  ist  nach  dem  Obigen  die  Anzahl  der  dispo- 
nibelen  Elemente,  durch  welohe  eine  beliebige  Axe  eines  Axengystems  be- 
stimmt wird,  um  eine  Einheit  kleiner,  als  die  Stufe  desselben  (m  —  1  für 
die  f^  Stufe)  und  da  hier  5  —  *  Elemente  unbestimmt  sind,  so  ist  die 
Ordnnng  der  Stufe  des  Axensjstems  gleich  6  —  x. 

Da  zwei  reciprocale  Axen  ihrer  Bedeutung  nach  vertanBcbbar  eiad, 
d.  h.  die  eine  eine  WinduDgeaxe,  die  andere  eine  Dynamenaie  oder  umge- 
kehrt sein  kann,  so  folgt,  daes  mit  dem  Studium  des  Axensystema  x*" 
Stufe  zugleich  das  Studium  des  Axensystema  6  —  x*"  Stufe  erledigt  ist. 

Jedes  ErSftesystem,  welches  einer  Dyname  um  eine  Axe  des  reoipro- 
calen  Systems  Squivalent  ist,  hSlt  am  Punktsystem  Gleichgewicht.  Der 
Widerstand  oder  Zwang,  welchen  die  Bedingungen,  welche  die  Beweglich- 
keit dea  Punktayetema  beschr&nken,  diesem  auferlegen,  kann  durch  eine 
Dyname  um  eine  solche  Axe  reprSaentirt  werden. 

Wir  wollen  noch  die  Anzahl  der  Bedingungen  aufsuchen,  welche  ein 
Axensystem  x""  Stufe  bestimmen.  Da  das  Axensyatem  durch  x  Axen  be- 
stimmt iat  und  jede  Axe  5  Bedingungen  erfordert,  ao  würden  fix  Bedin- 
gungen zu  erfttllen  sein.  Allein  damit  wfiren  x  speciell  gewählte  Axen 
gegeben.  Ea  ist  aber  nur  erforderlich,  dass  Überhaupt  irgend  5  Aien  dea 
Syatems  gegeben  seien.  Nun  kann  man,  um  eine  beliebige  Axe  des  Syatetns 
zu  bestimmen,  x  —  1  Grössen  (nBmlich  die  VerhBltnisse  von  x  Amplituden) 
wülkührlich  wKhlen;  dies  gibt  für  x  Axen  x  (x  —  l)  willkOhrüch  wfihlbare 
GrAssen.  Daher  sind  unter  den  5  x  Bedingungen  x(x — l)  willktthrlich 
wählbare  Bedingungen,  also  nur  5x  —  x  (x  —  l)  ■-  x  (6  —  x)  absolut 
notbwendige  Bedingungen  fUr  die  Bestimmung  dea  Axensystema  x"'  Stufe. 
Ein  Axensystem  x*"  Stufe  ist  daher  durch  x  (6  ^  x)  Bedingungen 
bestimmt.  Da  der  Ausdruck  x  (6  —  x)  symmetrisch  in  Bezug  auf  x  und 
6  —  X  ist,  d,  h.  ungeandert  bleibt,  wenn  x  mit  6  —  x  vertauscht  wird, 
so  folgt,  daes  ein  Axensyatem  und  das  ihm  reciprocale  durch  dieaelbe  An- 
zahl von  Bedingungen  bestimmt  wird. 
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§.  15.  Fdr  die  Anwendung  des  PrincipB  der  virtaellen  Geschwindig- 
keiton  iet  ee  von  grosaer  Wichtigkeit,  aBmmtliche  virtuelle  Windungen 
übersehen  zu  können,  deren  ein  in  seiner  Beweglichkeit  beschränktes  nn- 
▼erSnderlicbes  Sjatem  fSbig  ist.  Die  BaU'sche  Theorie  der  reciprocalen 
Axenparameter  löst  dieEe  Pr^e  in  auagezeichneter  Weise.  Die  B.  I,  S.  293  n.ff. 
erwShnten  Fälle  gehören  bieher. 

1.  EÜD  anverSnderlichee  System  besitzt  Freiheit  erster  Stufe,  wenn 
es  in  seiner  Beweglichkeit  so  beschr&nkt  ist,  dass  es  blos  um  eine  einnge 
Axe  a  eine  Windung  ron  bestimmtem  Parameter  p„  erleiden  kann.  Ftlnf 
Bedingungen  sind  erforderlich,  um  den  Axenparameter  zu  bestimmen.  Ale 
specielle  Beispiele  gehSren  hieher  die  Rotation  um  eine  feste  Axe,  wofttr 
Po  ^  0  und  das  Gleiten  l&ngs  einer  festen  Axe,  wofttr  pa  —=  <x>  ist.  Das 
Aiensystem  dieser  Stufe  reducirt  sich  anf  eine  einzige  Aie.  Das  recipro- 
cale  Axensystem  ist  ein  System  fünfter  Stufe;  es  enthXlt  alle  Axea  #, 
welche  die  Bedingung 

(P«  +  P*)  cos  i  -  d  sin  i  1=  0 

erfailen,  worin  d  den  Abstand  der  Axe  &  von  a  und  k  den  Winket  be- 
zeichnet, den  beide  mit  einander  bilden.  Jede  Axe  des  Baumes  gehört 
diesem  Axensystem  an,  wenn  ihr  ein  bestimmter  Parameter  zuertheilt  wird. 
Denn  fUr  eine  bestimmte  Aie  sind  d  und  ;i  bekannt  und  dient  diese  Be- 
dingung daher  dazu,  ps  zu  bestinunen.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  A 
des  Raumes  geht  eine  doppelte  Mannigfaltigkeit  von  Axen,  welche  zu  a 
reciprocal  sind  bei  rerschiedenen  Parametern.  Alle  zn  a  redprocalen  Axen 
dieses  Punktes,  welche  einen  bestimmten  Parameter  besitzen,  bilden  daher 
eine  einfache  Uannigfaltigkeit  und  alle  Axen  des  Raumes  von'  demselben 
Parameter  einen  töniencomplei.  Wir  werden  zeigen,  dass  dieser  Com- 
plex  vom  ersten  Grade  ist.  Zeigen  wir  dies  zunächst  für  den  Para- 
meter Nnll  und  dann  altgemein.  Dorch  eine  unendlichkleine  Windung 
um  a  beschreibt  A  ein  Schraabenelement  AA'^  alle  zu  diesem  Elemente 
normalen  Geraden  sind  Richte ngstinien  von  Kräften  (Dynamen  vom  Para- 
meter Null),  deren  Arbeit  Null  ist;  mithin  sind  dieselben  in  er  reciprocal 
fUr  den  Parameter  Null.  Denkt  man  sich  nun  eine  Axe  i}  mit  dem  Para- 
meter Pa  -\-  *,  zusammenfallend  mit  der  Axe  a,  so  sind  alle  Axen  ft  vom 
Parameter  Null,  welche  zu  i]  reciprocal  sind  und  dnrch  A  gehen,  senk- 
recht zn  AA'  und  liegen  folglich  in  einer  Ebene.  Die  Axen  tj  und  ^ 
bleiben  aber  reciprocal,  wenn  man  vom  Parameter  von  17  die  GrCese  x  sab- 
trahirt  und  jenem  Parameter  von  fi  dieselbe  Grösse  addirt,  weil  dadurch  der 
virtuelle  CoefBcient  beider  Axen  Null  bleibt.  Daher  sind  alle  Axen  vom 
Parameter  x,  welche  mit  den  Axen  ft  zusammenfallen,  redprocal  znr  Axe  a 
mit  dem  Parameter  p,  und  liegen  mithin  alle  solche  Axen  in  einer  Ebene. 
Es  bilden  daher  alle  zn  «  mit  dem  Panuneter  «   reciprocalen  Axen  einen 
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LiDiencomplez  ereten  Oradea.  Umgekehrt  kann  in  jeder  Ebene  ein  Punkt  A 
gefandeii  werden,  desaen  Straten  in  der  Ebene  Äsen  vom  Parameter  k 
sind,  redprocal  zn  or.  Jedem  Werthe  x^,  xj,  . . .  des  Parameters  x  ent- 
spricht ein  bestimmter  Pnnkt  ^Ij,  A^, , ,  .  der  Ebene  und  alle  solche  Pnnkte 
Ä^,  Äj,  ...  liegen  in  einer  Geraden,  welche  durch  den  Schnittpunkt  der 
Ebene  mit  «r  hindarchgeht  und  a  rechtwinklig  trifft.  Denn  die  Gerade 
A^Aj  mnsH  reciproc^  zu  a  sein,  sowohl  für  den  Parameter  x,,  als  auch 
fOx  Xg  und  dies  kann  nur  der  Fall  sein,  wenn  A^A^  die  Axe  a  rechtwinklig 
schneidet.  SSmmtliche  den  Terschiedenen  Werthen  von  x  entsprechenden 
Liniencomplexe  reciprocaler  AxeD  zu  a  haben  daher  die  Congruenz  aller  zu 
a  senkrechten  Geraden  gemein. 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt,  daas  jede  Axe  des  Raumes  die  Aze  einer 
Djname  vom  bestimmten  Parameter  sein  kann,  welche  einem  an, dem  um 
a  windbaren  System  im  Gleichgewicht  befindlichem  KrSfteajstem  äqui- 
valent ist. 

Wird  das  Punktsystem  blos  von  der  Schwere  afBcirt,  welche  einer 
Dynamo  vom  Parameter  Null  und  der  Verticalen  des  Uassenmittelpunktes  S, 
als  Aze  Sqnivalent  ist,  so  folgt,  dass  diese  Verticale  fllr  den  Fall  des  Gleich- 
gewichts in  die  Normalebene  des  Linienelemouts  fallen  musB,  welches  S  in 
Folge  der  Windung  um  a  beschreiben  wUrde. 

2.  Kann  ein  unverBnderliches  System  Windungen  um  zwei  Azen  mit 
bestimmten  Parametern  erleiden,  so  kann  es  um  jede  Aze  des  durch  sie 
bestimmten  Cylindroids  gewunden  werden.  Ein  unverSnderliches  System 
besitzt  Freiheit  zweiter  Stufe,  wenn  es  blos  um  die  Axen  eines  gegebenen 
Cylindroids  gewunden  werden  kann.  Das  Azensystem  dieser  Stafe  besteht 
ans  den  Azen  des  OyliadroidB.  Acht  Bedingungen  genügen,  um  das  Cylin- 
droid  zn  bestimmen;  nfimlich  4  bestioimen  die  Doppellisie,  2  weitere  die 
Endpunkte  der  Strecke,  welche  die  Fltlche  auf  ihr  bestimjnt,  und  von  2 
ferneren  liefert  die  eine  die  Richtung  einer  Erzeugungslinie,  die  andere  den 
Parameter  derselben.  Die  zwei  das  Cylindroid  bestimmenden  Axen  mit 
ihren  Parametern  wttrden  10  Bedingungen  erfordern,  allein  zwei  Bedingungen 
hievon  sind  zuviel,  da  offenbar  zwei  beliebige,  nicht  zwei  bestimmte  Axen- 
parameter  zur  Bestimmung  des  Cylindroids  erfordert  werden.  (S.  §.  14.) 
Alle  Azen,  welche  zum  Cylindroid  reciprocal  sind,  bilden  nach  §.  12  einen 
Liniencomplex  zweiten  Grades.  Jedes  KrSftesystem ,  welches  einer- 
Djrname  von  gewissem  Parameter  dieses  reciprocalen  Asensystema  Äqui- 
valent ist,  befindet  sich  an  dem  nnverttaderlichen  System,  welches  Freiheit 
zweiter  Stufe  besitzt,  im  Gleichgewicht  Der  Parameter  dieser  Dynamo 
musB  entgegengesetzt  gleich  sein  dem  Parameter  der  beiden  Azen  des  Cylin- 
droids, welche  von  der  Aze  der  Dyname  geschnitten  werden  und  gleichen 
Parameter  besitzen. 
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Eine  einzelne  Kraft  wird  an  dem  System  im  Gleichgewicht  gehallen, 
wena  sie  die  Axen  des  Cjlindroids  vom  Parameter  Null  beide  schneidet 
Am  System,  welches  der  Schwere  allein  unterworfen  ist,  findet  Gleich- 
gewicht statt,  wenn  die  VerticaLe  des  Uassenmlttelpunktes  beide  Aien  des 
Cylindroids  vom  PararaeteT  Null  schneidet.  Jede  Dyname,  deren  Aie  der 
Doppellinie  des  Cylindroids  parallel  ist,  befindet  sich  am  System  im  Gleich- 
gewicht; so  z.  B.  jede  Dyname,  deren  Ase  mit  der  Doppelltinie  zosam - 
menftllt. 

£in  Pnnkt  P  des  Systems  mit  Freiheit  zweiter  Stufe  kann  nur  vir- 
tuelle Bewegungen  nach  allen  Richtungen  in  der  Tangeutenebene  einer  FUche 
haben.  Denn  es  seien  u,  ß  zwei  Axen  des  Cylindroids.  Die  unendliohUdue 
Windung  um  a  fUbrt  P  nach  P",  die  um  ß  nach  P".  Die  unendUchkleioe 
Windung  um  irgend  eine  Axe  y  des  Cylindroids  Uest  sich  aber  in  Win- 
dungen um  a  und  ß  zerlegen  und  kann  mithin  nur  Bewegungen  geben, 
deren  Componenten  in  die  Richtungen  PP',  PP"  fallen,  sodass  sie  selbst 
also  nur  der  Ebene  PP'P"  angehören  können.  Durch  jeden  Punkt  des 
Raumes  kann  also  eine  Ebene  gelegt  werden,  auf  welche  die  Richtungen 
seiner  Beweglichkeit  beschrankt  sind.  Enthalt  das  Cylindroid  zwei  Axen 
vom  Parameter  Null,  so  sind  die  virtuellen  Bewegungen  des  Systems  um 
sie  blosse  Rotationen;  Ebenen  durch  P  und  diese  Axen  schneiden  sich 
daher  in  einer  Geraden,  welche  normal  ist  zu  der  Ebene  aller  möglichen 
Bewegungen.  Die  Punkte  P  auf  einer  Axe  vom  Parameter  Null  können 
nur  einerlei  Bewegungen  haben,  um  welche  Axe  des  Cylindroids  das  System 
auch  gewunden  werden  möge.  Denn  eine  Windung  um  eine  Axe  i  vom 
Parameter  Null  ist  eine  Rotation  um  diese  Axe.  Eine  solche  kann  einem 
Punkt  auf  der  Axe  gar  keine  Bewegung  ertheilen.  Nun  kann  aber  die 
Windung  um  il  in  zwei  Windungen  um  zwei  andere  Axen  a,  ß  des  Cylin- 
droids gespalten  werden;  folglich  luttssen  diese  dem  Punkte  entgegengesetzt 
gleiche  Bewegungen  ertheilen,  d.  h.  Windungen  um  die  Axen  a  und  ß  ver- 
schieben den  Punkt  in  derselben  Richtungslinie. 

3.  Kann  das  unveränderliche  System  Windungen  erleiden  um  drei 
Axen  a,  ß,  y  von  bestimmten  Parametern  pa,  P/i,  Py,  welche  nicht  dem- 
selben Cylindroid  angehören,  so  kann  es  um  eine  doppelte  Mannigfaltigkeit 
von  Axen  gewunden  werden.  Denn  da  es  um.  <e,  ß  Windungen  erleiden 
kann,  so  ist  es  Windungen  fShig  um  alle  Axen  des  Cylindroids  («,  ß). 
Irgend  eine  Axe  1  desselben  bestimmt  aber  mit  y  ein  weiteres  Cylindroid, 
um  dessen  s&mmtliche  Axen  das  System  gewunden  werden  kann.  Wfiblt 
man  für  l  nach  und  nach  alle  Axen  des  Cylindroids  (or,  ß),  so  erhSlt  man 
als  Ort  aller  Axen,  um  welche  das  System  gewunden  werden  kann,  eine 
Schoar  von  Cylindroiden,  also  eine  doppelte  Mannigfaltigkeit  von  Axen. 
Dae   System  besitzt  Freiheit   dritter    Stufe,    wenn    es  um    keine  anderen 
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Axen  Windungen  erleiden  kfinn,  als  um  die  Axen  einer  durch  drei  Äxen 
bestimmten  Schaar  von  Cylindroiden.  Alle  Axen,  welche  zu  diesen  Axen 
reciprocal  sind,  bilden  nach  §.  14  eine  Axensjatem  derselben  Stufe  und 
alle  ErSfteaysteme  befinden  sich  an  dem  Punktsystem  im  Gleichgewicht, 
wenn  sie  einer  um  eine  der  reciprocalen  Äxen  wirkenden  Dyname  ftquivalent 
aind.  Die  Ordnung  der  Axen  in  dem  Axensygtem  dritter  Stufe  und  dem 
ihm  reciprocalen  Axensystem  erhellt  deutlich  aus  dem  Satze:  Alle  Axen 
des  Systems  von  demselben  Parameter  k  bilden  die  eine  Schaar 
Erzeugungslinien  eines  einfachen  Hyperboloids,  wfihrend  die  Er- 
zeugungslinien der  andern  Schaar  desselben  als  Axen  vom  Para- 
meter —  X  dem  reciprocalen  Axensyfltem  angehören.  Denn  sind 
p,  q,  r  drei  Axen  des  Systems  Tom  Parameter  x,  so  constrnire  man  drei 
Axen  l,  ft,  V,  welche  sie  alle  drei  schneiden  und  ertheile  ihnen  den  Para- 
meter —  *.  Da  zwei  Axen  von  entgegengesetzt  gleichen  Parametern,  welche 
sich  schneiden,  reciprocal  sind,  so  gehören  X,  fi,  v  dem  reciprocalen  System 
an.  Jede  andere  Axe,  welche  X,  (i,  v  schneidet  und  den  Parameter  x  be- 
sitzt, gehört  demnach  dem  System  an,  zu  welchem  p,  q,  r  gehören.  Alle 
solche  liegen  aber  mit  p,  q,  r  auf  einem  Hyperboloid.  Lassen  wir  den 
Parameter  %  variiren,  so  erhalten  wir  eine  Schaar  von  Hyperboloiden,  deren 
Erzeugungslinien  der  einen  Art  das  eine  Aiensystem  bilden,  w&hrend  die 
der  andern  Art  das  ihm  reciprocale  Axen  System  zusammensetzen.  Die 
Punkte  des  beweglichen  Systems  können  im  Allgemeinen  nach  jeder  Rich- 
tung des  Raumes  sich  bewegen.  Denn  nimmt  man  drei  Axen  des  Axen- 
systems  und  ertheilt  dem  System  unendlich  kleine  Amplituden  um  sie,  so 
entsprechen  diesen  drei  verschiedene  Elementarwege  eines  Systemponktes ; 
da  aber  die  drei  Amplituden  willkUhrlich  sind,  so  kann  aus  der  Zusammen- 
setiung  derselben  jede  Richtung  fttr  die  resultirende  Bewegung  folgen. 

Man  kann  zeigen,  dass  durcb  jeden  Punkt  des  Saumes  drei  Axen  des 
Axensystems  hindurchgehen.  —  Ein  unTerBnderlicbes,  um  einen  Punkt  dreh- 
bares System  besitzt  Freiheit  dritter  Stufe. 

4.  Ein  unveränderliches  System  besitzt  Freiheit  vierter  Stufe,  wenn 
es  Windungen  erleiden  kann  am  alle  Axen  eines  Liniencomplexes  2.  Grades, 
welcher  einem  Cylindroid  reciprocal  ist.  Alle  Krfiftesysteme  sind  an  einem 
Punktsystem  mit  Freiheit  vierter  Stufe  im  Gleichgewicht,  wenn  die  Dyna- 
men  Sqnivalent  sind,  deren  Axen  dem  Cylindroid  angehören. 

6.  Ein  unveränderliches  System  besitzt  Freiheit  fünfter  Stufe,  wenn 
es  Windungen  erleiden  kano  um  alle  Axen  des  Raumes,  welche  zu  einer 
einzigen  Axe  reciprocal  sind.  Für  jede  Grösse  des  Parameters  bilden  die 
zugehörigen  Axen  einen  Linienoomplex  1.  Grades.  FUnf  Axen  bestimmen 
das  Axensyatem  5.  Stnfe. 

6.  Ist  dag  System  um  6  Axen  windbar,  ao  kann  es  um  jede  Axe  des 
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Baumes  gewunden  werden.  Denn  nach  der  Formel  k  (6  —  x)  fflr  die  An- 
zahl der  Bedingungen  des  AxenB^stems  x*"  Stufe  folgt  fUr  x=  6,  daas 
das  Axensystem  6*"  Stufe  keine  Bedingnag  erfordert,  also  jede  Axe  des 
Baumes  ihm  angehOrt  Das  System  iet  absolut  frei.  Das  reräprocale  Axen- 
ejstem  reduinrt  sich  auf  Null;  es  gibt  keinen  Zwang  und  keine  Bracfa^ta- 
kung  der  Beweglichkeit.  FUr  blose  Botationeo  (Windungen  vom  Parameter 
Null)  wurde  dieser  Satz  bereits  von  MCbins  aufgestellt  (üeber  die  Zu- 
sammensetzung unendlich  kleiner  Drehungen ;  Grelle ,  Journal  B.  XVIII, 
p.  189). 

§.  16.  Die  in  diesem  Capitel  entwickelte  Theorie  der  Windungen 
und  Dynamen  kann  auch  auf  verSuderliche  Systeme  ausgedehnt  werden. 
In  dieser  Hinsicht  ist  ein  Satz  von  Wichtigkeit,  der  fQr  Botationen  gleich- 
falle von  Uebius  (Grelle,  Journal  XTIII,  p.  211)  aufgestellt  wurde.  Ea 
seien  A^,  Ä^,  . . .  Ä^  sieben  unveränderlicbe  Systeme  (Körper)  und  sollen 
Äj^  und  Ä^  um  die  gemeinsame  Axe  itjj,  Ag,  Ag  ebenso  um  a^,  A^,  A^ 
nm  034,  . . .  Ag  und  A^  um  t^,  gewunden  werden  kfinnen.  Man  winde, 
wahrend  .A,  ruht,  A^,  A^,  . . .  A^  zusammen,  wie  ein  unveränderliches 
System  unendlich  wenig  um  «u;  hierauf,  wShrend  A^  und  A^  ruhen,  A^, 
A^, . . .  A.J  als  nnver&nderliches  System,  um  a^  gleichfalls  unendlich  wenig; 
ebenso  A^, . . .  A^  um  Oj^  u.  s.  f.,  schlieEslich  Aj  um  Og^.  Nach  allen  diesen 
Windungen  wird  A^  in  eine  Lage  gelangt  sein,  welche  es  erreicht  haben 
würde,  wenn  es  der  Beibe  nach  oder  auch  gleichzeitig  um  alle  6  Axen  (7,^, 
Oj,,  ...  ag,  dieselben  unendlicbkleinen  Windungen  erlitten  hstte.  Da  das 
System  der  Körper  A^,  Ag,  ...  Aj  durch  die  sechs  Windungen  in  jede 
von  der  ursprünglichen  unendlich  wenig  verschiedene  Lage  gebracht  werden 
kann  und  da  ein  um  G  Axen,  welche  nicht  einem  Azensysteme  der  5*" 
Stufe  angehören,  windbares  System  in  jede  beliebige  Lage  gebracht  werden 
kann,  so  ergibt  sich  der  Satz: 

Wenn  von  mehreren  unveränderlichen  Systemen,  in  be- 
stimmter Ordnung  genommen,  je  zwei  aufeinanderfolgende  um 
eine  gemeinsame  Axe  gewunden  werden  können,  so  hat,  wenn 
das  erste  derselben  ruht,  erst  das  siebente  vollkommen  freie 
Beweglichkeit  und  zwar  auch  nur  dann,  wenn  die  sechs  Axen. 
welche  die  sieben  Systeme  mit  einander  verbinden,  nnabhBnglg 
von  einander  sind,  d.  h.  keinem  Axensystem  fünfter  Ordnung 
angehören. 

MCbiuH  führt  als  Beispiel  hiezu  an,  dass  die  Fussgelenke  der  Krebse 
und  ebenso  die  Körpertheile  derselben,  an  welchen  die  Scheeren  sitzen, 
sechs  Glieder  haben,  welche  unter  sich  imd  mit  dem  übrigen  Körper  durch 
■eohs  Axengelenke  verbunden  sind.    Hiedorch  wird  es  möglich,  dass  die 
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Endglieder  der  Fösse  and  die  Scheeren  TÖllkommeii  freie  Beweglichkeit 
erlangen. 

Wir  können  hier  nicht  tiefer  auf  die  Beireglichkeit  und  dag  Gleich- 
gewicbt  von  Kräften  an  Gelenksystemen  oder  Ketten  eingehen,  deren  Theorie 
heutzutage  zu  einem  besondem  Zweige  sich  herausgebildet  hat  und  in  den 
Anwendungen  als  theoretische  Maschinenkinematik  Gegenstand  eines  sorg- 
fSltig^n  Studiums  ist.  (Vgl.  Beuleaux,  theoretische  Kinematik;  Grasbof, 
theoretische  Maschinenlehre,  B.  n.) 

§.  17.  Die  Ball'sche  Theorie  beatfitigt  und  erweitert  den  Satz,  daas 
dieselben  Gesetze  die  Zusammensetzung  und  das  Gleichgewicht  der  Winkel- 
geschwindigkeiten (einachl.  der  Translation sgescfa windigkeiten)  und  die  Zu- 
sammensetzung und  das  Gleichgewicht  der  KrBfte  beherrschen,  welcher  ein 
Äusflnss  des  Umstandes  ist,  dass  beiden  Lehren  dieselbe  Theorie,  nämlich 
die  der  Sirecken,  als  Grundlage  dient.  Man  kann  fast  jedem  Satze  der 
Kinematik  der  Geschwindigkeiten  einen  analogen  der  Theorie  der  KrSfte 
gegenaberstellen,  indem  man  „Winkelgeschwindigkeit"  mit  „Kraft"  und  „Trans- 
tationagBBchwindigkeit"  mit  „KrSftepaar"  vertauscht.  Die  Erweiterung  be- 
trifft einerseits  die  Verallgemeinerung  der  Krfifte  zu  Djnamen  und  der 
Rotationen  zu  Windimgen,  andererseits  die  Untersuchung  der  Bedingungen 
der  Beweglichkeit  unveränderlicher  Systeme.  Mit  dem,  was  wir  hier  von 
dieser  Theorie  mitgetheilt  haben,  ist  dieselbe  nur  in  den  Gnindzflgen  dar- 
gestellt nnd  auch  nur  soweit,  als  sie  die  Kinemattk  und 'die  allgemeine 
Theorie  der  KrBft«  betrifft;  in  der  Kinetik  werden  wir  auf  sie  zurückkom- 
men. Auch  die  Statik  verdankt  ihr  noch  manche  Entwickelnng,  welche  an 
den'  Inhiüt  unseres  Cap.  m  anknttpft. 
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Plficker,  fundamental  views  regarding  meehaniet.  Phü.  Tranaaeiiont  (1866), 
Vol.  166,  p,  361—380. 

Klein,  F.,  Notii,  betreffend  den  Znsammenbang  der  LiDiengeometiie  mit  der 
Meobaaik  starrer  EOrper.    (Matbem.  Anualen  B.  IV,  p,  403-416  [1871].) 

Fiedler,  Geometrie  und  Qeomecbanik.  (Vierte^ahrBchr.  d.  Züricher  natorf. 
Geeellecb.    B.  31,  S.  186— !!S.) 

Die  BaU'Hcbo  Tbeoria  atebt  im  innigen  Znsammenbang  mit  der  Entwickehmg, 
velche  die  Theorie  der  Complexe,  die  Ausdehnnngalehre  (GraHmannX  die  Theorie 
der  Qnatemiont  und  Biqnaternions  (CJifford,  Preliminarg  Sketch  of  Bi^uater- 
niofU;  Proceed.  of  the  Limdon  MaOt.  Society.  Vol.  IV  [1878]  p.  381—396)  nnd  die 
Anwendang  derselben  anf  Statik  und  Kinematik  (Everett,  On  a  new  m^hod  in 
Slatics  ottd  Kinematic»;  Megaenger  of  Math.  1S74),  sowie  der  nicbt- encIidiBchen 
Geometrie  (Ca^le^r,  Klein,  Lindemann,  Ball)  in  oenerer  Zeit  genommen  bat 


XL  Capitel. 

Aotatisohea  Oleioligewiobt  and  ostatiflohe  AeqnlTalens  von  ErKft»- 

Bystemen  am  Tiaver&iiderliDlieii  Fonktaystem. 

§.  1.  Für  die  bisherigen  Unfersuchungea.  waren  die  Angriffepnnkte 
der  Kr&fte  nicbte  VPes  entlieh  es;  sie  waren  beliebig  wfihlbar  auf  den  lUch- 
tangen  derselben,  dagegen  hatten  die  Kraftriobtungen  eine  ganz  bestimmte 
Lage  im  Fanktsjstem,  an  welchem  die  KrSfte  angriften.  Für  die  ünter- 
suchongen  des  vorliegenden  Capitels  werden  wir  umgekehrt  die  Voianfi- 
setzimg  machen,  dass  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  bestimmte  Punkt«  seien, 
daBB  aber  die  Kräfte  selbst  ihre  relative  Lage  gegen  das  Punktsystem 
ändern  können,  sei  es  dadurch,  dass  das  Punktsystem  eine  Aendemng  seiner 
Lage  erleidet,  während  die  Kräfte  sich  geometrisch  nicht  ändern,  d.  h.  ihre 
Intensitäten,  Richtungen  und  ihren  Sinn  beibehalten,  während  die  Angriffs- 
punkte sich  bewegen  oder  auch  dadurch,  dass  das  Punktsystem  raht  nnd 
dem  Eräftesystem  eine  LagenSnderung  eHheilt  wird.  Beide  Arten  der  rela- 
tiven Lagenänderung  lassen  sich  auf  einander  reduciren.  Erleidet  nämlich 
das  Punktsystem  irgend  eine  Schraubenbewegung,  während  die  Kräfte  sich 
geometrisch  nicht  ändern,  so  wird  dadurch  eine  Aenderung  der  relativen 
Lage  der  Kräfte  gegen  das  Punktsystem  eintretenj  lässt  man  aber  die 
L^e  des  Punktsystems  ungeändert,  während  man  allen  Kräften  die  ent- 
gegengesetzte Schraubenbewegung  um  Aien  ertheilt,  welche,  der  Äxe  jener 
Scbraubenbewegnng  parallel,  durch  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  gelegt 
werden,  so  wird  dadurch  dieselbe  Aendernng  der  relativen  Lage  beider, 
des  SysteijiB  der  Kräfte  und  des  Systems  ihrer  Angriffspunkte,  einb^tea 
Durch  eine  solche  Aenderung  der  relativen  L^^  beider  Systeme  wird  im 
Allgemeinen  die  Wirkung  der  Kräfte  in  Beiug  auf  das  Pnnktsystem  öA 

DigiLizedbyCoOJ^Ic 


in.  Th.,  Cap.  XI,  §§  1. 2.  Astatischer  Am.  2ä7 

Sndern.  War  z.B.  das  KrSflesystem  an  dem  Pimkts^Btem  in  der  urBprOaglichen 
Lage  im  Gleichgewicht,  so  wird  dies  Gleichgewicht  im  Allgemeinen  ge- 
stört werden  and  nur  unter  gewissen  Bedingongeu  fortbestehen;  war  das 
Kräftesystem  ursprOnglich  einer  Einzellcraft  fiquivalent,  bo  wird  dies  nachher 
nicht  mehr  der  Fall  sein  u.  s.  w.  Alle  Untersuchungen,  welche  die  Frage 
betrefTen,  wie  die  Wirkung  eines  Er&ftesyBiems  auf  ein  gegebenes  Punkt- 
system sich  Sndert,  wenn  die  relative  Lage  beider  ohne  Veränderung  der 
Angri^pnnkte  eine  Aenderong  erleidet,  kann  man  unter  dem  Nnmen  der 
„Aatatik"  zusammenfassen.  Besteht  z.  B.  das  Gleichgewicht  trotz  der 
LagenSnderung  fort,  so  ne'nnt  man  dasselbe  astatisches  Gleichgewicht;  be- 
steht die  Aequivalenz  eines  Ertlftesystems  mit  einem  andern  unter  derselben 
Bedingung  fort,  so  heisst  dieselbe  eine  astatische  Aequivalenz. 

Eine  Translation  des  Punktsystems  vermag  die  relative  Lage  dieses 
und  des  ErSftesystemB  nicht  zu  Andern;  es  ist  daher  nur  der  Einfluss  der 
Rotation  auf  die  Wirkung  des  KrBftesystems  zu  prOfen.  Da  aber  jede  Ro- 
tation um  eine  Axe  äquivalent  ist  einer  Rotation  um  eine  parallele  Axe 
in  Verbindung  mit  einer  Translation,  so  braucht  man  blos  die  Rotation 
um  die  Axen  eines,  QbrigenB  willkabrlich  wählbaren  Punktes  des  Systems 
zu  bertlcksichtigen. 

§.  2.  Von  den  Transformationen,  welchen  wir  bisher  die  Kräftesyeteme 
unterwarfen,  besteht  die  Zusammensetzung  der  Kräfte,  welche  an  ein  und 
demselben  Punkte  angreifen,  auch  in  der  Agtalik  fort,  falls  der  Angriffs- 
punkt der  Resultante  derselbe  Punkt  ist;  ebenso  die  Zusammensetzung  der 
ParallelkrSfte,  wenn  die  Resultante  am  Mittelpunkte  der  Parallelkräfte  an- 
greift. Die  Verlegung  einer  Kr&ft  an  einen  andern  Angrifbpunkt  bleibt 
aber  ausgeschlossen,  da  sie  auf  der  ZufUgung  zweier  entgegengesetzt 
gleicher  Kräfte  beruht,  welche  bei  der  Lagenändemng  des  Systems  in  ein 
Kräftepaar  übergehen,  welches  mit  der  an  den  neuen  Angriffspunkt  ver- 
legten Kraft  zusammen  nicht  mehr  der  ursprünglichen  Kraft  äquivalent  ist. 

Ein  Krfiftepa&r  ändert  sich  durch  die  Lagenänderung  des  Systems, 
seine  Ebene  und  sein  Arm  werden  anders.  Wir  wollen  die  Verbindungs- 
strecken der  Angriffspunkte  seiner  Seitenkräfte  seinen  astatisohen  Arm 
nennen.  Derselbe  ist  eine  unveriLnderliche  Länge,  während  seine  Neigung 
gegen  die  Seitenkräfte  nicht  nothwendig  ^  n  zu  sein  braucht,  vielmehr  mit 
der  Lage  des  Systems  wechselt.  Pällt  er  mit  der  Richtung  dieser  zusam- 
men, so  verschwindet  das  Paar,  31an  sieht  sofort,  dass  man  den  astatischen 
Ann  eines  Paares  ohne  dessen  Wirkung  zu  ändern  mit  einer  Zahl  multi- 
pliciren  oder  dividiren  darf,  wenn  man  die  Seitenkräfte  deüselben  mit  der- 
selben Zahl  dividirt  oder  multiplicirt.  Denn  das  Moment,  die  Aze  und  der 
Sinn  des  Paares  werden  dadurch  nicht  geändert.  Ebenso  darf  man  den 
Arm  des  Paares  parallel  mit  sich  verlegen;  drehen  darf  man  denselben 
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jedoch  nicht.  Auch  k&nu  man  ein  Paar  in  mehrere  andere  zerlegen.  Es 
ist  hiezu  nur  nßthig,  dass  der  astatixche  Arm  des  resnlüreuden  Paares  die 
geometrische  Summe  der  astatischen  Arme  der  Zerlegungspaare  sei.  Denn 
ist  AB  der  astsitische  Arm  eines  P&ares  von  den  Seite nlcrUften.  P,  —  P, 
so  nehme  man  irgend  einen  Punkt  C  an  und  betrachte  ihn  als  Angiiffs- 
pnnkt  zweier  entgegengesetzt  gleicher  Kräfte  von  der  Intensität  und  Bicb- 
tung  wie  P,  ~~  P,  so  erhalt  man  durch  eine  andere  Gruppirung  der  Krifle 
statt  des  ursprünglichen  Paares  zwei  ihm  AquiTalente  von  den  Armen  A<' 
nud  CB;  es  ist  aber  zugleich  [ACl  -\-  \CB^  ^  L-^-^]-  Ebenso  kann  ein 
Paar  in  drei  andere  zerlegt  werden.  Uan  kann  daher  ein  Paar  auch  er- 
setzen dorch  drei  Paare,  deren  astatische  Arme  In  die  Bicbtungslinien  dreier 
Axen  OX,  OF,  OZ  fallen,  welche  sich  in  0  achneiden.  Denn  man  ver- 
lege den  Arm  des  Paares,  so  dasa  0  dessen  Auf angspunkt ' wird  und  pro- 
jicire  denselben  auf  die  drei  Axen,  indem  man  die  Projection  auf  eine  Axe 
durch  eine  Ebene  ausführt,  parallel  den  beiden  andern  Axen.  Die  Pro- 
jectionen  des  Armes  werden  die  astatischen  Arme  der  drei  Paare  sein, 
welche  zusammen  bei  derselben  Seitenkraft  dem  gegeben  Äquivalent  sind. 
Auch  kann  man  weiter  diese  Arme  aaf  die  Einheit  reduciren,  indem  man 
die  SeitenkrSfte  mit  ihnen  multiplicirt. 

§.  3.  Ein  KrtLftesfstem  P,  P",  P"  .  .  .  Pf  sei  an  einem  freien  unver- 
Underlicben  System  im  Gleichgewicht;  man  ertheilt  diesem  System  wie 
Rotation  um  eine  Axe  ^  von  beliebiger  Amplitude  qo.  Wir  wollen  die  Be- 
dingungen für  das  Fortbestehen  des  (rleichgewicKts  nach  der  BotaUon  auf- 
suchen. Wahlen  wir  f*  zur  2-Axe  eines  rechtwinkligen,  dem  Punktsystem 
angehörigen  und  mit  ihm  beweglichen  Coordinatensystems  mit  Iwliebigem 
Ursprang  0  aaf  ft  und  setzen     ~ 

A  =  EX,  a,i  =  £xX,  0,4,  *=  ZxY,  Ojg  ■=  £xZ^ 
B  =  ZY,  Oj,  =  SyX,  a^i  =  £yY,  1%  =  SyZ, 
C  =  EZ,  flg,  =  ZeX,  a„  =  ZzY,  a^  =  ZeZ, 
Bo  sind 

A  =  0,     Ojs  —  oj,  =  0, 
B  =  0,     oj,  —  a,s  =  0, 
C  =  0,      du  —  a„  =  0 
die    Bedingungen    des    Gleichgewichts    vor 
der  Rotation.    Nach  der  Botation   sind   die 
Componeuten   Xj,  T,-   der  ErSfte  P,-  andere 
'"  *'  Xj  Y'i  geworden,  wfthrend  die  Componenten 

Zi  und  Coordinaten  der  Angriffspunkte  dieselben  sind.  Indem  man  die 
Componenten  X«,  Yi,  Zi  nach  den  Coordinatenaxen  in  der  neuen  Lage  zer- 
legt, ergibt  sich  (Fig.  73) 
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Xi  ^  XiCOi  tp  -^  Yisrnq), 

Y'i  ^  —  Xj  Hin  gi  +  Yi  eos  ip 

and  werden  daher  die  Bedingongen  des  Gleichgewichts  nach  der  Bctation 

£X'  =  0,  SY'  =  0,  £Z  =  0,  «IM  — as»=-0,  oii  — al.  — 0,  a'w  — aii  =  0, 

oder  entwickelt 

J  cos  9  +  B  Bin  q)  =  0,      a,j  ain  y  +  o^,  (l  ^  cos  p)  =•  0, 
—  Ä  iia  <p  -\-  B  coa  <p  =  0,      fl,j  (l  —  cos  qp)  —  o,,  sin  9  =  0, 
C  =  0,      (<j„  +  Oa,)  ein  y  =  0. 
Die  drei  ersten  dieser  Gleichungen  sind  von  selbst  erfüllt,  Ab,  A^li^C  =  0 
ist;  eliminirt  man  aas  den  drei  letzten  einmal  a^,  das  andere  mal  a,j,  so 
erhält  man  statt  ihrer 

a,j  (1  —  cofl  Q))  =  0,  (ij3  (1  —  COH  <p)  =  0,  («1,  +  djg)  sin  gi  i™  0. 
Sollen  diese  Gleichungen  für  alle  Werthe  von  91  hestehen,  so  müssen 
rtjj  =0,  Bjg  =  0,  11,1  +  djg  =•  0  sein.  IHeselben  sind  für  alle  Werthe 
von  <p  erfüllt,  sobald  sie  es  für  irgend  einen  von  n  verschiedenen  Werth 
dieeer  GrSsse  sind.  Die  Bedingangen  für  das  Fortbestehen  des  Gleich- 
gewichts vor  ond  nach  der  Rotation  sind  also 
^  =  0,  o^  —  Oji  —  0,  a,j  -=  0,  J  =  0,  «gj  =  0,  ■  flg,  —  0 

ß«0,  Oj,  —  a„-=0,  «ts  =0      oder      B  =0,  0,1  =  0.     "is  "=0. 
C  ^0,  o,,  —  «,,  =  0,  a]i  +  «(2"=0,       C  =0,  flij^Oii,  *iii  +i»»^0. 
Man  kann  also  den  Satz  aufstellen: 

Ist  ein  ErSfte87steni  an  einem  unverSnderlichen  Punkt' 
s/stem  in  zwei  Lagen  im  Gleichgewicht,  so  besteht  dasselbe  für 
alle  Lagen  fort,  welche  es  durch  Botation  nm  die  Axe  erreichen 
kann,  welche  die  Doppellinie  der  beiden  Lagen  ist,  vorausge- 
setzt jedoch,  dass  jene  beiden  Lagen  nicht  symmetrisch  zu  der 
Axe  sind. 

Eine  Axe,  durch  Rotation  um  welche  das  Oleichgewicht  des  Sjratems 
nicht  gestCrt  wird,  heisst  nach  MHbius  eine  Oleichgewichteaxe  des 
ErSftesjstems. 

Dass  die  9  Gleichungen  die  Bedingung  enthalten,  dass  das  ErSfte- 
aystem  ausser  der  ursprünglichen  Lage  auch  noch  für  eine  andere  Lage 
im  Oleich  gewichte  sei,  ist  leicht  zu  sahen.  Legt  man  n&mlich  durch  alle 
Angriffsposkte  Parallellinien  zu  ft  und  dreht  sämmtliche  ErSfte  um  ^  k  um 
sie  als  Axen  um,  so  gehen  die  Componenten  X,  7,  7.  Ober  in  —  Y,  X,  Z. 
Stellt  man  für  dies  neue  Er&ftesjstem  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts 
aaf,  so  lauten  sie 
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Z\^  -=0,       S]  =0.       S\  *|=0. 

■|zz|       '     ^\z, -t\       '       |  — r,  x|       ' 

d.h.    A=0,  B=0,  <7=0,  aj,— aj,=0,  ag5,+a,j=0,  Oi,4-«„=0. 
ifelche  nicbts  anderes  sind,  als  Combinationen  jener  9   Gleichungen.  Daher 
enthalten  diese  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  fUr  eine  Drehung  der 
Kräfte,  oder  des  Punktsystems  um  ^n  um  Äsen  parallel  p,  resp.  um  die 
Axe  ^  selbst. 

Die  drei  zu  den  Bedingungen  des  ursprünglichen  Gleichgewichts  hin- 
zutretenden Gleichungen  0,5  =  0,  Ojj  ^  0,  «ii  +  fiM^O  drücken  in  Ver- 
bindung mit  j*  =  0,  B  —  0  aus,  dasB  die  Kräfte  —  Y,  X,  0,  d.  h.  die 
Projectionen  X,  T  der  Kräfte  auf  eine  zur  Axe  senkrechte  Ebene  nach 
der  Drehung  um  ^n  für  sich  im  Gleichgewicht  sind;  denn  die  Bedin- 
gungen hierfür  sind 

■£¥■=^0,  i:x~o,  s\^  "' 

Da  nun  nach  der  Drehung  das   ganze  Eräftesystem  Im  Gleichgewicht  ist, 
so  kann  man  auch  behaupten: 

Die  Fortdauer  des  Gleichgewichtes  von  Kräften  an  einem 
unveränderlichen  Punktsystem,  welches  um  eine  Axe  (t  rotirt, 
ist  gesichert,  sobald  das  System  der  Eraftcomponenten  parallel 
zur  Axe  fi  für  sieb  im  Gleichgewicht  ist  und  das  Gleichgewicht 
der  Projectionen  der  Kräfte  &af  eine  za  (i  senkrechte  Ebene 
durch  die  Drehung  nicht  gestört  wird. 

Man  kann  diesen  Säte  ohne  Rechnung  bo  beweisen. 

Zerlegt  man  alle  Kräfte  F  in  den  AngriffepuDlcten  A  in  Componenten  Z,  f, 
parallel  und  tenkrecht  zn  fi,  projicirt  das  ganze  Panktsyatem  anf  eine  in  f(  f*''- 
rechte  Ebene  E  und  bringt  in  den  Projectionen  a  der  Pimkle  A  zwei  den  KriUWn 
Q  paraUele  nnd  entgegengesetet  gleiche  Kräfte  Q,  —Q  sld,  bo  wird  du  Eräfte- 
system äquivalent  dem  ebenen,  in  £  an  den  Punkten  a  angreifenden  System  {Q), 
dem  System  (Z)  der  zur  Aie  ^  parallelen  Eräfte  und  dem  System  (F)  der  EAfte- 
paaro  {Q,  —  Q),  deren  SeitenkiUfte  in  A  nnd  a  angreifen.  Nun  seien  arsprOnf^ch 
das  EAfteiystem  nnd  mithin  auch  die  drei  ihm  äquivalentcD  Systeme  (Q),  {Z), 
(F)  im  Gleichgewicht.  Das  ebene  System  (Q)  ist  einer  Einielkraft  oder  eineiii 
Paare,  {Z)  und  (F)  zusammen  sind  einer  Einielkraft,  parallel  ji,  oder  einem  Psare 
äquivalent,  dessen  Ebene  mit  fi  parallel  ist  nnd  da  {Q)  mit  diesen  GinielkriUUii 
oder  Paaren  nicht  im  Ole  ich  gewichte  sein  kann,  so  müssen  {Q)  für  sich  und  I^Zj 
und  {V)  Eusammen  im  Gleichgewichte  »ein,  d.  h.  es  mnss  {Z)  und  (F)  jedes  be- 
sonders im  Gleichgewichte  sein  oder  beide  müssen  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Paare 
bilden.  Dreht  man  nun  das  PimkUyatem  am  die  Axe  j»,  wUirend  die  EAfte  dei 
Systems  ihre  Richtungen  beibehalten,  so  ist  zum  Fortbestehen  des  Qleidkgewiohtsi 
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erforderlich,  data  (Q)  für  sich  im  Gleichgewicht«  bleibe;  (Z)  erleidet  keine  Aende- 
rong,  ansier  daoB,  wemi  ea  sich  aaf  ein  mit  (F)  Gleichgewicht  haltendes  Paar 
redncirte,  die  Ebene  dieses  Paares  am  den  BoUtioDtwiDtcel  des  Sjatems  gedreht 
wird.  (F)  aber  ikodert  sich  wegen  des  fortdaaemden  ParalleliBrnna  seiner  Ki&fte 
gar  nicht;  war  es  also  im  Ol  eich  gewichte  oder  reducirte  es  eich  auf  ein  Paar,  to 
besteht  sein  Oleichgewicht  fort  und  bleibt  das  Paar  sich  selbst  äquivalent.  Das 
Paar  (^  kann  bei  der  Drehnng  mit  dem  nnverSjiderlicben  Paare  (F)  nicht  fott- 
w&hrend  Gleichgewicht  halten,;  daher  mosa  (Z)  far  sich  im  Qleichgewicht«  sein 
nnd  da  dies  das  Gleichgewicht  von  (F)  nach  sich  eieht,  so  ergibt  sieb  der  Sats. 
g.  4.  Die  Kr&ft  U,  deren  Componenten  —  T,  X,  0  sind,  ist  pro- 
portjonal  and  von  gleicher  Richtung  mit  der  Geschwindigkeit  v  des  End- 
punktes der  Krall  P,  wenn  das  Punktsystem  aus  der  Gleichgewichtslage 
nm  die  Axe  (i  heran sgedreht,  oder  sämmttiche  Kräfte  um  Axen  parallel 
zn  /K,  welche  durch  deren  Angriffspunkte  gehen,  gedreht  werden.  Denn  ist 
0  die  Winkelgeschwindigkeit  dieser  Drehung ,  so  ist  «  ■=  w  (i*  +  7*)* 
and  sind  —  F:  (X*-}-  r*)*,  Z:(2»-f  r*)^,  0  ihre  Bichtangscosinosae 
gegen  die  Äsen,  da  sie  senkrecht  m  dem  Abstände  (X*  +  Y*)  des  End- 
punktes von  der  Axe  ist.  Diese  Bemerkung  kann  man  benutzen,  um  ohne 
alle  Bechnung  die  Bedingungen  fUr  den  Fortbestand  des  Ol  eich  gewichtes 
bei  der  Drehnng  des  Systems  nm  irgend  eine  Axe  des  Punktes  0  darzu- 
stellen. Denn  ist  ni  die  Winkelgeschwindigkeit  um  sie  und  sind  p,  g,  r 
ihre  Gomponenten,  oder,  was  dasselbe  ist,  sind  diese  Grössen  im  umge- 
kehrten Sinne  genommen  die  Winkelgeschwindigkeit  and  ihre  Componenten 
fdr  die  Drehnng  am  die  parallelen  Axen  für  die  einzelnen  KrSfte,  so  sind 
nach  B.  I,  8.  273 

„=!^*'l   (.=!''*!    «=|-P'l 

j  r  z  j '    '      I  ■Z'  -x:  ] '    "     I  '^  ^'  I 

die  Componenten  der  Geschwindigkeit  v  des  Endpunktes  der  Kraft  U  nnd 
ist  U  proportional  v,  sind  ihre  Componenten  proportional  den  Grössen 
Vc,  Vff  V,  und  stimmen  die  Richtungen  der  Kraft  und  ihrer  Componenten 
mit  den  Richtungen  von  v  und  v,,  r^,  v,  ttberein.  Sind  X',  T",  -Z'  die 
Componenten  von  U,  so  ist  also 

X'  r Z^ 

qZ—TY^VX—^      pY^qX' 
Nun  druckt  das  Gleichgewicht  der  Krftfte  V  {X\  Y\  Z'),  an  den  Punkten 
X,  y,  e  angreifend,  den  Fortbestand  des  Gleichgewichts  der  KrBfte  P  aus. 
Han  hat  daher  zunächst 

i:x'=«i:z— r£r=.o,  .z;r=rix— pi:z=o,  sz'~rSY—ps,x=vi, 

welche  Gleichungen  vermöge  £XbbO,  XF>bO,  £Z  ^^  0  von  selbst  er- 
flUlt  sind,  sowie  die  weiteren  drei  Gleichungen 
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i(yZ'  — »r')  =  0,   £(j>X'  —  xZ')  =  0,   Z{xY'  —  sX')  =  0, 
welche  die  eigentlichen  Bedingungen  des  Fortbeatandes  des  OleichgewichU 
sind.    Sie  gehen,  wenn  man  die  X',  Y\  Z'  proportionalen  GrÖBsen  einfQgt 

und   mit  Hülfe  von    ~~'  ^    a    ^  —    ^^^  Pj    9>    *"    ^i«    Richtungscosinusae 
or,  ß,  y  der  Axe  (i  einfllhrt,  über  in: 

-  K  +  «»)"  +  «li  (ä  +  Ol.  r  =  0, 

«.I  «  -  («SS  +  «!<)  ?  +  o»i  I'  -=  0, 

«si «  +  ffjs  P  —  («11  +  o«)  r  "=  0. 

Aub  ihnen  folgt,  daes  zur  GsistenE  einer  Gleichgewichtslage 
zwischen  den  KrBften  P  die  Bedingung  erfüllt  sein  muaa: 

j  —  («äs  +  «33)1  «la.  «13 

I  «sn  —(«33 +  «11).  «is  =0. 

i  «s.,  «3..  -(«11  +  «..) 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so   ergibt  sich  für  die  Richtung  der  Gleich- 

gewichtEaxe 

_ .  ..: «   ._ ß_ 

«isöis  +  «13  («SS  +  «11)        Ois«i!i  +  «as  i'ht  +  «m) 

^.__     ._     ._     y_ . 

(««  +  «33)  («33  +  «iJ  —  "'» 
ist    eine    Axe   Gleichgewichtsoxe,   so   ist   es    auch  jede   ihr    parallele   Aie. 
Denn  die  Rotation   iim  sie  ist   fiqiiivalent  derselben  Rotation   um  jene  Axe 
in  Verbindung   mit   einer   Translation.     Eine   Ti-aoslation    stSrt    aber    den 
Fortbestand  des  Gleichgewichts  nicht. 

§.  ö.  Sollen  die  Bedingungen,  dass  eine  Aite  von  der  Richtung  {aßy' 
eine  Gleicbgewichtsaxe  sei,  fUr  alle  Richtungen  bestehen,  soll  also  das  Kr&fle- 
Bjstem  für  alle  Lagen  des  Punktsystems  im  Gleichgewicht  sein,  so  müssen 
die  Gleichungen  erfüllt  sein: 

«la  =  «ii  =  «13  =  «31  =  «is  =  «sa  =  0 , 
«11 +  0*3  =  0.      ««  +  «as  =  0,     as»  +  «ii-=0, 
wozu  noch  kommen 

J  =0,     B  =  0,     C=0. 

Daher  sind  die  12  Bedingungen  des  astatischen  Gleichgewichts 

eines  Kräftesystems  an  einem  freien  Punktsystem: 

^  =  0,     ff„  =  0,     fl,j  =  0,     «1,  =  0, 

ß  «=  0,     «,,  =  0.     Ojg  =  0,     fljs  =  0, 

C  =  0,     aj,  =  0,     ag2  =  0,     a,,  =  0. 
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Sind  sie  erfüllt,  so  besteht  swischen  den  Kräften  fBr  jede  Lage  des  Fimkt- 
Bjretems  Gleicbgewichi 

Uttn  erkennt  leicht,  dasa  im  Fdle  des  aatatUclien  Gl eichge wicht«  d&a  Kräfte- 
Bfitem  B.af  unzählige  Arten  in  drei  S;at«me  von  Farallelkr&ften  zerlegt  werden 
kann,  von  denen  jedes  für  eich  im  Gleichgewicht  ist.  Zerlegt  man  n&mlich  jede 
Kraft  P  (X,  Y,  Z)  nach  irgend  drei  Bichtnngen,  eo  aind  ihre  Componenten  nach 
diesen  Bicbtangen  von  der  Form 

ix-\-  ^Y  -\-vz,   i'x  +  (i'r4-  »'z,   i"z  +  fi"r+  v"z, 

wo  die  Coefficienten  t,  fi,  v,  .  .  .  gewisse  Projectionsconstanten  sind.    FQr  die 
Componenten  dei  ersten  Richtang  z.  B.  ist  nnn  ihre  Summe  oder  BAHoltante 

und  die  Snnime  der  Momente  fOr  die  Ebene  der  ye  gleich 

lExX  +  ^ZxY  +  vXxZ  =-  lo,,  +  pa„  +  *a„  =  0. 
Dasselbe  gilt  von  allen  übrigen  nnd  zwar  gilt  es  für  alle  Richtungen  und  für  alle 
Lagen  des  Systems.  Man  erhält  auf  diese  Weise  anch  12  Gleichungen,  welche 
erfallt  sind,  weun  die  Vi  obigen  erfüllt  sind.  Die  obigen  drücken  in  der  That 
daagelbe  für  die  rechtwinklige  Zerlegung  aus.  Mau  achlieBat  hieraus,  dass  die  Be- 
dingungen den  aatatiechen  Gleichgewichts  anch  für  schiefe  Coordinatenazen  gelten. 
§.  6.  Für  die  Untersuch imgen  der  Ästatik  ist  die  folgende  Redaction 
der  Erfifte  auf  eine  Besnltante  und  drei  Paare  von  Werth.  In  Bezug  auf 
ein  beliebiges  Coordinatensystem  der  x,  y,  z  irgend  eines  Ursprunges  O 
seien  X,  Y,  Z  die  Componenten  der  am  Punkte  A  (xyz)  angreifenden 
Eraft  P.  Diese  Kraft  ist  äquivalent  der  ihr  geometrisch  gleichen  Kraft  f , 
an  0  angreifend,  in  Verbindung  mit  einem  Paare  (P,  —  P)  von  dem  aeta- 
tiscben  Arme  OA.  Indem  wir  auf  den  Coordinatenaxen  von  0  ans  die 
Langen  x,  y,  z  auftragen  und  in  ihren  Eadponkten  zwei  entgegengesetzt 
gleiche  Kräfte  P  anbringen,  zerfällt  das  Paar  mit  dem  astatischen  Arme 
OA  in  drei  Paare  von  derselben  Seiteukraft  P  und  den  astatischen  Armen 
X,  y,  z.  Reduciren  wir  das  Paar  vom  Arme  x  auf  den  Arm  gleich  der 
Einheit,  so  wird  die  Seitenkraft  gleich  xP.  Führen  wir  dasselbe  mit  den 
beiden  andern  Paaren  aus,  so  haben  wir  statt  der  Kraft  P  an  .il  die  Kraft 
P  an  0  und  drei  Paare  von  den  astatiachen  Armen  1  und  den  Seitenkrälten 
xP,  yP,  zP,  deren  Arme  in  den  Coordinatenaxen  liegen  und  in  0  anfangen. 
Zerlegen  wir  nnn  die  Seitenkraft  xP  des  ersten  dieser  Paare  in  aiX,  xY, 
xZ,  so  liefert  diese  Zerlegung  statt  xP  drei  Paai'e  vom  Anne  1  auf  der 
x-Axe  und  den  Seitenkräften  xX,  xY,  xZ  parallel  den  Coordinatenaxen 
nnd  indem  wir  ebenso  bei  allen  Kräften  P  des  Systems  verfahren,  erlangen 
wir  drei  Paare  vom  Arme  1  auf  der  a;-Aie,  welche  die  Summe  SxX, 
ZxT,  SxZ  zu  Seitenkrfiften  haben,  nämlich 

a,,  =  ZxX,     Oij  =  SxY,     a,8  =  2xZ, 
sodass  der  erste  Index  in  (i,|,  a^t,  Oj,  die  Coordinatenaxe  angibt,  in  welche 
der  gemeinBcbafttiche  Arm  1  der  Paare  hineinfUlt.    Indem  wir  ebenso  mit 
yP  verfahren,  ergeben  sich  drei  Paare  mit  den  SeitenkrSften 
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Bj,=2:yX,     a„^SpT,     üf^^ZyZ 
vom  gemeinBamen  Anne  1  auf  der  ^-Aie  and  desgleichen 

hen-fllirend  yon  den  Kräften  xP  mit  Armen  gleich  1  auf  der  e-kxe.  MaD 
erkennt  in  den  Kr&ften  dieser  9  Paaren  die  geometrische  Interpretation 
der  9  Grössen  a^^,  a^^,  o^^;  o^j,  Ojj,  0,^;  a^j,  o^^,  a^,  welche  im  Falle 
dea  astatiachen  Gleichgewichts  in  Verbindung  mit  den  Componenten  A,  B,  C 
der  Beductioneresultanten  verschwinden  mtleaen.  Indem  man  die  Seiten- 
krSfte  aji,  a,g,  a|g  in  eine  Kraft  K^,  ebenso  a^i,  a„,  a^  in  eine  an- 
dere Eg,  sowie  a,j,  Ogg,  a^  in  eine  dritte  K,  zneammensetzt  nnd  die  Re- 
saltante  aller  f  in  0  bildet,  erhSlt  man  das  Resultat,  daas  das  ganze 
KrBftesystem  Kqnivaient  ist  einer  Reductionsrasultanten  {A,B,C^ 
angreifend'an  irgend  einem  Punkte  0  in  Verbindung  mit  drei 
Paaren,  deren  astatische  Arme  die  Länge  1  haben  und  in  drei 
sich  in  0  schneidende  Axen  fallen,  wBhrend  die  Seitenkrftfte 
Kx,  Ey,  K,  derselben  die  geometrischen  Summen 

[«,.]  +  [<■„]  +  [o,.];    KJ  +  [«.J  +  t»«]i    [««1  +  KJ  +  [««,] 

darstellen. 

Auch  kann  man  das  System  rednciren  auf  vier  ErBfte,  welche  in  vier 
gegebenen  Funkten  0,A,  B,  C  angreifen.  Man  reducire  nSmlich  daseelbe 
auf  eine  Beductionsresultante,  welche  durch  0  gebt  und  drei  Paare  mit 
den  astatischen  Armen  OA,  OB,  OC  und  setze  alle  in  0  angreifenden 
SeitenkrSfte  der  drei  Paare  mit  der  Reductionsresultanten  zusammen. 

§.  7.  Die  Rednction  der  Kräfte  des  vor,  §.  kann  für  denselben  Punkt  0 
auf  unz&hlige  Arten  ausgeführt  werden,  indem  die  Axen  der  x,  y,  z,  welche 
die  ßichtaugen  der  astatischen  Arme  angeben,  willkührlich  wählbar  sind. 
Nehmen  wir  dieselben  rechtwinklig  an  und  suchen  wir  zu  bestimmen,  wie 
die  Seitenkräfte  der  drei  Paare  sich  findem,  wenn  an  die  Stelle  der  Aien 
OX,  OT,  OZ  drei  andere  gleichfalls  rechtwinklige  Äsen  OX,,  OTi,  OZ^ 
treten,  fUr  welche  a,  ß,  y  die  Richtungscosinusse  von  OXj,  »',  ß",  y  die 
Ton  Or,  und  «",  |J",  y"  die  von  OZ,  gegen  die  Aien  OX,  OT,  OZ  sind. 

£b  seien  ÜT^,  K^,  K,  die  Seitenkräfte  der  Paare  vom  Arme  1  längs 
OX,  OY,  OZ.  Die  Projectionen  des  Armes  von  K^  auf  die  Axen  OX,, 
Oy,,  OZy  sind  u,  a,  a"  und  ist  das  Paar  von  der  Seitenkraft  K^  äqui- 
valent dreien  Paaren  mit  den  Armen  a,  a,  a  längs  OX,,  OY^,  OZ^  und 
der  Seitenkraft  K^  oder  den  Armen  1  und  den  SeitenkrSften  aKx,  a'Kx, 
tr"Ki.  Ebenso  ist  das  Paar  von  der  Seitenkraft  S^  und  dem  Arme  1  ISnga 
OT  äquivalent  dreien  Paaren  von  den  Armen  1  längs  OX,,  OT",,  OZ, 
nnd  den  Seitenkräften  ßKg,  ß^Ep,  ß^'Ey.  Aehnlicbes  gilt  von  E,,  welches 
die  drei  Paare  yK,,  y'E,,  /'JT,  liefert.    Die  Paare,   deren  Anne  die  Bich- 
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tang  von  OX,  haben,  besitzen  die  Seitenkrtifte  tiK^,  ßKf,  yK,  and  indem 
man  £,,  K^,  K,  nach  den  Richtungen  der  OX,  OT,  OZ  zerlegt,  liefern 
Bie  Seitenkrafte  parallel  zu  OX,  OT,  OZ  resp.  gleich 

an<c  + 0(1(3  +  a„y, 

a„or  +  OjjjS  +  Ojjy, 

«ij«  +  <hsß  +  <%y 
nnd  iet  daher  die  Seitenkraft  £,,  des  Paares  vom  Arme  1  ISngB  OX^  ge- 
geben dnrch 

Ä^.=(o,i«  +  aail3+as,  }')*+(«„  «+a„j3+as,j.)*+(a^o+a„jS+agj)')' 
=  Ä^ct*  -f-  ^,j3»  +  A.y'  +  2B^)Jy+  2B„y«  +  2B,aß, 
wo 

J:.  =a?i  +a?i  +«is.     ^^  ==Oii«3i  +  aä»a3>  +  <^8«38. 

-^'  ="  «31  +  «si  +  "Is.     ^'  =■  "n«*!  +  Oiü««  +  «is^ss 
bt.    Aebnliche  Gleich irngBaysteme  erhalt  man  fUr  die  SeitenkrBfte  JT,,,  E„  der 
Paare,  deren  Arme  längs  OYi  und  OZi  gericlitet  sind,   indem  man  blos 
a\   l?,  /;   «",   (J",   /'  fllr   a,   j3,   y  setzt. 

Tragen  wir  auf  der  Axe  02,  von  0  ans  nach  beiden  Seiten  eine 
L&nge  Q  auf,  bo  dass  9 .  £"2,  ^  1  wird ,  multipliciren  die '  Gleichung  für 
K|i^  mit  f'  und  beEeichnen  die  Coordinaten  pcc,  (fß,  fy  des  Endpunktes  von 
p  in  Bezug  auf  die  Axen  OX,  OT,  OZ  mit  x,  y,  »,  bo  ergibt  sieh 

A;,x*  +  .d,,^*  +  A,z*  +  2B,y«  +  2ByZX  +  2B,a;i/  —  1 
ala  die  Gleichung  der  Flttcbe,  welche  die  Endpunkte  von  p  entb&lt.  Die- 
selbe FIScbe  erh&lt  man,  indem  man  auf  den  Azen  OJ,,  OZ,  Lftngen  ^', 
n"  auftragt,  fDr  welche  q'K^^  =  I  und  ^"K,^  ^=  1  wird.  Die  bo  oonatruirte 
FlHche  ist  im  Allgemeinen  ein  Ellipsoid,  welches  aber  in  einen  Cylinder 
degeseriren  kann,  wie  man  aus  der  Form 
Kiäc+Osiä/ +  «31  «)*  +  («««+ «8*»  + «38e)''+("is^  +  <%I'  +  ass2)*  =  l  ■ 
ersieht,  in  welcher  die  Gleichung  derselben  dargesteüt  werden  kann.  Die 
Flftche  nennen  wir  mit  Darbonz,  der  sie  eingeführt  hat,  das  aetatiBcke 
Gentraleltipsoid  des  Punktes  0.  Sie  liefert  durch  die  reciproken  Werthe  ihrer 
vom  Mittelpunkt  ausgebenden  Radienvectoren  die  Intensitäten  der  SeitenkrSfte 
der  Beductionspaare,  deren  Arme  in  die  Richtung  der  Radienvectoren  fallen, 

Nach  einem  bekannten  Satze  ist  die  Qaadratsumme  der  reciproken 
Werthe  dreier  zu  einander  senkrechter  Semidiameter  des  Eilipsoida  constant. 
Daher  folgt:  FQr  alle  Redactlonen  eines  Kraftesyatems  auf  eine 
dnrch  einen  Punkt  0  gehende  Beductionsreeultante  und  drei 
Paare,  deren  astatisobe  Arme  die  Richtungen  von  drei  zu  ein- 
ander senkrechten   Straten  von  0  haben,  ist  die  QuadratBumme 
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der  auf  den  astatischen  Arm  gleich  der  Einheit  reducirten  Sei- 
tenkr&fie  conBtant. 

Die  Seitenkr&fte  der  drei  Paare  werden  im  Allgemeinen  unter  ecbiefen 
Winkeln  gegen  einander  geneigt  sein.     Eb  fragt    sich  aber,   oh  man  nicht 
drei  solche  rechtwinklige  Sttalen  OX^,  OJ^,  OZj  finden  kfinne,  für  nelohe 
als  astatische  Arme  die  drei  zugehörigen  Seitenkräfte  A,,,  £'y„  JT,,  gleich- 
falls zu  einander  senkrecht  sind.    Nun  sind  die  Componenten  dieser  Kräfte 
«II«  +  «iiß  +  "si?".-     «II«'  +  0*1^  +  "ain     öii""  +  "n^'  +  <hir'\ 
"n"  +  "nß  +  «say.     «is«'  +  "aälS'  +  "m/.     "i*«"  +  ««|3"  +  **/, 
«13«  +  »faß  +  «ssr.     "i»«'  +  «sis^  +  «ss/:     «18«"  +  <Hif  -\-  o»/; 
~  daher  ist  die  Bedingung  des  Senkrechtatehens  der  Ki^fte  Kx,  und  K^^   auf 
einander : 

(«ii«  +  «iil3  +  "31?')  («II«'  +  Si/*'  +  «si/) 

+   («1»«   +  «i2?  +   «SS?)    («U«'  +   «Hui''  +   «3*/) 

+  («.3«  +  ««,ß  +  «33?)    («13«'  +   «*S^   +  ««/)   =  0 

oder  entwickelt: 

und  ehenso  sind 

^,»V-  +  A,flf  +  A,yY  +  B.iff  +  fY)  +  £,(/."  +  /V) 
+  B.Wf  +  „T)  =  0, 

J,.-»  +  A,fß  +  A.f,  +  B,{fr  +  ßr")  +  B,(y"a  +  ,„") 
+  «,(.-(!  +  „f)  -  0 
die    Bedingungen    der    Recht  winkligkeit   der    Kräfte   K^^  und   f,,,    sowie 
S.,  und  -Kir,- 

Diese  drei  Gleichungen  sind  aber  bekanntlich  die  Bedingungen  dafSr, 
dasB  OX,,  OY^,  OZj   die  Hauptaxen  der  Fläche 

A^x^  +  Ä,f  +  J;^*  +  2ß,y2  -f  2BgZx  +  2S,xy  —  1  =  0 
sind.    Daher  der  i?atj',: 

Unter  allen  Keductionen  eines  Kräftesy stems  auf  eine  Re- 
Bultante  nnd  drei  Paare  mit  zu  einander  rechtwinkligen  asta- 
tiachen  Armen  für  einen  Punkt  0  gibt  es  eine  einzige,  für  welche 
die  drei  Seitonkräfte  der  Paare  xu  einander  senkrecht  sind.  Für 
sie  haben  die  astatischen  Arme  die  Richtungen  der  Hauptaxen 
des  CentralellipEoides  des  Punktes  O. 

%.  6.  Wählen  wir  die  Beduction  des  Kräftesystems  für  die  Uaaptaien 
des  CentraleUipsoids  aU  Bichtiingen  der  astatischen  Arme,  so  bilden  diese 
Axen  und  die  Seitenkrfifte  der  drei  Paare  in  0  swei  Systeme  rechtwink- 
liger Axen.  Nun  gibt  es  eine  durch  0  gehende  Axe,  durch  Rotation  an 
welche  das  System   der  Axen  zur  Coinddenz  mit  dem  System  der  Betten- 
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kräfte  gebracht  werden  kann,  so  doss  jede  Seitenkraft  in  die  Richtung 
ihres  Armes  ftllt  und  das  betreffende  Paar  verschwindet.  Ist  diese  Lage 
erreicht,  so  ergeben  sich  ans  ihr  noch  drei  andere  Lagen,  in  weichen  das- 
selbe stattfindet,  indem  man  das  RrSftesfstem  am  eine  der  drei  Äxen  um 
n  umdreht.    Hieraus  folgt: 

Für  jedes  freie,  unveränderliche  Punktsystem,  an  welchem 
ein  ErSftesystem  angreift,  gibt  es  vier  Lagen,  in  welchen  sich 
das  KrBftesystem  auf  eine  durch  einen  gegebenen  Funkt  des 
Systems  gehende  Einzelresultante  reducirt. 

Ist  die  Redactionsresultante  des  Krfiftesystems  Nnll,  so  liefert  die  Be- 
duction  für  jeden  Punkt  0  dasselbe  reaultirende  Paar  und  dasselbe  Central- 
ellipsoid  mit  gleichgerichteten  Hanptaxen;  daher: 

Beduciren  sich  die  KrBfte  eines  an  einem  freien  unver- 
änderlichen Punktsystem  angreifenden  ErSfteaystems  auf  ein 
Paar,  so  gibt  es  vier  Lagen  des  Punktsystems,  in  welche»  ^&s 
KrSftesystem  im  Gleichgewicht  ist. 

Ob  es  nur  vier  Lagen  der  Rednction  auf  eine  Einzelresultante  oder 
des  Gleichgewichts  gibt,  bedarf  einer  sorgföltigen  Untersuchung,  die  wir 
'  jetzt  führen  wollen. 

In  Betreff  des  Gleichgewichte  sollen  du,  a,j,  a^  die  Seitenkräfte  der  di'ei 
Paare  darstellen,  welche  die  Richtungen  der  Hauptoxen  OX,  OT,  OZ  des 
Centralellipsoids  haben,  in  welche  auch  ihre  Arme  fallen,  so  dass  die  PEiare 
verschwinden.  Die  Gleichung  des  Centralellipsoids  in  Bezug  auf  seine  Haupt- 
asen  ist,  weil  Ax,  A^,  A,  sich  auf  «,,,  «„,  a^  reduciren  und  B^,  B^,  B, 
Null  sind: 

Ltlsst  man  nun  die  Kräfte  sich  drehen,  so  werden  die  Componentea   der 

SeitenkrSfte 

au«.  ö„j3,  a„y;   o,,«',  0«^,  a^Yi    «m«">  «sa^.  'haV", 

wo  «,  ß,  f;  a,  ^,  y;  a",  |3",  /'  die  Bichtungscosinnsse  der  gedrehten  Ki'äfte 

gegen  die  Axen  sind.    FClr  die  neue  Lage  erhält  man  die  den  a,,,ag,,... 

analogen  OrCesen   du,    (in,  ■  ■  ■   durch  Projection  derselben  auf  die  neuen 

Axen,  nSmlich: 

flu  =  «11«,      «ii  ^  Oss«',     «31  ^  om"", 
Sil  —  aii^,     Oii^anPi,     «s»  ^«saj?",      (l) 
«18  ■=■  Ony,     fljs  ■=  aas/)     «ss  ^  «s»/'- 
Zwischen  diesen  9  Grössen  bestehen  vermöge  der  Belationen 

•f  +  f  +  ^-i,...    ,.«+fe:  +  ,r-o,...    .  _  f,-_^y, . . . 

die  Gleichungen: 
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aj^+a'ii+o',5=a*,,  aija»i+flisflM+o'i»£4i'=0,  a'u  «ii  c^i  i 

"w't"'^"'"**»™^'*»'  «Bia'ii+OBsOi»+O8saii"=0,  du  om  o»  | 

«11  ==  aatOm  —  össQss- 

«11 
Damit  aim  das  Gleichgewicht    nach  der  Drehang  fortheetehe ,  mUsBen   die 
Bedingongen  erfüllt  nein 

a'i,  ■=  aii,     als  *=  oii,     i^a  ^  »m-  (3) 

Indem  wir  sie  mit  den  mittleren  Gleichungen  (3)  oombiniren,  ergibt  sich: 
andit  +  «i»««  +  ai3««8  =  0, 
a'iiais  +  «liOM  +  a'isa»»  =  0,  (4) 

a\ia'i3  +  o^o^s  +  aiaoss  =  0. 
Eliminiit  man  an  aus  der  ersten  und  zweiten  derselben  nnd  schreibt  die 
dritte  etwas  anders,  so  erhSit  man: 

a'nats  (oia  —  aas)  ™  ais  (a'i»  —  a'iV),     («i»  +  ois)  ais  =  —  «is«« 
und  indem  man  diese  Gleichnngen  mit  einander  mulÜplicirt 

aiiaisa^s  (a^  —  a,,  -j-  a[\  —  ajg)  =»  0, 
oder   mit   Bttcksicht   anf   das   erste   Gleicfaungsajstem   (2)   nnd   die    Glei- 
chnngen (3): 

o'na'isais  {a^  —  n^)  ■=  0 
nnd  ebenso 

n'ija'ijais  («^  ~  "iJ  "=  °'  (5) 

aijais««!  («1,  —  a^)  =  0. 
Nun  sind  mehrere  Ffille  zu  unterscheiden.  Entweder  sind  nKmlioh  die 
drei  Halb&zen  des  Oentraleilipsoids  alle  drei  von  einander  Terschieden,  d.  h. 
das  Centralellipsoid  ist  ein  dreiasiges,  oder  es  sind  zwei  derselben  gleich, 
d.  b.  es  ist  ein  Botationsellipsatd  oder  sie  sind  alle  drei  einander  gleich, 
in  welchem  Falle  dasselbe  eine  Kugel  ist. 

Im  Falle  eines  dreiaxigen  Centralellipsoide  kennen  die  Glei- 
chungen (5)  nur  durch  die  Vorauasetsimg  aiia'tgc^s  »=  0  erftUIt  werden. 
Gesetzt  es  sei  z.  B.  a'u  ^^  0.  Dann  liefert  die  zweite  Gleichung  (4)  weiter 
aiiOgs^O  nnd  sieht  man,  dass  zvm  der  drei  Grössen  a'u,  a'u,  o^s  ver- 
schwinden müaaen.  Nehmen  wir  z.  B,  an,  es  seien  als  =  0  und  a^=0 
Dann  reduciren  sich  die  ßleichnngen  (4)  auf  die  erste  von  ihnen,  nSmlich 
a'ii  (a'u  -{-  Oti)  =  0  und  wird  das  erste  Gleichungs System  (2)  mit  Rfiek- 
sieht  auf  (3)  zu 

«11 +  «'.1  =  *»?!.     <  +  "«  =  «;,.     <^'='^- 
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ÄttB  ihm  folgt  unter  RückBicht  auf  (3)  weiter  oj'  —  "«  ~"  "11  —  "»  '"'^ 
da  die  rechte  Seit«  dieser  Gleichung  nicht  Null  ist,  so  kann  auch  kein 
Factor  der  linken  Seite  Tersch winden;  insbesondere  ist  ^Iso  du  -{-  an  von 
Nnll  verschieden.  Hieraus  folgt,  dase  die  Gleichung  au  (n'ii  -|~  "■')  ^^  ^ 
nnr  durch  a'u  •=  0  erfflUt  wird.  Demnach  müssen  au,  aij,  oas  alte  drei 
Nnll  sein,  wenn  zwei  von  ihnen  es  sind.    Wir  erhalten  hiermit  weiter 

"11  °™  "11 1      '*«  ^  **» '      "m  °"  "m  ' 
osi  ■=■  osi  =»  ajK  =  »lg  =•  ois  =•  o»8  ■=  0 
und  wenn  wir  -^  1  mit  f,  t',  t"  bezeichnen,  so  wird 

oll  ™  «  «11 ,  «ii  =  f'«j»  1  «SS  =  «""ss  ■ 
Nun  reducirt  sich  die  Determinante  (2)  auf  ti'e"  '^  1,  welches  nur 
vier  Zeichencombinationen  zulasat  Demnach  kann  es  nur  vier  Gleich- 
gewichtslagen geben.  Die  Richtungscosinnsse  der  Hauptaxen  des  Central- 
ellipsoids  mit  den  Coordinatenaxen,  d.  h.  mit  den  Hauptaxen  in  einer  Gleich- 
gewichtslage sind 

y  ^  0,      y'  *™  0,      y    =  t  . 
Ist  eine  der  vier  Lagen  gegeben,  so  folgen  die  andern  durch  Rotation  um 
eine  der  drei  Axea  um  n.    Daher  also; 

Ist  das  Centralellipsoid  kein  Rotationsellipsoid,  so  gibt  es 
blos  vier  Gleichgewichtslagen  dee  Punktsystems. 

Ist  das  Centralellipsoid  ein  Rotationsellipsoid,  so  folgt,  weil  zwei 
der  Grössen  a,'p  a^,  a|j  gleich  sind,  dass  die  Gleichungen  (5J  erfDllt  wer- 
den, wenn  eine  der  drei  GrSssen  «'u,  du,  oj}  Nnll  wird,  Ist  diese  du,  so 
ergibt  sich  weiter  ans  der  zweiten  Gleichung  (4)  andta  =  0.  Daher  massen 
zwei  der  drei  Grössen  aia,  a'is,  d%i  verschwinden.  Sie  seien  a'is  und  da- 
Hiemit  reduciren  sich  die  Gleichungen  (4)  auf  a'u  (an  -{-  dt%)  ^  0  und 
liefern  die  ersten  Gleichungen  (2)  mit  Rücksicht  auf  (3) 

«u  +  "i*  ■="  «l'l  >  Sl  +  «M  =  "m  '  "m  =  <  >  (*) 
daher  ist  a'j'  —  d^  =  a\^  —  d^  und  da  di%  nicht  Null  ist,  ao  folgt  aus 
da  («11  +  «i»)  =  0,  daas  a'u  =  —  du,  alao  dass  a',  -^  aj^,  d.  h.  dass 
wenn  da  und  att  verschwinden,  das  Ellipsoid  ein  Rotationsellipsoid  um  die 
2-Axe  ist  Die  Gleichung  u^,  =  a,,  kann  aber  auf  zwei  Arten  erfttllt 
werden,  nUmlicb  durch  a,,  =  Ojj  oder  a,,  =  —  «,,.  Durch  eine  Rotation 
um  n  um  die  2-Axe  geht  aber  a^  in  seinen  enl^gengesetzten  Werth  Qber, 
daher  ist  blos  der  eine  dieser  beiden  FSlle  zu  berücksichtigen.  Die  Olei- 
chnngen  (6)  liefern  uns 
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a'ii  =  V'ajj  —  «',', ,     aW  =■  —  o'u,  oi»  =  0, 

«'„  =  0,  aa  =  0,  <h»=fa33 

und  hiermit  werden  nach   (l)  die   BichtungBCOGinusse   «,  ß,  y;   «',  (?",  y'j 

.".  r,  f" 

tt  =  cos  gi ,      o  =  sin  9 ,      a    =  0  , 
|J  =  Bin  9> ,     /f  =  cos  9 ,     |S"  =  0 , 

Weil  nSmlich  u'n  willkürlich  bleibt  und  c^O  wird,  so  bildet  die  x-Äxe 
der  neuen  Lage  in  der  x^-Ebene  alter  Lage  mit  der  x-Axe  einen  beliebigen 
Winkel  <p  und  weiter  zeigt  die  Determinante  (2),  daes  i  ^  —  1  sein 
muBB.  Diese  Werthe  entsprechen  zugleich  bei  jedem  Werthe  von  ip  einer 
zweiten  Lage  des  Systeme,  welche  durch  Rotation  um  den  Winket  n  um 
den  DurchmeEBcr  der  Asquatorebene  des  EUipsoids  herbeigeführt  werden 
kann,  welcher  den  Winkel  ^  mit  der  x-Axe  bildet. 

Die  Untersuchung  zeigt,  dass,  wenn  das  Centralellipsoid  ein 
Rotationsellipsoid  ist,  die  Rotationsaxe  eine  Gleichgewichtssxe 
iat  und  alle  Lagen,  welche  durch  Rotation  des  Systems  um  sie 
herbeigeführt  werden  kSnnen,  so  wie  auch  alle,  welche  aus  die- 
ser durch  Rotation  um  einen  Diameter  der  Aequatorebene  ab- 
geleitet werden  können,  Gleichgewichtslagen  des  Systems  sind. 

FUr  den  Fall,  dass  das  Centralellipsoid  eine  Kugel  ist,  sind 
alle  Axen  des  Mittelpunktes  Gleichgewichtsaxen.  Das  System  be- 
findet sich  im  astatischen  Gleichgewicht.  Denn  weil  die  z-Axe  Gleich- 
gewichtsaxe  ist,  sind  als  ™  *^»  ■=  0,  a'n  +  (^  "=  0,  weil  es  die  x-  und 
^■Äxe  ist, 

oii  =  (i'si  =0,  a^  +  öM  =  0,  aäi  =  a'ia  =  0,  a«  +  Ou  =  0, 
woraas  die  12  Bedingungen  des  astatischen  Gleichgewichte  folgen. 

Auch  fllr  das  nicht  freie  System  mit  festem  Punkte  0  gelten  die  Be- 
trachtungen dieses  Paragraphen. 

§.  9.  Aus  der  Reduction  des  Kräftesystems  auf  Resultante  und  drei 
Paare  fttr  irgend  einen  Funkt  0  kann  man  die  analoge  Reduction  für  jeden 
Punkt  0"  ableiten.  Damit  wird  zugleich  die  Beziehung  gefunden,  welche 
zwischen  den  Centralellipsoiden  beider  Punkte  besteht.  Bringen  wir  in  ff 
die  Reductionsresultante  in  ihrem  und  im  entgegengesetzten  Sinne  an,  so 
oombimrt  sich  das  hierdurch  eingeführte  Paar  mit  den  3  Paaren  des  Punktes 
0  zu  dem  Tripel  von  Paaren  fUr  den  Punkt  ff.  Sind  x',  y,  i  die  Coor- 
dinaten  von  ff  in  Bezug  auf  das  Coordinatensystem  OX,  OF,  OZ,  xo 
werden,  da  die  Paare  parallel  mit  sich  verlegt  werden  kijnnen,  wenn  lUe 
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Grössen  fOt  den  Pnnkt  G  mit  Aocenten  behaftet  werden: 

i  ^  a,,  —  xA,    a^i  ^  a»,  —  y'A,     oji  ==  <H\  —  ''■^' 
i  =  «18  —  ai'fi,     an  ■=  «SS  —  »'B,     (^i  =  <%ä  —  /^, 
»  =  »13  —  i'C,     «äs  =  «t»  —  y'P.     «M  =  öjs  —  «'<?. 
Bildet  m&n  mit  diesen  OrOssen  die  Ausdrucke  Ä^,  ily,  Ä,\   S!x,  -B^,  -B|, 
welche  die  Coefficie&ten  von  a^,  y*,  ^,  2ye,  2ex,  2xt/  in   der  Gleichung 
des  CentralellipsoidB   (Ur  den   Punkt   0'   bedeuten    and    den   CoefGcienten 
Ai,  ^y,  A:;  B,,  Bg,  B,  in  der  Gleichung  des  Centralellipsoids  für  0  ent- 
sprechen, so  findet  man  leicht  als  Qleichnng  des  CentraleUipsoids    fUr  den 
Punkt  0'  in  Bezug  auf  ein  Coordinatensyatem  dieses  Punktes  parallel  dem 
Coordinatensystem  des  Punktes  0: 

A,x'^  +  A,i/  +  ^,a*  +  'iB^yz  +  2B^zx  +  'IB^xy 

—  2  {a^x  +  \y  +  c^n)  {x'x  +  »>  +  z^) 
+  (^'  +  B*  +  C^  f/ar  +  yy  +  Z^)»  =  1, 
wo 

«0  =  «„.!  + «.,5 +  «.,t\ 

<^o-=  a,,A  +  a^^B  +  a^^C 
gesetzt  ist.    Ist  die  Reductionsvesultante,  also  auch  ^  <=  B —■  (7  >— 0,  so 
ist  das  Centralellipsoid  für  alle  Funkte  (f  gleich  dem  des  Punktes  0  in 
Farallellage,  wie  vermöge  der  Paiallelverlegung  der  Paare  sich  von  selbst 
versteht. 

Die  Grössen  a^  bg,  c^,  welche  aus  den  Reductionselementen  des  Punktes  0 
gebildet  sind,  spielen  in  astatischen  Untersuchungen  eine  wichtige  Rolle. 
Sie  Sndem  sich  von  Punkt  zu  Punkt,  weil  »],>  ait>  "isi  •  -  -  sich  Sndera. 
Im  Punkte  {x'y'x)  werden  sie 

»;  —  o,,  J  +  a,jB  +  a„C  —  x  (A*  +  ß*  +  C»), 

6i  =  <H,A  +  «,,B  J^  a^c  ~  y  {A*  +  E» -\-  C), 

ci  =  Oji  A  +  a„B  +  fl,jC  —  /  (A*  +  B'  +  C»). 

Es  gibt  einen  Punkt  x,  y,  z,  fUr  welchen   sie  verschwinden;    seine  Coor- 

dinaten  folgen  ans  den  Gleichungen  a'(,  =  0,  b'„  =  0,  c^  <=  0,  utLmlich 

,         "„•<  +  «,.B  +  "„t'      „   _«„A  +  ,,„BJ-j„C 
•  71"  '    ■''  S» 

,,  _  "«.Ji+.'^f  +  f»_?,     „  «.  _  X.  +  £.  +  c«. 

Dieser  Punkt  Bndert  sich  nicht,  wenn  das  System  gedreht  wird;  er  ist  ein 
bestimmter  Syetempnnkt  und  heisst  der  Cent ralpnnkt  des  ErSfteBjstems. 
Seine  Lage   hSngt  nur  von  den  Krfiften  luid  ihren  Neigungen  gegen  ein- 
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ander  ab.    Es  ist  nSmlich 

(rtii^  +  (j,jB  +  a,^C)  :  R  =  ff,  cos  (K^K), 
also 

Bxi  =  Ei  008  (Ä»ü),     Byi  -=  K^  cos  (^Ä),     .B«,  =  K.  cos  (ff,fl). 
WOrde    man    von    vomlierem    den    Centralpnnkt    znm    Coordinatan- 
ursprung   gewählt   haben,   bo  w&re   die  Gleichung    des  Centralellipsoids  im 
Puakte  (x'y'e)  geworden 

A,x''+Ä^y'-\-A,z*-{-2BtSZ-\'2Bi,Jix-\-2B,x!/-\-E*(x'x-i-y'y-\-e't)*=l 
und  wenn  man  das  Ellipsoid  des  Centralpunktes  auf  seine  Hauptaxen  be- 
zieht, 80  werden  .Bi  =  B^  =■  B,  ^  0 ,  d.  h, 

«ii«i!i  +  «iKOäj  +  «««iw  =  0,  a„^+<iijB  +  ((,jC=0, 

"li"!!  +  "uSi  +  "li^M  "=  0>  »^^  zugleich  ist  a,,.d  +  a^B  +  a^gC^  0, 
«*i*%i  +«»a03s  +  «»"sa  — 0,  03,^+ asjB  +  OjjC^O, 

weil  Xi,  ^i,  2,  Null  sind.  Von  diesen  beiden  Gleichungssyatemen  drOcht 
das  erste  aus,  dass  die  Seitenkr&fte  der  drei  Paare  paarwmse  zu  eiaaoder 
rechtwinklig  sind,  das  zweite,  dass  sie  alle  drei  auf  der  Beductionaresnl- 
tanten  senkrecht  stehen.  Sie  können  aber  nicht  alle  drei  gleichzeitig  auf 
einander  und  auf  ein  und  derselben  Geraden  senkrecht  stehen.  Da  B  nicht 
Verschwindet,  so  mnss  daher  eine  der  drei  Seitenkr&fte  der  Paare  Noll 
sein.    Daher: 

Das  Kr&ftesystem  ist  immer  Squivalent  einer  durch  den 
Centralpunkt  des  RrSftesystems  gehenden  Rednctionsresnltanten 
in  Verbindung  mit  zwei  Paaren  von  zu  einander  rechtwinkligen 
astatischen  Armen,  deren  SeitenkrSfte  unter  sieh  und  zur  Re- 
sultanten rechtwinklig  sind. 

Indem  man  die  KrBfte  dreht,  dreht  sich  die  Resultante  zugleich  mit 
und  gibt  BS  also  immer  eine  Lage  des  Systems,  in  weicher  die  8eit«n- 
krttfte  der  Paare  mit  ihren  Armen  zusammenfallen  und  die  Resultante  senk- 
recht auf  diesen  Armen  steht,  d.  h.  mit  dem  Arme  des  Paares,  dessen 
Seitenkraft  verschwindet,  zueammenfSUt.  Die  Ebene  des  Centralpunktes, 
welche  senkrecht  ist  zum  Arme  des  Paares  von  verschwindender  Seiten- 
kraft, heisst  die  Centralebene  des  Kr&ftesystems. 

Wahlen  wir  die  Hanptaxen  des  Centralellipsoide  fflr  den  Centralpunkt 
der  Kräfte  zu  Äsen  der  x,  y,  0  d.h.  die  Centralebene  cur  xy-Ebene  und 
die  Bichtnng  der  Resultanten  oder  des  Armes  der  versch windenden  Seiten- 
kraft zur  e-Axe,  so  sind  .d  —  0,  B  =  0,  0^1  =  0,  o,,  ■=  0,  o„  =0. 
a,g  ^  Ojs  '^  «M  "^  *^i  -^a  =  "n'  -^y  "^  "s»i  -^j  "^  0  nnd  wird  die 
Gleiehong  dei  Centralellipsoids  in   irgend  einem  Punkte  (zy/)  in  Bezug 
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auf  Axen  parallel  zu  den  Coordin&tenaxen  des  Centrslponktea  der  Kräfte 

»J,»*  +'<•««'  +  c  (»'« +  /*  +  «"»)•  - 1 . 

FOr  den  Centralpunkt  Bind  x',  y,  z  Kall  uad  wird  das  Centralellipsoid 
für  ihn  ein  Cylinder  aJ^z'  +  Oj^y*  =  1,  ebenso  fttr  alle  Punkte  («'^0)  der 
Centralebene  ein  Cjbnder  aj,a:*  -f-  a\^-^  •\-  C  {xx  +  y'yf  =  1.  Die  Er- 
zeugnngslinien  der  C^lisder  Bind  senkrecht  zur  Centralebene.  Man  Rieht, 
dasG  dafi  Eräftesystem  auf  drei  zu  einander  rechtwinklige  Kräfte 
reducirbar  ist,  welche  in  drei  Punkten  der  Centralebene  an- 
greifen und  von  denen  zwei  in  diese  Ebene  fallen,  während  die 
dritte  zu  ihr  senkrecht  ist. 

Um  die  Richtungen  der  Uauptaxen  des  Centralellipsoids  im  Punkte 
(x'y'z)  zn  finden,  suchen  wir  die  Richtungen  der  grSssten  und  kleinsten 
Semidiameter  (»  desselben.  Indem  wir  in  der  Torigen  Gleichung  x  =  ^a, 
y  =  nß,  z  =•  (fy  setzen,  erhalten  wir 

^.  -  »;■-■  +  »«p"  + "'  (•"'  +  ß»  +  i'f 

und  wenn  wir  —  (» (o*  +  |S*  +  y*  —  l)  ■=  0  addiren,  wo  f»  einen  un- 
bestimmten Factor  bedeutet  und  die  Derivirten  nach  a,  ß,  7  gleich  NuU 
setzen,  fdlgt: 

(»,",  -(.).  +  C'i  (.«'  +  ^J,'  +  ,«■)  -  0, 

(«i  -(•)?  +  CY  (-'■  +  fS»'  +  )■»■)  -  0, 
—  i.r  +  c'i  («I  +  ps  +  y')  —  0- 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  u,  ß,  y  und  addirt  sie,  SO  folgt 
ft  ^=  -| ,   nämlich  gleich  dem  reciproken  Weithe  des  gesuchten  Maximums 

oder  Minimums  von  f';  mnltiplicirt  man  sie  dagegen  mit  z',  y,  e  und 
addirt  sie  nach  der  DiTision  mit  ojj  —  ;*,  a^,  —  (i,  —  f»,  so  erhält  man 
zur  Bestimmnng  von  ^  die  cubische  Qleiohnng 

and  zugleich  fUr  die  Richtangscosinusse  der  Uauptaxen  im  Punkte  {x'y'e): 
« ^  ß L  . 

X  :  (of,  —  (i)       3':{a„—,L)        —  ^ 

Die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  in  fi  sind  die  Parameter  eines  Systems 
von  coufocalen  Flächen  zweiter  Ordnung;  confocal  mit  der  ideellen  EUipse 

'""■    ^  +  '^  +  5'"" 
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und  die  RichtungBCOsinuBse  sind  die  der  Normaleii  der  -  drei  conf  ocalen 
Flächen,  welche  durch  den  Punkt  {x'y'e)  hindurchgehen.     Daher: 

Die  Hauptaxen  der  CentralellipBoide  aller  Syatempnnkte 
sind  die  Normalen  dreier  confocaler  FlScben  zweiter  Ordnung, 
welche  sich  in  diesen  Pankten  schneiden  nnd  confocal  sind  mit 
der  ideellen  Ellipse  in  der  Centralebene,  deren  Mittelpunkt 
der  Centralpnnkt  und  deren  Halbaxen  Oj^ii,  a^^i  sind  (ideelle 
Centralourve). 

Wir  wollen  noch  die  Frage  behandeln,  welches  der  geometrische  Ort 
aller  Systempunkte  sei,  in  welchen  das  Centralellipeoid  ein  BotatiDnHellipEoid 
wird.  Da  jeder  Diameter  des  Central  eil  ip  aoid  s ,  welcher  in  die  Ebene  der 
beiden  gleichen  Axen  fällt,  als  eine  Eauptaxe  anzugehen  ist,  so  muss  in 
der  Bestimmung  der  Richtungscosinusse  derselben  eine  WillkDhrlichkeit  ein- 
treten, d.  h.  es  muss  eine  der  Gleichungen,  welche  oben  nir  a,  ß,  y  auf- 
gestellt wurden,  unabhängig  von  diesen  Grössen  erfflllt  werden.  Dies  liefert 
entweder:  a\^  —  ;*  ^  0  und  x'  =  0  oder  a^  —  ;»  =  0  und  y  ^  0  oder 
fi  B=  0  und  z  <=  0.  Die  fraglichen  Punkte  (x'y'z)  genügen  daher  den  Be- 
dingungen: 

/==0,    -^^'---^+^  =  Ooderj,'=0,  — ^-^+^1,  =  0 

oder   y  =  0,    -,-  +  ^^  +  ^^  =  0. 

Von  diesen  drei  Ortscurven  ist  die  dritte  ideell.  Von  den  beiden  an- 
dern ist  eine  eine  Ellipse,  die  andere  eine  Hyperbel.  Ist  a„  >  a^,  so  ist 
die  erste  elliptisch.  Man  nennt  sie  die  Focalkegelschnitte;  sie  enthalten  die 
Brennpunkte  des  confocalen  Flächensystema  und  jede  gebt  dnrch  die  Brenn- 
punkte der  andern  hindurch.  Die  Botationsaxe  des  Central ellipsoids  ist  Tangente 
an  den  Focalkegelscbnitt,  auf  welchem  der  Punkt  {x'y'e)  liegt,  weil  sie  Nor- 
male einer  der  drei  durch  diesen  Punkt  gehenden  confocalen  Fliehen 
sein  muss. 

§.  10.  Wir.  wollen  das  KrSftesystem  auf  eine  Resultant«  und  drei 
Paare  fQr  einen  Punkt  0  rednciren  und  zwar  die  drei  Paare  wKhIen,  deren 
asiatische  Anne  die  Hanptaien  des  Central  ellipsoids  von  0  sind,  welches 
wir  als  ein  dreiaxiges  annehmen.  Dass  die  Paare  verschwinden  und  das 
Kräftesystem  einer  blosen  Keductionsresultanten  äquivalent  werde,  ist  nach 
dem  Vorigen  nur  fUr  vier  Lagen  des  Systems  möglich,  in  welchen  n&mlich 
die  Seitenkrftfte  der  Paare  in  die  Axen  des  Central  ellipsoids  hineinfallen. 
Daher: 

Es  gibt  im  Allgemeinen  nur  vier  Lagen  eines  Punktsystems, 
an   welchem    ein    Kräftesystem    angreift,    so   dass    fnr    dieselben 
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das  letztere  einer  Einzelkraft  äquivalent  wird,  welche  durch 
einen  gegebenen  Ponkt  des  Systems  hindurchgeht  Die  Rich- 
tungHlinien  di^eer  vier  gleichen  Einzelkräfte  von  demselben 
Sinne  sind  paarweise  aymmetriacb  gegen  die  Hauptaxen  desCen- 
tralelUpsoids  des  gegebenen  Punktes. 

Ist  das  Centralellipsoid  des  Punktes  0  ein  Botationsellipsaid,  wozu 
erfordert  wird,  dass  0  auf  einem  der  Focalkegekchnitte  des  confocalen 
'Flftchensystems  des  Centralpunktes  der  Kräfte  liege,  wodnrcb  die  Tangente 
an  den  Focalkegeleclmitt  in  0  die  Kotationsaxe  wird,  so  sind  alle  Äxen 
senkrecht  zur  Rotationsaxe  Hauptaxeu  von  0,  tilgen  steh  die  Paare  für 
alle  Lagen  des  Systems,  welche  durch  Rotation  nm  die  Rotationsase  des 
Centralellipeoids  erreichbar  sind  und  bilden  die  Lagen  der  Einzelresultanten 
eine  Rotationskegelflftche  nm  diese  Axe.    Daher: 

Ist  das  Centralellipsoid  eines  Punktes  ein  Rotationsellipsoid, 
d.  h.  liegt  derselbe  auf  einem  der  beiden  Focalkegelschnitte  des 
Systems,  so  gibt  es  unzählige  Lagen  des  Systems,  in  welchen 
das  Eraftesystem  einer  durch  den  Punkt  gehenden  Einzelkraft 
äquivalent  ist.  Alle  diese  Lagen  sind  durch  Rotation  des  Systems 
um  die  Tangente  des  Focalkegelachnitts  in  jenem  Punkte  erreich- 
bar und  alle  ihnen  entsprechenden  Einzelkräfte  bilden  eine 
Rotationskegelfiäche    um  diese  Tangente. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  der  Funkt  0  liege  in  der  Ebene  eines  Focal- 
kegelBchnittes,  z.  B.  in  der  Ebene  der  yz,  aber  nicht  gerade  auf  dem  Kegel- 
schnitte selbst.  Es  sei  ferner  das  Kräftesyatem  reducirt  für  den  Central- 
punkt  der  Kräfte  auf  die  Resultante  in  der  Richtung  der  2-Axe  und  zwei 
Paare  von  den  astatiscben  Armen  in  der  x-Axe  und  y-k.j.%;  endlich  sei 
das  System  so  gedreht,  dass  diese  Paare  verschwinden,  d.  h.  dass  ihre 
Seitenkrafte  in  die  Hauptaxen  OX,  OY  fallen.  Üebertragen  wii'  jetzt  die 
Reduction  auf  den  Punkt  0,  indem  wir  in  0  zwei  der  Reductionsresultanteu 
gleiche  und  entgegengesetzte  ErSfte  zufügen.  Es  tritt  dann  zu  den  beiden 
verschwindenden  Paaren  noch  das  Paar  hinzu,  dessen  astatiacher  Arm  der 
Abstand  des  Punktes  0  vom  Centrallpunkt  der  Kräfte  ist  und  dessen  Seiten- 
kr&fte  gleich  der  Reductionsresultanteu  sind.  Die  Resultante  fUr  0  und 
dies  Paar  fallen  in  die  Ebene  der  yx.  Indem  man  die  Paare  transformirt 
für  die  Hauptaxen  des  Punktes  0,  erkennt  man  leicht,  dass  zum  Ver- 
schwinden derselben  blos  Rotationen  erforderlich  sind  um  Axen  Bcnkrecbt 
zur  y^-Ebene,  welche  also  die  Resultante  der  Reduction  fUr  den  Pankt  0 
nicht  aus  der  Ebene  der  yz  herausheben.    Daher: 

Für  jeden  Punkt  in  der  Ebene  eines  der  beiden  Focalkegel* 
schnitte,    welcher   nicht   diesem    Kegelschnitt    selbst    angehOrt, 
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fallt  die  EinzelreBalt&nte,  auf  welche  dae  Eräftesystem  reducirt 
werden  kann,  in  die  Ebene  dieses  FocalkegelHchnittes  hineta. 

Liegt  nun  der  Funkt  0  nicht  in  der  Ebene  eines  Focalkegelschnittes 
und  redncirt  man  fttr  ihn  das  KrKftesystem  auf  eine  Einzelreeultante,  so 
wird  die  Richtung  derselben  jede  Focalebene  schneiden.  Sie  kann  sie  aber 
nnr  in  einem  Punkte  des  in  ihr  enthaltenen  Focalkegelschnittos  treffen. 
Denn  trKfe  sie  in  irgend  einem  andern  Punkte  diese  Ebene  und  man  redu- 
cirte  die  ErSfte  fUr  ihn,  so  mOsste  die  Resultante  nach  dem  vorigen  Satze 
in  diese  Ebene  hineinfallen.  Diese  Reaultante  könnte  daher  nicht  dnrch  0 
gehen.    Daher: 

FUr  alle  Lagen  des  Punktsystems,  in  welchen  das  KrSfte- 
system  äquivalent  einer  Einzelresnltanten  ist,  achneiden  die 
Richtangelinien  der  Einselresultanten  zwei  bestimmte  Kegel- 
schnitte, eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel,  welche  eine  Hanptaxe 
gemein  haben  und  deren  Ebenen  auf  einander  senkrecht  stehen. 
Die  Ebenen  beider  Kegelschnitte  stehen  senkrecht  auf  der  Cen- 
tralebene,  der  gemeinsame  Mittelpunkt  beider  Curren  ist  der 
Centralpunkt  der  Kräfte  und  sie  sind  die  Focalcurven  des  Systems 
confocaler  FlBchen  2.  Ordnung,  deren  Kormalen  die  Hanptaien 
der  Centralellipsoide  des  Punktsystems  bestimmen. 

Diesen  Satz  verdankt  man  Minding  (Grelle,  Jonm.  B.  XV,  S.  27  nnd 
Handbuch  der  theoretischen  Mechanik,  Berlin  1838,  S.  97). 

§.  11.  Der  Minding'sche  Satz  ist  ein  apecieller  Fall  eines  allgemeiDen, 
von  Darboux  entwickelten  Satzes,  n&mlich: 

Ertheilt  man  dem  Punktsystem  alle  möglichen  Lagen  um 
den  Centralpunkt  der  Erfifte,  so  bilden  die  den  verschiedenen 
Lagen  entsprechenden  Lagen  der  Centralaxe  des  ErSftesystems 
einen  Complex  zweiten  Grades,  ifelcher  gebildet  wird  von  den 
Schnittlinien  der  zu  einander  rechtwinkligen  Paare  von  BerDh- 
rnngsebeuen  der  Minding'schen  Focalkegelschnitte. 

Gehen  wir  von  der  Lage  ans,  bei  welcher  für  die  Bednction  fttr  den 
Centralpunkt  der  Kr&fle  die  Resultante  senkrecht  auf  der  Centralebene  steht 
und  die  Seitenkrfifte  der  beiden  Paare  in  die  Eauptaxen  des  Central ellipsoids 
(Centralcylinders)  fallen,  welche  in  der  Centralebene  enthalten  sind  (§.  9). 
Letztere  Äsen  seien  wieder  die  Axen  der  x  und  y.  Dann  sind  die  GrSasen 
fhii  "13)  ^  allein  von  allen  zwtilf  Grössen  n^,,  a,g,  0,3,  %,  0^^,  Oj,,  O},, 
o,,,  a^,  A,  B,  C  nicht  Null.  Aendert  man  nun  die  Lage  des  Sysfrans, 
eo  dasB  die  Coordinatenaxen  in  der  geänderten  Lage  mit  den  ursprüng- 
lichen die  Richtungsoosinusse  a,  ß,  7,  «',  jJ*,  /,  «",  ^,  y"  und  jene  mit 
ihnen  also  die  Itichtnngscosinusse  utta",  ß^((',  y/y"  bestimmen,  eo  erhSit 
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man  als  ProjectJonen  der  ResDltant«n  und  der  SeitenkrSfte  der  beiden  Paare 
aaf  die  neuen  Axen  i 
X  =  yC, 

C'-=y"C,     als  =  «"«11,     «4»  =  ?"««,     as3  =  0 
tind   wenn  wir  dieee  Beduction  anf  irgend    einen  Funkt;  xyx   des  Systems 
(in  der  neuen  Lage)  Übertragen,  so  erhält  man  für  diesen,  wie  in  §.  9: 
A"  =  yC,      «11  =  «a,!  —  yxC,      a'ii  ^  ßa^^  —  yyC,      osi  ^  -—  yzC, 
JB"  =  y'C,      a'it  =  o'a„  —  y'xC,      oitj  =  (J'ogj  —  y'gC,       (^»  =  —  y'xC, 
C"  =  y"C,     aii  =  ""ön  —  7 "^C^i    «M  =  ^'«Bj  —  y"t/(^i    "äs  ^  —  y"eC. 
Nun  sind  die  Componenten  des  resultirenden  Kräftepaares 
X"  —  ali  —  om  =  (J"fl,i  —  {/'y  —  A)  (?, 
3r'  =  däi  —  o'i'a  =  —  o;"a,i  +  (/'ir  —  yjs)  C, 
JV"  =  ois  —  du  -=  «'(1,1  —  /Sdjj  +  (j-y  —  /i)  C; 
soll  daber  der  Punkt  xye  der  Centralaxe  der  KrSfte  angehören,  so  müssen 
die  Gleichungen 


1."       st 
a"  "  B' 

N" 
"  C" 

an. 

Es  ist  aber  z 

^gleich 

i" 

N" 

y 

-(rr- 

-  ff) 

"m  —  (/""  — 

rV).„ 

Daher  werden 

L"  -  ,  Ca-o„  -  Pa„).     M"  -  y  (.•.„  -  ^«„),     iT  =  /  (»'»„  -  (lo,,) 
oder,  wenn  man  die  vorhin  entwickelten  Ausdrücke  diesen  gteichBetet: 

(A  —  y"y)  <?  ■=  —  f<hi  +  y  C«'%s  —  /^on)» 

(j,-V  _  y^)  c  =  «"«„  +  /  («'Oi,  —  ^a„), 
(yj,  _  y'a:)  C  =  jSdj,  —  «'«„  +  /'  (tt'a„  —  |3«„). 
Die  Lage  der  Centralaxe  ist  durch  die  Coordinaten  x,  y,  z  eines  ihrer  Punkte 
und  durch  y,  y\  y",  n&mlich  ihre  Richtungscosinusse  gegen  die  Axen  be- 
stimmt. Die  drei  letzten  Oleiobungen  sind  nicht  unabhängig  von  einander 
und  aind  daher  Squlvalent  zweien  von  ihnen.  Man  kann  aus  ihnen  wegen 
"*  +  P*  +  )^"  1,  "''  +  J*^  + /*  =  1 .  «"•  +  |S"' + /'*  =  1  die  Grössen 
a,  ß;  o,  ((;  tt",  ß^'  ellminiren  und  erhält  dann  eine  Gleichung  Kwiachen 
^1  J»  'i  y<  y\  y"  ßr  die  L^e  der  Centi'alaze,  welches  die  Gleichung  einea 
Complexee  zweiten  Grades  sein  wird. 

Zur  AuefObrung  dieser  Elimination  genügt  es,  die   drei  Gleichuigeu 

aoHUL,  ÜHbinlk.    IL  IT  i~~  T 
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zu  qnaäriren  und  zu  addiren.    Man  findet  mit;  Rücksicht  auf  die  bekannten 
Relationen  zwischen  den  9  CoBin 


(y'e  —  y"i,y  +  (fx  -  y£f  +  {yy  -  y'xf  =  ^|  y»  +  ^  /». 

Man  kann  zeigen,  daes  er  gebildet  wird  durch  die  Schnittlinien  der  zn  ein- 
ander rechtwinkligen  Bertlhrungsebenen  der  beiden  oben  erwShntQii  Focal- 
kegelacbnitte  Mindings. 

Setzt  man  L"  =  M"  =  N"  ^  0,  eo  reducirt  sieh  das  Kr&ftesjsteiu 
auf  eine  £  in  zelreeul  taute  und  erscheint  der  Minding'sche  Satz  wieder.  Man 
hat  nämlich  den  drei  Gleichungen,  aus  welchen  durch  £liinination  tod  a,  ß; 
a,  §^;  ix",  ^'  die  Qleichnng  des  Complexes  hervorging,  dann  noch  zded- 
setzen  die  Gleichung  tta^  —  jSon  ^  0,  welche  ausdiflckt,  dass  das  resnl- 
tirende  Äxenmoment  Kutl  ist.  Hiemit  reduciren  sich  die  beiden  entm 
dieser  Gleichungen  auf 

C  (/£  —  y"y)  =  —  jä"a„,     C  [y"x  —  yz)  -=  «"a„, 
woraus  folgt 

indem  «"'  +  |J"*  ^  1  —  y"*  ^  y*  +  y**  ist.  Diese  Gleichung  stellt  ni- 
sammto  mit  der  Gleichung  des  Compleies  die  Congruenz  dar,  welch«  ron 
den  Bichtungstinien  aller  Einzelresultanten  gebildet  wird.  Dieselbe  ist  von 
der  4.  Ordnung  und  4.  Classe,  d.  h.  durch  jeden  Punkt  des  Baumes  gehen 
4  Stralen  und  jede  Ebene  enthalt  deren  4.  Elimiuirt  man  aus  den  Glei- 
chungen der  Congruenz  (y'e  —  /V)*.  so  kommt 

("m  —  «u)  0""*  —  f)*  ~  "li  ivy  —  y'")* "  c* ""  ^"^  ~  "''^  '^' 

Für  den  Schnittpunkt  des  Congrnenzstrales  mit  der  $£-Bbene  ist  :r  =  0, 
d.  h,  dieser  Schnittpunkt  liegt  auf  der  Curve 
«*  e*         1 

«i»  -  «11        «11        ^ 
nSmlich  der  Focallinie  in  der  ye-Ebene.    Ebenso  für  die  andere  Focallim& 
Die  Tangentenebenen,   welche  in  beiden  Schnittpunkten  an  die  Focallinie 
gelegt  werden  können,  sind  rechtwinklig  zu  einander. 

§.  12.  Ist  ein  Kräftesystem  nicht  im  Gleichgewicht,  so  kann  es  anf 
nnendlich  viele  Arten  durch  Zuftigung  zweier  KrSfte  oder  einer  Einzelkraft 
in  Verbindung  mit  einem  Paare  ins  Gleichgewicht  gebracht  werden.  Wir 
wollen  suchen,  diese  beiden  KrSfte  so  zu  bestimmen,  dass  die  Verbindungs- 
linie ihrer  Angriffspunkte  eine  Gleicb  gewich  tsaxe  werde.  HSbinaliat  su- 
erst  gezeigt,  dass  es  zwei  solcher  Aieu  gebe;   er  nennt  sie  Haaptaxen 
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des  Oleichgewiclits.  Statt  der  beiden  Kräfte  nehmen  wir  lieber  eine 
Einzelkraft,  welche  dann  nothwendig  der  Bednctionsresultanten  dea  Systems 
entgegengesetzt  gleich  sein  muss  und  ein  Pciar,  dessen  Arm  der  Oleich- 
gewichtsoxa  parallel  sein  wird. 

Es  seien  p,  g,  r  die  Projectionen  des  Armes  des  Paares  auf  die  Coor- 
dinatenaxen;  dieselben  sind  proportional  den  RichtnngscosiDussen  der  Haupt- 
axe.  Indem  wir  im  Punkte  %,  j/^,  «p  der  gesncbten  Axe  die  Kraft  ( — A, 
—  B,  — C)  und  ein  Paar  von  den  Componenten  |,  ij,  £  der  Seitenkraft 
und  einem  Arme,  dessen  Projectionen  auf  die  Axen  p,  q,  r  sind,  ein- 
fahren, tritt  Gleichgewicht  ein  und  sind  in  Folge  dessen  die  Bedingungen 
erfallt: 

n«  ~-  «Si  +  Jo*?  ~  «0*  +  V  —  iq  =  0, 

«si  —  «I»  +  "o^  —  ^u*^  +  Ep  —  Ir  —  0,        (l) 

«la  —  0»r+  ^(.B  —  j/^A  +  |5  —  7,p  —  0. 

Damit  das  Gleichgewicht  w&hrend  der  Rotation  um  die  gesuchte  Axe  fort- 
bestehe, müssen  die  drei  Gleichungen  §.  4  erftUlt  sein,  wenn  die  dortigen 
Grössen  a^^,  a^^,  ...   so   gebildet   werden,   dass   den  Kräften    des  Systems 
die  Ktfifte  — A,  — B,  — C  und  das  Paar  (J,  ij,  J)  mit  den  Projectionen 
p,  q,  r  seines  Armes  zugefügt  wird.    Diese  Grfissen  werden  dann 
a'ii  —  a„  +  6p  —  Ax^,     Oll  =  a^i  -\-  ^q  —  Ay^,     aji  =  a,,  -|-  |r  —  Ai^, 
o'i»  ™  «la  +*iP  — ^«0.     <»«  =  «M  +  «J?  — Syo.     "M  =«»  +  ')'■"  ^"»y 
«18  "=  «IS  +  tP  —  C^^a,     a»  =  «sa  +  t7  —  C^>o.      "'»  -="»  +  ?'■  —  ^H 
and  hiemit  gehen  die  GleichuDgen  dea  §.  4  Über  in: 
K  +f(Ax,+I)y,+a,)-A(j«:„+qu,+r',)+9(lq—,p)-  .«/—W-O, 
fl'+!l(^J.+£s.+C«.)--B0i.+».+",)+''Cli--W-XIJ-w)-0.(2) 
fl"+r(At,+i(s.+C..)-C(l>i.+w,+«,)+j.(tp-Sr)-j(v-Ej)-0, 
wo 

Ä  ■=  pa„  +  «Oll  +  »■'bi  —  i»  («II  +  «w  +  «m). 
^  =  iJOii  +  3%»  +  ra^  —  q  (a,i  +  0„  +  Osj),         (3) 
B"—pa„  +  qa„  +  ro,,  —  i-  («„  +  o„  +  n,,) 
ist.    Indem  man  die  drei  Oleichnngen  (1)  mit  p,  g,  r  mnltiplicirt  und  ad- 
dirt,  eliminirt  man  £,  ij,  t  und  erhslt 

■i  (S,'  -  «0?)  +  B  (»oP  -  «.O  +  C  (».?  -  W)  -  i  —  0,       (4) 

i  —  (in  -  "ji)y  +  («!.  —  "i.)  S  +  ("i.  —  »1.)  '■  W 

Sucht  man  auB  (1)  die  Grössen  jjr  —  tg,  ■  ■  ■  und  setzt  sie  in  (2)  ein, 
80  folgt 
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IC  -C  iy,r  -  e^q)  ^A(j>!,q~  y,j))  =  0, 
E"  —  A  {e^p  —x^r)  +  B  fy„r  -  t^q)  =  0, 

JT  =  —  j(a„  +  «s,  +  Oas)  +^0»,  +  30«  +  ra«, 
Ä''=  — »-(a,,  +  a„  +  Osj)  +iJa3,  +  ffOjs  +  raw. 
Die  Gleichungen  (4)  und  (6)  enthalten  die  Litsang  des  Prohlema.  Sie  lie- 
fern p,  q,  r,  y^r  —  z^q,  «j,p  —  Xgf,  x^g—yfiP  nud  hiemit  p,  q,  r,  x^,  y„,  «j, 
wodurch  die  gesuchte  Hauptaie  des  Oleichgewichts  bestimint  üt  Die 
ersteren  6  QrSsaen  aind  die  PlUcker'scben  Coordinaten  einer  Geraden  nnd 
die  i  Cleicbimgen  (4)  und  (6)  zwischen  diesen  GrCssea  aind  die  Ql<ü- 
chungen  von'vier  Complexen  ersten  Grades,  deren  gemeinsame  Stralen  die 
gesuchten  Eauptaxen  sind,  um  p,  q,  r,  a^,  y^,,  if^  beqnem  zu  finden,  mnlti- 
pliciren  wir  (6)  mit  A,  B,  C  und  addiren;  dies  liefert  fSr  p,  g,  r  die  61m- 
chung  ersten  Grades 

AK  +  BJC  +  CK"  =  0.  (7) 

Ferner  multiplicii'en  wir  die  (4)  und  die  beiden  ersten  von  (6)  mit  —  C,  B, 
—  A  nnd  erhalten  durch  Addition  derselben 

(^o3  -  yoP)  (^*  +  B'-i-C')  =  AK'-BK-^  CL, 
und  analog 

(Vo^  —  %5)  (^*  +  B*  +  C)  =  BS"  —  CK'  +  AL.        (8) 
{"oP  —  ^o»")  (^*  +  -B*  +  C')  =  CK~  AK"  +  BL. 
Setzt  man  die  Werthe  von  x^q  —  %p, ...  in  (4)  ein,  so  kommt  für  p,q,r 
die  Gleichung  2.  Grades 
K 

=  L(Ap+Bq  +  Cr) 

welche  mit  (7)  zwei  Wertbsysteme  fflr  p,  g,  r  liefert.  Zu  jedem  folgen 
aus  (8)  die  Werthe  von  x,^,  y^,  tg.  Die  Werthe  von  J,  »),  f  bleiben  aber 
zum  Theil  unbestimmt  (Gl.  l),  wie  auch  von  selbst  als  nothwendig  ein- 
leuchtet, da  man  IBnge  der  Axe  entgegengesetzt  gleiche  ErSfle  zufngen 
und  mit  |,  rj,  £  verbinden  kann. 

Man  erkennt  leicht  die  geometriacben  Bedingungen,  unter  welchen  eine 
gegebene  Gerade  h  eine  Hanpta^ie  des  Gleichgewichte  werden  kann.  Bedu- 
ciren  wir  nSmlich  das  Kr&ftesystem  fUr  einen  Punkt  0  der  Geraden  h  auf 
die  Kesultante,  angreifend  in  0  und  drei  Paare  mit  asiatischen  Annen, 
welche    zu    einander    rechtwinklig    sind,    von    denen    einer    in    h    flült 
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nnd  fDgen  wir  demselben  eine  der  BeBnltanten  entgegengesetzt  gleiche,  sie 
tilgende  Kraft,  so  wie  ein  Paar  zu,  dessen  Ann  parallel  h  ist,  bo  muss  es 
möglich  sein,  das  Punktsystem  in  eine  Lage  zu  bringen,  von  welcher  aus 
ungeachtet  einer  Botation  um  h  das  Gleichgewicht  foitbesteht.  Es  muas 
daher  nach  Einführung  des  Paares  das  CentralelUpsoid  des  Punktes  0  ein 
BotationseUipsoid  um  die  Axe  h  werden.  Nimmt  man  das  zngefttgt«  Paar 
entgegengesetzt  gleich  dem  Botationapaare,  dessen  Arm  in  h  f^llt,  so  folgt, 
dasB  die  beiden  andern  Paare  sich  fortwahrend  Gleichgewicht  halten  müssen. 
Ihre  Seitenkräfte,  welche  umgekehrt  proportional  den  RadienTeetoren  des 
neuen  Centralellipsoids  eein  mfiseen,  werden  einander  gleich,  da  dieses  ein 
Rotationsellipsoid  ist.  Da  sie  aber  auch  mit  HUlfe  des  ursprünglichen 
Centralellipsoids  bestimmt  werden  können,  so  folgt,  daes  der  Schnitt  dieses 
letzteren  senkrecht  auf  h  ein  KreiBScbnitt  desselben  sein  musa.    Daher: 

Jede  Gerade,  welche  eine  Hanptaxe  des  Oleichgewichte 
werden  kann,  ist  senkrecht  zu  einem  Kreisschnitte  des  Central- 
ellipsoids irgend  eines  ihrer  Punkte.  Durch  einen  Punkt  des 
Systems  gehen  im  Allgemeinen  nur  swei  solche  Hauptaxen  da 
das  Centralellipsoid  in  demselben  im  Allgemeinen  nur  zwei  Kreis- 
schnitte besitzt.  Die  sKmmtlichen  Hauptaien  des  Gleichgewichts 
sind  daher  die  Erzeugungslinien  der  einfachen  Hyperboloide, 
welche  dem  System  der  confocalen  FlSchen  angehören,  deren 
Normalen  die  Hauptaxen  der  Centralellipsoide  bestimmen.  Sie 
bilden  eine  Liniencongruenz. 

§.  13.  Die  Entwickclongen  dieaet  Capitelt  in  der  vorgefahrten  Allgemeinheit 
verdankt  man  Darbonx.  Durch  die  Einfahrnng  der  aatatischen  Paare  und  des 
Centrale!  lipaoids  hat  er  denaelben  einen  hohen  Grad  geometrischer  Durchaichtig- 
keit  gegeben,  ähnlich  derjenigen,  welche  Biuet,  Canchj  und  Poinaot  in  der 
Theorie  der  Trttgheitamomente  durch  die  EinfOhrnng  der  Tr^heitsellipaoide  er- 
reicht haben.  Indeaaen  kann  mau  anch  von  eioer  anderen  Seite  die  Frobteme 
der  Aatatik  behandeln,  welche  gleichfalls  verdient  gekannt  in  werden.  Wir  fügen 
in  dieser  Hinsicht  einiges  hiniu,  was  auf  den  Methoden  von  Minding  und  MO- 
bina  beruht. 

Ana  B.  I,  S.  18  ergibt  aioh,  das«  die  Reanitante  tweier  an  einem  ebenen 
System  angreifenden  Kräfte  ateta  durch  einni  beatimmten  Punkt  hindnrohgeht, 
wenn  das  System  nm  irgend  einen  seiner  Punkte  rotirt,  während  die  Kräfte  geo- 
metrisch sich  nicht  Andern,  oder  bei  ruhendem  System  die  Kräfte  nm  ihre  An- 
grifiäpunkte  alle  in  demaelben  Sione  nnd  nm  denselben  Winkel  gedreht  werden. 
Dieeer  Pnnkt,  der  Mittelpunkt  der  beiden  Kräfte,  liegt  anf  dem  Kreise,  welcher 
den  Ort  dea  Sohnittpnnktea  der  Kraftrichtungen  während  dieser  Drehnng  bildet. 
Werden  die  beiden  Ki^fie  parallel,  so  fällt  ihr  Mittelpunkt  in  die  Verbindnnga- 
linie  ihrer  Angriffspunkte  und  theilt  deren  Entfernung  im  nmgekehrieu  Verhält- 
nis! der  KriUte.  So  lange  die  Reanitante  der  Kräfte  nicht  yerachwindet,  eziatirt 
dieser  Hittelpunkt  stets  im  Endlichen.  B.  I,  S.  SS  n.  64  wurde  die  Existens 
det  Mittelpunktes  der  Parallelktäfte  für  eine  beliebige  Anzahl  aokbei  Kräfte,  sei 
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ea,  daas  aie  ein  ebenes  oder  iwcb  ein  AnmlicheB  Er&ftesjstom  bilden,  dargetlian 
und  wurden  seine  Coordiaaten  beBtimmt.  E«  gibt  aber  anch  f^r  drei  und  mebr 
Kräfte  in  der  Ebene,  wenn  sie  nicbt  parallel  sind  und  ihre  R«aultante  nicht  ver- 
Bchwiudet,  einen  Mittelpunkt  der  Kräfte,  durch  welchen  diese  Resultante  fortwäh- 
rend hindarchgebt,  mag  das  System  in  «einer  Ebene  irgendwie  sich  bewegfin, 
w&hrend  alle  Kiäfte  geometriach  gleich  bleiben.  Um  diesen  Punkt  in  finden, 
kann  man  den  Mittelpunkt  sweier  Kräfte  anchen,  in  deren  in  diesem  Hittelpnukte 
angreifenden  Beanitanten  und  der  dritten  Kraft  von  nenem  den  Mittelpunkt  be- 
stimmen u.  s.  f.  Da  es  offenbar  nur  einem  solchen  Funkt  geben  kann,  so  folgt, 
dasa  man  bei  beliebiger  Aufeinanderfolge  der  Kräfte  eteti  zu  demselben  Ponkte 
gelangen  mnw. 

Mit  Hülfe  des  Mittelpunkt«8  der  Paraltelkräfte  kann  man  den  Mittelpunkt 
irgend  eines  ebenen  Kräftesyatems  leicht  finden,  wie  wir  jetzt  seigen  werden. 

Die  Lage  des  Mittelpunktes  eines  Systems  von  Parallelkräften  hängt  blos  von 
der  Lage  der  Angriffspunkte  und  den  Verhältnissen  der  Eraftintensitäten  ab,  iat 
also  für  alle  Systeme  von  Parallelkififten  derselbe,  wenn  die  Angri&punkte  und 
diese  Verhältnisse  dieselben  sind.  Zieht  man  daher  durch  die  Angriffspunkte  der 
Parallelktäfte  Gerade  von  einer  bestimmten,  aber  beliebigen  Richtung  nnd  projiciit 
diese  Kräfte  anf  sie  parallel  einer  gegebenen  Ebene,  so  erhält  man  ein  neues 
System  von  FaraUelkräiten ,  welches  denselben  Mittelpunkt  besitst,  wie  du  ur- 
sprüngliche. 

Es  sei  P,  P",  F",  ...  ein  ebenes  Eräftesystem.  Man  zerlege  alle  KiAfte  P 
nach  zwei  beliebigen  Richtungen  der  Ebene  in  die  Componenten  X,  Y  und  bestimme 
den  Mittelpunkt  j1  der  Parallelkräfte  X,  sowie  den  £  der  Parallelki^fte  Y.  Nnnüehc 
man  durch  die  Angriffspunkte  aller  Kräfte  in  der  Ebene  Gerade  Ton  derselben,  aber 
beliebigen  Richtung  und  projicire  anf  aie  die  Kräfte  P,  X,  Y,  so  erhält  man  nene 
Kräfte  IT,  S,  H  und  iwar  wird  JI  —  S  +  H  aein,  da  [P]  —  [X]  +  [  Y]  ist.  Der 
Mittelpunkt  der  Kräfte  S  ist  aber  der  Mitl«Ipunkt  A  der  Kräfte  X  nnd  der  Mittel- 
punkt der  EAfte  H  ist  der  Mittelpunkt  B  der  Kräfte  Y.  Der  Hittelpunkt  der 
Kräfte  n  fällt  daher  in  die  Gerade  AB,  welches  auch  immer  die  Bichtnng  der 
Kräfte  n  aein  mag.     Daher: 

Zieht  man  durch  die  Angriffspunkte  eines  ebenen  Kräfteajetems 
in  der  Ebene  desaelben  Parallelen  von  irgendwelcher  Bichtnng  und 
projioirt  alle  Kräfte  dea  Syateme  auf  sie  parallel  lu  irgend  einer  an- 
deren Richtung,  so  ist  der  Ort  des  Mittelpunktes  der  projicirteu 
Kräfte  eine  bestimmte,  von  der  Projectionsriohtnng  unabhängige 
Gerade.  Diese  Gerade  heiaat  die  Centrallinie  dea  ebenen  Eräfteaystenu.  Mit 
Hälfe  von  zwei  Mittelpunkten  A,  B  nnd  dem  Dorcheebnittspnnkt  der  dnrch  sie 
hindurchgehenden  föchtungen  der  Componenten  X,  Y  ergibt  sich  der  Kr&ftemiltel- 
pnnkt,  wie  B.  1,  S.  16  geieigt  ist. 

Indem  man  ebenso  die  Kräfte  P  eines  räumlichen  Systems  noch  drei  Rich- 
tungen in  die  Componenten  X,  Y,  Z  lerlegt  und  dann  P,  X,  Y,  Z  aämmtlich 
auf  Parallellinien  projioirt,  welche  durch  die  Anfangspunkte  gehen,  ergibt  sich: 

Projicirt  man  die  Kräfte  eines  räumlichen  Systems  anf  Parallelen, 
welche  durch  die  Angriffspunkte  gehen,  so  ist  der  Ott  des  Mittel- 
punktes der  projicictea  Kräfte  eine  bestimmte,  von  der  Biohtang  des 
Piojicirens  unabhängige  Ebene.  (Centralebene  des  Kräftesystema.) 

Es  kann  sich  bei  einem  ebenen,  wie  bei  einem  räumlichen  System  eteigoan, 
daas  die  Mittelpunkte  A,  B  der  Kräfte  X,  Y  oder  die  Mittelpunkt«  A,  B,  C  du 
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Kräfte  X,  Y,  Z  ia  einen  Fnnkt  stuammeofallau.  Dann  fallen  anch  die  Mittel- 
pnukte  aller  projicirten  ParallelkräfteejBtenie  in  dieaem  Punkte  Etuammeu.  Dbh 
System  hat  duut  keine  CentralliDie  oder  Centralebene ,  BODdem  nur  einen  Mitt«l- 
pnnbt  oder  eine  Centralünie,  indem  die  Centrallinie  oder  die  Centralebene  nabe- 
stimmt wird.  Lanfen  x.  B.  die  Kräfte  eines  ränmlichen  Sjatema  alle  einer  Ebene 
parallel,  so  kann  man  eia  nach  zwei  zn  dieser  Ebene  parallelen  Bichtungen  ler- 
legen  nnd  die  beiden  Hittelponkte  A,  B  der  ZerleguDgskräfteByateme  suchen; 
nach  welcher  andern  Richtung  man  anch  immer  sodann  projiciren  mag,  ateta 
wird  der  Hittelpnnkt  des  nenen  Projectionssystema  in  die  Gerade  AS  fallen. 

Die  Centralebene  enth&lt  noch  eine  anagezeichnete  Gerade.  Zerlegt  man  näm- 
lich alle  Kräfte  in  drei  Componenten  X,  Y,  Z,  von  denen  die  Z  senkrecht  snr 
Centralebene,  die  X,  Y  parallel  mit  deraelben  aind,  so  fallen  die  Hittelpunkte 
A,  B  der  %m  Ebene  parallelen  Eräftesysteme,  wie  man  die  Axen  der  x,  y 
auch  immer  parallel  der  Centralebene  drehen  mOge,  in  eine  bestimmte  Ererode 
dieser  Ebene.  Diese  Gerade  heisat  die  Centrallinie  der  Centralebene. 
dieaer  Centrallinie  gibt  es  noch  einen  besonderen  Pnnbt.  Nimmt  man  nämlich 
die  Kichtong  der  X  parallel  derselben,  die  der  Y  senkceobt  zu  ihr  oder  umge- 
kehrt, so  heisat  der  Mittelpunkt  des  eqi  Centrallinie  parallelen  Syatem«  der  Ci 
tralponkt  der  Centrallinie. 

§.  14.  Um  den  Mittelpunkt  der  Kräfte  de>  ebenen  Sjstems  eu  bestimmen, 
sei  in  Bezug  anf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensjstem  die  Gleichung  der  Central- 
aie  (s.  B.  I,  S.  36) 

Bx,~Ay,  —  N—0,    wo  A  —  £X,  B=~  SY,  N-~  2:\-^    ^  \. 

,3,  ,  \X   y\ 

Dreht  man  nun  daa  System  um  den  Ursprung  und  den  Winkel  9  nm,  so  nimmt 
das  im  System  festgedacbte  und  mit  ihm  bewegliche  Coordinatensystem  eine  Lage 
an,  so  doBB  die  Coordinat«n  in  Bezug  auf  ein  festes  mit  dem  beweglichen  ur- 
sprünglich zasammenfallendes  System  mit  Hülfe  der  Formeln 

«'  —  j!  cos  qi  —  y  sin  qj ,      y'  —  x  sin  7  -f  y  cos  qo 
'  gefunden  werden.  Bebalten  daher  alle  Kräfte  ihre  Richtongen  während  der  Drehung 
bei,  so  ist  die  Gleichnng  der  Centralaxe  nach  der  Drehung 

B  («,  cos  9  —  y,  sin  f)  —  A  (x,  ein  ?>  +  y,  cos  <f)  ~  N'  —  0, 


-<!Os.pZ|^    »|+Bing>£|  ^  ^|  -  A-cosy  -  sin  y  ^(xX  +  y  Y). 

Geordnet  wird  diese  Gleichung 

{Bx,  ■-  Ay^—Jü)  cot  ip~  (By,  +  Ax,  —  Z{xX  +  yY))  sin  ?!  —  0. 
Die  Vergleichnng  dieser  Qleiobnng  der  neuen  Centralaxe  mit  der  Gleichung 
der  Centralaxe  fDr  die  ursprSnglicha  Lage  des  Systems  ergibt  sofort  die 
ExisteoE  eines  Systempunktes  (a;, ,  y,),  welcher  unabhängig  Tom  Winkel  7 
beiden  Cenbalaxen  aogehSrt,  durch  welchen  also  die  Centralaxe  und  damit  die 
Eimelreanltonte  in  allen  Lagen  hindorchgeht.  Denn  beide  Gleichungen  geben  das 
GleiehDngsiryttem 

Bat,  —  Ayi  —  JT  —  O, 

Ax^-\-By,-S(xX-{-yY)~fi. 
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Au8  iboen  folgen  die  Coordinaten  dei  KiUtemittelpunktes;  n&mlicb  ea  wird,  wenn 
B  die  BeBnltante  bedeutet; 

JI'-x,  —  A£(_xX  +  yY)  +  BN,    B'-y,  —  BS  {;rX  +  yY)  +  AX. 
Man  eikenut,  daes  der  Kr&ftemitt«lpankt  als  der  Schnittpnokt  der  Centralaie  mit 
der  QertLden  Äx,  +  -Byi  —  ^  (-»'^  +  J/Y)  —  0  gefandeD  wird,  welche  auf  ihr 
senkrecht  steht. 

Zugleich  iieht  mau,  doas  durch  die  Drehung,  welche  anf  die  IntenütU  der 
UednctionBreiultante  keinen  Einflnm  Qbt,  d&a  Paar  N,  welches  dem  ünprang  all 
reaultiieadee  Paar  entspricht,  übergeht  io  N'  ^  N  eo*  ^i  —  sin  9  ^(aiX  +  yT). 
Es  rerechwiDdct  fOr 

Ist  das  System  ureprüiiglich  im  Gleichgewicht,  also  A  -^  B  =  0,  A'°-0,  so  wird 
es  durch  die  Drehung  dem  Paare  N'  =•  —  äntp  E(xX-\-yY)  ftquivalent^  welches 
nur  ffir  V  =  n  wieder  verschwindet,  für  «eichen  Werth  eine  neue  Qleichgewicbta- 
lage  eintritt.  Für  ^  =  J«  wird  N'  —  —  Z(,xX  +  yY),  wie  mit  dem  g.  4  Be- 
merkten harmonirt. 

§.  16.  Um  die  Gleichung  der  Centralebene  eu  finden,  seien  X,Y,ZdM  Com- 
poneaten  der  Kraft  P  nnd  «,  p,  j  die  Bichtnngscosinusse  der  Geraden,  auf  welche 
die  Ertlfte  projicirt  werden.  Dann  iat  bei  rechtwinkliger  Projection  aX -\- pY •\- j Z 
die  Projection  Ton  P  und  erhält  man  fOr  die  CooTdinaton  x^ ,  y, ,  z,  des  Hittel- 
ponktea  der  ParallelkTäfte  von  der  Richtung  (afty): 

S  =  uA  +  ^S  +  yC.  A=SX,     o„-i:j:X, 

Bx^  =«a„  +  ßa,,  +  yfl.a,  B  —  SY,     a,,  —  SyX, 

By,  —  «aj,  +  ßa.„  +  ya,,,  0  =  ZZ,      Oa,  =  ZzX,    n.  s.  w. 

Bz,   =  aa^,  -|-  Pdsj  +  ya,i, 
EUminirt  man  a,  p,  y,  so  wird  die  Gleichimg  der  Centralebene,  ab  des  Ort«s  aller 
Mittelpunkte  x, ,  ;/, ,  j, ,    welcher  den   Toi^biedenen   ProjectäonsrichtuDgen  ent- 
sprechen 

1     A    B    C 


Die  Ebene  wird  nnbesUmmt,  wenn  die 'CoefGcionten  von  x,,  y,,  ;,  nnd  du 
Abaolntglied  sich  gleichzeitig  auf  Null  rednciren.  Sie  stellt  dann  einen  Ebenen- 
bOschel  dar,  desBeo  Aze  die  Centrallinie  ist,  in  welche  alle  Mittelpunkte  der 
Parallelkr&ftesysteme  hineinfallen.  Alle  diese  Mittelpunkte  fallen  in  einen,  den 
Centralpunkt,  zusammen,  sobald 

d,,  :  a,2 :  "ij  ^-  o,,  :ai,:a,g  »  o,, :  o,, :  o,,  i^  A:B:  C 
werden. 

Man  erkennt  leicht  die  Identität  der  hier  definirten  Centralebene  mit  der 
Centralebene  der  Darboui'ichen  Theorie.  Zerlegt  man  nämlich  alle  Kräfte  nach 
drei  EU  einander  rechtwinkligen  Richtungen  und  vereinigt  die  Farallelkräfte  jeder 
Biohtnng  zu  einer  im  Mittelpunkte  derselben  angreifenden  Kraft,  »0  reducirt  nofc 
das  ganze  Sjstem  anf  drei  zu  einander  senkrechte,  in  drei  bwtimmtcn  Punkten 
A,  B,  C  angreifende   Kräfte,  deren  Angriffspunkte  dieselben  bleiben,  wenn  das 
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pTinktsjBtem  Beine  Lage  ändert.  Hau  bringe  in  A  entgegengesetzt  gleiclie  Er&fta 
an,  sowohl  glaioli  der  in  B,  als  anch  gleicb  der  in  C  wirkendea  Kraft.  Dadurch 
reducirt  man  das  Sjatem  anf  eine  Eiaielkraft,  in  A  angreifend,  die  RcBultant« 
aller  drei  dort  angreifenden  Srilfta  und  xwei  Paare  mit  den  statischen  Armen 
AB  und  AC.  Wählt  man  die  Zerlegung  der  Eräfte  so,  daee  die  eine  Eraftrich- 
tung  zur  Ebene  ABC  senkrecht  ist,  so  folgt  alles  Weitere  von  selbst. 

§.  16.  Von  einem  Hittelpankte  der  Kräfte  kann  beim  räamlichen  Ei^fte- 
sjstem  im  Allgemeinen  nicht  die  Rede  sein.  Denn  erstens  sind  die  Kräfte  nicht 
für  alle  Lagen  des  Punktsysteme  einer  Eincelkraft  äquivalent  und  Eweitens  laafen 
die  Eincelk^fle  fQr  die  Lagen,  in  welchen  dies  der  Fall  ist,  nicht  darch  einen 
Fnnkt,  sondern  schneiden  die  beiden  Focalkegelschnitte  (g.  9).  Sind  die  beiden 
Äsen  der  FooalellipBe  gleich^  so  ist  sie  ein  Kreis  nnd  fitllen  die  Brennpunkte  in 
den  Centratpnnkt.  Auch  die  Scheitel  der  Focalb;perbel  fallen  dann  mit  ihm  eq- 
sammen  niid  sie  selbst  geht  in  die  inr  Ebene  des  Ereises  senkrechte,  dnrch  den 
Centralpmikt  gehende  Qcrade  fiber.  Dieselbe  ist  die  Cootrallinie  des  Eräfte- 
ejstems;  die  Centralebene  wird  onbesümmt.  Wird  anch  der  Radius  des  Central- 
kteisea  Nnll,  so  &lleD  sämmtlicbe  Brennpnnkte  und  Scheitel  in  den  CentralponkL 
Dieser  wird  dann  zu  einem  Mittelpunkt  der  Eräfte,  dnrch  welchen  die  Eincel- 
remltante  fortwährend  hindurchgeht.  Ein  anderer  extremer  Fall  ist  der,  dass  die 
Focalellipse  lich  auf  eine  Strecke  redacirt 

Sind  die  IS  Bedingungen  des  astatischen  Oleicbgewichte  nicht  sämmtlich  er- 
füllt, so  kann  ein  Mittelpunkt  der  Eräfte  existiren.  Sind  a^,  t/g,  b„  seine  Coor- 
dinaten  und  fahren  wir  die  Einzel resultanto  B  (X^,  Yg,  Z^),  auf  welche  sich  in  . 
diesem  Falle  das  Erftfteajstem  in  allen  Logen  rednoiren  muss,  im  umgekehrten 
Sinne  ein,  so  mnss  das  astatische  Oleichgewicht  eintreten,  d.  h.  ee  müssen  die 
Gleichungen 

A-x^^o,  o,,  -  j'gX;,  =  0,  a,,  -  j/.x;,  =  0,   o,,  -  «„x„  =  o, 
B  -  r„  =  0,   a„  -  j:,r„  =  0,  o,,  -  ),,r„  =  o,    oj,  —  z,y^  —  o, 

C  —  2u  =  0,      Ol,  —  x„Zo  ■=  0,     o,,  —  y^Zj  —  0,     Oj»  —  i^Z^  «=  0 
bestehen.     Ans  ibnen  folgt,  wenn  A,  B,  C  nicht  alle  Null  sind 


oder,  was  dasselbe  ist, 

„   a,,A+a„B  +  a„Ü  a„A  +  a,,B-\-a„0 

'  .4"  +  JB'  +  C       '      ^°  A"  +  B"  +  C     " ' 

a^A+a„B  +  a„^ 
Ä^  +  B''  +  C'       ■ 

Sind  die  Kräfte  alle  parallel,  so  ergehen  sich  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes 
der  ParallelkAfte. 

%.  17.  Von  den  Theorien  des  Torliegenden  Capitels  werden  interessante  An- 
wendungen in  der  Theorie  dea  Maguetismiis  gemacht  Der  Raum  gestattet  uns 
nicht,  hierauf  einzugehen.  Vgl.Hoigno,Le9onsdeM^caniqneaoal;tiqae,p.S38u.f^.; 
Broch,  Lehrbnch  der  Mechanik  S.  181  n.  ffg. 
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XII.  Capitel. 
Sicherheit  dee  Qlelehgewichts.     Vfrial.     OaoBB*  Frinofp. 

§.  1.  Ein  Eräftasystem  Bei  zur  Zeit  t  an  einem  unTer&nderlicheu 
Punktsystem  im  Gleichgewicht;  das  Punktsystem  besitze  einen  gewiesen 
Geschwindigkeitezuetand  j  vermöge  desselben  wird  es  im  folgenden  Zeit- 
elemente seine  Lage  andern,  ohne  datg  die  ErSfte  auf  diesen  Geschwindig- 
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keits zustand  einen  EinflasB  ausüben.  Nach  eiaer  unendUchkleisen  Lagen- 
Snderung  werden  aber  die  Kr&fte  nicht  mehr  im  Gleichgewicht  sein,  son- 
dern einen  Einfluss  auf  den  GeschHindigkeitszustand  «nd  den  Fortgang 
'der  Bewegung  gewinnen.  Ist  diese  Bewegung  so  beschaffen,  doBS  die  Lagen 
des  Punkts^tems  stob  nur  unendlich  wenig  von  der  Oteichgewichtelage 
entfernen,  so  dass  also  dasselbe  sich  um  Axen  windet,  welche  ihrer  Lage 
nach  unendlich  wenig  von  einander  abweichen,  so  heisat  das  Gleich  gewicht 
der  Kr&fte  sicher  oder  stabil,  im  Gagenfalle  unsicher  oder  labil.  Die 
zugehörige  Lage  des  Systems  heisst  eine  sichere  oder  unsichere  Gleich- 
gewichtslage. In  grOsster  AUgemeinbeit  aufgefasst  gehört  die  Frage  nach 
der  Stabilit&t  des  Oleich  gewicht»  eines  Erafteeystemg  der  Kinetik,  nicht 
der  Statik  an  und  ist  dieselbe  im  Grunde  mit  der  Ibeorie  der  kleinen 
OscUlationen  identisch.  Indessen  ist  es  nicht  ohne  Interesse,  doss  auch  von 
rein  statischem  Gesichtspunkte  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  KrSfte 
während  der  Bewegung  des  Punktsystems  weder  ihre  IntensitSten,  noch 
ihre  Richtungen  andern,  Criterien  fDr  die  StabJlitBt  des  Gleichgewichts  auf- 
gefunden werden  kSnnen.  Da  eine  Translation  das  Oleichgewicht  nicht 
stSrt,  so  brauchen  wir  dabei  blos  Rotationen  anzunehmen  und  kCnnen  sogar 
die  verschiedenen  Rotationsaxen,  ohne  Schaden  für  die  Allgemeinheit,  alle 
durch  einen  Punkt  hindurchlegen. 

§.  3.  Erleidet  dos  Punktsystem  eine  Rotation  um  eine  Axe  und  das 
Gleichgewicht  des  Krßfteayatems,  dessen  Kräfte  Richtung  und  InlensitSten 
nicht  andern  sollen,  hört  aaf,  so  wird  das  KrKftesystem  einem  Paare  Squi- 
yalent,  dessen  Moment  im  Allgemeinen  von  der  Amplitude  und  Lage  der 
Axe  der  Rotation  abhllngt.  Denn  da  die  KrSfte  sich  nicht  Andern,  so  Sndert 
sich  auch  deren  Resultante  nicht;,  da  sie  aber  wegen  des  Gleichgewichtes 
Null  ist,  so  bleibt  sie  Null.  Daher  kann  das  KrKftesystem  nur  einem  Paare  // 
äquivalent  werden.    Durch  die  Rotation  wird  im  Allgemeinen  der  Abstand 

der  Angriffspunkte  der  SeitenkrSfte  dieses  Paares 

nnd  damit  das  Moment  desselben  veränderlich. 
Für   das   ebene   System,  welches    um   eine  r.ü 

seiner  Ebene  senkrechte  Axe  rotirt,  ergibt  sich  das 
1^     Moment  H  des  Paares  aus  Cap.  XI,  g.  14,  indem 

man  dort  J"-B  =  0,  N ^0  setat,  nBmlich 

41  vi  iV  ^--™.^('^  +  »r,, 

jii  '  ^        wo  Q>  die  Amplitude  der  Rotation  bezeichnet.   Man 

sieht  hieraus,  dass  JI  ein  Maximum  oder  Minimum 
für  9  =  -+;  i«  erreicht  und  wie  bereits  Cap.  XI, 
S,  4  g-ezeigt  wnrde,  —  £(xX-\-  yY)  das  Moment  des  KriLftesyetems  wird, 
wenn   alle  Kräfte  um  ^«  gedreht  werden.     Ee  seien  (Fig.  74a,  b)  P,,  i*, 


s 
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sw«i  entgegengesetzt  gleiche  Kr&fte,  angreifend  an  den  Punkten  ^j,  A^, 
welche  m  der  Gleichgewichtslage  im  Oleichgewicht  befindlich,  durch  die 
Rotation  des  Systems  za  dem  Paare  H  auseinandertreten,  welches  dem 
System  Bqnivalent  wird.  Uan  hat  hiebei  drei  F&lle  zu  aondem.  Es  mSgen 
■Pi,Pi  ziehend  wirken,  so  dass  sie  die  Strecke  Ä^A^  vergTOssem  wDrden, 
wenn  Bie  dehnbar  wäre.  Dann  haben  Ä^ ,  A^  mid  P,  gleichen  Siim.  Dureh 
die  Rotation  dreht  Eich  A^  A^  um  die  Amplitude  ip  und  entsteht  ein 
Paar  H,  dessen  Sinn  dem  Sinne  der  BotatJon  entgegengesetzt  ist.  Dies 
Paar  ist  daher  ~  A^A^  ■  Pj,  da  A^A^  und  P,  gleichen  Sinn  haben.  Welches 
auch  immer  der  Einflnas  des  Paares  auf  die  Winkelgeschwindigkeit  des 
Pnnktaystems  aein  mag,  so  ist  doch  so  viel  klar,  dasa  der  entgegengesetzte 
Sinn  beider  einen  Rückgang  des  letzteren  zur  Folge  haben  wird,  nnd  das 
System  eine  Bewegung  annehmen  wird,  so  dass  die  Krftfte  Pj,  P^  in  die 
Oleichgewichtslage  zurückkehren  oder  wenigstens  sieh  nicht  weiter  yon  ihr 
entfernen  werden.  Das  ursprüngliche  Gleichgewicht  ist  daher  sicher,  wenn 
die  GrflBse  —A^^A^  ■  P,  negatir  iat.  Es  mQgen  andererseits  P,,  Pg  drückend 
wirken,  so  dass  sie  die  Strecke  A^A^  verkleinem  würden,  wenn  sie  eom- 
pressibel  wSre.  In  diesem  Falle  haben  A^A^  und  P,  entgegengesetzten 
Sinn  und  harmonirt  der  Sinn  des  entstehenden  Paares  mit  dem  Sinne  der 
RotaÜon,  so  dass  — AiA^.P^  positiv  ist.  Das  Gleichgewicht  ist  unsicher, 
weil  das  Paar  eine  weitere  Entfernung  der  Eiilfte  Pj,  P^  von  der  Gleich- 
gewichtslage veranlassen  wird.  Ist  endlich  drittens  A^A^  gleich  Null,  so 
ist  auch  —  -^1-^2  •  Pg  Null  und  das  Gleichgewicht  dauernd.    Daher: 

Sind  P],  Pg  zwei  entgegengesetzt  gleiche  ErSfte,  welche  an 
den  Punkten  A^,  A^  eines  ebenen,  im  Gleichgewicht  befindlichen 
ErSftesystems  angreifend  bei  der  Drehung  desselben  um  eine 
zur  Ebene  senkrechte  Ase  zu  dem  Paare  auseinandertreten, 
welches  dem  System  äquivalent  wird,  so  ist  das  Gleichgewicht 
in  Bezug  auf  diese  Axe  sicher,  unsicher  oder  dauernd,  je  nach- 
dem die  Grösse  — A^A^.P^  negativ,  positiv  oder  Null  ist. 

Man  sieht  leicht,  daaa  — AiA^.P^  oder  waa  dasselbe  ist,  — A^A^.P^ 
in  allen  F&Uen  das  Moment  des  Paares  darstellt,  welches  dem  ErSflesystem 
Kquivalent  wird,  wenn  dasselbe  nm  ^n  gedreht  wird;  denn  dann  wird 
A^Af  der  Arm  und  der  Sinn  ist  stets  dem  der  Drehung  entgegengesetzt 
Man  hat  daher  auch  dem  Obigen  zu  Folge 

ff=  —  ein  9^(a;X  +  yr)  -=  —  am  q> .  A^A^  .  P^. 
Die  Grösse  — A^Ai.P^  spielt  in  Untersuchungen  der  Sicherheit  des  Gleich- 
gewichts eine  entscheidende  Bolle.  Sie  wurde  von  Msbius  eingeführt,  ohne 
dass  er  dafOr  einen  Namen  brauchte;  Schweins  nennt  sie  das  Flieh- 
moment des  kr&ftesyatems.  In  neuester  Zeit  hat  sie  in  den  Untersuchung«! 
von  Clausius  ttber  mechanische  Wttrmetheorie  eine  namhafte  Bedentnitg  «r- 
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langt  und  ist  die  HSifte  ihres  mittleren  Werthea  von  ihm  das  Virial  des 
ErKftesystems  genumt  worden.  Wir  wollen  uns  erlauben,  für  diese  Gleioh- 
gewicbtafunction  den  Namen  Virial  zu  brauchen. 

%.  3.  Die  Untersuchung  der  Sicherheit  des  Gleichgewichts  eines  rBnm- 
lichen  KrBftesystems  kann  mit  Hülfe  des  folgenden  Satzes  auf  die  der  Sicher- 
heit eines  ebenen  Kräftesystents  reducirt  werden: 

Das  Gleichgewicht  eines  räumlichen,  an  einem  unveränder- 
lichen Punktsystem  angreifenden  Kr&ftesystems  in  Bezug  auf 
die  Rotation  um  eine  Axe  ist  siober  oder  unsicher,  je  nachdem 
die  Projection  des  Kräftesystema  auf  eine  zur  Axe  senkrechte 
Ebene  sich  im  sicheren  oder  unsicheren  Gleichgewicht  befindet. 
Ist  nSmlich  (Fig.  75a)  a  die  Axe  und  E  eine  zu  ihr  senkrechte  Ebene, 
so  spalte  man  jede  Kraft  P  an  ihrem  Angriffspunkte  Ä  in  eine  Componente  Q 
parallel  und  eine  solche  S  senkrecht  zu  E  und  bringe  an  der  Projection 
A'  des  AngrifFspunktes  von  P  auf  die  Ebene  E  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
KrSft«  Q  und  — Q  an.  Es  ist  dann  P  äquivalent  seiner  Projection  Q  auf 
die  Ebene  E,  dem  Paare  {Q,  — Q),  dessen  Ebene  der  Axe  parallel  Isuft 
und  der  Kraft  S,  welche  gleichfalls  dieser  Axe  parallel  ist.  Da  das  KrSfte- 
system  im  Gleichgewicht  sich  befindet, 
so  ist  auch  seine  Projection  auf  die 
Ebene  E,  nSmlich  das  in  dieser  Ebene 
enthaltene  System  der  KrSfte  Q  im  Gleich- 
gewicht. Darob  die  Rotation  um  die  Axe  a 
geht  dies  System  in  ein  Paar  über.  Man 
kann  dasselbe  daher  durch  zwei  entgegen- 
gesetzt gleiche  KrSfte  JJ,  —TT  ersetzen, 
welche  blos  der  Bedingung  zu  genügen 
brauchen,  dass  ibr  Virial  dem  Viriale 
des  Kr&ftesystema  {Q)  gleich  sei.  Zum 
AngrifTspunkt  von  U  w&hlen  wir  den 
Fnsspnukt  0  der  Axe  a  in  der  Ebene  E 
und  behalten  uns  vorläufig  noch  vor,  ihre 
Richtung  und  Intensität  naber  zu  bestim- 
men. Die  Paare  (fi,  —Q),  welche  durch 
die  Rotation  um  a  nicht  geändert  werden,  können  wir  sammtlich  parallel 
mit  sich  an  die  Axe  a  verlegen,  so  dase  sie  eine  Strecke  Off  dieser  Axe 
zum  gemeinschaftlichen  Arme  haben.  Sie  sind  äquivalent  einem  gewissen 
Paare  (ßo,  ~Q^  am  Arme  00',  so  dass  C  an  0,  — Q^  aa  ff  angreift 
In  der  Ebene  dieses  Paares  (Fig.  7äb)  wählen  wir  U  so,  dass  es  Q^  ent- 
gegengesetzt gleich  wird  und  bestimmen  den  Angriffspunkt  0,  von  —  ü 
80,   dass  — O^ff.  JJ  gleich   dem   Viriale  des  Kräflesyatems  {Q)  in  Bezug 
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auf  0  wird.  Da  (Q)  für  eich  im  0 leidige irictit  isi,  so  müseen  die  KrSfte  S 
mit  den  P&areii  (Q^,  — Q^,)  Oleichgewicht  balt«D.  Sie  mfissen  daher  einem 
Paare  Hquivalent  aeiii,  dessen  Ebene  parallel  der  Ebene  von  (_Q^,  — Qg)  ist. 
Dies  Paar  können  wir  parallel  mit  eich  in  diese  £bene  verlegen,  so  dass 
seine  BeitenhrXfte  S^  ia  (/  und  0,  angreifen.  Da  die  KrBfle  U  und  Q^ 
an  0  sich  fortwährend  tilgen,  so  kSnnen  eie  selbst  getilgt  werden.  Es 
bleiben  daher  blos  die  KrSfte  —  U  =  —  Qf,  und  —  iS^  an  0,  und  U  und 
Sf,  an  ff.  Sie  bleiben  wtlhrend  der  Drehung  um  die  Aze  a  stets  ihren 
Resultanten  —  T^,  T^  an  0,  und  ff  äquivalent.  Wegen  des  ursprDnglichen 
OleichgewichtB  mOseen  —  T^  and  T^  entgegengesetzt  gleich  sein  und  also 
in  die  Gerade  0,0'  fallen.  Nachdem  daa  ganze  Kraftesjstem  auf  diese 
beiden  ErSfte  reducirt  ist,  folgt,  dass  das  Gleichgewicht  desselben  in  Bezug 
auf  die  Äxe  a  sicher  oder  unsicher  ist,  je  nachdem  das  Gleichgewicht  von 
—  Tj  und  T  sicher  oder  unsicher  ist,  d.  h.  je  nachdem  — 0^ff .  T^  ne- 
gativ oder  poeitiT  ist  Diese  Grösse  hat  aber  daaeelbe  Zeichen,  wie 
~OiO  .Tf,  coB*  ffOiO=—OiO.Q^,  welche  Gi-Öaee  das  Virial  des  KrSfte- 
systems  darstellt.  Daher  ist  das  Gleichgewicht  sicher  oder  unsicher,  je 
nachdem  die  Projection  des  ErRftesystems  auf  die  Ebene  E  sicher  oder  nn- 
sicher  ist, 

§.  4.  Es  ist  nicht  in  allen  FStten  bequem,  die  Sicherheit  oder  Un- 
sicherheit des  Gleichgewichts  für  eine  Axe  aus  der  Beschaffenheit  des  Gleich- 
gewichts der  Projection  des  Eraftesystems  auf  eine  zur  Axe  senkrechte 
Ebene  zu  erschliesaen,  wenn  wir  die  Sicherheit  ft)r  alle  Axen  eines  Punktes 
0  bestimmen  wollen.  Wir  suchen  daher  jetzt  allgemein  eine  Function  der 
KrSfte  und  der  Neigung  der  Axe  gegen  das  Punktsystem  zu  bestimmen, 
welche  hierüber  Aufscbluss  gibt 

Es  seien  er,  ß^  y  die  Bichtnngscosinnsse  einer  durch  den  Ursprung  0 
gezogenen  Axe  a  in  Bezug  auf  rechtwinklige  Axen;  es  seien  femer  P, 
und  Pj  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Erftfte,  welche  an  den  Punkten 
jl,(a;,,  y,,  e^  und  A^{x^,  y,,  «»)  angreifend  an&ngs  im  Gleichgewicht  sich 
befinden,  in  Folge  einer  Rotation  um  a  aber  das  Paar  darstellen,  welchem 
das  ErSftesystem  äquivalent  wird.  Eehren  wir  beide  ErSfte  um,  so  muss 
Oleichgewicht  auch  wahrend  der  Rotation  bestehen,  d.  h,  es  mnss  die  Axe  a 
eine  Qleichgewichteaxe  sein.  Daher  rnttssen  nach  Cap.  XI,  §.  4  die  Glei- 
chungen bestehen: 

—  ((4s  +  om)  «  +  a\aß  +  a'uY  =  0, 

a'i,  B  —  (ais  +  «ii)  ß  ■+■  Ony  =  0, 

a'jia  -\-  djtß  —  (all  +  (hi)  7  =  0, 

worin  die  Orflssen  a'n,  an,  ■  -  ■  sich   auf  die  Krftite  des  Systems  nnd  die 

umgekehrten  KrBfte  P,,  P^  bezieben,  deren  Componenten  wir  mit  — X,, 
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—  r, ,   —  2i;    — Xj,  — Fg,  — Z,   bezeichaen    wollen.    Hiernach  iet   also, 
wenn  rij],  a^,  . .  .  aich  anf  das  Eräftesystem  aUein  beziehen: 

e4i  +  aia  •=  «M  +  flsj  —  9,yi  ~  z,Z^~  y,r,  —  b,Zj 
=°  «'s»  +  «3J  —  (i/s  —  yi)^a  —  (^»  —  «i)^» 
oder,   wenn  die  Richtungscosinusae   des  Abstandea  AyA^^=r   mit  X,^,v 
bezeichnet  werden,  wodurch  ya=ftPg,  Z^  =  vF^,  y» — Vx^V'^i  H — *'i^'"'j 
werden:    oj»  +  Oss  =-  a«  +  «js  —  {f»^  +  v')  »'i'»'- 
Ebenso  ergeben  sich 

Femer  wird 

n'i»  ^  "li  —  ^x^x  ~  ^t^i  =  "ii  —  C^i  —  ^O-^'i  ^  "i!  ~~  ■l*"'P»i 
flu  — öis  *- ^•"•^a.    o'is  =  <%»  —  *»v*-Pg, 

Hiermit  wird  die  erste  der  Bedingnngen  dfis  Problems: 

-(««  +  »») ''  +  «,!^  +  ",.)'-[-(c'  +  »')«  +  »(.?  +  lv,]rP„ 
oder,    wenn    mau    in    der    Elammer    rechts    ( — J.' +  i*} «    zufUgt,    und 
Xa  ■\-  ^^  -\-  vy  =  %   setzt 

-  (a,,  +  »,,).  +  .„^  +  .„,  --(..-  i.)rP„ 
nnd  ebenso  erhSlt  man  weiter 

».,«  -  («=.  +  «„)?  +  «ny tf  -  (■«)■■?„ 

o,,.  +  »..^  -  (»„  +  a„),  _  -  (,  -  v»)rP,. 
0m   aus   diesen   drei   Gleichungen   — r  .  Pj  =  —  ^,^4,  .  P^,   auf   welche 
Grosse  es  allein  ankommt,  zu  finden,  setze  man 

—  Wi  +  «m)«  +  «u?  +  ai»y  =  A  .  a, 
«««  —  ("ss  +  «ii}j5  +  «,jy  =  A  .  6, 
«81«  +  h4  —  C«J1  +  ««))'  =  A  ,  c, 
a»  +  6*4-c*=.  1, 
d.  h.  man  suche  eine  Strecke  A  und  ihre  Richtungscosinusse  a,  &,  c,  so  dasa 
ihre  Frojectionen  auf  die  Coordinatenazen   die  Ausdrucke   zur    Linken   in 
diesen  Gleichungen  sind.    Dann  hat  man 

A.a=  —  («  — A*)rP,, 

A.& C/J-^«)rP., 

A.c (y  — v«)rP„ 

und  indem  man  diese  Gleichungen  einmal  mit  A,  ^,  v,  das  andere  mal  mit 
a,  h,  c  mnltipUcirt  und  oddirt,  ergibt  sich 

ai  +  6(»  +  c  =  0,     A  —  —  rP^  (au  -\- bß  +  cy) 
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und  folglich 

_  A <^' ^ 

'■  ■  ^»  "  a„  ^bß  ^cy        £^{aa-i-hß-{-cr)^   S' 
wo  S  =  A  .  (aa  +  6|3  +  cy). 

Nun  ist  dag  Tinal  —  r .  P,  Dogativ,  oder  positiv,  je  nachdem  der 
Kenner  S  dieser  Ausdrücke  negativ  oder  positiv  iai  Die  FtmoUon  S  ist  es 
daher,  welche  durch  ihr  Vorzeichen  die  Sicherheit  oder  Unsicherheit  des 
Oleichgewichts  in  Bezng  anf  die  Axe  a(aßy)  ausspricht.  Sie  gibt,  indem 
man  die  Wertbe  fUr  A.a,  A.h,  A.c  einsetzt: 

S=  [-  (o,,  +  a^)«  +  a„ß  +  «„J-l"  +  [«««  -  (.<hi  +  <hi)ß  +  'h^r]ß 
4- [o»,«  +  OsjjS  —  (o„  +  a„)y]y 
oder,  wenn  man  bedenkt,   dass  vermSge  des  ui^prUnglichen  Gleichgewichts 
*i»  —  »H  ■=  0,  Ois  —  %i  -=0,  Oja  —  a,j  =  0  ist,  * 

S_  -  {a„  +  »,,)■,•  -  (»,,  +  o,,)^  -  («„  +  a„)^ 
+  2»ii«?  +  2%s^?  +  2o„o, 
oder,  indem  man  anO*  -\-  f^nß^  -\-  "ssT'^  snbtrahirt  und  addirt: 

Die  s9mmtlichen  Axen  {aßy)  des  Punktes  0  bilden  einen  StralenbOndel, 
welcher  im  Allgemeinen  in  drei  Gruppen  von  Stralen  zerfUlt.  Alle  Stralen, 
für  welche  S  verschwindet,  liegen  auf  der  Eegelfl&che  zweiten  Grades  •S<=0, 
deren  Oleichnng  in  rechtwinkligen  Coordinaten  ist: 

(«M+aMK4-('>ä8+niiV  +  («ii +*»*!)«*  — 2a„a;y  —  2asa!'^—2oj,«3;=0. 
Für  Stralen  dieser  Art  wird  — AiÄ^.P^=  ,  d.  h.  das  Paar,  welches 
dem  ErSftesystem  bei  der  Drehung  um  eine  solche  Axe  Squivalent  wird, 
hat  ein  unendlich  grosses  Moment.  Das  Qleichgewicht  ist  weder  sicher, 
noch  unsicher.  Man  nennt  es  das  neutrale  Oleichge wicht.  Die  KegelflSche 
scheidet  den  Raum  in  zwei  Paar  Scheitelrfinme,  fUr  deren  einen  allen  Stralen 
ein  negativer  Werth  von  S  entspricht,  wahrend  der  andere  nur  Stralen  ent- 
hBlt,  fHi  welche  S  positiv  ist.  Jene  sind  die  Aien  des  sicheren,  diese  die 
des  unsicheren  Gleichgewichts.  Welcher  von  beiden  Bäumen  die  Azen  der 
einen  oder  der  anderen  Art  enthSlt,  bedarf  einer  speciellen  Untersuchung. 
Kehrt  man  den  Sinn  sSmmtlicher  ExBfte  um,  wodurch  das  Gleichgewicht 
nicht  aufgehoben  wird,  so  Hndert  sich  die  KegelflSche  nicht,  indem  in  ihrer 
Gleichung  alle  Coefficienten  das  Zeichen  wechseln;  die  beiden  Paare  Scheitel- 
räume  aber  vertauschen  ihre  Hollen,  indem  fUr  die  Axen  des  einen,  ftlr 
welchen  S  vorher  positiv  war,  S  jetzt  negativ  wird  und  umgekehrt.  Indem 
man  die  Hauptaxen  des  Kegels  zu  Coordin^tenaxen  wählt,  kann  man  S  als 
ein  Aggregat  von  drei  quadratischen  Cylinderu  darstellen,  nämlich 
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wo  ü,,  i^,  Bg  die  Wurzeln  der  cnbisclien  Gleichang 

^  —  ('hi+'hs),  «ij>  Ol» 

«11.  Ä  —  (a»8  +  Oll).  o,j 

nnd  a,  |3,  }•  die  Richtim^coBinnsse  der  Axea  gegen  die  Hanptazen  der 
KegelflSche  sind.  Ist  eine  Warzel  dieser  Gleichung  gleich  Nall,  wofür  die 
Bedingung  ist: 

-(Oji  +  Osi).  «1».  «1« 

a»i.  -(oss  +  ou).         o«  =0. 

oii.  Obs.  —  (<»ii  +  ««i) 

BO  zer^lt  der  Kegel  in  zwei  Ebenen;  iat  noch  eine  zweite  Wurzel  gleich 
Notl,  BO  fallen  diese  Kbenen  znaammen.  In  diesen  Pfillen  gibt  es  Gleich- 
gBwichtsaxen  (s.  Cap.  IX,  §.  4).  Weitere  Details  hierüber  s.  bei  M&hias, 
Lehrbuch  der  Statik  B.  I,  Cap.  IX. 

§.  &.  Wir  wollen  noch  die  weieiitlich*tenEig8iiHcIiaften  d^QIeichgewichtB- 
functioi)  oder  de«  Tirials  entwickeln. 

1.  Von  einem  Punkte  0  (Fig.  76)  ziehen  wir  nach  dem 
AngrifiBponkte  Ä  einer  Kraft  AP  •—  P  den  RadiunTector 
OA  =>  r  und  projiciren  P  anf  die  Richtung  OA.  Indem 
wir  der  Projection  AU  —  U  von  P  den  Sinn  beilegen,  wie 
er  mit  der  Kraft  AP  eelbBt  harmouirt  and  den  Sinn  der 
Linien  fiberhaopt  durch  die  Stelluag  der  Bnchstabeu  au- 
denten,  nennen  wir  das  Produkt  —OA.AU'^—  Ur,  ge- 
bildet an«  dem  BadiuBvector  OA  des  Ängriffi- 
panktea  A  der  Kraft  P  und  deren  Projection  U  anf 
dessen  Sichtung,  mit  dem  Zeichen  (— )  genommen 
das  Viri«l  der  Kraft  P  in  Bemg  auf  den  Punkt  O.  Das  Virial  iat  dem- 
nach positiv  bei  entgegengeBetztem,  negativ  bei  gleichem  Sinne  von  OA  und 
AP  und  venchwindet,  wenn  die  Kraft  oder  der  Badiusvector  oder  beide  ver- 
Bchwinden,  oder  zu  einander  rechtwinklig  sind. 

2.  Ist  QA  •—  g  die  Projection  des  Badiosvectors  OA  anf  die  Richtung  der 
Kraft  P,  so  ist  QA.AP—  OA.AU,  weil  die  vier  Punkte  0,Q,P,U  im  Kreine 
liegen.  Daher  ist  das  Virial  der  Kraft  P  in  Bezug  auf  O  auch  unter  der  Form 
darBteUbar:  —  QA.AP  •^  —  Pq,  nimlich 
durch  das  Produkt  ans  der  Kraft  nnd  der 
Projection  des  Radiuavectors  auf  deren 
Richtnng,  verBeben  mit  dem  Zeichen 
(— ).  Ebenso iBt  —OA.AP.eo»PAU——Pr<Xitt 
du  Virial,  wenn  «  den  Winkel  zwischen  P  und 
r  bedeutet. 

8.  Ist  O  der  Unprong  einei  rechtwinkligen 
CoordinatensyBtems  (Fig.  TT)  der  x,  y  ftlr    die 
Ti«.  w.  Ebene   oder  der  x,  y,  t  ffir  den  Banm,  tind 

X,  y,  e  die  Coordinaten  von  A;  Z,  Y,  Z  die  Componenten  von  P  und  Ai,ATi,At 
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die  Projectionen  von  X,  Y,  Z  aof  die  Riohtimg  des  RadtnavectorB  OÄ,  so  wird 
ATI  =  Al  +  An  +  AtmA  OA.AV—OA.Ai  +  OA.Ari-^OA.Ai.  Es 
bt  aber  OA.Al  =  xX,  OA-Ari-^yY,  04.  J£  — aZnnd  mithin  -OA.AÜ 
=>  —  (xX  -|-  yY  -\-  tZ)  der  Aaadmck  dei  Tirials  der  Er&lt  P  in  Betog  auf  0, 
als  Fnaction  der  Coordinaten  de«  AngrifigpniiktaB  dargestellt.  Für  die  Ebene  iat 
dasselbe  —  (xX  -|-  yY).  Bewe^  sieb  dae  System  um  O,  während  P  geometrisch 
ungeändeit  bleibt,  so  ändern  sich  x,  y,  g  und  mit  ihnen  das  ViriaL 

4.    Der  Werth  des  Yiriala  der  Kraft  P  Tariirt  im  Allgemeinen  mit  der  Lage 
des  Pnnktes  0.    Für  die  Punkte  einer  eqt  Eraftriohtnng  normalen  Ebene  bleibt 
er  constant.    Er  ist  inabesondere  Null,  venn  diese  Ebene  durch  den  Angriffspankt 
geht.    Diese  Ebene  des  Tersch windenden  Yirials  scheidet  den  Raum  in  zwei  Ge- 
biete; für  die  Purkte  de^enigen,  in  welches  die  Kraft  P  hineini^Ut,  ist  das  Tirial 
negativ,  für  die  des  anderen  poaitiT.  Das  Virial  in  Besog  anf  irgend  einen  Pankt  ist 
proportional  dem  Abstände  des  Punktes  von  der  Ebene  Tersch windenden  Virials. 
6.    In   gewissem   Sinne  ist   da«   Tirial    der  Eiaft  P  ein  Analogen  eu  dem 
Moment  de«  Paares  (P,  — P),  welches  bei  der  Bednction  von  P  für  den  ür- 
sprong  0  sich  ergibt.   Denn  zerlegt  man  P  nach 
jp         der  Bichtnng  des  RadiusTectoikund  senkrecht 
dasD  in   die   Componenten  U,  V  (Fig.  78),  so 
ist  das  Paar  (P,  —  P)  äquivalent  dem  Paare 
( V,  —  V),  dessen  Moment  r  V'^Pr  ein  «  —  Pp  ist, 
wenn  p  das  von  0  auf  P  gef&llte  Perpendikel 
bedeutet.   DieErftfte  XJ,  ~U  halten  sich  Gleich- 
gewicht,   aber    das    Tirial    von    P    iat    —  tu 
•— —  Pr  OOB  «  =  —  Pg.     Wahrend    bei    dem 
Momente  von  P  in  Bezug  auf  0  die  Lage  de« 
Angriffspunktes  der  Kraft  auf  der  Eticbtungslinle 
^9-  IB.  derselben  gleichgültig  iat,  ist  diese  beim  Tiiiale 

Ton  Bedeatnng,  Daher  spielt  das  Tirial  vor- 
KDgsweiae  in  solchen  ünteisnchungen  eine  Bolle,  bei  denen  die  ErOfte  mit  Bei- 
bebaltnng  ihrer  Angriffspunkte  ihre  Bicbtong  ändern. 

6.  Unter  dem  Tiriale  V  eines  Kr&ftesjstems  in  Beiag  auf  einen  Pnnkt  O 
verstehen  wir  die  Summe  der  Tiriale  der  einielnen  Er&fte  desselben  in  Being  aof 
diesen  Punkt.    Demnach  iat  für  O  als  Ursprung  der  Coordinaten 

V SOA  .AU SQA  .AP~-  S(_xX  +  yY  +  tZ) 

-  -  (»I.  +  «^.  +  -h,)- 
Ffir  einen  Punkt  ff  (x,y,eg)  wird 

r  =.  -  i  [Cx  -  a:.)  X  +  (y  -  y.)  r  -I-  (,  -  *.)  Z] 

Z (X  X  +  yT  +  nZ)  +  (x^A  -i-  y^B  +  f.C) 

-  -  («i,  +  «..  +  <^.)  +  {^^  +  S.B  +  ^oC). 

7.  Das  Tirial  von  Kräften,  welche  an  demselben  Punkte  A  an- 
greifen, ist  gleich  dem  Tiriale  ihrer  BesnltaDten.  Denn  sind  (7^  die 
Projectionen  der  Kräfte  P^  auf  die  Richtong  des  Radiosvectors  OA  =  r,  so  ist 
V  =•  —  SUjT  •^  ~  rZüf-,  es  ist  aber  £1/^  die  Projectäon  der  Resaltaoten 
auf  OA. 

8.  Es  seien  F,  V  die  Tiriale  desselben  &&ftesj8t«ms  in  Benig  anf  zwei 
verachiedene  Paukte  0,  0'  (Fig.  79),  nämlich,  wenn  {,  q'  die  Projectionen  von 
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OA,  &A  auf  aie  Riohtang  von  P  aind: 

Irt  hdu  c  die  Projectiaa  von  00'  =-9  auf  P,  eo  wird  c  4-  9'  ~  9  '  *^t  <^*o 

£Pc  +  ZPa'  —  SPi  —  0,  oder 

V  —V  —  £Pe. 

Um  die  Bedentang  tod  ScP  ta  orkenDen,  denken 
wir  du  EAfteifiitem  fSr  den  Fnnkt  O'  redncirt,  dann 
ist  —  SPc  das  Tirial  aller  an  0'  parallel  mit  eich 
verlegten  Kräfte  und  also  gleich  demViriale  —Off.  V 
^  —  p(7»  —  r^R  der  Eeductioasreaaltanten  "B,  wo 
U  die  Projeotioii  dieser  auf  00*  nnd  r^  die  Projection 
von  «'  auf  die  Richtung  von  ij  bezeichnet.    Daher  iet 

r—  r  —  -  »-„B, 

d.  h.  beim  Uebergange  von  einem  Punkte  0  sa 

einem  andern  0*  nimmt  das  Viiial  ab  nm  das 

Virial    der    Rednctionstesultanteu    if    des 

Systems  in  Betag  aaf  den  ersten  Funkt,  wenn  dieselbe  im  zweiten 

Punkte  angreifend  gedacht  wird. 

9.  Legt  man  durch  ff  eine  Ebene  senkrecht  lur  Richtung  von  R  (Bichtnng 
der  Centralaie  der  Kräfte),  so  ist  r^  für  alle  Punkte  derselben  constant,  daher: 
das  Virial  eines  Kr&ftesjstems  ist  constant  fflr  alle  Punkte  einer  zur 
Centralaxe  desselben  senkrechten  Ebene.  Nimmt  man  Tg  so  an,  dass 
—  r^R  —  F  wird,  so  wird  V  »  O,  &.  h.  es  gibt  eine  Ebene,  senkrecht  zur 
Centralaxe,  für  deren  Punkte  das  Virial  des  KrAftesystems  ver- 
schwindet. Der  Abstand  r„  derselben  von  der  durch  0  gelegten 
Parallelebene  ist  r^  —  —  V:». 

FSt  ein  ebenes  KrSftesTstem  gibt  es  in  der  Ebene  desselben  eine  inr  Central- 
aie tenkrechte  Gerade  verschwindenden  Virials. 

Geht  man  von  der  Ebene  verschwindenden  Virials  ans,  d.  b.  nimmt  0  anf 
ihr  an,  so  verschwindet  F  und  wird  F'  =  fgit,  d.  b.  das  Virial  fflr  irgend 
einen  Punkt  ist  proportional  dem  Abstände  desselben  von  der  Ebene 
Tersohwindender  Viriale. 

10.  Redncirt  sich  das  Kraftesjstem  auf  ein  Paar,  so  ist  in  Nr.  8  21Pe 
•K  Off .  Ut^o,  weil  das  EiAftepolygon  geschlossen  isi  Daher  wird  F'  =1  F, 
d.  h.  das  Vtiial  eines  Kräftesjsteme,  welches  einem  Paare  äquivalent 
ist,  ist  constant  für  alle  Punkte  des  ßaames. 

11.  Das  Virial  eines  Eräftepaares  ist  fflr  alle  Punkte  0  des  Rau- 
mes constant,  n&mlich  gleich  dem  mit  negativem  Zeichen  genom- 
menen Produkt  ans  der  Projeetion  des  astatischen  Armes  auf  die 
Richtung  der  Seitenkräfte  in  die  Seitenkraft,  welche  am  Endpnnkte 
des  Armes  angreift.  Denn  sind  Ai,  A,  die  Angrifbpunkte  der  entgegengesetzt 
gleichen  ErRfte  P, ,  P,  desselben,  legt  mau  durch  0  eine  Ebene  senkrecht  zu 
den  Seitenlullften,  welche  auf  den  Bicbtnngeu  dieser  die  PnnkteQi,  Q,  bestimmt,  so 

ist  r— ft^,.Pj-ö,^.P, (g,^-fi,J,)P, .i,.i,.P,cos(A,4,,P,). 

Man  kann  daher  zu  jedem  einem  Paare  äquivalenten  KiUlesystem  ein  Paar  finden, 
welches  mit  ihm  gleiches  Virial  hat  nnd  twar  anf  unzählig  viele  Arten. 

Erleiden  die  Angriffspunkte  der  Seitenkräfte  des  Paares  eine  LagenBnderung, 
M  ändert  sich  das  Virial  desselben  blos  in  soweit,  als*  die  Projection  des  asta- 
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tücheo  Arme«  Tuürt.  Daa  Tirial  wird  ein  HazininiD  oder  Hinimnin,  wenn  die 
Seitenkräfte  mit  dem  utAtiachen  Arme  in  eine  Gerade  fallen,  d.  h.  daa  Hontent 
des  Paares  verschwindet;  Dies  ist  auf  zwei  Arten  möglich,  nfimlich  ao,  dasa  der 
aatatiache  Ann  mit  den  Seitenkiflfteo  den  Winkel  0  oder  x  bildet  Im  einen 
Falle  ist  der  Werth  des  TirialB  negativ,  im  andern  positiv;  im  ersten  Falle  ist 
also  doB  Virial  aelbst  im  Uinimnm,  im  iweiten  im  Maxirnnm.  Da  ein  im  Gleich- 
gewicht befindliches  Sjstem  bei  der  Drehimg  nm  eine  Axe  einem  Paare  Kquiraient 
wird  and  der  negative  Werth  von  —  A,A^  ■  P^  im  Falle  des  VeiBchwindena  dea 
Paares  auf  ein  aicberes,  der  poaitive  aaf  ein  onsichereH  Gleichgewicht  hinweist, 
ao  folgt: 

Wenn  ein  Panktajstem,  au  welchem  ein  Eräftesyatem  angreift, 
deaaen  Kräfte  unveränderliche  Richtungen  nnd  lotenaitäten  be- 
siteen,  einem  Paare  äqaivalent  iat  und  in  eine  Gleichgewichtslage 
fibergeht,  so  wird  das  Virial 

^--  (<hi  +  'S.  +  ».,)=  -  S(=cX  +  yT+  tZ) 
deaaelbenein  Hinironm  oderMasimnm,je  nachdem  das  Gleichgewicht, 
welches  dieser  Lage  entspricht,  sicher  oder  unsicher  ist. 

12.  Wenn  ein  ebenes  System  einer  Einzelreaultante  äquivalent  ist,  so  hat  ea 
nach  Cap.  XI,  §.  13  einen  Uittelpnnkt  der  Kräfte,  so  dasa,  wenn  daaaelbe  nm 
irgend  eine  mr  Ebene  senlu^chte  Axe  gedreht  wird,  die  Reanltonte  immer  dnich 
dieaen  Punkt  hindnrchgeht.  Der  Hittelpaukt  der  Kräfte  ist  der  Sobnitt- 
pnnkt  der  Centralaxe  mit  der  Linie  verschwindenden  Virials.  Denn 
kehrt  man  die  Resultante  nm  and  fflgt  sie  dem  Kräftea]rstem  hinm,  so  tritt 
Gleichgewicht  ein  nnd  dauert  daaaelbe  auch  fort,  wenn  das  System  um  den  Mittel- 
ponkt  der  EAfte  gedreht  wird,  ohne  dasa  die  Kräfte  Eichtang  oder  IntenaitAt 
ändern.  Durch  die  Drehung  wird  aber  du  System  einem  Paare  K  äquivalent, 
nämlich  ^  —  F  sin  q:  (s.  g.  2)  nnd  da  dies  wegen  des  Fortbeatandes  dea  Gieioh- 
gewicbta  verschwinden  muas,  so  ist  F  — >  0  fflr  den  Hittelpunkt  der  Kräfte.  Dei^ 
selbe  liegt  daher  auf  der  Geraden  verach windenden  Viriala.  Anaaerdran  gebOrt  er 
der  Centxalaxe  aiv  Die  sweite  der  in  Cap.  XI,  g.  13  eot  Beatimmnng  der  Coor- 
dinaten  z, ,  y,  dea  EAftemittelpnnktea  benutzten  Gleichongen  iat  in  der  That  die 
der  Geraden  verschwindenden  Viriala. 

Wenn  fQr  ein  räumliches  Eräftesyatem  ein  Eräftemittelpnnkt 
exiatirt,  ao  ist  er  ebenso  der  Schnittpunkt  der  Centralaxe  mit  der 
Ebene  verschwindenden  Virials. 

13.  Es  wurde  Cap.  XI,  §.  7  geseigt,  dass  e«  fOr  ein  Eräfteaystem  in  Bemg 
auf  die  Drehung  um  einen  Punkt  im  AUgemeinen  nnr  vier  Gleichgewichtalagen 
dea  Systeme  der  Angri&punkte  gibt  und  dasa  dieselben  diejenigen  Lagen  sind, 
fOr  welche  die  Seitenkräfte  der  drei  astatiachen  Paare,  anf  welche  dos  Kiftfte- 
^stem  reduoirt  werden  kann,  mit  ihren  Armen  in  die  Hauptasen  dea  CentnJ- 
ellipsoides  jenes  Punktes  &Uen.  Diese  vier  Lagen  kOnnen  durch  umwenden  des 
Systems  um  dieae  Haaptaien  (um  n)  aus  einander  abgeleitet  werden.  Bei  jeder 
ümwendang  wechselt  aber  das  Virial  eines  der  drei  Paare  daa  Zeichen.  Daher 
gibt  es  unter  den  vier  Gleichgewichtslagen  eine,  fOr  welche  alle  drei  Viriale 
negativ,  für  welche  alao  nach  §.  4  dos  Gleichgewicht  in  Bezog  anf  jede  der  drei 
Hanptaxen  sicher  ist.  Diese  Lage  iat  zugleich  fQr  jede  Axe  sicher,  da  das  Virial, 
welches  sich  ans  der  Summe  jener  drei  Viriale  zasammensetzt,  jedenfalls  negatiT 
ist.  Dieser  Lage  steht  eine  andere  gegenüber,  welche  ans  ihr  durch  drei  Um- 
Wendungen  hervorgebt;  sie  ist  für  alle  drei  Azen  eine  unsichere  Gleichgewicht*- 
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läge.    Die  beiden  Qbrigen  Lagen  aiad  fSi  eine  der  drei  Hanptaxea  «ichoT,  tOx  die 
andern  beiden  nnsicher. 

U.  Da  F  —  —  Z  (xX  +  yT-{.  tZ)  für  das  Oleichgevicht  ein  Maiimnm  od«r 
Hinimom  iBt,  bo  mnie  3V  =••  Q  werden,  wenn  das  Pnnkigjrateiu  irgend  eine  un- 
eadlichkleine  LagenäDdermig  erleidet  und  da  hierdnroh  die  EiAfte  niobt  alterirt 
werden,  lo  ist  also  *  F  —  —  £  {Xtlx  +  YSy  +  Zd»)  —  0.  Eb  mnss  daher 
4*F  —  —  £  {Xi*x  +  Tihf  +  Z8*e)  negativ  oder  poeitiv  im  Falle  des  Haximnms 
oder  Hinimoma,  d.  h.  im  Falle  des  nnBicheren  oder  uchereu  Gleiohgewichb  sein. 
Nnn  ergab  rieh  aber  fflr  eine  virtaelle  Windung  nio  eine  Aze  Gap.  IX,  §.  7,  S.  185: 

8x  —  8i  +Ä*d'  ^  yd»", 

iy  ^it]  -\-  x89"  —  e89, 

8t  =  8t  +  y»»~x8»' 
ond  hiermit 

Z{X8x+  y«y  +  Z8g)—  SX.8i  -^  ZT ,8^  +  SZ .8t 

-\-  ZiyZ  -  zY).9»  +  S(tX  —  xZ).8»'  +  S{xT-  yX).8»". 
Daher  wird 

+  ZlyZ~tT).  S'&  +  S  {ZSy  —  T9i)  .»#  +  ... 
oder    weil    wegen    da«    Qleichgewicbts    HX—SY  —  SZ^O,    EiyZ—tY) 
-.S(,iX  —  xZ)  —  IHxY—yX)  —  0  ist, 

Z  (X8*x  +  ra'y  +  Z8*t) 

=~  £  {ZSy  —  ySz)  .8»  +  S  (X**  —  Z8x) .  »ö'  +  i  (Yäx  —  X8y) .  89", 

and  wenn  man  hier  die  Amdrücke  für  8x,  8y,  8x  einfOhrt  nnd  SxX^  a^^, 

JSyY  —  a„,  ZeZ  «  0,,,  ...  setzt: 

Z(X8*x+  Y8*y  +  Z8*g)^  —  (o,,  +  a,,)»*  — (o,. +a„)  J#''— (a„  +  a,,)**"' 

+  2a„a#'»ff"  +  ao„*#"a#-{-  Za,^8«8»'. 
Da  aber,  wenn  88  die  nnendlichkleine  Tirtnelle  Amplitude  der  Rotation  nm  die 
Axe  (ftßv)  bedeutet  89  ^«.8»,  8V  —  ß.Be,  89"  —  y.as  wird,  so  folgt 
S  (_X8'x  +  ra'y  +  Z«»a) 

Es  iat  aber  der  Aosdmck  in  der  Klammer  in  der  That  die  QrQite  S  (3.  372),  welche 
negativ  fOr  daa  sichere  nnd  positiy  (Sc  du  nnrichere  Oleichgewicht  iet. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  laeHcn  sieb  znm  Theil  für  das  veränderliche 
System  erweitern.  Man  zerlege  dasselbe  in  nn veränderliche  PartialEjsteme, 
welche  sich  nOthigen&lls  selbat  anf  einzelne  Pnnkte  redncireu  kCnnen.  Die 
virtnelle  Bewegung,  welche  ein  FaitialBfatem  in  Folge  einer  virtaellen  Be- 
wegung des  Gesammteystems  erleidet,  kann  stet«  als  eine  Windung  fflr  sich 
oder  als  eine  Folge  von  Rotationen  nm  coi^jagirte  Aien  angeselien  weiden. 
Mitbin  iat  der  sich  auf  das  Fartialq^rtem  beziehende  Bestandtheil  der  Function 
£  {xX  -\-  yY  -{-  eZ)  ein  Maiimnm  oder  Minimnm  und  der  entsprechende  Be- 
standtheil in  £  {X8x  +  Y8y  +  Z8k)  fQr  sich  Null.  Indessen  kann  hieraus  nicht 
auf  ein  Maiimnm  oder  Minimum  der  sich  anf  daa  ganze  System  beliebenden 
Function,  ebenso  wenig  also  aacb  auf  die  Sicherheit  oder  Unsicherheit  de«  Gleich- 
gewichts dieses  geschlossen  werden.  Denn  es  kOnnen  sich  Minima  gewisser  Fartial- 
systeme  mit  Mujmis  anderer  combiniien  nnd  kOnnen  einselne  Partialsysteme  in 
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sicherem,  andere  in  oaBicherem  Oleichgewichte  üch  befindeii,  bei  welchen  Com- 
bination«!!  ein  Schiusa  auf  die  Beschaffenheit  dea  Qesammtgleichgewichtea  ni^t 
atattflodeii  kann. 

Die  Eigenschaft  des  Hazimums  nnd  Hinimuius  der  Fnnction  2!(xX-\-yY-j-aZ), 
von  welcher  hiei  die  Bede  iat,  bezieht  sich  aaf  Lagen^nderungen  des  Systems, 
bei  welchen  die  Intensität  und  Kichtung  der  Kräfte  sich  nicht  ändert  Dieae 
Function  ist  mit  Bflcksicht  hierauf  das  Integral  von  S  (Xdx  +  Tdy  +  Zdi). 
Wenn  ein  System  in  Bewegung  begriffen  iat  und  die  Kräfte  nach  Intensität  und 
Richtaag  Fanctionen  bloa  von  den  Coordiiiat«n  der  Angriffspunkte  sind,  so  kaan 
das  Integral  dieses  Differentialausdrucks  aber  anch  in  Bemg  auf  die  während  der 
Bewegung  eintretenden  Lagen&ndemngen  und  Aenderuagen  der  Kräfte  ein  Haxi- 
mnm  oder  Minimum  werden,  sobald  das  Syst«m  eine  Lage  erreicht,  in  welcher 
die  KAfte  im  Gleichgewichte  sind.  Hierzu  wird  erfordert,  daas  der  Differeutial- 
ausdrack  die  Bedingungen  der  Integrabilit&t  erfQllt,  d.  h.  dasa  eine  KiSftefnnction 
existire. 

§.  6.  Gauss  hat  ein  neues  Friocfp  anfgeatellt,  welches  gleich  wichtig  iat 
für  die  Behandlung  der  Probleme  der  Bewegung  der  Systeme  und  fQr  Probleme 
des  Gleichgewichtes  von  Kräften  an  ihnen.  Er  nennt  es  das  Priacip  des  klein- 
sten Zwanges  (Cielle's  Journal  B.  IT,  S.  232,  1829);  dem  statischen  TheUe 
dieses  Princips,  den  wir  hier  allein  entwickela,  hat  MSbius  den  Namen  des 
Princips  der  kleinsten  Qnadrate  gegeben.  Stellt  man  uämUch  die  KriUte 
des  Systems  durch  Längen  dar  und  beaeichnet  die  Coordinaten  des  Endpunktes 
einer  aolchen  Länge  P,  welche  die  am  Pnnkte  [x,  y,  t)  angreifende  Kraft  dar- 
stellt, mit  g,  .),  J,  so  ist  X  —  I  —  X,  T  —  ij  -  y,  Z  —  f  —  *  und  lant«t  das 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  in  seiner  Hauptgleichnog : 

E  [(4  ~x}Sx^{n-  y)  »ar  +  {£  -  *)  9t\  -  0. 
Denken  wir  uns  n\iQ  die  Funkte  (£,  i],  £)  fest,  das  System  aber  beweglich,  wobei 
die  Längen  F  sich  andern,  bo  stellt  der  Ausdruck  links 

*  ■  i  r  [(£-*)'  +  (,!  -  y)'  -\-ii-  .)•] 
dar  nnd  die  Gleichung  drückt  den  Sats  aus: 

Werden  die  Endpunkte  F  der  Strecken,  welche  die  Kräfte  dar- 
stellen, festgehalten,  während  das  System  der  Angriffspunkte  A  be- 
liebige Terachiebungen  erleidet,  so  wird  fQr  die  Lage  des  Gleich- 
gewichts die  Quadratsnmme  der  Abstände  AF,  nämlich  £(Tf>)  ein 
Maximum  oder  Minimum,  nnd  umgekehrt:  Verbindet  man  ein  System 
der  Punkte  A  mit  einem  sweiten  System  von  festen  Funkten  F  durch 
Strecken  AF  nnd  bringt  das  System  in  eine  Lage,  fQr  welche  rOck- 
siohtlich  der  Nachbarlagen  E(aW*)  ein  Maximum  oder  Mioimnm 
wird,  so  halten  sich  die  Kräfte  am  System  (.i),  welche  nach  den 
Linien  AF  wirken  nnd  diesen  Strecken  proportional  sind,  Gleich- 

Ob  ein  M&iimnm  oder  ein  Minimum  von  E{AF*)  stattfindet,  ergibt  sich  aas 

*'  ■  ^  E(IT^  —  £  («x'  4-  8y*  +  dt*)  —  E  (X8*x  ■{■  YS*y  +  Z*'<), 

wo  X,  Y,  Z  wieder  fflr  J  —  a:,  ij  —  y,  t  —  "  geschrieben  sind.    Für  das  sichere 

Gleichgewicht  ist  £  (X*»a:  +  ra'y  +  2*'i)  negativ  (g.  16.),  also  i*.^E(ÄF*i 

positiv  oud  El^AF')    em  Hiolmam;   f9r  das   nosichere  Qleiidigewioht  aber  ist 
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S (Xi'x'  -|-  '  '  0  positiT  nnd  kacii  mithin  3' '^ Sf^AF*}  positiv  oder  negativ  je 
nach  der  TerachiebnngBurt  des  S^ateniB  »uafUlan.  Indessen  kann  man  die  Linien 
P  unendlich  klein  nehmen  and  dann  fällt  Z  {X3*x  -{-■■■)  als  TOD  der  dritten 
Ordmmg  gegen  S  (ßx*  ■}■  dy'  4*  ^'')  f<"^  ^"^^  >eigt  sich  3'  ■  \S(AF*)  positiv. 
Tecbindet  man  daher  die  Punkte  A  eine*  beweglichen  Systemi  mit 
den  Punkten  F  eiaea  aneDdlich  nahen  festen  Systems  nnd  l&est  anf 
das  erstere  ErSfte  wirken,  welche  den  Strecken  AF  propottional 
sind  nnd  die  Bichtongen  dieser  Strecken  haben,  so  nimmt  die  Summe 
der  Quadrate  Z(ÄW)  fOr  jede  Verrficknng  des  beweglichen  Sjstems 
aas    der    Gleichgewichtslage    in.     Da    bis    anf   UnendlichkleineB    höherer 

Ordnung  

3-2:{AF')  —  £(*a:'  +  *y' +  ***) 

wird,  so  folgt,  das«  wenn  die  Pnnkte  A  durch  die  Tersohiebnng  in  die  Lage  B 
gelangen, 

X  { ZF»)  -  S  (By)  —  2!  {ZB») , 
d.  h.  die  QnKdratsnmme  der  Entfeniungen  nimmt  um  die  Qnadratsnmnie  der  vir- 
tnellen  Wege  zu,  welche  die  Funkte  des  Systems  bei  der  Verschiebung  beschreiben. 


Einige  Literatur  inr  Theorie  der  Sicherheit  des  aieichgewichtes, 
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Schweins,  Fliehmomente,  oder  die  Summe  S  (srX  4-  yY)  bei  EAften  in  der 
Ebene  nnd  Z(xX  +  yT+zZj  bei  SAften  im  Banme.  Crelle's Journal B. XXX Vill, 
S.  77  —  88. 

Claosius,  Sur  «n«  quantiU  analogue  au  poUntül  et  sur  wn  theorime  y  re- 
lalif.  (poiitptetrendugderA<xidJe»Be.T.70,i,.lBUHsi<i]]  dgl.  0 Ottin ger Nachrichten 
1871,  S.  S45,  ClebscV  matbem.  Annalen  B.  lY,  S.  231  [1871],  SuhlOmilch's  Zeit- 
schrift f.  Math.  n.  Phjsik  B.  XVII,  S.  82-87  [1672].)  —  Sw  l'iqiiation  m4canique 
dt»d  dieotUe  la  Oieorit  dv  virid.    (CompL  r.  T.  76  [1878],  pp.  912-916.) 

Tvon  Villarcean,  Sur  «n  nouetau  tkA>rime  de  Micanique  gitt^ale. 
Comptes  rend.  T.  76,  p.  232  u.  877  (1878). 

Scheffler,  Ober  das  Oauas'sche  Orundgeaetz  der  Mechanik  oder  das  Priucip 
des  kleinsten  Zwanges,  sowie  über  ein  anderes  neues  Grundgesetz  der  Mechanik 
mit  einem  Escurse  aber  verschiedene  die  mechanischen  Principien  betreffende 
Gegenstände.    SchlOmUch'n  Zeitschrift  f.  Math.  n.  Phypik,  B.  III,  S.  197-229  a. 


XIII.  Oapitel. 

Bednotion  der  Attraotloiu-  und  BepnlBtonskrtlfte  von  Hassen, 

Agsatien  eto.     Theorie  des  PotentialB. 

g.  1.  Kocbdem  bereits  im  I.  B&nde  durch  die  dort  entwickelte  Strecken- 
thflorie  die  allgemeine  Theorie  der  Reduotion  von  Krfiften,  welche  an  einem 
anTerBuderlichen  System  angreifen,  erledigt  (vgL  d.  B.,  Cap,  III,  §.  2)  und 
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in  C&p.  V  d.  B.  an  zahlreichen  Beispielen  erl&utert  worden  ist,  erscheint 
es  uigemesaen,  dieselbe  auf  einige  besondere  Gattungen  von  Kräften  anzu- 
wenden. FOr  die  Parallelkrafte  ist  dies  bereits  geechehen  (s.  B.  I,  Cap.  III, 
§.  6  und  Cap.  IV,  §.  11).  Die  dortigen  Gleichungen  zeigen  insbesondere, 
dasa  die  ParaUelkrSfte  in  dem  Falle,  dass  Bie  von  gleichem  Sinne  sind  und 
den  Punkten  TOn  den  Massen  m,  m,  ni',  .  . .  dieselbe  Ton  ihrer  Lage  im 
Baume  onabhSngige  Beschleunigung  g  ertbeUen,  einer  Einzelresultaate 
S  ^  Mg  äquivalent  sind,  deren  Bichtungslinie  durch  des  Mittelpunkt  des 
ParaUelkrSfteBfstema  hindurchgeht,  dessen  Coordinaten 

Smx  Stny  £me 

',-^,  », — 5-.  '. — 5- 

ihn  nach  B.  I,  Cap.  VI,  §,  2  als  den  Massenmittelpunkt  erweisen.  Kos 
ist  insbesondere  der  Fall  bei  der  Schwere,  welche  ffir  gewöhnliche  Dimen- 
sionen in  allen  Punkten  als  eine  Kraft  von  derselben  Bichtung,  demselben 
Sinne  und  derselben  nnverllnderlichen  fieachleunigung  g  angenommen  wer- 
den kann,  sodass  ein  Punkt  von  der  Masse  m  durch  dos  Gewicht  mg  in 
der  Richtung  nach  dem  Massenmittelpunkte  der  Erde  athcirt  erscheint. 
Parallelkrifte  convergiren  nach  einem  unendlich  fernen  Funkte;  die  nächst 
allgemeinere  Kategorie  von  KrSft«n  wird  daher  von  solchen  gebildet,  deren 
Biehtimgeit  sich  in  einem  Punkte  in  endlicher  Entfernung  achneiden  und 
deren  Sinn  entweder  diesem  Punkte  zugewandt  oder  von  ihm  abgewaodt 
ist.  Man  nennt  sie  im  ersten  Falle  Attractions-  oder  Anüehungskr&fte,  im 
letzteren  Bepulsions-  oder  AbstossungskrBfte,  jedoch  unter  der  Beschränkung, 
dass  die  Beschleunigung,  welche  sie  einem  Punkte  ertheilen,  nach  einem 
bestimmten  Gesetze  von  der  Entfernung  von  jenem  Punkte  und  von  dessen 
Masse  oder  der  Menge  eines  in  ihm  befindlichen  Agens,  im  Allgemeinen 
aber  nicht  von  der  Bichtung  abbBngig  ist.  Jener  Punkt  heisst  das  At- 
tractions- oder  Bepulsionscentmm.  Wenn  also  ein  System  oder  eine  Parthle 
desselben  AttractionskrSften  eines  Centrnais  C  unterworfen  ist,  so  greift 
an  jedem  Punkte  M  von  der  Masse  m  eine  Kraft  m^  an,  genchtet  ISngs 
der  Geraden  MC,  deren  Beschleunigung  <p  eine  bestimmte  Function  der 
Entfernung  MC  ■=  r  und  der  Masse  oder  Menge  Agens  p.  des  Punktes  C 
ist  Ein  sehr  allgemeiner  Fall  dieser  Art  ist  q>  =^  |uF(r)i  d.  h.  der,  dass 
tp  proportional  ^  ist  Greifen  an  den  Punkten  eines  Sjetems  Attractiooa- 
krtlfte  an,  welche  blos  einem  einzigen  Centmm  zugehören,  so  sind  dieselben 
als  KrBfte,  deren  Richtungen  nach  einem  Punkte  convergiren,  stets  einer 
Einzelresultanten  äquivalent,  welche  durch  das  Centrum  hindurohgehtj  ist 
dasselbe  aber  den  Attractionen  verschiedener  Centra,  oder  einer  continnir- 
lichen  Folge,  oder  einer  eine  Flfiche  oder  eine  Parthie  des  Baumes  con- 
tinuirlicb  erfüllenden  Menge  von  Centris  ausgesetzt,  so  lassen  sich  zwar 
die   AttractionskrSite  für  jedes    einzelne  Oentmm  apart  auf  we   Einiel- 
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kraft  Ffidaciren,  aber  alle  znsammeii  und  mithin  auch  die  BÜmmtlichen 
AttractiomkrSfie  dos  ganzen  Systems,  Bind  im  Allgemeinen  nicht  wieder 
einer  blosen  BeEultanten,  eondem  einer  Reealtanten  In  Yerbindvmg  mit 
einem  resalÜrenden  Paare  ftquivalent.  Die  Beduction  auf  diese  beiden  Ele- 
mente ist  auf  unzählige  Arten  möglich,  insbesondere  ab«T  gibt  es  eine 
Beduction  für  die  Centralaze  dieser  ErSfte,  fDr  welche  das  Azenmoment 
des  Paares  der  Besultanten  parallel  wird.  So  setzt  eine  sorgfältige  Theorie 
der  irdischen  Schwere  vorana,  dass  Jeder  Punkt  eines  schweren  Körpers 
von  AttractioDskrBften  afficirt  wird,  deren  Centra  die  verschiedenen  Punkte 
des  ErdkOrpers  sind;  die  Eesnltante  aller  dieser  Kräfte  ist  das .  Gewicht 
des  Körpers;  vermöge  der  Gestalt  des  ErdkCrpers  geht  diese  Beaultante 
nahezu  durch  dessen  Mittelpunkt  und  verschwindet  dae  resoltirende  Paar 
ala  immerklich. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  diejenigen  Attractions  -  und  Repul- 
aionskrBfte,  welche  wechselseitig  so  wirken,  dass  von  irgend  zwei  Punkten 
JH,  Jf  jeder  fttr  den  anderen  Centrnm  der  Anziehung  oder  Abstossung  ist. 
Die  Voraussetzung  solcher  KrSfte  liegt  der  Newton'schen  Theorie  der  all- 
gemeinen Gravitation  zu  Grande,  von  welcher  die  der  irdischen  Schwere 
nur  ein  specieller  Fall  ist  Es  möge  jeder  der  beiden  Punkte  die  Einheit 
der  Masse  enthalten  und  beide  um  die  Linieneinheit  von  einander  entfernt 
sein.  An  M  greift  dann  eine  Kraft  an,  welche  durch  M"  als  Centram  geht, 
an  Sf  eine  andere,  welche  durch  M  geht,  beide  seien  einander  gleich  an 
IntensitSt,  gleich  c;  ihr  Sinn  ist  im  Falle,  dass  beide  Punkte  Centra  der 
Anziehung  oder  Abstossung  sind,  entgegengesetzt  und  zwar  Kbereinstim- 
mend  mit  dem  Sinne  Jlf3f  an  M  und  J^M  an  ^  im  Falle  der  Anziehung, 
mit  JfJlf  an  M  und  MJit  an  ^  im  Falle  der  Abatossung;  ihr  Sinn  ist 
'  deVselbe,  wenn  der  eine  ein  Centrnm  der  Anziehung,  der  andere  ein  Cen- 
trnm der  Abstossnng  ist.  Wird  nun  die  Masse  des  Punktes  JU  das  infache 
der  Uasseneinbeit,  wo  m  eine  beliebige  Zahl  sein  kann,  so  wird  die  Kraft, 
welche  m  afßoirt,  mt,  weil  auf  jede  in  M  befindliche  MaaBCueinheit  die- 
selbe, durch  Jlf'  gehende  Kraft  wirkt  und  die  an  Jtt  angreifende  Kraft 
wird  gleichfalls  nie,  weil  jede  in  M  befindliche  Masseneinheit  als  ein  Cen- 
trum der  Wirkung  auf  Jtf  anzusehen  ist.  Aua  denaelben  Ortlnden  wird  die 
Kraft  mt  an  beiden  Punkten  zu  mm'B,  wenn  die  Masse  von  .2f  zu  m 
wird.  Werden  also  alle  Massenpunkte  ala  Centra  der  Anziehung 
oder  Abstossung  fUr  einander  angesehen,  so  sind  die  Kr&fte, 
mit  welchen  je  zwei  Punkte  gegenseitig  beachlennigt  werden, 
in  der  Einheit  der  Entfernung  gleich  an  IntensitSt  und  dem 
Produkte  Ihrer  Massen  proportional.  Treten  nun  die  Punkte  M,  St 
aas  der  Einheit  der  Entfernung  in  die  Entfernung  r  anaeinander,  so  wer- 
den die  beiden  KrBfte  immerhin  einander  gleich  bleiben,  ihre  gemeinsame 
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Intensit&t  wird  aber  von  r  a^hSngeii  und  kann  durch  tmmF(r)  dargestellt 
werden.    Nach  dem  Geeetze,  welches  Newton  der  allgemeinen  GravitalionB- 

theorie  zu  Grunde  gelegt  hat,  ist  F(r)  =  — , ,  d.  h.  es  nimmt  die  Kiaft- 

int«nsität  mit  dem  Quadrate  der  Entfernung  dar  beiden  Punkte  ab. 

§.  2.  Wir  wollen  zunSchst  eine  Beihe  von  Attractionsproblemen  be- 
handeln, welche  mit  elementaren  Mitteln  durchführbar  sind;  spSter  werden 
wir  die  Theorie  der  Erftftefunction  entwickeln,  von  welcher  alle  derartige 
Untersuchungen  abhSngen. 

1.  Die  fnnkte  deB  homgeaen  Ereiabogena  AB  (Fig.  SO)  Ton  der 
■  pecifischen  Maaae  q,  dem  Radiua  r  und  dem  Centriwinkel  ACB  —  ia 
liehen  einen  im  Mittelpunkte  C  befindlichen  Punkt  von  der  Maaae  f 

nach  dem  Neirton'schen  Oesetie  an;  man  aoll  die  Be- 
sultaute  S  aller  Anziehungskräfte  bestimmen. 

Die  Hasae  dea  im  Punkte  M  Terschwindenden  Linieaeb- 
mentes  Mit  ist  i^'JlfM'  und  die  Kraft,  mit  welcher  duaelb« 
den  Puukt  C  in  der  Richtung  CJlf  affioirt,  ''*''',^'"  ;  sie 

sermit  in  zwei  Componeoten,  eine  parallel  der  Sehne  AS,  dia 
andere  lUngs  des  Badiui  CD.   Fflr  Winkel  MCD  —  «  iat  Isti- 

Fi«.  80.  tere  , coa  9,  die  eratore  kommt  ftlr  die  Bildung  der 

ßeaaltanten  S  nicht  in  Betracht,  da  je  zwei  ajmmetiiscb  gegen  den  Badius  CD 
gelegene  Punkte  31  entgegengesetzt  gleiche  Componenten  parallel  der  Sehne  lie- 
fern und  sich  dieselben  paarweise  tilgen.  Die  totale  Ättractionskraft  bat  die 
RichtuDg  von  CD  nud  ist  die  Summe  aller  Componenten  Ungs  dieser  Linie.  Nan 
ist  aber  MM"  ■  cob  #  die  Piojectiou  Q  ^  dea  Elemente«  M  M'  auf  die  Sehne  A  B, 
weil  die   Taugente   in  M  mit  AB   gleich&Us  den  Winkel  *  bildet,  daher  ist 

S  —  ^i^  SQ^  —  '''^  , Denkt  man   aich  die  Sehne  AB  mit  Masse  fon 

derselben  Beschaffenheit  wie  die  dea  Bogens  belegt,  so  iat  dieselbe  «  .  AB  nud 
wenn  diese  in  den  Punkt  D  concentrirt  gedacht  wird,  so  zieht  D  den  Paukt  C 
mit  derselben  Kraft  B  an.    Daher  der  Satz: 

Die  Ättractionskraft,  mit  welcher  ein  homogener  Kreisbogen 
einen  im  Mittelpunkte  befindlichen  Punkt  afficirt,  iat  nach  dem 
Mittelpunkt  des  Bogens  gerichtet  und  gleich  der  Attraction,  welche 
dieser  Hittelpunkt  ausfibeu  wflrde,  wenn  in  ihm  die  Masse  der  Sehne 
vereinigt  w&re,  letztere  von  derselben  specifischen  Masse  gedaobt, 
wie  der  Bogen. 

Da  AB  —  Sr  sin  u  ist,  so  kann  man  B  die  Form  geben: 

2.  Eine  homogene  Strecke  AB  (Fig.  81)  von  der  specifischen 
Masse  «  zieht  einen  ausser  ihr  gelegenen  Punkt  C  vom  der  Hasse  p 
nach  dem  Newton'schen  Geaetze  an;  man  soll  Richtung  und  Inten- 
sität der  Attraction  bestimmen. 
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BpHchreibt  man  am  C  einen  Eieis  Ä'S'D,  welcher  die  Richtoug  der  Strecke 
B  in  D  berührt  nnd  denkt  Bich  den  Bogen  A-'S",  deHBen  Centralpcojection  Ton 
C  Ana  die  Strecke  AB  iit,  von  deiaelben  Bpecifischen 
Haaae,  wie  dieae  Strecke,  eo  sind  die  Ättoaotions- 
kr&fte,  welche  irgeod  swei  dem  Strale  CmJU  anlie- 
gende Elemente  MM",  mm'  dei  Strecke  und  des  Bo- 
gen! anf  C  aasflben, 

iJ^P-lg^nnd^''^'"'- 
CM'  Cm' 

Bildet  nun  der  Strol  CM  adt  AB  den  Winkel  #  and 
beachreibt  man  mit  OM  als  Radius  das  Element  Jtf  m, ,  welobea  mit  MM'  nnd 

mm'  in  demBslben  Cantriwinkel  ÄfCm,  liegt,  80  wird 


CM'  CM' 

nnd  wenD  man  dies  fQr  m  m'  in  den  Änedruck  der  Attractionakraft  dea  Elementee 
tarn  einführt,  ao  wird  er  gleich  dam  Anadruck  der  Kraft  dei  Elementea  MM'. 
Demnach  Oben  je  zwei  entsprechende  Elemente  der  Strecke  nnd  dea  Bogena  gleiche 
Attraction  aaf  C  ans  nnd  iat  daher  auoh  die  Beanltante  aller  für  beide  dieselbe. 
Hit  Backaicht  auf  Nr.  t  folgt  daher  der  Satzi 

Eine  homogene  Strecke  AB  liebt  einen  äoaaeren  Punkt  C  mit 
derselben  Kraft  an,  wie  der  homogene  Bogen  einee  Kreises  deraelben 
specifischen  Haaae,  welcher  AB  znr  Centralprojeclion  von  0  ans  hat 
und  die  Bicbtung  der  Strecke  berührt.  Die  Bichtung  der  Attractiona- 
kraft halbirt  demnach  den  Winkel,  unter  welchem  die  Strecke  vom 

angesogenen  Pnnkte  ana  erscheint  nnd  ihre  Intenait&t  ist  — -—  sin  ^a, 

wenn  o  dieaer  Winkel  nnd  a  der  Abataud  des  Pnnktes  Ton  der  Rich- 
tung der  Strecke  ist. 

Beschreibt  man  in  der  Ebene  der  Figur  eine  Bjperbel,  deren  Brennpunkte 
A,  B  aind  nnd  welche  durch  den  Punkt  C  geht,  ao  halbirt  die  Tangente  deraelben 
in  C  den  Winkel  ACB.  Constmirt  man  daher  das  ganze  System  der  ffir  A,  B 
confocalen  Hyperbeln,  so  gibt  fär  jeden  Funkt  der  Ebene  die  Taugente  der  durch 
ihn  hindurchgehenden  Hyperbel  die  Richtung  der  Attractionakraft  an,  welche  die 
Strecke  AB  auf  ihn  anaübt.  Diese  Hyperbeln  heissen  daher  die  Kraftlinien 
ffir  das  Attractionaproblem.  Construirt  man  dnrcb  C  eine  Ellipse,  welche  A,  B 
sa  Brennpunkten  hat,  so  iat  die  Halbirungalinie  des  Winkels  ACB  sn  ihr  normal; 
der  Ponkt  C  befindet  sich  daher  auf  ihr  unter  Einfloas  der  Attraction  von  AB 
nnd  des  Normal widetstandaa  im  Qleichge nicht.  Daher  aiod  die  zm  A,  B  confo- 
calen Ellipaeu  die  NiTeanlinien  des  Probleme  fQr  die  Funkte  C  in  der  Ebene. 
LBJst  man  die  Ellipsen  um  AB  als  Aie  rotiren,  so  erzeugen  sie  Rotationsellipsoide, 
deren  Normalen  die  Halbirungslinien  der  Winkel  A  CB  aller  Punkt«  C  dea  Baumes 
sind.  Sie  aind  die  Niveanfläohea  der  Attraction  der  Strecke  AB  beeOglicb  der 
Faokte  des  Ranmea. 

Nehmen  wir  au  (Fig.  82),  der  homogene  Halbatral,  welcher  ton  A  nach  dem 
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Unendlichen  hinl&nft,  stoise  den  Pnnkt  C  ab,  der  von  B  nach  dem  Unendlichen 
im  entgegengeBetzten  Sinn  verlanfende  ziehe  C  mit  derselben    homogenen  Haas« 
an,  Bo  kann  statt  dessen  der  Bogen  Ä'ZT,  dessen  Centralprojection  der  »bstossende 
Stral  ist,  &1b  abstoasend  nnd  der 
Bogen  B'V,   dessen   Centralpro- 
jection  der  anziehende  Stntl  ist, 
als  anziehend  snbstitaiTt  werden. 
Für  den  abstossenden  Bogen  Ä'  IT 
'  aber   kann    man   den    ihm    con- 
Flg.  St.  graenteu,    im    entgegengesetiten 

Soheitelranme  liegenden  Bogen 
VW  als  anziehend  einfahren.  Daher  ist  die  Qesammtwirkang  beider  Stialen, 
des  anziehenden  nod  des  abstossenden  zusammen,  gleich  der  Anziehung  des  Bo- 
gens  B'W.  Die  Attractionakraft  desselben  halbirt  aber  den  Winkel  S^OW  nnd 
steht,  da  dieser  der  Nebenwinkel  zu  ACB  ist,  auf  der  Halbinragslinie  des  letz- 
teien,  welcher  die  Richtnng  für  die  Attraction  der  Strecke  AB  angibt,  aenkreoht. 
Ihre  Bichtang  iat  die  Tangente  der  zn  A,  B  confocalen,  dorcb  C  gehenden  Eliipve 
nnd  normal  zn  der  ihr  confocalen  Hjperbel.  Daher  iat  diese  Ellipse  Kraftlinie 
fflr  die  Wirkung  der  beiden  Straten  und  das  Rotatjonshjperboloid  nm  AB  ala 
Aie,  dessen  Oeneratrix  die  Hyperbel  ist,  eine  NifeanflUche.  Diese  Betracbtauig 
liefert  den  Satz^ 

Die  Sohaar  Rotationsellipsoide  nm  dieselbe  Axe,  welche  nnter 
einander  confooal  sind  für  zwei  Punkte  A,  B  dieser  Axe  ala  Brenn- 
punkte bildet  die  Niveauflächen  ffir  die  Newton'sche  Attraction  der 
homogenen  Strecke  AB,  die  Schaat  von  Rotationsdoppelh; perboloi- 
den  am  dieselbe  Aie,  welche  für  dieselben  Brennpunkte  confocal 
sind,  bildet  die  Niveauflächen  für  die  Oesammtwirkung  der  von  A 
nnd  S  nach  dem  Unendlichen  Terlanfenden  homogenen  Halbatralen, 
wenn  von  ihnen  der  eine  nach  dem  Newton'schen  Gesetze  anziehend, 
der  andere  nach  demselben  Gesetze  abstoasend  wirkt. 

S.     Attraction  einer  homogenen  Kagelfläche  (Fig.  83).     £e  sei  C  der 
Mittelpunkt,  JR  der  Eadius  und  9  die  specifische  Haese  derselben,   P  der  ange- 
zogene Punkt  von  der  Masse  (*,  a  seine  Entfernung  PC  vom  Mittelpankte  und 
liege  P  zunächst  im  Aussenranme  der  Engel.    Durch  P  ziehen  wir  einen  belie- 
bigen Stral  PMM",  welcher  die  Engel- 
flache   in   Jlf  nnd  M'    schneidet   and   sei 
PM  -=  r.    Das  Flftchenelement  iß  in  Jf 


zieht  alsdann  P  mit  der  Kraft  tfi^ 


da 


.p  an  und  die  längs  PC  gerichtete  Compo- 
nente  derselben ,  auf  welche  allein  es 
hier  ankommt,  da  die  zu  PC  senkrech- 
ten, von  den  verachiedenen  Fl&chenele- 
menten  herrührenden  Componenten  sieb 
vermSge  der  Symmetrie  der  Figur  paar- 
wenn  Winkel  Jlf  PC  — q).    In  dem   Dreieck 


PCJW  tragen  wir  an  Jf  den  Winkel  C3fO- 
wofür  demnach  die  Proportion  besteht: 


j)  an  und  erhalten  ACMOm  APCAf, 
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worans  GO  ■  a  •=  R'  folgt,  Bodau  O  ein  and  denelbe  Funkt  fOr  alle  Elemente  dSi 
bleibt,  n&mlich  der  vierte  hanuonische  Punkt  eq  P  als  dem  einen  und  den  Dnrch- 
Hclinitten  P, ,  P^  von  PC  mit  dei  Engel  al»  dem  anderen  Paare  xDgeordneter 
Pnnkte  oder  also  der  an  P  in  Besag  auf  die  Eugelfläcbe  coDJngirte  Paukt.  Durch 
den  Umfang  des  Flächenelementea  dSl  legen  wir  von  0  aas  einen  unendlich 
schmalen  Eegel.  Derselbe  schneidet  ans  einer  nm  0  mit  OM  beschriebenen 
Engelfl&che  .ein  Element  dSl^  am  nnd  da  die  beiden  Elemeote  dS.,  dSl^  mit  eiit' 
ander  denselben  Winkel  ip  einschliessen,  wie  die  Radien  CM  und  03£  der  Engel- 
äächen,  denen  sie  angehCren  und  auf  welchen  sie  senkrecht  stehen,  so  wird 
dSl  •  cos  7  t-^  dSlj  nnd  mithin  die  Attractionscomponente  von  dSl  IKoga  PC  gleich 

'f^9  — T"  •  ^'"^  ^^'  <'<"  ^^^  Haas  des  körperlichen  unendlich  kleinen  Winkels  0, 
welcher  über  dSl,  steht,  d.  h.  die  OrOise  eines  EngelflaobeoelementeB  Tom  Badins 
gleich  der  Längeneinheit,  welches  von  dem  anendlich  schmalen  Eegel  anege- 
schnitten  wird;  dann  ist  dA,  —  OM*-  dn  nnd  folglich  die  fragliche  ÄUractions- 
componente  (f»e  ■  — j—  -  da.  Obiger  Proportion  zufolge  geht  dieser  Ansdmck 
aber  über  in  tfig  ■  -j-  -  dm.  Eine  ähnliche  Componente  von  deiselben  Bichtmig 
nnd  demselben  Sinne  liefert  das  Fl&chenelement  bei  St,  n&mlich  «ftp  '  -  i  '  ''"'t 

wenn  dm  das  Mass  des  Über  ihm  stehenden  Winkelranmea  ist  Legt  man  nnn 
von  P  ans  an  die  Eugel  den  Tangentenkegel,  so  berührt  er  dieselbe  in  dem 
Kreise,  in  welchem  sie  yon  der  in  O  auf  PC  senkrecht  stebeniten  Polarebene  de« 
Punktes  P  geschnitten  wird.  Diese  Ebene  zerftUt  die  EngelflElche  in  zwei  Theile, 
von  denen  der  eine  die  Elemente  dSl  enthält,  welche  Punkten  M  anliegen,  wäh- 
rend der  andere  solche  enthält,  welche  Punkten  M'  angehören.  Erstere  liefern 
anf  der  nm  0  mit  dem  Badius  gleich  der  Einheit  beschriebenen  Engel  Flächen- 
elemente  da,  letatere  solche  dm.  Summiren  wir  jetst  alle  Componeuten  längs 
PO,  welche  von  den  verschiedenen  Elementen  der  Rogel&äche  herrühren,  so  er- 
gibt sich,  weil  Sdn  -\-  £dm'  «•  4»,  nämlich  gleich  der  ganzen  Engelfl&che  vom 
Radini  Eins  nnd  also  das  Mass  des  vollen  Winkelraumes  ist,  als  Gesammtcompo- 
nente  der  Attraction : 

4»«fty.B' 

Die  Masse  M  der  Engelfläche  ist  M  —  4ii«£*  und  wenn  man  dieselbe  im  Mittel- 
punkte C  concentiirt  denkt,  so  würde  dieser  Punkt  anf  P  die  Anziehung  —^ 
ansQben.     Daher  der  Satz: 

Eine  homogene  Eugelfl&che  sieht  einen  Punkt  des  Aussenra'umes 
ebenso  an,  als  ob  ihre  Masse  im  Engelmittelpunkte  vereinigt  wäre. 

Denkt  man  sich  den  Punkt  P  als  Spitse  eines  schmalen  Eegels,  welcher  das 
Element  dSl  an  M  enthält,  so  schneidet  derselbe  aus  der  Engelfläohe  bei  M"  ein 
Element  dSl'  ans,  dessen  Ebene  gegen  den  Stral  PMM"  dieselbe  Neigung  ^  hat, 
wie  d  a.  Man  hat  sin  ^  —  (  MW  -.  R.  Wird  daher  der  Winkekanm  dieses  Eegels 
mit  da  beseicbnet,  so  sind  fQr  PJIf  —  r,  FM'  —  r'  die  OrOssen  r'ds,  r'du  die 
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Projectaonen  yoa  dSi,  dSl'  auf  Ebenen  aenkrecht  ci 

r''dlD  =■        „    dÜ',  woran«  dÄ  ;  dSi'  i—  r'  :  r'  folgt.     Es  war  ferner 

da  B' 

— j-  coa  9  ■«■  —j  atB , 

daber  ist  if  jlf  .  jj 


8a'  COB  9        ' 

alM    -j^  =  -z^ — ^ .     Da«  zu  dSX  KebOrige  d»'  ergibt  aiob  vermöge  der  Be- 
da        MM'-S 

;  man  erUlt  bieifQr  ijo  - 


.  da-  _  ..       B'  ,., _,.„  ,,._,„.  ,_  _    JfÄ^^ 


folgt.    Ea  ist  mithin  dm  ^  dto' 


Nehmen  wir  jefcrt  aa,  der  Pnnkt  P  liege  im  Innenranme  der  Kngel  {Fig.  84), 
)  ftllt  der  conjngirt«  Pol  0  in  den  Anaaearanm.  Die  beiden  Pnnkt«  Jlf,  M' 
und  die  ihnen  anliegenden  Elemente 
da  und  da'  liegen  auf  entgegenge- 
aetxten  Seiten  von  P  nnd  Qben  auf 
diesen    entgegengesetete    Attractionen 

da  und  ffip  — |-  da    ans.    Sie 

sind  gleich  and  tilgen  aich,  da  wegen 
der  gleichen  Neigung  Ton  da,  dSt' 
gegen  MM'  die  Elemente  dm  und 
dm,  wie  oben,  gleich  werden.  Eine 
homogene  Kugelfl&ohe  flbt  da- 
her   auf    einen    inneren    Punkt 

keine  Aniiebnng  ans  und  der  Punkt  befindet  sich  in  jeder  Lage  im 

Insentaome  im  Gleichgewicht. 

Dieser  Sats  folgt  auch  aus  der  oben  gegebenen  Proportion  — ^  •»  -t^i  wenn 

dieselbe  beiderseits  mit  cfiQ  mnltiplicirt  wird.  Aach  sieht  man  ein,  daae  wenn 
die  I'unkte  M,  M  Aber  die  Kugel  hinlaufen,  der  Winkelraum  des  ron  0  ans  an 
die  Kugel  gelegten  Tangentenkegela  mit  den  Elementen  dm,  da'  so  belegt  wird, 
dass  die  einen  Elemente  sich  Ober  die  anderen  hinlagem  und  wenn  aie  als  mit 
entgegengesetitem  Zeichen  Teraehen  angesehen  werden ,  sich  tilgen. 

RSckt  der  Punkt  P  auf  die  Kugelfl&che  von  der  Seite  das  Anasentanmes,  so 
wird  die  Kraft,  mit  welcher  ihn  die  Engel  anzieht,  ixtuf,  da  a  =-  B;  gelangt 
er  auf  der  Innenseite  auf  dieselbe,  so  ist  diese  Kraft  gleich  Nnll. 

Nach  der  obigen  Methode  kann  nun  die  Attractiou  jedes  beliebigen  Kngel- 
flächeostücks  auf  einen  Punkt  P  beatimmen,  sobald  dasselbe  in  Bemg  auf  doi 
Durchmesser  PO  ajmmatriach  liegt,  sodatB  die  Attmctionscomponenteu  senkrecht 

zu  PO  lieh  paarweise  tilgen.     Man  erhalt  , — ,  wenn  m  den  Winkelianm 

einea  Kegels  bezeichnet,  der  von  0  ana  durch  die  Qreuzcorve  des  FlAchenstScks 
hindurchgeht. 

Die  obigen  S&tze  bestehen  fort,  wenn  an  die  Stelle  der  EugeUAohe  eine 
unendlich  dfinne  Kngelkmste  von  constanter  speoifisohec  Hasse  9  tritt;  die  Haste 


&,giL,zeclbyC00j^Ic 


lILTb.,  Cap.  Xin,§.S.    ÄttractioD  der  homogsDeD  Eagelfiftche.  287 

des  FlftchenelementeB  Q-dSl  wird  hierbei  vertreten  durcli  fdH-dR,  die  Maaae 
d«s  unendlich  kleinen  TolamenH  dSldR,  wo  dB  die  conatante  Dicke  der  Kroate 
bedentet.  Indem  man  BOlcher  Einiten  unendlich  viele  fibereinander  lagert,  wobei 
die  speci&iche  Masee  von  Ernste  sn  Ernste  varüren  kann,  gelangt  man  dazn,  die 
Sktae  anf  eine  EugelBchioht  von  endlicher  Dicke  anazndehnen.  Ftlr  den  Fall, 
daas  der  affiürte  Funkt  in  der  Maaae  der  Schicht  liegt,  hat  man  die  Sohioht 
durch  eine  durch  dieaen  Punkt  gehende  Cugelfläche  in  Ewei  Schichten  ta  spalten. 
In  Bezng  auf  die  Knaaere  iat  er  ein  dem  Innenranme  angebfirigei,  der  Innenfläche 
anliegender  Punkt,  in  Bezng  auf  die  innere  befindet  er  aich  auf  der  AuBun&Kcbe. 
Die  Sätze  lanten  demnach: 

Eine  Eugelschicht  von  conatanter  oder  von  Schale  ed  Schale  ver- 
änderlicher apecifiacher  Haeae  zieht  einen  Punkt  ibrea  Änaaenranmea 
nach  dem  Newton'achen  Oeaetze  in  der  Richtung  nach  ihrem  Mittel- 
pnnkte  an  und  iwar  ao,  als  ob  ihre  Maaae  in  diesem  Mittelpunkte 
vereinigt  wärej  auf  einen  Punkt  ibtea  Innentaumes  flbt  aie  keine 
Wirkung  und  einen  Pnnkt  ihrer  Masse  afficirt  aie  nnr  mit  der  Uaaae 
derjenigen  Partialschicbt,  in  Being  aufweiche  er  ein  äuaaerer  iat. 

Eine  VoUkogel  liebt  einen  Pnnkt  ihrer  Haaae  mit  der  Masse  des- 
jenigen Theilea  an,  «elcher  von  der  dnrch  den  affioirten  Punkt 
gehenden  concentriacben  Engel  nmschloaaen  wird. 

lit  X  die  Entfernung  des  Pnnktea  vom  Hittelpnnkte,  ao  iat  demnach  ^mtim' 
bei  conatanter  specifischer  Haaae  die  Attractionskr^,  alao  der  ersten  Potens  dea 
Abtttandes  vom  Hittelpunkte  proportionaL    (Tgl.  B.  I,  S.  846,  Aba.  S.) 

Man  dehnt  diese  S&tse  leicht  auf  die  Fälle  der  Attraction  «weier  Engeln 
aufeinander  aoa. 

4.  Andere  Methode,  die  Attraction  einer  homogenen  Engelfläahe 
zu  beatimmen  (Fig.  83  nnd  84).  Für  Winkel  PCM —  9,  PM  ~r  bat  man 
als  Inhalt  der  achmalen  Zone,  welche  daa  Linienelement  bei  M  durch  Bot&tion 
nm  CP  ersengt,  ZxB*  sin  9d9  und  da  alle  Elemente  dieser  Zone  den  Pnnkt  P 
gleich  stark  anziehen  nnd  ihre  Anziehungskräfte  gleiche  Neigung  g^en  CP  haben, 
so  iat  die  totale  Attraction  der  Zone,  längs  CP  gerichtet; 


oder  da  In^ü*  —  Jlf  die  Uaaae  der  Engelfläche  daratetlt  nnd 

CP—  a—  Scoa»  +  rcoBip 
iat, 

t^pjlf-''--".'^*  «n9d». 
'   '^  r' 

Ad  die  Stelle  der  Tariabelu  »  fahren  wir  r  ein.  Eiersn  dient 

r'=-  a*  +  B*  —  2aB  cos  »,  alao  rdr  —  aB  üa  9d9. 

Man  erhält  dann 


,       3f  /  1        B'  -  a^  , 
i"'^'{B--B^)^'- 


Daher  wird  die  Oesammtanziehnng  Ä  der  Engeli 

1.  fdi  einen  Hoaseren  Pnnkt,  ffir  welchen  dieOrensen  der  Integration  r-~a—B 
und  r  —  a  -\-  B  sind: 
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2.  für  einen  inneren  Pimkt,  wofOr  die  Greosen  r  —  Ä  - 


.       M/r     ,   B^  —  a\       „ 


6. 

Am 

ehnng   ei 

ner 

mas 

iren   h 

omogenen  Halbkn 

gel 

anf  eineo 

Pnnkt  ihre 

B  Bandes. 

6. 

AM 

action   e 

ner 

hom 

ogenen 

Erei 

sfl&che    ond 

ihre 

s   AnBiea- 

räume 

i  auf 

einen  Fn 

nkt 

P  de 

B  imU 

ttelp 

nokte  C  auf  a 

ie  e 

rrichteteu 

Perpe 

ndike 

U. 

7. 

Attt 

action  ei 

nes 

homogenes 

Krei 

cylinders  vo 

n  d 

er  Lftnge  1 

nndd 

m  Radius  R  a 

uf  e 

inen 

Punkt 

eine 

Aie. 

8. 

Att 

action   e 

ues 

abg 

Btumpften  geraden   homogenen  Kteii- 

kegel 

auf 

einen  Pu 

kt 

seine 

r  Aie. 

8. 

Von 

.wei  gl 

ich 

gros 

Ben   pa 

alle! 

en  EreiBscbe 

ibe 

gleicher 

apecifiache 

T   HasBe, 

we 

che 

beide   I 

enkr 

cht  auf  ihre 

r  C 

ntrallini« 

Steher 

,  lie 

bt  die  ein 

e  e 

nen  f 

unkt  d 

eser 

Centralen  an 

w 

ihrend  die 

ander 

B  ihn 

abstOsst. 

W 

eiche 

B  iBt  di 

e  Res 

nltaote  diese 

r  E 

&fte? 

§.  3.  Für  AUractionakrafte  iBsst  sich  eine  Function  bilden,  daren 
partielle  Differentiftlquotienten  den  Componenten  der  Kraft  proportima] 
sind.  Dieselbe  ist  eine  blose  Function  des  Ortes,  d.  h.  der  Coordinsten 
des  afficirten  Punktes,  weil  Attracttonen  blos  tod  der  Entfernung  ■)>- 
bSngen.  Von  ihr  ist  dae  ganze  Problem  der  Attractioa,  wie  das  Fro- 
blem  der  Bewegung  des  Attractionskr&ften  unterworfenen  Punktes  ab- 
hängig. 

Es  sei  dm  (Fig.  85)  das  Element  einer  auf  den  Pnnkt  P  (xge)  tod 
der  Masse  n  anziehend  wirkenden,  irgend  einen  Baum  erftülenden  conti- 
nnirlichen  oder  auch  ans  diecreten  Theilen 
bestehenden  Masse,  t  die  Anziehungskraft  fUr 
die  Einheit  der  Entfemong  zweier  in  Pnnkt« 
concentrirter  Masseneinheiten  und  F(r)  du 
Anziehungsgesetz ;  dann  iat  tndmF{r}  die 
Intensität  der  Kraft,  mit  welcher  das  HasseD- 
element  dm  und  die  Masse  fi  des  Pnnktea  P 
in  der  Entfernung  r  sich  gegenseitig  anäehen. 
Sind  femer  a,  i,  c  die  Coordinaten  von  dm, 
6.-y 


so   stellen 


:  die  Bich- 


tungacosinnsse  der  Linie  r  dar,  von  P  nach  dm  hinfahrend  gedacht  und 
sind  mithin  die  Richtungscosinusee  fÜT  die  an  f  angreifende  Anäehaiigi- 
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kraft     Daher  sind  die  CompoDenten  dieser  Kraft 

tliF(r)  ^^^  dm,     «^ ^(r)  ^^^d«,     it^F(r)  ^-^— ^  dm. 

FOr  den  Fall  der  Abstossung  erhalten  die  Cosinusae  das  umgekehrte  Zeichen, 
welches  man  aber  mit  dem  Factor  t  vereinigt  denken  kann,  sodass  t  als 
positiv  für  AnziehuDgen,  aU  negativ  für  AbBtossnngen  angesehen  werden 
kann.  Die  Summen  aller  Component^i,  mit  welchen  die  verschiedenen 
Massenelemente  auf  n  wirken,  erhSlt  man,  indem  man  die  vorstehenden 
drei  Ausdrucke  durch  die  ganze  Masse  hiadurch  integrirt  oder,  wenn  die- 
selbe auf  discrete  Punkte  vertheilt  ist,  von  Punkt  zu  Fnnkt  snmmirt  Diese 
Summen  stellen  die  Componenten  X,  T,  Z  der  Gesammtattraction  zwischen 
der  Totalmasse  und  dem  Punkte  f ,  d.  h.  die  Componenten  der  Kraft  dar,  mit 
welcher  diese  P  angreift  und  — X,  —  T,  — Z  sind  die  Componenten  der 
entgegengesetzt  wirkenden,  ebenso  grossen  Er^,  mit  welcher  P  auf  jene 
Masse  anziehend  wirkt    Es  sind  demnach; 


X  —  i(*  JF(r)  % dm, 

7~,^jF(r)^-^dm, 
Z  —  t^  J F(r)^-^^  dm, 


worin  das  Integralzeichen  eine  einfache,  doppelte  oder  dreifEtohe  Integmtioa 
anzeigt,  je  nachdem  dm  nnendlich  klein  von  der  ersten,  zweiten  oder  dritten 
Ordnung,  d.  h,  das  Massenelement  einer  Linie,  einer  Flttche  oder  eines 
Köiperranmes  ist,  über  welchen  die  Masse  verthdlt  ist    Non  ist 

r'-Ca-.)'  +  (6-»)'  +  (c-.)' 
und  sind  folglich  (nach  einer  zuerst  von  Lagrange  gemachten  Bemerknng) 
die  Cosinnsse  der  Richtungswinkel 
6-y 


r     " 

dx^        r               3y'        r 

de  ' 

Hiermit  werden 

und  wenn  man  also   —  F(r)  als  den  Differentialquotienten  einer  Function 
ip(r)  darstellt,  sodass   — F{r)'=ip'(r)  und  <p{r)  <=  f  —  F(r)dr  wird, 

DigiLizedby'CoOJ^Ic 


390  ErftflefoDCtion  oder  Potential.  m.Tk.C^.XUE.S.l. 
so  nimmt  die  GrBaae  — F(r)—  die  Gestalt  vi^)-^  f™  in'i  gstt  in 
den  partiell  nach  x  genommenen  Differentialquotienten  — Ton    m  (r) 


aber.    Ebenso  wird 

-«:-;- 

^^  -nrffy-^^ 

and  man  erhBlt: 

z=„/l 

:^')._.//.M^ 

.=  ./! 

^,_,^a,^ 

z_.^/l 

(Je                                oe 

Setzt  man  daher 

Bo  erhalt  mau  Bchliesslidi  X,  7,  Z  darch  blose  DifFerentdatlon  yos  C^  nach 
X,  y,  e,  nUmlich; 

du      ^  SU      ,  lU 

^-•"Ji'     ^-'"äi?'     ^-"*äJ- 
IMe  Function  U  von  x,  y,  e  heisst  die  Er&ftefunction  oder  das  Poten- 
tial der  Attraction  der  gegebenen  Maase  und  kann  der  Inhalt  der  geführten 
Untersuchung  in  den  Satz  znaammengefaaBt  werden: 

Wenn  die  Elemente  dm  einer  Masse  M  nach  dem  Attrac- 
tionsgesetze  F(r)  auf  einen  Funkt  P  von  der  Masse  ^  wirken 
nnd  man  aus  F{r)  zun&cbst  die  Function  (p(r)=f  —  F(r)dr  und 
aus  ihr  das  Potential  U^=J<p(r)dm  bildet,  so  sind  die  Compo- 
nenten  der  Attractionskraft,  welche  an  P  angreift,  die  partiel- 
len Diffsrentialqnotienten  des  Potentials,  genommen  nach  den 
Coordiuaten  x,  y,  e  dea  afficirten  Punktes,  multiplictrt  mit 
dessen  Maaae  und  dem  Factor  f,  welcher  die  Wirkung  zweier 
MasBeneinheiten  in  der  Entfernung  gleich  der  Linieneinbeit 
darstellt. 

§.  4.  Die  Intenaitftt  der  Kraft  P,  mit  welcher  der  Punkt  (xyt)  an- 
gezogen wird  und  ihre  Sichtung  (o,  ß,  y)  sind  bestimmt  durch  die  Glei- 
chungen 

COB  U  COS  J3  CCB  /  1 
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Die  Wnrzel  aus  der  Quadratsumme  der  erstes  partiellen  DifFerential- 
qaotient«ii  einer  Function  U  nennt  man  den  Differentialpammeter  erster 
Ordnung  derselben.  Die  IntensitSt  der  Attractionskraft  ist  daher 
dem  Differentialparameter  erster  Ordnung  der  Eritftefnnction 
proportional. 

Mit  derselben  Kraft  P,  mit  welcher  die  Masse  auf  den  Funkt  wirkt, 
wirkt  dieser  im  entgegengesetzten  Sinne  auf  sie ;  denn  jedes  Massenelement 
wird  von  ihm  mit  derselben  Kraft  afScirt,  wie  er  von  ihm,  und  die  sSmmt- 
liehen  von  ihm  herrührenden,  an  den  verschiedenen  Afassenelementen  an- 
greifenden ElementarkiAfte  liefern,  weil  sie  sich  alle  in  ihm  schneiden, 
eine  der  Kraft  F  entgegengesetzt  gleiche  Beeultante,  welche  man  an  irgend 
einem  Punkte  der  Masse,  welcher  auf  ihrer  Richtung  liegt,  angreifend 
denken  kann. 

Es  sei  TT  der  Werth  der  Kr&ftefunction  im  Punkte  (xyf),  U'  ihr  Werth 
in  einem  folgenden  Funkte  (iE  +  ^''i  Vi  *')i  ^^  welchen  bloa  te  sich  ge- 
Sndert  hat,  dann  ist  TJ'  —  ü  die  partielle  Aeuderung  von  TJ  nach  x  und 
sie  ist  durch  dx  zu  dividlren  nnd  mit  tft  xa  multipUciren,  nm  X  za  er- 
halten.   Es  stellt  daher 

die  Etetnentorarbeit  der  Kraft  P  IBngs  dee  Weges  äx  dar.    Ebenso  wird 

■)y-' '-87'" 

und  wenn  daher  dx,  dy,  dz  die  Projectionen  eines  unendlich  kleinen  Weges 
ds  sind,  ISngs  welches  der  afBcirte  Punkt  aus  der  Lage  ixyt)  in  die  Lage 
(«  -|-  dx,  y  -f-  dy,  e  -{-  Ab)  übergehend  gedacht  wird,  so  ist  die  Elementar- 
arbeit der  Kraft  P  IBngs  dieses  Weges,  welcher  mit  der  Richtung  von  P 
den  Winkel  9  bilden  mag: 

Pcos  ft  ■  ds  ■-=  Xdx  +  Ydy  +  Zde  —  «^  (—da;  +  ~dy  + 1? d«) , 
\öa;  oy  ofc      / 

also  die  Componente  Pco8#  in  der  Richtung  von  ds: 

r>      ^  (dU dx   .dU dy  .dU At\  dU 

Diese  Componente  wird  also  erhalten,  indem  man  die  Aenderung  der  KrKfte- 
fonction  IBngs  des  Weges  ds  durch  ds  dividirt  und  mit  Efi  multiplicirt 

Das  Potential  hat  im  Allgemeinen  als  Function  des  Ortes  (xye)  in 
den  verschiedenen  Funkten  des  Raumes  verschiedene  Werthe.  Der  Inbegriff 
aller  Punkte  {xye),  in  welchem  sie  eis  unS  denselben  constanten  Werth  c 
besitzt,  beisst  eine  NiveanflBche  (vgl.  B.  I,  S.  357)  und  TJ  =  c  stellt 
derw  Gldcbnng  dar.    Indem  man  c  alle  reellen  Werthe  durchlaufen  iBsst, 
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erhSlt  man  die  gauze  Schaar  NiTeauflfichen  des  Attractionss^BtemH,  welchem 
U  zugehört.  Dorch  jeden  Funkt  dee  Raames  geht  eine  NiveanflSche  und 
wenn  U  in  diesem  Punkte  eindeutig  ist,  nur  eine.  Die  Richtnngacoeinnsse 
der  Normalen  im  Punkte  (a^jir)  der  NiveauflHche  TT — c  — =  0  sind  pro- 
portional ——  ,  -— ,  — —  und  mitbin  proportional  den  Componentan  X,7,Z 
öx      öy       dz 

der  Kraft  P.  Es  b'at  daher  in  jedem  Punkte  des  Raumes  die  Kraft  P 
die  Richtung  der  Normalen  der  durch  diesen  Punkt  gehenden 
NiveauflBche  und  wenn  dn  die  unendlich  kleine  Strecke  dieser  Normalen 
vom  Fusspnnkte  bis  zur  folgenden  NiveauflichB  bedeutet,  so  stellt  Pdn  die 
Elementararbeit  von  JP  längs  dieses  Weges  dar  und  ist  also  dem  Obigen 
zufolge  gleich  indü,  wenn  ä  17  die  Aendemng  7on  U  bedeutet,  welche  U 
bei  diesem  üebergange  zur   folgenden  NiveanflBche    erleidet,    sodass   also 

P^  tu  ^r-  wird.    Ea  ist  daher  die  InteneitSt  der  Kraft  dem  Aen- 
dn 

derungsverh&ltnisse  der  ErSftefanction  Ungs  der  Normalen  der 
NiYeanflScbe   proportional. 

Eine  Curre,  welche  das  System  der  Niveauflachen  in  allen  Punkten 
normal  durchschneidet,  gibt  durch  ihre  Tangente  in  diesen  Punkten  die 
Sichtung  der  Kraft  P  au  und  heisat  eine  Kraftlinie.  Zu  jedem  System 
der  NiveauflBchen  gehört  ein  System  von  Kraftlinien,  welche  die  orthogo- 
nalen Trajectorien    desselben  sind.     Die   Dififerentialgleichungeu    desselben 

sind,  da  — ,    — ,    —   die  Bichtnngscosinnsse  der  Tangente   einer  Erafu 

linie  bedeuten: 

dx        dy         de 

dx         dy         de 
Ist  das  System  der  Niveauflilchen  unter  der  Form  F{x,  y,  ?,  c)  ■—  0  ge- 
geben, sodass  die  Gleichung  desselben  nicht  nach  der  Constanten  anfgelSst 
ist,  so  hat  man  aus 

dF        8F        BF'        ^  '*'    '   '' 
dx         dy         de 
vor  der  Integration  die  Constante  c  zu  eliminiren. 
g.  &.     Fflr  die  Newton'sche  Attraction  ist 


F(r). 


,>•■ 


.«-/--=i 
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Das  Potential  fflr  die  Anzlebang,  welche  umgekehrt  proportional 
dem  Quadrate  der  Eutfernang  wirkt  (Newton'sches  Potential), 
iat  das  Integral  des  Massenelementes  dividirt  durch  seine  Ent- 
fernung vom  angezogenen  Punkte,  ausgedehnt  Qber  die  ge- 
sammte  anziehende  Masse.  Wird  dasselbe,  wie  Üblich,  mit  F  bezeichnet, 
so  ist  seine  Deßnitionsgleichung 


.=/^ 


und  die  Componeuten  der  Attraction  sind : 
oder 

Y^t^    i~~^  dm,     Z=Bii  I -^^^-dm, 

Bk       a~x  dr        h  —  y  dr        c — e 

dx  r     '         dy  r      '         de  r 

FQr  den  Fall,  dass  die  Masse  in  einem  allseitig  begrenzten  Tolnmen  ver- 
theilt  ist  und  die  Dichtigkeit  ^  derselben  in  jedem  Punkte  einen  bestimmten 
Werth  hat,  bind  das  Potential  und  seine  Derivirten  fllr  jede  Lage  des  afG- 
cirten  Punktos  bestimmte,  endliche,  continuirliche  OrSssen.  Es  sind  dabei 
die  FBlle  zu  sondern,  dass  der  afficirte  Punkt  ausserhalb  der  anziehenden 
Masse,  und  dass  er  innerhalb  derselben  liegt. 

Wählt  man  den  angesogenen  Punkt  P  {x,  y,  t)  snm  Pol  eines  r&um- 
liohen  Polarcoordinatensystems  der  r,  G-,  tp,  wo  r  den  Radiusyector  von  P 
nach  dem  Massenelemente  dm,  #  den  Winkel,  den  derselbe  mit  der  Polar- 
axe  nnd  ip  den  Winkel,  welchen  die  Ebene  des  Winkels  &  mit  der  Punda- 
mentalebene  bildet,  bedeuten,  so  wird  dm  — >  f/r*  sin  &  dr  d9  dip  und 

T  B=  f  ifr  aia  &  dr  d9  d^. 
Hierin  bedeutet  sin  #  d&  dq>  das  Element  d«  einer  um  P  mit  dem  Radius  1 
beschriebenen  Kugelflache  nnd  kann  also   Y  in  der  Form 

ym=,J^rdrd<t 
geschrieben  werden.    Man  kann   behufs  Bestimmung  von  F  zuerst  nach  r 
nnd  dann  nach  9  integriren,  indem  man  letztere  Integration  Aber  alle  Ele- 
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mente  der  KugelflKehe  erstreckt,  welche  von  den  RadieuTectoren  r  getroffra 
werden. 

Uan  eieht  leicht  aas   dieser  Form,   daes   V  eine   beetimmte   endlicbe 
GrfiBBe  nicht  AberBcbreiten  kann,  wo  auch  immer  P  innerhalb  oder  anisa- 
halb   der   anziehenden   Masse   liegen   mJJge.     Sind   n&mlioh   k  und  R   die 
Mazimalwerüie  der  Dichtigkeit  und  des  Badinsvectors,  so  ist 
jt 
V<>ffdafrdr,  d.  h.  TK^naJf. 

0 

HieranB  folgt  zonSchst  nur,  daas  V  fttr  endliche  a  und  R  endlich  ist. 
Ffir  nnendlichkleine  Masse  ist  tf,  wenn  P  aaeeerhalb  derselben  liegt  and 
wenn  P  innerhalb  sieb  befindet,  R  nnendlich  klein,  also  in  beiden  FSllen 
auch  F  luiendlich  klein.  Hat  die  Masse  endliche  Dimensionen  und  liegt  P 
innerhalb  derselben,  so  können  wir  um  P  eine  nnendlichkleine  geschlossene 
Flache  beschreiben.  Der  Werth  des  Potentials  der  innerhalb  dieser  liegenden 
Masse  ist  unendlichklein,  der  Werth  des  von  der  übrigen  Masse  herrdhren- 
den  Potentials  ist  endlich.  Daher  hat  ersteres  anf  die  Bildong  des  Ge- 
sammtpotentials  keinen  Finfluss  und  verschwindet,  wenn  jene  FlScbe  eich 
aof  den  Punkt  P  zusammenzieht. 

^^  Wir  wollen  jetri;   beweisen,   dass  das  Potential  eine 

J       unendlichkleine  Aenderung  erleidet,  wenn  der  Punkt  P  eine 

unendlichkleine  Verschiebung  PP"  =  da  erfthrt  und  dass 

dV 

'   d7' 

eine  endliche  OrOsse  ist.    Ist  (Fig.  86)  r  der  Abstand  des 

Fiff.  K.  Elementes  dm  von  P,  /  dessen  Abstand  von  P*,   so  wird 

AF=  1  ^—   /— -=   /  '^^,-dm==  /  ^^^rem9fdrd9d<p, 

wenn  man  PP"  zur  Bichtung  der  Polaraxe  wählt  Nun  ist  die  Differenz 
r  —  r  zweier  Seiten  des  Dreiecks  zwischen  deu  Ecken  P,  P",  dm  nicht 
grosser  als  PP'  und  reind  nicht  grösser  als  r.    Daher  sind  in 

AF        fr-r 

PP'^J     PI' 


'  (fdrd&dq> 


die  Grössen         ^-  und  - — ;—    nicht  grösser   als  Eins.    Daher   hat   das 

Integral  einen  endlichen,  bestimmten  Werth  und  werden  also  AF  und 
PP"  beide  zugleich  nnendlichklein.  Nun  ist,  wenn  &'  den  Winkel  bezeichnet, 
den  r'  mit  PP'  ^  ds  bildet, 

f  sing         .      ,     r  —  r'^sing'  —  sinft^cos^  (#'  +  ») 
r'      ™  *"     '      PP'  sin  {&'  —  9)  ^  cos'^  (#'  —  »■>' 
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daher  wird 


*  008  i  (*   —  &) 


Es  ^it  aber,  wenn  r  nicht  Null  Ut,  r  fOr  TerBchwindendas  ds  mit  r  zn- 
Bammen,  sodass  9' =  &  und  dei  zu  bestimmende  Grenzwertli  cos  #  sin  # 
wird.  Ist  aber  r  =  0,  so  wird  r  =  PP'  nnd  *'  =  «,  somit  in  diesem 
Falle  der  Grenzwerth  gleich  Null,  ao  dass  das  dem  Werthe  r  =  0  ent- 
sprechende Element  keinen  Einfiass  auf  das  Integral  ausQbt  Daher  ist 
Überhaupt 

-—  =    I  oas  9  sia  ^  ff  dr  dQ  d(p  ^    (  p  cos  (r,  ds)  dr  d<S, 

wo  am  & d&  dfp  •'=' da  und  cob  d  ■=  cos  (r,  ds)' gesetzt  ist 

Ferner  ist  die  Kraft,  mit  welcher  das  Element  dm  den  Punkt  P  an- 
zieht, tfidm  :  r*  nnd  ihre  Projection  auf  die  Kichtung  von  ds  gleich 

£(i--5-  cos  (r,  ds)  =  tftfi  cos  (r,  da)  drdo. 

Integrirt  man  dies,  so  folgt,  dass  die  Projection  der  Oesammtanziehung 
auf  die  Richtung  von  da  ist: 

/dV 
f  cos  (r,  da)  ärda  ■=  f  u  —  ■ 
ds 

Sind,  wie  oben  x,  E  die  Mazimalwerthe  von  f  und  r,  so  ist 


I  sich  ergibt,  dass  ~,  ebenso  wie  Y  bei  endlichem  Abstände  S 
endlich  ist  und  mit  verschwindenden  Dimensionen  der  Uasae  verschwindet. 

§.  6.  Für  das  Newton'sche  Potential  in  Bezog  auf  unendlich  ferne 
Punkte  gilt  der  Satz: 

Das    Newton'sche   Potential    V   und   seine    erste    Derivirte 

dV 

^-,  nach  irgend  einer  Bichtung  s  genommen,  von  einer  in  einem 

endlichem  Baume  enthaltenen  Masse  verschwinden,  wenn  der 
angezogene  Punkt  P  ins  unendliche  rUckt.  Ist  S  der  Abstand 
des  Punktes  P  von  einem  beliebigen  Punkte  0,  welcher  in  der 
Masse  oder  ausserhalb  derselben  in   endlicher  Entfernung  von 


einem  festen  Werthe,  uSmlich  der  Masse  m;  die  Richtung  dei 
Attractionskraft  selbst  nShert  sich  dabei  der  Bichtung  von  S. 
nach  welcher  P  sich  ins  Unendliche  entfernt 
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In   dem   rou   0,  P  nsd   dem   Maeseuelemente  dm  gebildeten  Dreieck 

(Fig.  87),  dessen  Seiten  die  Entfernungen  d,  r,  u 

/-^.       ,  des  Punktes  P  von  0  und  dm  oad  des  Punktes  0 

y  '-  --„„^^^        von  dm  sind,    ist   nämlich   r  —  M<i<»--|-u 

9~'  7"        ~"^  -P  und  folglich 

^"■^  f{r-u)dm   ^    rSäm^    f  (r -^  >i)  dm 

d.  h.  J  r  J     r  J  r 

/udm   ^„,   ^       ,     /'«dm 
—  <"<"+j  — ■ 

Diese  Uugleichnng  besteht  fort,   wenn  man  in  ihr  ftlr  u  seinen  grCssten 
Werth  Uj  und  Mr  r  seinen  kleinsten  Werth  r,  einsetzt,  d.  b.  es  ist 


•('-^)<"<"('  +  "t) 


Fflr  unendlich  grosse  S  wird  aber  auch  r^  nnendlich  gross  und  folglich 
**!  =  **!  gleich  ^uU ;  es  fallen  mitbin  die  Grenzen  fUr  Yi  zusammen  und 
folgt  lim.  Fd=>=m. 

Projicirt  man  ferner  die  Kraft  ifn.dm-.t',  mit  welcher  das  Element 
dm  den  Punkt  Jlf  anzieht  auf  die  Richtung  von  S,  nach  welcher  sich  P 
ins  Unendliche  entfernen  soll,  ao  stellt  das  Integral  dieses  Ausdruckes  die 
Summe  allev  Componenten  und  mithin  die  Projection  der  Gesammtattractions- 

dV 
kraft  P  auf  S  dar.    Diese  Grösse  ist   aber   ta  —-•    Daher    besteht    die 

■^  ds 
Gleichtmg 

wo  ts  in  die  Richtung  von  S  f&llt.    Daher  ist  auch 

ra*  cos  (r,  «)-._. 


epd»  ^  =  Jt  p  (,^g  (-p^  ^j  _  ^^Ji 


Nun  ist  aber  tf  cos  (r,  tf)  ^  r  —  «  eos  (u,  r)  und  da  «  cos  (u,  r)  zwischen 
—  «  und  4"  w  liegt,  so  ist 

r  —  «  <  d  cos  (r,  d)  <  r  +  «, 
welche  Ungleichung  in  Verbindung  mit  der  obigen  Ungleichung 

r  — w<d<r  +  M, 
zu  der  weiteren  fllhrt: 

(f  —  «}»<*'  cos  (r,  d)<  (r  H-  u}*. 
Hieraus  folgt,  ähnlich  wie  oben 

und  daher 
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Hieraus  ergibt  aicb  aber 

lim.  ä*Poo3  {P,8)  = 


.<J» 


dr 


fOr  wachsende  ä.  Da  die  Kichtungen  der  Abstände  r  fUr  den  ins  Unend- 
liche rückenden  Punkt  P  der  Richtung  von  S  parallel  werden,  so  wird 
auch  die  Resultante  oder  P  ihnen  parallel  und  fttllt  in  die  Richtung  von  i. 

8V 
Die  Grössen  V  und  — -  verechwiiiden  im  Unendlichen  als   unendlich- 
es 

kleine  Grössen  von  der  Ordnung,  wie  t»  :  6  und  w  :  d*.  Da  der  Punkt  P  die 
Masse  m  mit  derselben  Kraft,  wie  sie  ihn  anzieht,  so  folgt,  dass  fUr  unendlich 
ferne  P  diese  Kraft  als  Resultante  eines  Systems  von  Parallelkr&ften  durch 
den  Mittelpunkt  der  Masse  m  hindurchgeht,  nach  welcher  lÜchtung  eich  auch 
P  ins  Unendliche  entfernen  mag. 

Bevor  wir  die  allgemeine  Untersuchung  über  das  Potential  fortsetzen 
und  inebesondere  Sätze  Aber  seine  Derivirten  zweiter  Ordnung  entwickeln, 
wollen  wir  einige  Beispiele  zu  dem  Inhalte  der  vorstehenden  Paragraphen 
geben. 

§.  7.  Potential  einer  concentriech  geschichteten  Uohlkugel  (Fig.&8). 
Eine  HohlkugelBcbicbt  sei  euthalten  swischen  zwei  conceulrixcheD  Eugelflächen 
von  den  Radien  a,  b;  die  Dichtiglieit 
if  Bei  faloa  eine  Function  dra  Abutandes 
vom  Hittelpunkte,  also  für  concentrigche 
Krusten  conBtant.  Für  Polarcoordinaten 
u,  9,  ip,  deren  Pol  im  Mittelpunkte  C  liegt 
und  deren  Polaraie  und  Fundamental- 
ebene  durch  den  afficirteo  Punkt  P,  fflr 
welchen  CP  ^  x  Bei,  geben,  hat  man; 


^dud^d 


i»dud». 


Fahrt  man  statt  9  die  Eatfemung  r  des  anziehenden  Elementes  vom  afficirten 
Punkte  als  Variabele  durch  die  Gleichung 

r'  ■—  w*  +  a;'  —  2»a:  cos  9 
ein,  welche  bei  constautem  u  die  Gleichung  rdr  ■*  xu  sin  9d9  liefert,  so  wird 


'-W: 


Qududr. 


Hinsichtlich  der  Integrationsgrenzen  für  r  und  u  sind  die  FUlle  zn  unterscheiden, 
ob  der  Ponkt  P  dem  KuBBeren  Baume  oder  dem  inneren  Hohlräume  oder  der  Hatee 
selbst  angehört 

1.    Für  einen   äusseren  Fuekt  sind  x  —  u  nnd  x  -\-  u  die  Grenzen  fflr  r 

und  wird 


.-^J.. 


•du. 
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«-°  Ix  I «u'd 


die  Haaee  der  Schicht  ist,  V  •—  —  .    Die  CompoDeDten  der  Ätkactionaknift  aind 

du  Dl  nach: 

und  die  ganse  Kraft  P  ■>-  ■,  ist  nach  dem  Mittelpunkte  gerichtet  ond  gleich 
der  Anziehung  der  in  dieeein  Pankte  vereinigt  gedachten  QeMmmtmaBae  der 
Schicht. 

2.   Fflr  einen  Punkt  im  inneren  Hohlranme  aind  u  —  x  ond  u-^  x  die  Grensen 
fSr  r  und  wird 


\r  —  AkJ  fudu. 


alao  ccnetant    Daher  sind  Z—  F.-.Z=-P=-0  und  übt  die  Schicht  auf  den 
Pnnkt  keine  Wirkung  aua. 

3.  Liegt  der  Punkt  in  der  Haase  der  Schicht  aelbet,  ao  EerfUle  man  dieie 
in  eine  von  den  Radien  a  und  x  und  eine  andere  von  den  Bodien  x  and  b.  FQr 
eratere  ist  der  Pnnkt  ein  äoaeerer,  für  letstere  ein  innerer.   Daher  ist  daa  Potential 


"x    i  ?••''*••  +  *"    /p" 


Die  AttrcctionakraA  i>t  daher 


^= j    ii)v}du-\ iWQ    X*  —  4«(    «■» j, 

X    J  X  X 


wenn  m'  die  Masse  der  erateren  Schicht  nnd  p^  die  Dichtig;keit  fflr  u  ^  a;  iat. 

4.  Bei  cODstanter  specifiacher  Masse  q  erhält  man  fOr  den  nasseren  Punkt 
F  —  t  ^  (6'  --  a«)  und  für  die  Vollkngel,  fdr  welche  a  —  0  ist:  F  —  J  «s  — 
und  P=  —  f  «fix«  -j!  für  den  inneren  Punkt  wird  K™  8x(  (&■  —  o»),  P  »  0 
und  fOr  den  der  Masse  angehörenden  Punkt: 

.    F  =  Jx?/a!'-^+2«,(6*-a!'),    P--i*^«,^x^  J^ 

nod  insbesondere  bei  der  Vollkngel  in  diesem  Falle: 

F-inpa:'  +  2i«p6',     P i*^»?*. 

Für  swei  Engel  schichten  von  den  Mittelpunkten  C,  C  und  dea  Massen  m,  m 
sind  die  Potentiale  fflr  einen  äusseren  Punkt  M  gleich,  wenn  p-j^  —  ^^j^-     Der 

Ort  der  Funkte  gleicher  äusserer  Potentiale  ist  daher  eine  Engelfll^he,  deren 
Mittelpnnkt  auf  der  Centralen  CC  liegt  und  diese  Strecke  im  VerbUtaiiss  m :  m 
harmonisch  tbeilt.  Fflr  drei  Engelscbichten  entfaält  der  Schnittkreis  aweier  der 
drei  Fotentialkogeln  die  Pnnkte  gleicher  änieerer  Potentiale  für  alle  drei  Schichten, 
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daher  sobneideo  ach  die  drei  Poteutialkagelii  io  einem  und  demselben  Ereiae. 
Bei  Tier  Schichten  gibt  ea  sechH  Potentialkngeln,  welche  eine  gemeinsame  Sehne 
beaitien,  welche  die  beiden  Paukt«  gleicher  Potentiale  fflr  alle  Schichten  vet- 
bisdet 

§.  8.  Potential  einer  homogenen  Kreislinie  Po^P,  in  Besag  anf 
einen  Pankt  P  ihrer  Ebene  (Fig.  89).  Für  (7P— ar,  CÄf  —  it,  P3f  —  «. 
Winkel  CP,M  —  fr  ist  soiülchst 

-i- 
da  der  Centriwinkel  MCM'  ^  3  ■  XF,M'  ^  Siifr  ist.    Ferner  ergibt  sich  u  ans 
dem  Dreieck  PP,  M  dnrch  die  Gleichnng: 

«'  —  {B  +  X)*  +  {2  ü  »in  *)»  —  S  (fi  +  «)  2  B  ein  *  cos  (i  *  -  #), 
n&mlich: 


Hiermit  wird 


(B  +  .)■  -  4  ü^  .in"  »  -  (Ä  +  !)•  [l  -  (^^)'»»- »]  • 


(m 


ein*« 


■  R  +  X 


FU: 


2V'Äx\ 


Die  Niveaalinien  und  Kreise,  concentriach  mit  dem  antiehenden.  FBr  x  ^0 
wird  V wm  2x(,  aaf  dem  umfange  wird  F—  so  and  Ton  da  ninunt  e«  ab  and 
verBchwindet  f<lT  z  ^  oo. 
ab,  denn  es  ist 


Du  Potential  h&t^  bloa  von  dem  Verhaltnisse  -= 


R-{-x 
FQr  Ewei  in  einer  Ebene  liegende  Kreise 


(■  +  ^)-iff-'>^^('  +  S-) 


on  den  Badien  R,  R'  nm  die  Mittel- 
punkte C,  C  ist  der  geometrische  Ort 
aller  Punkte  P  der  Ebene,  welche 
in  Bezog  anf  sie  gleiche  Potentiale 
bei  gleicher    Dichtigkeit  d    besitzen, 

c-p 


so  beschaffen,  dass  ^k-  •»  - 


Der 


Ort  ist  daher  ein  Ereia,  deeeen  Hittel- 

ponkt  anf  der   Centralen   CC    liegt 

und  die  Centralstrecke  im  Verh&ltnise 

R  :  R    harmonisch   theilt.    FQr    drei 

Kreise  gibt  ea  drei  solcher  Potential- 

kreise    and  da  die  Schnittpunkte  zweier  von  ihnen  gleiches  Potential  in  Beiug 

aof  alle  drei  Kreise  besitzen,  so  geht  der  dritte  Ereie  dnrch  die  Schnittpunkte 

derselben.    Alle  drei  besitsGD  daher  eine  gemeinschaftliche  Sehne. 

%.  9.  Von  besonderer  Bedeutung  fOr  die  Attractionstheorie  ist  das  Problem 
der  Attraction  des  homogenen  oder  concentrisch  geachiohteten 
£lIipB*>ids  nach  dem  Newton'schen   Gesetze,   ein  Problem,  welches  seit 
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Newton  OegeosUnd  der  tieralen  Stndiea  der  bcrrorragendeten  MkUieDuOikär  ge- 
wordr'n  iit.  Wir  werden  lUDächst  d&B  Potential  eines  homogenen  Kllipeoid«,  Mirie 
die  duaiu  folgenden  AttractionBcomponeDten  nach  Dicichlet's  Methode  ent- 
tricteln  und  B]^ter  eine  ajutheliiiche  Lösung  dieser  Aufgabe  von  Chftilea  für  daa 
coDcentriach  geschichtete  Elüptoid  geben.  Dirichlet'a  Methode  gründet  sich 
auf  die  Theorie  des  von  ihm  entdeckten  Discontinaitätsbctors  der  vielfachen  Inte- 
grale  nnd  findet  sich  in  den  Abhandlangen  der  kOnigL  Akademie  der  Wiisen- 
ichaften  £a  Berlin  ans  dem  Jafare  1939,  erschienen  1811,  S.  61  der  msthem.  Ab- 
handlnngen  (Ueber  eine  nene  Methode  lor  Bestimmung  vielbcher  Int^rale  von 
Lejenoe  Diriehlet,  vorgel.  am  14.  Febr.  1839)  net>st  weiteren  Ausfahningeii  in 
Crelle's  Journal  Bd.  82,  S.  88  {.S'ur  un  moyen  ginirai  dt  ririfUr  Vexpremon  dw 
potetUid  relatif  ä  une  matte  qiitlconque,  homogine  ou  hAerogim).  VgL  auch 
SchlOmilcb,  analjtisihe  Stadien,  Leipzig  I84S,  1.  Abtb.,  S.  126. 
Der  Ausdruck 

adhdc 


^-'ffß 


ist  das  Potential  des  homogen  gedachten  EUipsoidjj  —  +  äi~l — ;=■!  in  Beaug 

aof  den  Paukt  (xyi),  fflr  welchen  r'  =-  (o  —  x)'  +  (6  —  y)*  +  (c  —  «)'  ist,  wenn 
das  dreifache  Integral  über  alle  Elemente  dadbdc  des  von  der  Fttche  amachlo»- 
senen  Ranmes  erstreckt  wird.  Die  Ausfäbrang  dieser  Integration  findet  aber  darin 
bedeutende  Schwierigkeiten,  daas  die  Grenzen  derselben  von  der  Integtationa- 
ordnung  abhängig  nnd  veränderlich  sind.  Um  diesem  misslicben  Umstände  vor- 
znbengen  nnd  die  Grenzen  auf  constaute  Werthe  zn  bringen,  multiplicirt  man 
unter  dem  dreifachen  Integralzeichen  mit  einem  Factor  f  {a,  6,  c),  deseen  Wetth 
in  jedem  im  lanero  des  Ellipsoids  gelegenen  anziehenden  Pankt«  (abc)  gleich  1, 
in  jedem  Punkte  des  nicht  mit  Maese  erföllten  AusBenranmei  aber  gleich  Null  ist. 
Durch  Zufdgung  dieses  Factors  werden  die  Elemente  d«a  Integrale«,  welche  der 
anziehenden  Masse  lugehöreu,  nicht  geändert,  während  solche  Elemente,  welche 
Punkten  dei  Aassenraumes  entsprechen,  unbedenklich  zugefügt  werden  kCnnen, 
da  der  Factor  f  {a,  b,  c)  sie  annnilirt.  FSgen  wir  sie  za,  so  kOnnen  die  Grenzen 
des  Integrales  von  —  tc   bis  »  ausgedehnt  werden  und  wird 


'fff- 


Es  kommt  nun  zunächst  darauf  an,  einen  solchen  Factor /' (a,  b,  e),  dem 
Diriehlet  den  Nomen  eines  DiscontinnitStsfactors  gegeben  hat,  zu  finden. 
Die  Theorie  der  Fourier'schen  Doppelintegrale  liefert  solche  Factoren  von  be- 
liebiger Menge  und  Beachafienheit ;  fQr  unseren  Zweck  genfigt  es,  den  einfachsten 
EU  wUhlen,  welcher  zur  Zeit,  als  Diriehlet  seine  Methode  zuerst  entwickelte, 
sugleich  der  einzig  bekannte  gewesen  zu  sein  scheint.    Er  ist 


^  J-ainy    ^ 


Es  wird  dieser  Ausdruck  für  alle  Werthe  von  a  <  1  gleich  1,  für  Werthe  •  >-  l 
aber  Null.  Man  gelangt  zu  diesem  Integrale  leicht  auf  folgende  Weise.  Es  ist, 
wie  leicht  gezeigt  wird  (vgl.  Schlömilch,  Compendinm  d.  hOh.  Anal;«is  I,  §.  W, 
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Das  etwas  allgemeiDere  iDtegral 

J'ein  x*    ,  /'sin  nii    , ,     , 

geht,  wenn  w  positiv  ist,  dorch  die  Substitution  Kip  —  tf'  i°  dasselbe  mit  dem 
Zeichen  (-f-),  für  negative  x  aber,  wenn  man  if^  •=  —  ^'  setzt,  in  dos  nOmliche  - 
mit  dem  Zeichen  (—)  Ober  nnJ  venchwindet  fQr  x  3_  o.     Man  hat  daher 

y-SL'»d»_4,,  0,  -1,, 

je  nachdem  k  positiv.  Null  oder  negativ  ist.  Nnn  hat  man  weiter  vermöge  der 
Formel  2  ein  m^  cos  nip  =  sin  ('''  +  ")*  +  ""  (••  —  ")  *  ^^  Gleichung: 

Sind  nnn  m  nnd  n  positiv  und  ist  in  >- «,  so  ist  m  —  n  positiv  und  bat  jedes  der 
Integrale  rechts  den  Weitb  ^»;  ist  aber  tn  ^  n,  so  ist  die  rechte  Seite  \K-\-f>, 
Tür  m  <  n  aber  ist  sie  ^  x  —  ^ «  —  0.     Demnach  hat 


r 


die  Wertbe  i  X,  ^x,  0,  je  nachdem  m  =  n,  oder  also  — ^1  iat  Setit  man  noch 

m^f  —  <p  nnd   —  — >  a,  so  folgt,  dais 


V^ 


'S  eip  •  df  •—  1 ,  -^f  0, 


je  nachdem  a  ^  1.  FQr  unser  Problem  ist  nun  für  alle  der  Masse  de*  Ellipsoids 
angehCrigen  Punkt« 

ffir  alle  Fifiikle  anBiei;balb  desselben  aber  wird  dies  Trinom  ^  1.   Setzen  wir  also 

-iJ  +  l^  +  f 

-.J~  i--"'(ir+ ff +>?)''■'''' 

einen  Discontinuit&tsfactor  unsers  Problems  dar.  Dass  dieser  Factor  auf  der  Ober- 
fläche de*  Ellipsoids  den  Wcrth  \  bat,  flbt  keinen  EinBuss  anf  den  Werth  des  Inte- 
grales aus,    Es  wird  V  nach  Umkefarung  der  IntegratiODSordnimg : 
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.=V/^.,j//.„(i;+|;,^), 


Nno  »t  coB  a<f  die  reelle  ParUtJe  von  e'"^  "  cos  09  -|-  1  sin  aqi.  Daher  «iid  V 
die  reelle  Parthie  daa  folgenden  Ansdrucka  F,  eein,  den  irir,  all  den  etwu  be- 
quemer zu  behandelnden,  weiter  verfolgen  wollen  und  ans  welchem  wir  mit 
LeicbtiKkeit  jeden  Augenblick  den  Werth  von  V  wieder  heransleaen  kOnuen, 
nknlich ; 


dbdc 


y_^   /"ainy     /*  /"   C ^{h  +  ^+jh'    dadt 

Um  dies  Integral  an  andere  bekannte  Formen  ans  der  Theorie  der  bestimmten 
Integrale  anlehnen  sn  kfinnen,  empfiehlt  es  lich,  den  Nenner  r  in  den  Exponenten 
EU  bringen.  Dies  gelingt  mit  Hülfe  der  bereits  von  Bnler  aufgefundenen 
Qleichnng:  ' 


/ 


Entnimmt  man  aus  ihr  den  Werth  fflr  —  und  &üut  ihn  in  den  Ausdrock  fOr  V, 
ein,  Bo  kommt: 

Indem  man  nnn  für  r*  seinen  Werth 

(«-ar)'  +  (6 -y)*+Cc -»)•  —  *•  +  ?'  + s*-8a«-26y-ac«  +  a'  +  6'-fc' 

einsetit,  Eerf&llt  da«  innere  dreifoche  Integral  in  drei  Factoren 

Dud  den  weiteren  Factor  e  ,  welcher  sich  Toracliiebt,  lodui  man  b>t 

«V»     J  J  vY^  * 


*)  Vgl.  Hoigno,  fefons  de  colcul  differadid  et  de  edlaU  inUgral,  T.  Il,p.30», 
Z.  S  V.  a.,  woselbtt  a  =-  ^,  b  -^  r*  nnd  fOr  r(^)  sein  Werth  V«  an  aebea  ist 
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Nach  einer  anderen  bekanntea  Formel  ist  aber 


/-■"■- -Vi- 


!?-9',. 


mit  Hfilfe  derselben  findet  man 


und  wenn  man 


*  +  <">       "y+l^        <P  +  r'*j  * 

0     0 

Zur  weiteren  Vereinfachnng  fOhre  man  die  Sobatitotion  —  —  ■  eia,   sodaas 

V 
an  die  Stelle  von  ^  die  Variabele  t  tritt,    wodurch  die  Grenzen  fQr  s  gleich  oo 
and  0  werden,  wofdr  wir  mit  Aendemng  dea  Zeichens  wieder  0  and  cp  achreiben. 
So  ergibt  aich 

r,  —  2d«*"'/    /  "  ?    — ^-^=7-7---        dadi, 

JJ  '     l4^^)('  +  y)  {•  +  ,'.) 

-worin  S  die  Form 

»-^  +  7^  +  ^,^ 

ang'enommen  hat. 

Nach  Umkehrang  der  Integrationaordnnng  erlangt  F,  die  Qeatalt; 

„  ixf   I  ds  I  Bin  Ol     «0f 

/l/(^)Kf.)(-  +  ^)/  ' 

Der  reelle  Beatandtheil  hietroo  iat  V;  derselbe  ist  vermOge 


'  coa  ^x  -|-  t  sin  \ 


J  *    i_  COB  S9  -f-  >  Bin  Sq», 


c  _  _  a,  /V^-  Z*-™  i"-  d»  Sy  J», 


•)  Ebenüas.  p.  810  fflr  6  —  fc,  6^  =  -  t,  y  ^  (j  ^  ^j  =.  e^"', 
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gesetct  ist. 

Die  Anifübrang  der  iooeren  Integratioii  wollen  wir  auf  indirectem  Wege  bo- 


werkst«lligen ,  indem  wir  mnilchBt  -s — ,   -7—.   ~r~  bilden  und  ans  diesen  GrCuen 
V   luaammenaetzeD.     Die    QrOe 
angezogenen  Ponktea  und  da  -. 


V  luaammenaetzeD.    Die    QrOese   S  allein  enthält   die  Coordinaten 


dV  r       dt  /'sin  q>  „     , 

i  ähulicbe  Formeln  finden  eich  fOc  die  anderen  DeriTirten  1 
Nnn  iat  aber  der  DiscontinuilAtafactor 


P 


i»fflrS<l_ 
0  ffir5>  1' 


um  daher  den  Eesnltaten  eine  definitive  Form  sn  geben,  werden  wir  die  weitere 
DnterBachnng  spalten  nnd  untere cbeiden,  ob  der  officirte  Pnnkt  im  inneren  oder 
im  änaaeren  Baume  liegt. 

Für  einen  inneren  Pnnkt  ist  — Q  +  4i  +  -r<C*i  mithin  auch 
o         p        > 


d.  h.  <S  <  1,  weil  s  nur  positive  Werthe  im  Integrale  annimmt  Daher  «erden 
far  innere  Punkte: 

dV  p       da 

dr     _  A     dt 

Hiermit  erhält  man  die  Componenten  X,  Y ,  Z  der  Attraction,  indem  man  dime 
QrOaHen  mit  fi«  multiplicirt  Kb  sind  dieselben  mithin  den  Coordinaten  x,  y,  t 
proportional. 

Für  einen  Äusseren  Punkt  ist  -=  +  ~  +  -y  >  1.    Nun  ist  dieser  Auadinck 

„K  p>  yt 

der  Werth,  den  S  Sit  s  =-  0  annimmt  nnd  da  S  um  ho  kleiner  wird,  je  grOner 
»  wird  und  für  s  <—  00  verschwindet  (vorausgesetzt,  dass  x,  y,  i  endlich  sind),  so 
folgt,  dasa  es  eiuen  positiven  Werth  a  =  «  gibt,  aber  auch  nnr  einen,  f^  welchen 
<S  —  1  wird.    Es  bat  demnach  die  Gleichung 
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eine  positive  Wnrael  and  sie  scheidet  die  Werthe  R  <|  o,  für  welche  S  >  1  wird, 
von  den  Werthen  ■  >  ff,  für  welche  S  <  1   wird.    Pie  'Werthe  s  <  u  kommen 

3F     8V     dV 
bei  den  obisen  Inteimilen  ftir   .3—,   -.  - ,    ?■—  nicht    in    Betracht,    weil    fQr    iie 

"  "  <)«'    dif'    Oi  ' 

wegen  S  ~^  i  der  ÜiHcontinnit&tBfactor  verschwindet,  es  ist  die  Integration  nach 
s  vielmehr  hlos  Aber  alle  a  von  g  ^  o  bis  a  —  oo  lu  entrecken.  Demnach  er- 
hält man  fOr  einen  üassecen  Paukt: 


dv 


dz 


--'"••y(.M--.M>' 

_  p      da    _ 


Um  nnn  das  Potential  V  selbst  aas  seinen  Derivirten  za  bilden,  haben  1 

des  Satzes 

,,.       cV  ,     ,  dV  ,     ,    dV  ^ 
(J  r  —  ,     d.T  +  -„  -  dy  +  .     da 

ox  oy  Oi 

für  einen  inneren  Punkt: 

nnd  milbin 

niid  ühnlich  für  einen  änMCren  Punkt: 


""'/{" 


Fflc  Pnakt«  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  -i  +  "i,  +  ,  ^-  i  massea  beide 
"  p  7 
AnsdrOcke  fSr  V  znsammenfallen.  Knn  ist  fOr  diesen  Fall  0^0,  wie  die  Ver- 
gleichong  der  Qleichnng  des  BUipHoide  mit  der  Oleichnng,  welcher  a  genCIgen 
maes,  lehrt.  Daher  sind  in  dem  zweiten  Atudrack  fflr  V  hierfür  die  Integration b- 
grensen  dieeelben,  wie  im  ersten  nnd  da  z,  y,  (  in  beiden  dieselben  Werthe 
haben,'  so  folgt,  dass  anch  die  Conttanten  C  nnd  C  dieselben  Weithe  haben 
mflssen.  Es  genügt  daher,  C  zu  bestimmen.  Hierin  dient  die  Eigenschaft  des 
Potentials,  das«  es  im  Unendlichen  verschwindet.  Nun  wird  fflr  a;  — y  — «  — 1» 
aacb  V  — •  OD  nnd  werden  die  untere  and  obere  Grenze  des  Integrals  für  V  ns- 
endlich  gross.  Das  ganze  Integral  redncirt  sich  daher  auf  ein  einaiges  Element, 
welches  verschwinden  mnss.  Dasselbe  hat  vermCge  der  Gleichang,  welche  a  be- 
stimmt, den  Factor  C  —  1,  dessen  Werth  allein  von  den  unendlich  gros«  werden- 
den X,  y,  z  abhängt  nnd  der  mithin  das  Yerschwinden  herbeiführen  mnss.  Aas 
C  —  1  —  0  folgt  aber  C  —  1.  Demnach  ist  der  Werth  de«  Potentials  des 
Ellipsoids  gefunden;  er  ist: 

Scaiu.,  Uadunlk-  IL  30 
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,r  /Y.  *'  ?''  **     \  ''* 

^—'J{'-;^.-f^+-.--,-n)T 

oder  - 

JV    «'  +  '     f'  +  '     !•  +  ')" 

je  Docbdem  der  Pnnkt  im  Innem  der  Huae  oder  im  AnBaenmune  liegt  und  wobei 

a  die  pMiÜTe  Wnrael  der  Qleiohnng  —rr h  et  _i_z  +    ,  _■      *■  1  "*- 

8.    Die  Integrale 

p      da  r      ds  r      ds 

SV     SV     dV 
welche  in  den  AoBdrflcken  für  ^  - ,   tt-  ,    ■■<—  in  BeEQg  aaf  einen  inneren  Punkt 

Sx'   dy  '    oz  " 

auftreten,  h&ngen  nicht  von  den  abiolnten  lAngen,  Bondem  nnr  von  den  Verhält- 
nUeen  n  :  ß :  y  der  Halbaien  dea  auEiehenden  Ellipeoida  ab.  Denn  setzt  nun  t.  U. 
in  dem  ersten  von  ihnen  s  »  a't,  so  eutateht 


■fi 


dt 


So  liuige  also  die  VerhältDi«se  der  Azen  dieselben  bleiben,  behalten  diese  Inte- 
grale dieselben  Werthe  und  mithin  auch  die  Attractionscomponenten  X,  Y,  Z, 
welche  ihnen  propoTtional  aind.  Zwei  Ellipsoide  TOn  demelben  AzeaverbKltnisien 
und  aber  Umlich.    Daher  der  Satz: 

Zwei  homogene  concentriBche  ähnliche  und  Ähnlich  liegende 
Elliptoide  derselben  Dichtigkeit  ziehen  einen  inneren  Punkt  mit 
derselben  Intensität  und  in  derselben  Biohtnng  an-  Hieraos  folgt 
weiter:  Eine  homogene  ellipsoidische  Schicht,  von  zwei  ähnlichen 
und  coucentriach  ähnlich  liegenden  Ellipsoiden  begrenzt,  flbt  anf 
einen  Pnnkt  ihres  inneren  Hohlraames  keine  Wirkung  ans. 

Dieser  Satz  besteht  aach  fott,  wenn  die  Schicht  nicht  homogen  ist,  sondern 
die  Dichtigkeit  so  varüit,  dass  sie  auf  Ellipsoiden,  welche  den  Grenzflächen  Uio- 
lich  in  ähnlicher  Lage  sind,  coostant  ist. 

8.  Wird  die  Schicht  nnendlich  dünn,  so  kann  man  die  AUractionscompo- 
nenten  ffir  einen  äusseren  Pnnkt  frei  von  Integralzeichen  darstellen.  Hon  hat 
nämlich  znnächst,  wenn  man  s  =  a*t  setzt, 


y* dt_ 
i'+')y(.+.)(.+":7)(.+;'rö' 


fSr  ein  zweites  ähnliches,  dem  ersten  nnendlich  nahes  Ellipaoid  mOgen  a,  fl,  j 
die  Ualbazen  sein,  welche  wir  uns  kleiner  aia  a,  p,  f  denken  wollen,  sodass 
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(['  o  u  -f*  ^"i  ?  "  ?  +  ^P>  V  —  1  +  ^V  '>"<^  wenn  1  —  1  das  Aehnlichkeite- 
TerhUtniw  ist,  wo  I  nnendlichlilein,  a  -{•  da  =^  (1  —  1}  «,  also  da  =  —  1«  nnd 

dV 
ebenso  d^  —  —  X§,  dy  "^  —  ly  wiid.    Denkt  man  sich  rr—fQr  das  zweite  Ellip- 

8V 
■oid  hingeschrieben  nnd  Ton  dem,  dem  ersten   entsprechenden  Werthe  von  ^ 

abgOEOgen,  so  stellt  die  Differenz  mit  i/i  maltiplicirt  die  Attractionscomponente  X 
der  Schicht  dar.  Auf  der  rechten  Seite  aber  erscheint  das  Differential  des  Inte- 
grales nach  «,  welches  die  einzige  darin  enthaltene  Aie  ist,  die  sich  ändert. 
Man  hat  daher: 


,      ?     /*  dt 


^i}+P^(}+$^ 


wenn  D„  den  Werth  Ton  D  fflr  >.»  «  beseichnet. 


lind  die  Differentiation  dieser  Gleichung  liiert,  da  -i^,  -^  constuit  sind: 
^'''  (         ''  +  »■  ,  '■  \  _  2„ 


0- 

d.  h. 


_2p' 


Hiermit  werden,  wenn  die  analogen  Entwickeinngen  tut 
werden; 


-«"'"•»•«.XT/r' 


■  +  •   .0/ 
»•  +  •   ö.' 

und  folglich  die  AtfoactionsbaA  P  selbst: 

Dieses   Resultat    ist  einer    einfachen    geometrischen    Interpretation    fähig.     Die 
Oleichung 
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«•  +  .  +  (T' +  .  +  ,'  + , 
bedeutet  Dämlich  ein  durch  deu  Punkt  {xye)  gehendes  Ellipgoid,  desBen  H*lb- 
axeD  a,  ^,  y'  durch  die  Rela^nen 

.■•-„•  +  ,,   f~ß'  +  :   /■-r'  +  " 

gegeben  Bind,  ans  denen 

«''  —  P*'  —  o'  —  ß',  p''  —  /'  =-ß*  —  y',  a'  —  y'  =  «»  —  jr" 
folgt.  Da  die  Quadcatdifferenaen  der  Halboxenpuire  fflr  dietea  und  da«  sn- 
ziehende  Ellipaoid  dieaelben  sind,  so  haben  beide  Ellipaoide  gleiche  Eicentricj- 
tAten  nnd  dieeelben  Bienaponkte  dei  HanpUchuttte  oder  sind  conrocal.  Die 
Gleichung  der  Tangent«nebene  an  unser  neues  Ellipaoid  im  afficirten  Ponkte 
(x^i)  ist  nun 

^i^rr- « +  ÄiarT'"  +  Ti^'E - '  - «! 

ihr  Abstand  vom  Uittelpunkte  int  daher  die  GrSsse  p  und  die  Richtnogacosimiue 
der  Normalen  im  Punkte  (x  yx)  sind  px :  a  *,  py :  p'',  pzj  y''.    Femer  ist 


-.-VF+M+M^^ 


'fr 
•fr  ' 

Mit  Hülfe  dieser  Auadrüoke  werden 

worin  man  noch  die  Masse  der  Schicht  verwerthen  kaon.    Sie  iat 

,n  -  J«e«(iy  [1  -  (l  -  !)■]  =  4«e<r(JyI. 
Biermit  wird  ^ 

Ans  dieaen  Entwickelongen  folgt  der  Sats: 

Die  Attractionskraft  einer  unendlich  dünnen,  Ewischen  zwei 
ühnlichen,  coucentrisch  und  ähnlich  liegenden  Ellipsoiden  enthal- 
tenen homogenen  Schicht  ia  Besng  auf  einen  änseeren  Punkt  hat 
die  Richtung  der  Normalen  an  das  dnrch  diesen  Pnnkt  gelegte,  mit 
der  äusseren  Grensfläche  der  Schicht  confocale  EltipBoid  und  iit 
der  Masse  der  anziehenden  Schicht  und  dem  Abstände  der  Tangenten- 
ebene  jenes  ElHpsoids  im  angezogenen  Paukte  vom  Mittelpunkte  dei 
Schicht  proportional. 

Die  NiveaafUcfaen  der  Ättraction  der  Schicht  sind  mithin  dir 
mit  ihrer  Anssenfl&che  confocalen  Ellipsoide.  Die  AaasenflSch( 
selbst  iat  daher  eine  NiveanflKche.    FQr  einen  Punkt  auf  ihr  aind  «',(,1 


auf  ibr  auad  • 

.vCooj^Tc 
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gleich  a,  ß,  y  and  kann  man  noch  in  dem  Aiudruoke  füc  P  die  OxUme  pl  durch 
die  Dicke  i  der  Schicht  in  der  Bichtnog  der  Normalen  erieteen,  wie  inan  leicht 
ana  der  Aehelichkeit  der  BegrenzaugBflaohen  erkennt.  Sind  nämlich  r,  s  die 
Radieuvectoren  der  Anwereii  und  inneren  Grenzfläche,  welche  die  Richtang  vom 
Hittelpankt«  nach  dem  angezogenen  Funkte  haben,  ta  tat  p  :  8  •—  r  :  [r  —  s). 
VermCge  der  Aehulichkeit  der  Grenzfläche  n  ist  aber  r  :  (r  —  s)  =  1  ;  I ,  alao 
p  :  ä  =  1  -.1  oder  pl  »  8.  Hiermit  wird  P  =  inncfS.  Die  Attraotion  dot 
Schicht  in  Bezog  auf  einen  Punkt  ihrer  äusseren  QrenzfUche  ist  der 
Dicke  der  Schicht  in  der  Richtung  ihrer  Normalen  im  angezogenen 
Punkte  proportional 

4.  Das  Potential  eines  Elüpsoida,  wie  einer  zwischen  ähnlichen  Gllipsoiden 
eotbaltenen  Schicht  kann  dntch  elliptische  Integrale  dargestellt  werden.  Wir 
werden  dies  nicht  ausfahren,  sondern  verweisen  in  dieser  Hinsicht  auf  Legendrc, 
Trait^  des  fonetioM  elUptiqws,  T.  I,  p.  539,  sowie  Sturm,  Cour»  de  m^canique  de 
Vecole  polytechnigae,  T.  I,  p.  97. 

Fflr  die  ellipsoidischen  BototionsflSchen  gehen  diese  elliptischen  Integrale  in 
Kreisfunctionen,  Logarithmen  und  algebraische  Functionen  über.  Ausfahrlich  aber 
diese  Fälle  handelt  Hoigno,  Lejoite  de  m^aatiqve  analt/tique;  ataligtu,  p.  477 — 
498,  sowie  Legendre  a.  a.  0.  —  Fflr  das  dreiazige  GUipsoid,  desHen  Axen  wenig 
von  einander  veTBchieden  sind,  gibt  SchlOmitoh  die  positiTS  Wurzel  «  der 
obigen  Gleichung  und  damit  die  Componenten  der  Atteaction  fQr  einen  äusseren 
Pnnkt  (SohlOmilch,  Zeitschr.  f.  Hathem.  u.  Physik,  B.  XV,  p.  316  and  mit  einer 
nothwendigen  Correction  p.  888). 

6.  Das  Problem  der  Attraction  des  Ellipsoids  ist  durch  die  Schwierigkeiten 
berühmt  geworden,  welche  es  der  LOenng  ent^gensetzte.  Dieselbe  wurde  Ton 
Newton  und  Haclanrin  auf  synthetischem  Wege  gesucht,  allein  vergebens 
strebte  man  darnach,  die  schOnen  GinMheinltate  des  letzteren  m  einer  ToUstlln- 
digen  LOsung  auf  analytischem  Wege  lu  verall gemeinem  (D'Älembert,  Opus- 
culra  maäiematiques,  T.  TI  n.  VII  und  Lagrange,  Jlf^.  de  VAcademie  de  Berlin, 
1773,  1774,  1775  and  1796),  bis  sie  endlich  Legendre  (JlfAn.  des  aavanU  ÜTangere, 
T.  X,  1783)  ond  Laplace  {Micetnique  ceTeeU,  T.  II,  livre  8)  gelang.  Seit  dieser 
Zeit  war  man  der  merkwürdigen  Ansicht,  dass  das  Problem  einer  synthetischen 
Behandlung  überhaupt  nnzngänglich  sei  and  Legendre  nnd  Poisson  sprachen 
si^h  in  diesem  Sinne  etwas  voreilig  und  entschieden  ans  {Mem  de  l'Äcad.  des 
säenctM,  178S  und  1834);  Chasles  widerlegte  glänzend  diese  Meinung,  indem 
er  1888  eine  vollkommen  synthetische  LOanng  gab  {Cotnptea  rend«3  de  l'Acad.  des 
Kienees,  T.  VI,  p.  902  (!6.  Juin);  Rapport  de  M.  Poinsot,  T.  VI,  p.  808  (11.  Juin); 
als  Vorläufer  Journal  de  l'^ole  polytechn.,  Gab.  S6,  p.  844  a.  266)  (1837).  Wir 
geben  im  Folgenden  eine  Bearbeitimg  der  Chasles'schen  Synthese  nnd  folgen 
dabei  der  Redaction  seiner  Arbeit,  die  er  in  Liouville's  Journal  de  mathim., 
T.  V  (1840)  unter  dem  Titel:  „Nouvelle  Solution  du  prohlhae  de  l'attraction  d'un 
ellipsoide  lutirogine  tur  un  point  extirieur"  publicirt  hat.  Er  knüpft  darin  an  die 
Betrachtungen  Newton's  und  Haclaurin's  an. 

Wir  beginnen  mit  dem  tTewton'schen  Satze  über  die  Wirkung  einer  homo- 
genen oder  concentrisch  geschichteten,  zwischen  zwei  ähnlichen  nnd  concentriech 
ähnlich  liegenden  Ellipsoiden  enthaltenen  Masse  anf  einen  Pnnkt  des  inneren 
HohliftDines.  Ein  nnendlicb  schmaler  Kegel  (Fig.  90),  dessen  Mittelpunkt  der 
afficirte  Punkt  P  ist,  schneidet  aus  der  zunächst  unendlich  dünn  gedachten  Schicht 
zwei  unendlich  kleine  Volumina  dv,  dv  aas,  welche  dem  durch  P  gehenden  Strale 
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Einliegen,  der  die  äuasere  Grenzfläche  in  m,  m,  die  innere  in  n,  n  trifft.    Das 
Volumen  de  an  nta  ist  unendlich  wenig  venchieden  van   dem  Volnmen,  welches 
der  Eeget  ans  eioei  mit  den  Badien  Pn,  Pm  nm 
P  beschriebenen  Engelsdiicht  heranascbneidet; 
?  jy  ebenao  verhBlt  es  rieh  mit  dv'  ux  Wm.    Ist  d« 
Am  HaM  des  Winkeliamnes  im  Kegel,  d.  h.  du 
Engelflächenelement,  welche*  der  Kegel  in  der 
Einheit  der  Entferunng  bestimmt,  bo  hat  man 
dv  =•  Pm'  •  da  •  mn , 
dt'  =-  Pm'*  -  do  ■  m'n 
nad  wenn  p  die  Dichtigkeit  der  ellipsoidisohon 


Schiebt  darstellt,  se 
Pm' 


tut 


mn-di 


Pm'» 


=  ifif 


die  Kr&fte,  mit  welchen  die  Masse  p  i 
kleinen  Tolimuna  l&ngs  der  Linie  mv 
Wir  werden  aber  sogleich  zeigen,  dase 


I  P  von  den  Hassen  gdv,  fdv  der  beiden 
■'  in  entgegengesetztem  Sinne  afSdrt  wird, 
mn  E-  m'tt'  ist  nnd  daea  diese  EAfle  mit- 
I  sich  Oleichgewicht  halten.  Da  dasselbe  Ton  je  zwei  Matsenelementen  ndv, 
fdv  der  Schicht  gilt,  deren  VerbiDänngslinle  dorch  P  geht,  so  folgen  die  New- 
ton'schen  Sätse  {PhHosophiae  natvralia  prineipia  math.,  lib.  I,  sect.  XIU,  de  cor- 
porum  noH  ephaericorum  virilnu  attractivit,  prop.  XCI,  probl.  XLV  (ed.  Th.  Le  Seur 
et  Jacqnier  1760,  p.  öll — ^io),  nämlich  snnächst: 

Eine  homogene,  zwischen  zwei  concentrischeu  ähnlichen  und 
ähnlich  liegenden  Bllipsoiden  enthaltene  unendlich  dOnne  Schicht 
übt  anf  einen  Pnnkt  ihres  inneren  Hohlraumes  keine  Wirkung  aas. 

Indem  man  solcher  Schichten  unendlich  viele  bis  lu  einer  Schicht  von  end- 
licher Dicke  fibereioMider  lagert,  folgt  weiter; 

Eine  zwischen  zwei  ähnlichen,  concentrischen  und  Hhnlich  lie- 
genden Ellipeoiden  enthaltene  Schicht  von  endlicher  Dicke  und 
constanter  oder  auf  concentrisch  ähnlich  liegenden  Schalen  con- 
stantcr  Dichtigkeit  flbt  auf  einen  Funkt  des  Hohlraumes  keine  Wir- 
kung aus. 

Der  zum  Beweise  herangezogene  Satz,  dass  zwei  ähnliche,  concentrisch 
liegende  Ellipsoide  jede  Transversale  ao 
schneiden,  dass  die  zwischen  die  Grens- 
fUcben  fallenden  Strecken  gleich  sind,  folgt 
so,  Man  lege  durch  den  Mittelpunkt  C  (Fig.  91)  der 
Schicht  und  die  Trutsvertale  mm'  eine  Ebene  nnd 
ziehe  in  ihr  den  zu  nn'  co^jngirten  Diameter  CD; 
er  halbirt  die  Sehne  nm'  des  inneren  elliptischen 
Schnittes  in  D.  Man  ziehe  ferner  Cn,  On,  wodnrch 
auf  der  äusseren  Schnittellipse  der  Schicht  die  homo- 
Fig.  Bi.  logen  Punkte  der  AehpUchkeit  N,  N'  zn  n,  t»'  ge- 

funden werden,  deren  TerbinduDgslinie  NN'  homolog 
zn  nn'  und  wegen  der  ähnlichen  Lage  der  Figurensysteme  parallel  mit  nn  ist 
Es  wird  daher  auch  NN'  von  jenem  Diameter  halbirt,  d.  h.  er  ist  auch  för  die 
äussere  Ellipse  zu  der  Bichtang  der  Transversalen  mm  conjugirt  und  wird  folg- 
lich auch  mm'  von  ihm  halbirtj  daher  ist  Dm  — Dn  — «im^DW  — Dn' —  »V. 
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Die  weiteren  Eni  Wickelungen  grOnden  aicb  auf  die  projectiviiche  Veiwandt- 
Bohftft  iweier  Bäume,  welche  die  Affinitlt  genannt  wird.  Wir  nehmen  drei  recht- 
winklige Azen  alB  Coordinatenaxen  an  nad  heatimmen  in  jedem  Punkte  (xyz) 
einen  anderen  (x'j/'e'),  Bodan  x  =»  »x,  y  ^  n'y,  z'  ^  «"«  wird,  wo  »,  »',  x"  drei 
absolute  Zahlen  bedent«n.  Dadurch  werden  iwei  Bftame  eindeutig  aufeinander 
belogen,  d.  h.  k>,  daai  jedem  Punkte  {xyx)  des  einen  ein  einziger  beitimmter 
Pnukt  [x'y's)  des  anderen  Baumes  entapricht  und  umgekehrt.  Diese  lAamlichen 
Syitetue  *ind  nicht  ähnlich,  vielmehr  würden  sie  dies  er«t,  wenn  nt-^nt  ^^ %"  ge- 
setzt wfirde.    Sie  aind  vielmehr  durch  folgende  ümit&nde  aoBgezeichnet. 

1.  Einem  unendlich  fernen  Punkte  des  einen  BautneB  entspricht  ein  unend- 
lich ferner  Punkt  dee  anderen. 

2.  Allen  Punkten  {xyz)  einer  Ebene  Ax  -\-  By  -^-  C*  +  D  —  0  entsprechen 
Paukte  einer  Ebene 

und  mithin  allen  Punkten  einer  Geraden,  als  der  Onrchschnittslinie  iweier  Ebenen, 
wiederum  die  Punkte  einer  Geraden ,  nämlich  die  der  Schnittlinie  der  beiden 
homologen  Ebenen.  Die  Punktreiheu  sweier  homologer  Geraden  sind  Ähnlich, 
aber  das  AehnlichkeitaverhUtniss  varürt  mit  der  Lage  der  Geraden,  lu  den  Co- 
oidinateu ebenen  und  in  der  unendUch  fernen  Ebene  fallen  homologe  Ebenen  cu- 
sammen. 

3.  Der  Kngel  x*  -|-  y'  -|-  2*  ■—  a'  entspricht  das  Ellipicid 

4.  Dem  Ellipeoid  -j  +  vj  +  t  "  '  eatapricht  ein  anderei  Etlipaoid 

"ÖT^-  +  VW  +  tr^>  ~  '■ 

6.  Sind  zwei  Ellipioido  Umlieb,  i.  B. 

10  lind  auch  ihre  homologen  Ellipsoiite 

Unlieb  und  zwar  nach  demHelben  AehnlichkeitBverhKltniaae  n. 

Q.   Homologe  Volumina  atehen  in  cooBtautem  Verhältniss.    Dcnu  es  ist 

dxdy'ds  •=  *y.'%"dxdydi,   also    -„,     ,    -,- —  ksV. 
2.axayas 

7.  Nimmt  man  die  Verhältnisszafaten  x,  x',  x"  so  an,  dasB  die  beiden  homo- 
logen Ellipsoide 

confocal  werden,  d.  h.  dau  ihre  Uauptschnitte  dieselben  Dreunpunkte  besitzen, 
welche  Bedingung  durch  «*a'  —  a'  ■■  x''6'  —  f  —  x"'c'  —  c*  anegesprochen 
wud,  so  werden  die  Quadratdifferenien  der  Halbaien  iweier  ihnen  ähnlicher  und 
lieh  homologer  Ellipsoide 
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'^  +  $  +  '^-n'u^    ^.  +  JQ,+  _4L,_„. 

ebcnfollB  gleicli,  nSmlich: 

«'  (.'a'  -  a')  -  n'  (x''6'  -&■)-«'  (x"'c'  -  c») 
und  Bind  die  beiden  letzteren  Etlipsoide  gleich&Ua  coofocal.    Um  x,  *',  x"  der 
BediogoDg  gemSes  zu  bestimmen,  da«  zwei  Ellipsoide 

von  deuHalbtuceD  a,b,c  und  ä,b',e  homolog  verdeo,  bftt  man  %a^a,  %'b^~b', 
ri'e  ^  c',  also  «  •"  — ,  /  ^  — ,  x"  I—  ^  sn  Hetzen  und  wenn  aie  confocal  sein 
iollen,  80  sind  die  Bedingungen  a'  —  a*  •—  V*  —  6'  •-•  c'  —  c*  zn  erfOllen. 

8.  Eh  ieien  M,  N  zwei  Pnnkte  des  einen  nnd  M',  N'  die  ihnen  homologen 
Funkte  des  anderen  zweier  affiner,  confocaler  EUipaoide,  dann  ist  MN'  •~1£N.  Uan 
bat  nämlich,  wenn  x,  y,  c'nud  £,  tj,  £  die  Coordinaten  von  M  and  N,  x,  ^,  z  ; 
£'j  Vi  i  ^^  'O"  -^'i  ■^'  Bind: 

M^-'  -  (6'  -  xY  +  (V  -  j/)'  +  (f  -  ^)', 
STV'  =  (£  -  a;-)>  +  (,,  -  y)-  +  (J  -  j^)»; 
mithin,  wenn  man  f  —  »{,  jj'""  "V)i  f  ■■""£.  *'=  «*>  y'  =  «yi  «'  =-  «"*  ein- 
führt oitd  Bubtrabirt: 

w-M._(t;-5;)(a.-a-)+(!'--i*)(»--i.')+(^-?-:)(.--c-), 

d.  h.  da  a'  —  o'*  =—6'  —  6''  ^  c*  —  c''  itt, 

-MW-  -  n-  -  (..  -  o[(«i  + 1  +  '^-  $  +  S  +  ^:)]  -  0, 

indem  (.xyt)  nnd  (£i]ß  Pnnkte  des  Ellipaoidea  -j-  ~H  r;  "t*  ~i  ^1  *ind.  Folg- 
lich ist  MS'  =  M'N. 

Dieser  Satz  iflbrt  von  Ivor;  her;  er  nennt  die  homologen  Punkte  der  con- 
focalen  Ellipsoide  „conespondirende  Pnnkte"  beider. 

Es  seien  (Fig.  98)  {AB)  nnd  {A'S)  zwei  unendlich  dünne  Schichten,  beide 
von  ähnlichen  Eltipsoiden  begrenzt  nnd  zwar  so,  dass  ihre  änsaeren  nnd  ihre  inneren 
Orenzfl&cben  A,  A'  und  .S,  S  confocal  sind.  Sind  dann 
P,  P'  iwei  homologe  feste  Punkte  der  anseeren  Grenz- 
flächen, nt,  m  zwei  correapondirende  laufende  Pankte 
derselben  nnd  dv,  dv'  die  ihnen  anliegenden  homo- 
logen Yolnmeoelcmente ,  so  bat  man,  wenn  a,  b,  c; 
a,  b',  c    die   Halbaxen  der  äusseren  Greniflächen  und, 

X  "—  — ,   x'  ^  j-i   x">=  —    und   folglich    nach    Nr,   6.- 
m'P  ist,  BO  hat  man  weiter,  wenn  p,  p'  die  Dichtig- 
keiten der  Schichten  bezeichnen; 

t<lv     Qdv'         gäbe 
mP~-'mP~  fa'b'c 
und  folglich,  wenn  man  durch  die  ganzen  Schichten  hindurch  summirt: 
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mp-         m^  ~  f'ab'e  ' 
abc  :  a'b'c  ist  du  VerhUtnüa  der  Tolnmma  und  gäbe  :  t'a'b'e   folglich  das  Ver- 
hältsias  der  Haaaen  der  Schichten.    Die  vontehende  Gleichung  engt  daher  wu: 

Die  Potentiale  V,  V  zweier  unendlich  düiiuer  ellipBoidieoher 
Schichten  {AB),  {Ä'S)  von  conitanten  Dichtigkeiten  «,  p',  hegienit  von 
Ähnlichen  and  ähnlich  liegenden  concentrischen  EUipBoiden,  deren 
äaiaere  Grenzflächen  A,  A',  wie  ihre  inneren  B,  S"  anter  sich  oon- 
focal  sind,  in  Bezng  auf  zwei  homologe  Pnnkte  P,  P'  der  Affinit&t 
ihrer  äusseren  Grenzflächen,  Bodaa«  V  lich  auf  P'  nnd  V  auf  P  be- 
sieht, etehen  im  Verhältnise  der  Maasen  der  Schichten. 

Die  Verallgemeinernng  diesea  Satiei  fflr  ein  beliebigee  ADziehnngsgesetK  gab 
Amsler  [Crelle'B  Journal  Bd.  4g,  S.  314  (1849)]. 

Ea  «ei  die  Schicht  A'ff  von  der  Schicht  AB  umBchlomen;  nach  dem  Newton- 
Bchen  Satze  äbt  die  Schicht  AB  auf  den  inneien  Punkt  P'  keine  Wirkong  ana ; 
daher  sind  die  Derivirten  des  PotentiaU  Z—^r,  nach  den  Coordinaten  dieses 
Punktes  genommen,  Null  and  ist  mithin  dies  Potential  conatant.  Hieraus  folgt, 
daiB  auch  das  Potential  £  ^-i-^   der  Schicht  {A'  B')  in  Bezug  auf  P  conatant  sein 

müase,  wo  auch  immer  P  auf  der  Fl&che  A  liegen  mCge,  d.  h.: 

Fflr  eine  anendlich  dünne  zwischen  zwei  Ähnlichen  EUipBoiden 
enthaltene  Schicht  Ton  conitanter  Dichtigkeit  iat  daa  Potential  in 
Beeng  auf  einen  äasaeren  Pankt  conatant  fdr  alle  Pnnkte  eines  mit 
der  äuBBeien  Grenzfl&che  der  Schicht  oonfocalen  Eilipsoida.  Das 
Sjatem  aller  mit  der  änaaereu  OrenzfUche  confocalen  ^llipsoide 
ist  daher  daa  System  der  NiveanfUchen  für  die  Attraction  der  Schicht 
nnd  die  Richtung  der  Attractionskraft  der  Schicht  iat  die  Normale 
des  durch  den  afflcirten  Punkt  hindurchgehenden,  mit  det  Äusseren 
Grenzfläche  confocatenBllipaoids.  Die  auBaereOreniflAche  iat  selbst 
eine  NiveauftAche. 

Ea  seien  (Fig.  98)  {AB),  (A'B),  (A"B')  drei  Schichten  TOn  der  Beschaffen- 
heit,  wie  die   vorigen,  m,  m',  m";    P,  P",  P"  homologe  Pnnkte   ihrer  Anssen- 
flAchen,  dv,  dv,  dv"  die  homologen  Volnnenelemente  an  m,  m',  m";  p,  g,  n" 
die  Dichtigkeiten  der  Schichten  nnd  werde  an- 
genommen,  doBB   die   Schicht  {AB)    die  beiden 
anderen    nmschliesae.     Unter    Beibehaltaog    der 
bisherigen  Beseichnangs weise  hat  man  dann: 
y  v'dy        (f'ab'c        ydv 
■*WT°    gäbe       mP- 


yiB. 

"• 

,-d."       ,Vi.-, 

nP           ,abc 

D.  aber  F  md  ?-  beide  in».« 

>  Punkt«  für  die  Schiebt  J£  sind,  so 

iBt: 

dalier  erhUt  mi 

ut  die  Proportion 

: 

^  mP  • 

^^ 

io"         fab'c' 

■p  ~fä"h-7- ' 
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i.  h.  die  Potentiale  zweier  unendlich  dflaner  ellipaoidisclier  Schieb' 
ten  von  constanten  Dichtigkeiten,  begrenit  <ron  ähnlichen  EUipaoiden 
mit  confocaUn  Aussenflächen  in  Being  aof  einen  Kniaeren  Paukt 
stehen  im  Verh&UniBs  der  Massen  dieser  Schiebten. 

Sind  daher  x,  y,  t  wie  früher  die  Coordinaten  des  angezagenen  Punktes  P 
in  Being  auf  die  Hanptoxen  der  Schichten,  aa  erhält  man  fOr  die  Componenteo 
x;  Y-,  Z'i  X",  T\  Z"  der  AttraotionskrUte  P',  P": 

=r?^  ds^:^  SX<^ 


Howie  fflr  diese  Kräfte    P'  —  VX'' +  T*  +  Z"*,    P"  —  yx*'' +  r'' +  Z"', 
mithin  mit  Rücksicht  aof  die  vorstehende  Gleichung; 

X':  X"~T:T'-~Z':Z"mmP:P"'^fab'c:e'ab"c\ 
d.  b.  die  Intensitäten  der  Attractionskräfte,  mit  welchen  die  beiden 
Schiebten  anf  einen  Kasseren  Funkt  wirken,  stehen  im  Verh&ltniss 
der  Massen  beider  Schichten. 

Ton  den  beiden  loletzt  aufgestellten  SHteen  bestimmt  der  er«te  die  Bichtnug 
und  kann  der  zweite  dam  dienen,  die  Intensittt  der  Attiactaon  einer  Schicht  be- 
iflglioh  eines  äusseren  Punktes  in  bestimmen.  Die  Biohtang  ist  für  alle  Schichten 
der  Art  dieselbe. 

Indem  man  nnendtioh  dQnne  Schichten  übereinander  lagert,  gelangt  man  lu 
dem,  dem  letEten  Satze  entsprechenden  Satse  für  Schichten  von  endlicher  Dicke. 
Eh  seien  A,  A'  zwei  confocale  ElU|>soide,  man  verlege  sie  beide  in  unendlich 
dünne  Scbicjiten,  von  denen  jede  zwischen  ähnlichen  EUipsoiden  enthalten  ist; 
a,  b.  c;  a,  b',  c  seien  die  Halboien  beider  Ellipeoiile.  Die  Halbaien  der  äniae- 
cen  Grensfl&cbe  einer  Schicht  des  einen  seien  na,  nb,  nc;  die  einer  Schicht  dea 
anderen  na,  nb',  nc.  Ertheilt  man  n  für  beide  denselben  Werth,  so  bleiben  ihre 
Grenzflächen   confocal  und    ihre  Attractionskräfte   in  Bezug   auf  einen   äusseren 

Punkt  und  deren  ConinoneDteu  stehen  im  Verhältnies    7  ,  ■, , ,  ihrer  Massen.    Die 

'  fabc 

Grössen  p,  <f'  kOnnen  dabei  mit  n  varüren.  Aehnlichea  gilt  für  die  beiden 
nächstfolgenden  Schichten,  ebenso  für  die  weiteren.  Bleibt  nun  das  Terhältaiis 
p  :  ('  constant,  während  beide  GrOsseD  selbst  vei^nderlicb  sein  kOnnen,  so  stehen 
'  die  Componentensnnunen  der  Attraction,  welche  von  einer  Reihe  solcher  ent- 
sprechender Schichtenpaare  herrühren ,  in  demselben  Verhältnisse ,  also  auch 
schliesslich  wieder  die  Gesammtattractionskräfte  selbst.  Dies  Verhältniss  ist  aber 
zugleich  dae  der  Massen  der  beiden  Schichten  von  endlicher  Dicke,  welche  durch 
die  beiden  Schichtenreihen  gebildet  werdw.    Daher  also  der  Sats: 

Die  Attractionskräfte,  welche  zwei  ähnli  che  ellipsoidi  sehe  Schich- 
ten endlicher  Dicke  anf  einen  äusseren  Funkt  ausüben,  stehen  im 
Verhältniss  von  deren  Massen. 

FOr  iwei^volle  EtUpsoide  wurde  dieser  Satz  von  Maclanrin  laerst  auf- 
gestellt. 

Den  Sati  Ober  die  Richtnng   der  AttractJonskraft  einer  nnendlich  dünnen 
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Schicht  in  Bezog  auf  einen  huseceo  Punkt  hat  Poisson  {VInstitut,  12.  Oct.  16SS; 
Memoire!  de  VAcad.  de»  »denrxs,  T.  XIII.)  in  einer  köderen  Fasanng  aufgestellt 
und  Steiner  gab  dafOr  einen  syntketiBclieD  Beweis  (Crelle'e  Jonm.  d.  Hath. 
Bd.  Xn,  S.  Ul,  1834),  wie  folgt: 

Die  Bichtong  der  Attractionskraft  einer  nvendlich  dünnen  homo- 
genen ellipaoidiachen  Schicht  in  Bezug  auf  einen  KniBeren  Punkt  ist 
die  Axe  des  Kegels,  welcher  diesen  Ptinkt  »um  Mittelpunkte  hat  nnd 
der  Nasseren  Orenifl&che  der  Schicht  nmschrieben  ist. 

Der  Steinet'eohe  Beweis  grflndet  sich  auf  folgenden  Satz:  Wenn  PA,  PB 
(Fig.  94)  die  Ellipse  ACFB  in  A,  B  berühren,  die  Gerade  PQ  ihren  Winkel 
halbirt  und  die  BerOhnuigssehne  AB  in  Q  schneidet,  so  bildet  PQ  gleiche  Winkel 
mit  je  zwei  Geraden  PC,  PD,  welche  nach  den  Schnittpnnkten 
einer  beliebigen,  dntch  Q  gelegten  Geraden  mit  der  Ellipse 
hinlaufen.  Ist  nttmlich  PB  senkrecht  m  PQ,  so  sind  PA,PBi 
PQ,  PR  vier  harmonische  Stralen,  weil  FQ,  FB  die  Winkel 
Ton  PA,  PB  halbiren.  Daher  und  die  Pankte  A,  B;  Q,  R 
harmonisch.  Femei  sind,  weil  P  der  Pol  fon  AB  ist,  F,  6; 
Q,  P  harmonisch.  Daher  ist  PB  die  Polare  von  Q  oder  der 
Ort  aller  diesem  harmonischen  Pankte  E  zu  Q\  C,  D  auf  allen 
dnrcb  Q  gehenden  QeradenD£.  Deshalb  sind  FQ,  FE;  FC, 
PD  harmonische  Stralen  and  da  zwei  zugeordnete  PQ,  FE 
Fig.  M.  '^"'^  ihnen  zu  einander  rechtwinklig  sind,  so  halbiren  sie  die 

Winkel  der  beiden  anderen  PC,  PD. 
Legt  man  nnn  durch  die  Hauptaxe  des  nmschriebenen  Kegels,  welche  in  den 
Inneoranm  desselben  fällt,  and  irgend  einen  Pnnkt  C  aaf  der  änweren  Grenzfl&cbe 
der  Schicht  eine  Ebene,  welche  die  änasere  Fläche  in  einer  Ellipse  ACBD,  den 
Kegel  in  zwei  diese  berührenden  Stralen  PA,  PB  nnd  die  Ebene  der  BerUh- 
nmgscurye  in  der  Sehne  AB  schneiden  wird,  so  bestimmt  die  Kegelaxe  anf  letz- 
terer den  Punkt  Q.  sodass  FQ  mit  PC,  FD  gleiche  Winkel  bildet.  Denkt  man 
man  sich  nnn  Q  als  Mittelpunkt  eines  unendlich  schmalen  Kegels,  welcher  bei  C 
und  D  aus  der  ellipsoidischen  Schicht  zwei  kleine  Volumina  Uv,  dv  anaschneidet, 
10  sind  die  AUractionskräfle  p,  p'  ihrer  Hassen  fdv,  ^dv  : 

^  "  ~^~ '    ^  "  ~^W ' 

Nach  dem  Newton'schon  Satze  sind  diese  Kräfte  gleich  und  ist  folglich 
dv  dv' 

QG'^'^  QB*' 
Nun  ist  aber  vermöge  dea  oben  angezogenen  Satzes  QO :  QD  =  FC :  FD,  also 

tp,{ldt>       inQdv' 

FC'    °°     i^Ö'• 

Diese  GrOssen  sind  aber  die  Kräfte,  mit  welchen  die  Elemente  der  Schicht  bei  C 

und  D  den  Punkt  P  anziehen;  mithin  fällt  ihre  Resnltante  in  die  Halbirungslinie 

von  PC  nnd  PD,  d.  h.  in  die  Hauptaie  PQ  des  Kegele. 

Der  Beweis  ergibt  sugleicb  noch  den  Satz; 

Eine  beliebige  durch  Q  gehende  Ebene  zerlegt  die  Schicht  in 
zwei  Theile,  welche  auf  F  gleiche  Anziehung  ansahen. 

Wir  schreiten  nun  zur  Bestimmung  der  Aniiehnog  einer  unendlich  dännen 
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ellipsoidischen  Schicht  in  Bezug  mnf  einen  Punkt  ihiei  äoneren  GrenEfifiche,  mnf 
welches  Problem  du  der  Anziebnng  fOr  einen  ftaaseien  Pankt  leicht  zoiückgefHhit 
werden  kann. 

Dieee  Uieufllclie  ist  eine  Niveanfläche  der  Schicht  nnd  mithin  hat  die 
Kraft  in  ii^end  einem  ihrer  Pnnkte  P  (Fig.  96)  die  Richtnng  der  Nor- 
mslen  dorteelbet.  Um  die  IntenBiUt  %a  finden,  betrachten  wir  F  ala  die  Spitze 
einea  gegen  die  Dicke  der  Schicht  imendlich  dOnnen  EegeU,  welcher  aus  der 
Schicht  zwei  unendlich  kleine  ajidebende  To- 
Inmina  bei  Pn  nnd  n'm'  heranHchneidet.  tlm 
P  beschreiben  wir  mit  der  Einheit  ala  Bsdina 
eine  Engelflache;  aie  beBtimmt  in  dem  Kegel 
ein  sphänscheB  FlKchenetement  da ,  welches 
gegen  die  Dicke  der  Schicht  onendlich  klein  iit. 
In  der  Entfernung  r  von  P  liegt  nun  im  Kegel 
ein  Volnmenelement  r^dadr  von  der  Masse 
«r*d«iir,  deuen  Andehong auf  P  gleich  (fiodcdr 
iet.  DieSummeallerdieeerAttisctionen,welchedie 
gemeinachafUiche  Richtnng  Pm'  haben,  durch 
die  LKngen  Pk  und  n'm'  hinduroh  integrirt,  ist  die  Atttactionakraft  der  auf  dem 
Strale  Pm'  liegenden  Maaaentheiie  der  Schicht;  aie  ist  demnach  tfigdt!-  (jü^-f-n'm'} 
oder  da  n'm  •^  Pn  iat:  itiiifda  ■  Pn.  Von  dieser  Kraft  brauchen  wir  nur  die 
Componente  längs  der  Normalen  der  Anaaenfl&che  der  Schicht,  nämlich 

2ensd(j  ■  Pn  008  (nPÄ), 
indem  die  Totalattraction  die  Bichtnng  der  Normalen  bat  und  aioh  folglich  alle 
tangentdellen  Componenten  tilgen.    Da  aber  die  Dicke  PA  der  Schicht  unendlich 
klein  ist,  ao  ist  dies  auch  mit  dem  Dreieck  PAn  der  Fall,  welche  Richtung  auch 
immer  Pn  haben  mOge;  es  iat  daher  An  immer  nneudlich  klein  nnd  da  es  senk- 

■  -p— .    Hierdurch    wird  die  angliche  Compo- 

nent«  itii^da  ■  PA.  Um  nun  hierana  die  Summe  aller  ähnlichen  Componenten 
ftJr  die  Massen,  welche  längs  den  verschiedenen  Stralen  Pm  in  der  Schicht  ent- 
halten sind,  d.  h.  die  Oesammtattraction  der  Masse  der  Schicht  tu  finden,  bat 
man  diesen  Ausdruck  Qber  die  Halbkugel  hinweg  au  integriren;  denn  es  11^^ 
nur  diesseits  der  Tangenten  ebene  dea  Funktea  P  Massen.  Dies  liefert  fBr  die  ge- 
suchte arOese  ixtugPA,  d.  h.  die  Intensität  der  Kraft,  mit  welcher 
eine  Ton  ähnlichen  Ellipaoiden  in  ähnlicher  Lage  begrenate  nnend- 
lich  dfinne  Schicht  einen  Punkt  ihrer  änsaeren  Orenzfläche  antieht, 
ist  der  Dicke  der  Schicht,  gemessen  läng«  der  Normalen  der  änsaeren 
Grenzfläche  im  angezogenen  Punkte,  proportional.  Dieser  Sati  wurde 
in  einer  allgemeineren  Faasnng  zuerst  Ton  Laplace  bewiesen,  indem  er  zeigte, 
daas  wenn  irgend  eine  Schicht  Ton  beliebiger  Oestalt  auf  einen  inneren  Punkt 
keine  Wirkung  ansäht,  ihre  Wirkung  auf  einen  Punkt  der  äusseren  Qrenifläche 
dem  Ansdnicke  ixgd  proportional  ist,  fQr  S  als  Dicke  der  Schicht,  wie  oben,  in 
normaler  Richtnng  gemeaaen. 

Wir  wollen  die  Dicke  PA  der  Schicht  in  diesem  Satse  etwas  anders  aos- 
drOoken.  Fällt  man  nämlich  vom  Mittelpunkte  O  der  Schicht  auf  die  Tangenten- 
ebene die  Normale  OQ  =-p  und  zieht  den  Stral  OP,  welcher  die  innere  Greni- 
fläche  der  Schiebt  in  S  trefi^  mag,  so  ist  wegen  der  ähnlichen  Lage  der  Qnm- 
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Wkheu   y—  =  p-r  und  da  das  Verbältnisa  „ ;  durch  dio  ganze  Pignr  hindurch  con- 

Btant bleibt,  bo  haon  w,  wenn  ay,bi,Ci  die  Halbaxen  dei  AveseDfl&che  Biod  und  da, 

die  Dioke  der  Schicht  irings  der  Halbaie  a,  bedeutet,  diirch       '  dargeBl«llt  werdeo. 

Daher  bat  m an 

PA       da.       .    ,       „  .       da, 

und  folglich  für  die  Kraft: 


Um  jetzt  die  AoziebuDg  einer  unendlich  dOnncn  ellipsoidiacbeii  Schicht  fQi 
einen  UusBeren  Punkt  auf  den  eben  entwickelten  Fall  zurOcksnfllhcen ,  legen  wir 
durch  den  angetogenen  Punkt  P  (Fig.  96)  ein  mit 
der  KniBeren  OreuEflEche  J.  der  Schicht  confocales 
E1Up«oid  Ai ,  ftowie  ein  dieBem  Ähnliches  nuendlich 
nahes  xweites  Ellipaoid  B^ ,  eodoM  wir  eine  unend- 
lich dflnne  Schicht  {A,B^)  erhalten,  auf  deren 
Anaaenflftche  P  liegt.  Die  gegebene  Schicht  {AS), 
deren  AuBsenflOche  die  Halbaxen  a,  b,  e  haben 
mOge,  flbt  auf  P  eine  Ansiehnng  aui,  welche  sieb 
in  der  Ansiehnng  der  eben  oonatmirten  Schicht  Ter-  ' 
h&lt,  wie  sieb  die  Hassen  beider  Schichten  Ter- 
Legen    wir   jener    Hül&ichicht    die    Dichtigkeit  q    Ton   {A  B)   bei ,    so 

wird  dies  VerbKltniss  gleich  dem  Verhältnisse  •-  .        der  Volumina  der  Schieb- 
ten ,  wo  o, ,  &, ,  Ci  die  Halbaxen  der  AuBBenfl&cbe  der  HfllfsBcbicbt  bedeuten.    Die 
gesuchte  Anziehung  der  gegebenen  Schicht  folgt  daher  aus  dem  obigen  Ansdrucke 
durch  Hnltiptication  mit  diesem  Yerfa&ltnisae  und  wird 
abc      da. 

Wir  wollen  nun  die  Dicke  der  UOtfsschicht  so  bestimmen,  dass  die  Flächen  A,, 
B,  in  demselben  Verhältnisse  n  einander  ähnlich  seien,  wie  die  Flächen  A,  B. 

Dann  ist    -  -'^  ^  n  —  i  =  -_   nnd   folglich   geht  der  vorige  Ausdruck   fSr   die 

Attraction  der  Schicht  über  in 

abc       da 

Die  Richtung  der  Kraft  ist  die  Nonnale  des  darch  den  angezogenen  Punkt 
gelegten,  mit  der  Aussenfläche  der  anziehenden  Schicht  confocalen  Ellipeoiils 
Co.  b,  c,). 

Um  die  Attraction  einer  ellipsoidischen  Schicht  von  endlicher  Dicke  oder 
eines  Ellipsoids  darzostellen,  zerlegen  wir  dasselbe  in  nuendlich  dünne  Schichten, 
welche  zwischen  concentrischea ,  ähnlichen  nnd  ähnlich  liegenden  Flächen  ent- 
halten sind.  Alle  diese  sind  mithin  auch  der  änsseren  Qren^äche  des  Ellipsoids 
ähnlich.  FQr  jede  Schicht,  deren  Aussen^che  die  Halbaxe  a,  h,  c  habe,  con- 
stnuren  wir  durch  den  angezogenen  Punkt  (xys)  ein  mit  dieser  Aussenfläche  con- 
locales  Ellipsoid,  dessen  Halbaxen  o,,  b^,  c,  seien.  Wir  bestimmen  nnn  die 
Cemponenten  der  Anziehong  der  Schicht  par^lel  den  ^nptaxen  des  Ellipsoids, 
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indem  wir  den  zuletst  entwickelten  Anedmck  mit  den  Bichtangacoainnraen  der 
Nonnalen  des  Ellipsoide  (o,  b,  c,)  im  SinDe  nach  dem  Innern  desselben  genommen 
maltiplicireii  nud  die  ao  gewonnenen  AnsdrScke  diuch  die  Mtwae  dea  anziehenden 
EllipBoids  hindnrch  integriieo.  Eine  Ebene  durch  die  x-Aie  nnd  den  angesogenen 
PanVt  (xyz)  schneidet  du  Ellipioid  (a,(i,c,]  in  einer  Ellipse,  deren  Tangente  die 

x-Axe  im  Abstände  —  Tom    Hittelpnnkte  brifil   und   da  diese  Tangente  in  die 

Tangentenebene  des  Panktes  fUUt,  so  trifft  diese  Ebene  die  x-Axe  in  demselben 

Abstände-    Ebenso  trifft  sie  die  beiden  anderen  Axen  in  den  AbsOnden  — ^ ,    -' 

y      ' 

vom  Mittelponkte.  Das  Perpendikel  p,  vom  Hittelpnnkte  auf  die  Tangentenebeue 
gefällt,  ist  die  gemeinschaftliche  Projection  dieser  drei  Strecken  nnd  sind  folglich 
die  Bichtongscosinnsse  der  Normalen  im  Sinne  nach  Aussen  genommen: 


j)'       a|  ^  6J  ^  cj 
Han  hat  daher  für  die  Componenten  der  Auziehang  der  Schicht  (abc)  mit  Bflck- 
sicbt  anf  den  Sinn  dieser  Kraft: 


*"*''•* ;rftT^-T'    ^^'f^vrirrfi^'    *«»*'»':; 


abc  ji*  da 

Als  Integrationsvariabein  -wählt  nnn  Cbasles  die  Holbaxe  a  der  Aouenfl&che 
der  anziehenden  Schicht  und  vertauscht  diese  Tariabeln  später  mit  H  =i  — ,  Wir 
ziehen  es  vor,  um  die  Untersnchung  der  Diriohlet'scben  Form  der  LSeung  anu- 
schlieesen,  den  Parameter  l  des  durch  (xyt)  gehenden,  mit  (abc)  confocalen 
EUipsoids  (flibfC,)  su  wählen.    Setst  man  nämlich 

a»  —  o'  —  öj  —  6'  —  ej  —  c«  —  1, 
sodass  a*  —  a'  +  l,    6J  —  6»  +  1,    c»  —  c»  +  I 

wild,  so  besteht  die  Gleichung 

a'  +  1  ^  (.-  +  1  ^  c"  +  I         • 
welche  aasdrflckt,  da«s  (xye)  anf  diesem  Ellipsoide  liegt.    Um  die  Variabein 
a,  b,  e  zn   entfernen,   setzen   wir   weiter   vermflge   der   Aehnlichkeit   der   Fläche 
{abc)  mit  der  Ausaenfläche  («ßy)  der  anuehenden  Schicht  oder  des  auxiehendem 
EUipsoids : 

iL=.i.  =  X  =  , 

wodarch  die  Gleicbnng  die  Form 

i!_  + t + !;___± 

annimmt   GrOssereT  Einfachheil;  wegen  wfthlen  vir  schlieBelich  ic*2  =•  »  aar  tot«- 
giationavariabaln  nad  ichreibea  dieae  Qleichong 

<■"  +  .  +   ?■  +  .  +  ,•  +  .         >■•  , 
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«arin  ■  und  du  AeliDlichkeitsrerhältuWB  n  —  —  von  Scbicht  za  Schicht 
Die  DifferentiatioD  derselben  liefert; 


'  ~   («■  +"<)"'  "*"   ff  +  •)'    "*"    (»■  +  •)■■ 
Nach  der  oben  f9c  p  entwickelten  Formel  ist  aber 

p'    (.■+i)'^(»"+i)'^(c'+i)"    [(.■  +  .)-^r  +  «)'^  (!■■  +  •)■]  ' 

d.  h.  I  >—  ■  r-r  ,  wodurch  wir  erhalten: 


Weiter  wird 


",»,«,  -^l'<i'  + ■)"  II 


und  kiecmit  die  2-CompoDeni«  der  Attiaction  der  Schicht: 
tda 


-i^,fffjX~ 


(.'  +  .)  V(.'  +  .)  (f  ■  +  .)(,'  +  .) 
qda 

Dieter  Ansdcock  ist  fflr  du  ToUe  Ellipaoid  zwischen  den  Werthen  von  a  als 
Orenzen  za  integriien,  welche  a  —  a  und  a  —  0  entsprechen,  wofür  ■  ~  1  nnd 
N  E—  OD  und  TermOge  ii'l  —  t  die  Werthe  von  s  gleich  X  und  oo  werden,  wo  l 
die  poiitive  Wurzel  «  der  Gleichung 

ist.     Demnuh  erhalten  wir,  indem  wir  zugleich  die  analogen  iDtograle  bilden: 

-n'^)TT].)r+T)- 

Ist   die  Dichtigkeit    von  Schicht  zu  Schicht    verftnderlich,   so  ist  sie    eine 
Function    von    dem    AehnlichkeitsTerbUtnisH    h    der    QreDiflOche    der    Scbicht 

um  EUipsoid  {apy)  oder  &nch  Ton   ■^-  .    Diese  OiOsse  ist  aber  Function  von  s 
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vermöge  der  obigen  Gleichung 

Daher  kann  e  ala  FuDcttoa  von  «  dargestellt  werden  von  der  Form 


.(^+4.+^)- 


Ist  das  EUipaoid  kein  voltee,  sind  vielmehr  a,,  ß, ,  y,  die  Halbaien  der 
inneren  Grenzfläche,  ao  itt  die  Integration  bis  a  — •  Ui  anaEndehnen,  alao,  wenn  o, 
die  positive  Wurzel  der  Qleichnng 


FQr  einen  der  Maasa  angeharigen  Pnnkt  (x  y  i)  trennt  ein  durch  denselben  gelltet 
mit  der  Auasenfläehe  ähnliches  EUipwid  die  anziehende  Hasse  in  Ewei  Theile, 
eine  änaeere  Schicht,  welche  nach  dem  Newton'schen  Satse  keine  Wirkung  anf 
den  Pnnkt  aostibt  und  ein  Bestellipsoid  oder  eine  Beetschicht,  deren  Ansiehnng 
die  Totalaniiehimg  der  Oesammtmasse  darstellt,  welche  nach  dem  Vorgehenden 
leicht  bestimmt  wird. 


Die  Entwiokelung  der  Attractionstheorie  nnd  der  Theorie  des  Potentials  lehnt 
neb  Torangsweise  an  die  LOsnng  des  Ättraotdonsproblems  des  Bllipsoids  an,  welche 
Eunächt  ein  BedQr&igs  der  Astronomie  war.  Bereits  Newton  fond  den  Sata, 
daM  eine  elUpsoidische  Schicht  keine  Wirkung  auf  einen  inneren  Punkt  ausübt 
(Pn'ncipta  phü.  nat.  lib.  I,  propos.  91).  Er  fand  femer,  dass  zwei  concentciscbe 
ßotationsellipsoide  ähnlicher  Gestalt  und  Lage  anf  zwei  homologe  Funkte  ihrer 
Oberfläche  Anziehungen  von  derselben  Kichtnng  und  proportional  dem  Abstände 
vom  Mittelpunkte  ausGben.  Hieran  knüpfte  Uaclanrin  an  {Treatiw  on  fltixüm 
1.  I,  eh.  XIV,  De  causa  physica  fluxue  et  nßttxus  maria;  Acadim.  dtt  acUnea, 
T.  IT)  nnd  bestimmte  die  Attractiou  eines  Rotatioosellipsoids  fOr  einen  Punkt 
seiner  Aie  und  einen  äusseren  in  der  Ebene  des  Aequators  liegenden  Punkt  nnd 
bewies,  dasa  zwei  confoeale  Ellipsoide  anf  einen  Punkt  einer  Haaptaze  Wirkungen 
ausüben  in  der  Eichtung  dieser  Aie  und  proportional  ihren  Hassen.  Lagrange 
dehnte  diesen  Satz  fOr  alle  Punkte  eines  Bauptachnittd  ans  IJimvtJktx  mimoiru 
de  VAcademie  de  Berlin,  1773).  Die  vollständige  LOaung  dieses  Problems  gelang 
erst  Laplace  {Mem.  de  VÄcadimie  dea  sciencea,  1T8S;  Mecanique  cdltste,  liv.  111, 
chap.  1).  Seitdem  wurde  das  Problem  von  fast  allen  bedeutenden  Hathematikem 
behandelt.  Ivory  gab  ein  Beductioastbeorem  fQr  die  Attraction  einea  äusseren 
Punktes  anf  die  fQr  einen  inneren  (On  the  attractiota  of  homogeneota  eUipaoid$, 
PkiUttoph.  Tramactiona,  1809);  Gauss,  Oteoria  aüractionia  ccvfontm  tphaeroidi- 
contm  eUipticorwn  homogeneorum  methodo  nova  tractaia  (ComtitentaU.  Gottii*g- 
recent.  T.  II  (1813)  odor  Werke,  Bd.  6,  p.  1  u.  278);  Legendre  {TraiU  dtt  fimc- 
tiotu  eüipliques,  T.  I,  p.  539);  Poiseon,  Memoire  tur  Tattraction  (ftin  älifiiMe 
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homogitu  {Mim.  dt  VÄcadimU  des  scUnces,  T.  XIII);  ChasleB,  Memoire  sur  Tat- 
tractim  des  elHpso>idea  [Joum.  de  l'ecoU  polylechn.,  Cah.  XXT,  p.  244  (1S3T)]; 
Comptes  rendai  de  VAcad.  des  säences,  T.  VI,  p.  902  (1836);  NouveJle  eolution  du 
probüme  de  VcUtraction  d'vn  eltipsoide  häerogine  sur  «n  point  exUrieur,  Joum.  de 
tnaih.  p.  Liouville,  T.  V  (1840);  Dirichtet,  Ueber  eine  nene  Methode  zur  Be- 
Btimmnng  vielfacher  Integrale  (Akademie  der  Wiasenachaften  zn  Berlin  183B,  oder 
Comptea  rendut  de  l'Aead.  des  tciences,  T.  VIII,  p.  166  ond  in  Diriohlet'fl  Vor- 
leanngen  über  die  im  nrngekehrten  Verhältniaa  des  Quadrate  der  Entfernung  wir- 
kenden Kräfte,  heraosgeg.  t.  Qrube,  Leipzig,  bei  Teabner  1876,  S.  37  —  61); 
Jacobi,  Exlrait  d'une  lettre  adrestie  ä  M.  LiouvilU  (Joum.  de  math.,  T.  XI, 
p.  341;  1846).  Boole,  o»  the  attraction  of  a  solid  of  revolution  on  an  extemcü 
point  (Cambridge  and  Dublin  metbem.  Journal  T.  II,  p.  1;  1847),  —  Collina, 
The  aitraction  of  elliptotda  considered  geometricaüy  (Ibid.  T.  IX,  p.  2S6;  1854).  — 
C&ylej,  On  a  mulliple  integral  connected  loith  the  theori/  of  attraction.  Ibid.  T.  II, 
p.  219;  on  the  attraction  of  an  ellipsoid  {Legendre'f  method),  Ibid.  T.  IV,  p.  50; 
on  the  attraction  of  an  eUipsoid  {Jacobi' s  methoS),  Ibid.  T.  V,  p.217;  on  Bodri- 
gut»'  method  for  the  attraction  of  ellipsoids;  Quarlerhj  Journal  of  pure  and  appl. 
math.  T.  II,  p.  333  (1659);  Note  on  the  theory  of  attraction.  Ibid.  p.  338;  on  La- 
place'»  method  for  the  attraction  of  eUiptoids,  Ibid.  T.  I,  p.285  (1857);  on  Gauss' 
method  for  the  attraction  of  eäipaoide.  Ibid.  T.  I,  p.  102.  —  Grube,  aber  die 
Änziehnng  des  homogenen  Ellipsoida;  Grelle' b  Journal  B.  69,  p.  36t).  —  Hertens, 
Bestimmung  dea  Potentiale  eines  homogenen  Ellipsoida,  Crelle's  Joum.  B.  70, 
p.  1.  —  Somoff  gab  eine  Vereinfachung  and  Modification  dea  QauaaVchen  Ver- 
fohrena,  Bulletin  de  i'Acad.  des  sciences  de  St.  l'äersbourg ,  T.  XIX,  p.  216—226 
oder  Theoretische  Mechanik,  fibers.  von  Ziwet,  11,  p.  192—211. 

Ansdehnung  der  SiLtze  über  die  Attraction  dea  Ellipsoida  aof  die  andern 
Flächen  2;  Ordnung  gaben:  Bourget,  Note  sur  l'attraction  des  parabolo'ldet  eüipH- 
ques  IJourn.  de  math.,  2»*°"  Serie,  T.  li,  p.  81  [1867)].  —  Hirat,  sur  le  potenliel 
d'une  conche  infiniment  mince  eomprise  enlre  deux  parabol&ldes  eUipliques  [Joum. 
de  m<ah.  2"*"«  SSrie,  T.  II,  p.  385  (1857)].  —  Bonrget,  Note  ä  Voceasion  du  me- 
moire de  M.  Hirst  sur  l'attraction  des  parabolifides  elliptiquet,  Ibid.  T.III,  p.  47.  — 
Mehler,  über  die  Anziehung  einer  von  zwei  ähnlichen  Flächen  Eweiten  Grades 
begrenzten  Schaale  (Crelle's  Joarnal,  B.  60,  p.  S21). 

Andere  werthvolle  hierher  gehörige  Arbeiten  eind:  Joacbirasthal,  on  the 
attraction  of  a  straight  line  (Cambridge  and  Dublin  math.  Journ.  T.  III,  p.  93); 
Attraction  der  Geraden  (Crelle'a  Joum.  Bd.  68,  S.  136).  —  Caylej,  On  V)e 
attraction  of  a  ttrminated  straight  line  (Philoa.  Magaz.  4.  Ser.  YoL  41,  p.  818).  — 
Heine,  das  Potential  eines  homogenen  Kreises  (Crelle's  Joum.  B.  76,  p.  271).— 
Hehler,  üeber  die  Anziehung  einer  mit  Masse  belegten  abwickelbaren  Fläche 
auf  einen  materiellen  Punkt  (Crelle's  Jonrn.  Bd.  68,  S.  240);  Ober  die  Anziehung 
eines  homogenen  Polyeders  (Cielie's  Journ.  Bd.  66,  p.  376,  aus  den  Schriften  der 
natnrf.  GeselUch,  zn  Danzig).  —  Grube,  Ueber  die  Anziehnngacomponente  eines 
geraden  elliptischen  Cjlinders  in  der  Bichtnog  der  Axe,  wenn  die  Elementar- 
aoziahnng  ii^end  einer  Potens  der  Entfemnng  umgekehrt  proportional  ist  (Crelle's 
Journ.  Bd.  66,  p.  68).  —  RSthig,  daa  Potential  eines  homogenen  rechtwinkligen 
Faraltelepipedes  (Crelle'a  Jonrn.  Bd.  58,  p.249);  über  das  Potential  eines  homo- 
genen rechtwinkligen  Cjlindera  (Crelle'a  Jonrn.  Bd.  -61,  p.  180);  Bemerkung 
hierzu  Ton  Clebscfa  (Bd.  61,  p.  167).  —  Mertens,  Besümmnng  des  Potentials 
eines  homogenen  Polyeders  (Crelle's  Jonrn.  Bd.  69,  p.  286). 
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§.  10.  Auch  die  zweiten  und  höheren  Differentialqaotienton  dee  Pot«ii- 
Uals  sind  für  Punkte,  welche  der  Masse  nicht  angehören,  bestimmte  end- 
liche Functionen  von  x,  y,  z.  Für  Funkte  der  Masse  findet  dies  nidit 
immer  statt,  vielmehr  gibt  es  besondere  kritische  Paukte,  Liniea  und 
FIttcben,  in  welchen  bei  Discontänoität  der  Dichtigkeit  auch  eine  Diseon- 
tinuität  der  zweiten  Differentialquotienten  eintritt,  sodass  diese  an  aotcfa«i 
Stellen  zwei  verschiedene  Werthe  erlangen.  Beim  Durchgang  des  ange- 
zogenen Punktes  durch  die  OberflSche  der  Hasse  z.  B.,  wenn  die  Dichtig- 
keit plützlioh  Null  wird,  ereignet  sich  dies. 


Bildet  I 


9, 
noobmala  differentürt,  welches  liefert 


und  tranaformirt  diesen  Auadmck  auf  Polarcoordinaten,  wobei 
dp  =  r'  ain  &  dr  d&  dip,   ^^~  =  cos  fr 
wird,  so  erhält  man  die  Form 

in  welcher  sich  der  Factor  r  nicht  mehr  hinweghebt  und  aus  welcher  man  al« 
in  DDBetem  Falle  nichts  fiber  die  Natnr  von  ^— ^  erkennen  kann.  Ea  mnu  dabef 
hierffir  eiue  ganz  andere  Methode  der  Discnssion  eiutreten.    Diese  besteht  duin, 

dv 

daaa  man  das  dreifache  Integral,  welches  x—  darstellt,  in  ein  Doppelintegnl  um- 
wandelt, welches  Ober  die  Oberfläche  der  Hasse  zu  erstrecken  iat 

In  Bezug  auf  die  zweiten  Derivirten  des  Newton'schen  Potentials  b<- 
steht  folgender  Satz: 

Abgesehen    von   den   Punkten,   in   welchen   die   Dichtigkeit 

plötzlich  ihren   Werth   findert,  sind  auch  die  drei  Grossen  — :,. 

er 

--T'   TTT  endliche  nnd  eindeutige  Functionen  von  x,  v,  e  und  be- 

stehen  für  sie  die  beiden  Gleichungen: 

erstere  für  einen  Busseren,  letztere  für  einen  in  der  Masse  lie- 
genden Punkt,  der  sich  an  einer  Stelle  {xyz')  befindet,  an  wel- 
cher die  Dichtigkeit  (i  ist. 
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Von  diesen  beiiJen  Oleichangen  wurde  die  erster«  von  Laplace  ge- 
geben, die  letztere,  welche  eine  Verallgemeinemng  der  ersteren  ist,  indem 
sie  für  einen  Soaseren  Piinkt,  fUr  welchen  der  mit  ihm  znsammenfallende 
Uassenptinkt    die    spedfiache    Mabse   ^  >=  0    besitzt',    mit  der   ersteren    zu- 


sammenfällt, rdhrt  1 


3x« 


i+« 


X) 

und  also  weiter 


'  dt/    '   de* 

man  mit  Lam6  den  Differentialparameter  zweiter  Ordnung  von  F. 
Drucken    wir   das   Massenelement  dm  •=  ^dv   durch   f  da  db  de  aus, 
so  ist: 

Aus  r*  —  C«  -  xy  +  (fr  -  sY  +  (c  -  «)*  folgt  aber  r  ^^ (a 

gy  dr  '■*■' 

und  andererseits  r  --  ^  a  —  x\   daher  wird  -—  = 

Pix  ex  va 

_  -"  —  _  i-  "^    d   h  ■ 

8«  Vi-/       8o\       .-/ 
Hierdarch  geht  aber  der  Ausdruck  fUr  -—  über  iu 

Z-J'fSL  (-J)^---  'JJ-'dl  (-!)'-■ 

Denkt  man  sich  nun  Über  dem  Terschwindend  kleinen  Rechteck  db  de 
senkrecht  zur  Ebene  der  jfx  ein  unendlich  schmales  Parallelepiped  errichtet, 
2  ,  so    ist  die    Integration    nach   a    auszu- 

dehnen über  die  Masse,  welche  dasselbe 
aus  der  Oeeammtmasse  herausschneidet. 
£s  trete  (Fig.  96)  die  Kante  des  Parallel- 
epipeds,  deren  Funkte  die  Coordinaten 
b,  c  haben,  bei  M^  in  die  Masse  ein, 
bei  M^  aus,  bei  Mg  wieder  ein,  bei  Mf 
'''*■  *'■  wieder  aus  n.  s.  f.  und  seien  »•,,  r^,  r^, 

r^, . .  .  die  Radien rectoren  PJlfi,  PM^,  FM^,...,  welche  vom  angezogenen 
Punkte  P  nach  diesen  Punkten  binfuhreo,  sowie  (,,  ^,  ^,  ...  die  Werthe 
von  1/  in  denselben  und  a,,  a^,  o,,  .  . ,  ihre  Coordinaten  werthe  n.  Nun  ist 
allgemein: 


und  indem 
erhält  man 


man  dies  Integral  von  a, 


,,  von  Oj  bis  a^  u.  s.  f.  nimmt, 

21» 
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/■»(_±),,.„_Sl  +  Sl_?l+S._....+  /-±|S,., 
J  da\      r  /  »"i       *"!       ^*       ^t  J   r  da 

die  beiden  hier  angedanteteo  Iiit«gnitioi)en  ISngfl  der  mit  Hasse  belegten 
Kant«  des  Farallelepipeds  geführt  gedacht.    Demnach  wird: 

Die  Elemente  der  OberflSche  der  Masse,  welche  das  Parallelepiped  bei  Jlfi, 
üfj,  Jlfg,  , . .  trifft,  seien  nun  ds^,  ds^,  ds^,  . . .  und  die  Winkel,  welche 
die  nach  aussen  gerichtete  Normale  der  OberflSche  in  diesen  Pnnkten  mit 
der  oi-Axe  bildet,  seien  txy,  tr^,  a^,  ...  Diese  Winkel  sind  der  Reihe  nach 
abwechselnd  stampf  und  spitz,  stumpf  bei  jedem  Eintritt  in  die  Hasse, 
spitz  beim  Austritt  aus  derselben  und  sind  also  och  ttj,  cos  a^,  coa  a^,  ... 
negativ,  cos  Oj,  cos  n«,  ...  positiT-  Nun  stellt  dbdc  die  gemeinscfaaitliche 
Projection  aller  FlSchenelemente  ds„  ds^,  ...  auf  die  y:E-Ebene  dar  and 
wird  also  erhalten,  indem  man  diese  Elemente  mit  den  Coslnassen  ihrer 
Neigung  gegen  die  ^.f-Ebene  multiplicirt.  Jedes  Element  bildet  aber  mit 
dieser  Ebene  einen  Winkel,  wie  die  Kormale  mit  der  x-Axe  und  da  dh  de 
den  absoluten  Werth  der  Projection  darstellt,  so  sind  die  Cosinusse  der 
stumpfen  Winkel  a  durch  die  Cosinusse  ihrer  spitzen  Nebenwinkel  za  er- 
setzen.   Man  hat  daher 

dbdc  =  —  dSi  cos  fl(,  =  +  dSj  COB  tt,  ■= iSg  cos  «5  ■==  +  ^«4  COB  «4  =->  ■  ■  ■ 

dV 
und  wenn  man  in  dem  ersten  Integrale  von  -      unter  dem  IntegraUeicben 

die  Multiplication  mit  db  de  ausfuhrt  und  in  jedem  Bestandtheile  der  Summe 
fQr  dieses  Elementairecbteck  seinen  Ausdruck  durch  das  dem  betrefienden 
r  und  if  entsprechende  Flächenelement  ds  einfUlirt,  wodurch  man  erhUt: 

~  cos  «,  •  ^  d3i  —  cos  «,  -  —  dsg  —  cos  «,  ■  ^  ds, , 

♦"i  *■»  ^i 

so  ist  die  Bedeutung  des  Integrales  die,  dass   die  Summe  aller  Elemente 

—  —  cos  a  •  ds  über  die  ganze  Oberflttche  hinweg  erstreckt,  gebildet  werden 

solle.    Bezeichnen  wir  dies  Oberflttchenintegral  mit 

/  —  cos  er  ■  d« 

, ,   .  öF 

und  schreiben  i     '  '        "'       '     ' 

so  kommt 


-fi 


J   T  J   r  oa 

das  erste  Integral    Über  die  Oberflftche  der  Masse,   das  zweite   über  die 
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kfirpetliche  Masse  selbst  erstreckt  Diese  Gleiohimg  gi\t  fHr  einen  Sneseren 
Punkt,  wie  fttr  einen  inneren ;  f tlr  «neu  inneren  Punkt  hat  man  die  Masse 
einer  kleinen  Engel  um  diesen  Punkt  faenun  auszuscheiden  nnd  den  Grenz- 
wertb  zu  sachen,  Tvelchem  sich  die  rechte  Seite  nähert,  wenn  diese  Kugel 
selbst  die  Null    zur  Grenze   hat.    üebrigens    setzt   die  Gleichung   rorans. 


unbestimmt  werde. 

DifferenÜiren  wir  jetzt  die  Gleichung  nach  x,  welcher  Operation  nichts 
im  Wege  steht,  da  r  blos  in  erster  Potenz  im  Nenner  vorkommt,  und  bÜd^ 

UV  iiV 

,  so  erbalten  wir: 


t/       r^      ab 


worin  a,  ß,  y  die  Richtungswinkel  der  nach  aussen  gerichteten  Normale 
der  Oberfläche  der  Masse  bedeuten.  IMe  Addition  dieser  drei  Gleichungen 
liefert  weiter: 

--  +  — -J-4-— j  — .—  I  (-- -COBtt+  ■    ■-■ -00984 cosvl  —.  ds 

"f"J  V  r  "  9«  "•"  r  db  '^  "r  de/  r»  ' 
Zar  Interpretation  des  ersten  der  beiden  Integrale  rechte  dient  die  Be- 
merkung, dass  der  Cosinus  des  Winkels  ff,  den  der  Badiusvector  r  mit  der 
Normalen  der  Oberfläche  bildet, 

a—x            ,ft  —  »        a   ,   " —  ^ 
cos  o  ^ cos  «  H — —  cos  p  H coe  y 

r  r  '^   '       r  ' 

ist  und  mithin  das  erste  Integral,  das  wir  mit  S  bezeichnen  wollen,  die 
Bedeutung  hat: 

Behufs  des  zweiten  Integrales,  dessen  Werth  mit  M  bezeichnet  werden 
mOge,  differenüiren  wir  die  Gleichungen  für  RichtungscosisuBse  cos  ^,  cos  h, 
cos  i  des  Badiusrectors  r,  n9mlioh: 

rcoflp  =  o  —  X,      roo8Ä-"fc  —  y,      rooB»  =  c  —  x 
so,  dass  blos  der  Badinsvector  r  und  a,  6,  c  als  TerSnderlicb  gedaobt  werden, 
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nicht  aber  seine  Richtung.    Dies  liefert: 


msg  = 

ir 

C08fi  = 

br  ' 

ci-- 

and  hiermit  wird: 

a-xlt      b—vif 
r     «o"""     r     ob 

+ 

r 

edr 

dad 

'^cbir'^icir  — 

wodurch  M  übergeht  in 

Demnach  ist  jetzt: 

i'Y 

+ 

S+M, 

-^  =  i 

'cOBff 

Qds, 

lt. 

t'ci)  du 

Jetzt  verwandeln  wir  das  fiaumintegral  Jlf  in  ein  Oberfl&cbenintegral.  Sein 
Werth  f^Ut  verschieden  aus,  je  nachdem  der  Punkt  P(a:yz)  der  Masse  au- 
gehSrt  oder  ausserhalb  detselben  liegt.  Um  P  beschreiben  wir  eine  Kugel- 
flSche  mit  dem  Radius  1  und  zugleich  durch  das  Oberfl&chenelement  ds 
einen  unendlich  schmalen  Kegel;  derselbe  schneidet  ans  der  Kugel  ein  spbi- 
risches  Element  dv  heraus,  welches  den  körperlichen  Winkel  des  KegeU 
misst.    Das  Volumenelement  wird  dEum  dv  =  t^dxdr  und  mithin: 


J    er    r*       ./    er 


drdx. 


Integriren  wir  nach  r  und  bezeichnen  mit  9,  q^,  p,,  ...  die  Dichtigkeit  in 
P  und  den  Funkten,  in  welchen  der  BadiosTeclor 
,   die  Oberflache  triffl,  (Fig.  97),  so  wird: 

^^/C— *  +  ei  — Pi  +  fs •)d%, 

welches  Integral  Über  die  KugelflSche  oder  einen 
Theil  derselben  auszudehnen  ist,  je  nachdem  P  im 
Innern  der  Masse  liegt  oder  nicht. 
p{g  37.  Ftlr   den   inneren   Pankt   erstreckt  sich   iIbü 

Infegral  Über  die  ganze  EugelflSche.  Der  erste 
Bestandtheil  J^  —  pÄi  liefert  —  irep,  der  Rest  /"(pi  —  g, -j- p^  +  ■■■)di 
läsat  sich  leicht  auf  das  Integral  N  reduciren.  Sind  nSmlich  r,,rj,rj,... 
die  Radienvectoren  ftlr  die  Schnittpunkte  mit  der  OberflSche,  ds,,  d&t,  ds^, . .  ■ 
die  Flllchenelemente  und  ff,,  «,,  a^,  ...  die  Winkel,  welche  die  Normale 
daselbst  mit  dem  Radiusvector  bildet,  so  ist,  weil  r,,  (J5,,  tfj  dem  ersten 
Austritt  aus  der  OberflSohe,  r^,  ds^,  ff^  dem  folgenden  Wiedereintritt  u.  s.  f- 
entsprechen: 
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rjdr  — •  -f-  dsj  •  C08  «i,  r]dx  =  —  ds^  -  cos  tfj,  rjdt  =  -f"  ds^  ■  cos  «»,■.., 
indem  beide  Seiten  dieser  Gleichungen  die  Projectionen  der  FlSchenelemente 
ftuf  die  mit  den  Badien  r,,  r,,  r^,  ...  beschriebenen  KugelflSchen  aus- 
drucken.    Bierans  folgt: 

ds,                       CS,  Zs. 

dl  =  -z*^  cofl  ff,  = IT  cos  ff,  ^  — /  cos  ff,  =  •  ■  • 

und  indem  man  diese  Wertbe  einfuhrt,  hat  man  die  Smnme 
cos  ff,  ,      ,        cosffy  ,       ,        cos  ff,  , 

welche  sich  auf  die  Kichtong  ein  und  desselben  Radlusvectors  bezieht,  über 
die  ganze  Oberfläche  zu  integriren,  d.  h.:  /  —^ —  qda  zu  bilden,  welches 
Integral  mit  S  übereinstimmt.    Es  ist  daher  fflr  einen  inneren  Punkt: 

Jlf  —  _  4«p  +  .V 
und  also  schliesslich: 

a*K       d^Y       f*F 

anter  q  die  Dichtigkeit  des  mit  P  zusammenfallenden  ^fassenpunkte8  ver- 
standen. 

Ftlr  einen  äusseren  Punkt  liefert  die  Integration  nach  r: 

JW  ■=  /  (—  ft  +  fti  —  e»  +  Pi }  ^' 

und  weil  jetzt  beim  ersten  Schnittpunkte  des  Radiusvectore  mit  der  Ober- 
fläche ein  Eintritt  ins  Innere,  beim  zweiten  ein  Anstritt  erfolgt  o.  s.  f., 
80  ist: 

ds.                   ,   ds,                       ds, 
ai  "=  —  — j-  cos  ff,  =  -[ Y  coa  ff ^  ^ ,  cos  ffj  ^  ■  ■  - 

und  hiermit  erhält  man  fUr  M  folgendes,  eben&Us  Über  die  ganze  Ober- 
fläche auszudehnende  Integral 


-=/^ 


und  hiermit: 

Der  Beweis  des  Satzes  setzt  zwar  voraus,  dass  die  Dichtigkeit  au  keiner  Stelle 
sich  Bprangweise  ändere,  indeasen  läeat  sich  diese  Beechränknng  unter  gewissen 
anderen  Bedingungen  hinw^räumen,  sodass  der  Satz  auch  dann  noch  Gültigkeit 
behält,  wenn  die  Dichtigkeit  Discontinnitäten  zeigt.  Es  sei  die  Masse  längs  einer 
Fläche  discontinuirlich.  Änf  einen  äusseren  Punkt  bat  dies  keinen  ülinfluHH,  da 
man  mit  Hfllfe  dieser  Fläche  die  Masse  in  zwei  Theile  zerlegen  kann,  sodasH 
in  jedem  die  Dichtigkeit  continnirlich  ist,  also  fOr  jeden  Theil  das  Potential 
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der  Laplace'scheo  Gleichaog  geufigt,  mithin  anch  das  Qesammtpotential,  welches 
die  Summe  der  Potentiale  beider  Theile  ist,  ihr  gleichfalls  genügt.  Aebnliches 
gilt,  wenn  die  epecifiache  UaMe  l^gs  einer  Linie  oder  in  einzelnen  Punkten  dii- 
continnirlich  wird,  indem  man  diese  Gebilde  aU  Qreniflaj^be  von  Fl&chen  an- 
sehen kann. 

FUr  einen  inoerea  Punkt,  der  aber  nicht  au  einer  Discontinuitätsstelle  lieget: 
darf,  kann  man  die  Poisaou'Bche  Gleichung  dadurch  beweisen,  das«  man  nm 
den  Funkt  einen  Baum  abgrenzt,  innerhalb  welches  die  Dichtigkeit  dorchans 
continnirlicfa  ist.  Das  Potential  fSr  diesen  Ranm  sei  V,  das  Potential  fSr  den 
Obrigen  Raum,  flir  welchen  der  Punkt  ein  äusserer  ist,  F",  dann  ist  d«s  Geaammt- 
potential  F  —  F'  +  F".    Nach  dem  Vorstebenden  ist  abet 

Kiy       jjty       e'F'  c'V"       d*V"       c'V" 

mithin  wenn  man  beide  Gleichungen  addirt: 

?'F  ,   g'F  ,    c'F  ^ 


Liegt  der  Punkt  aber  an  einer  Scheidestelle,  so  haben  daselbst 


c*y 


doppelte  Werthe  und  lasBen  acht  verschiedeue  Combinationen  zu,  sodass  in  Folge 

..-    =  S'F  ,   3'F   ,   e'F      ,^    ,,.       .  , 

dessen  die  Summe   j— ;-,  +  -  -i  +  '^~[  achtwertmg  wird. 

Der  vorstehende  Beweis  rührt  bis  auf  kleine  formelle  Verschiedenheiten  von 
Gauss  her  (Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung  auf  die  im  verkehrten  Verl^t- 
nisse  des  Quadrates  der  Entfernung  wirkenden  Antiehnngs-  und  Abstoesnngskäfte. 
Leipzig  1840,  oder  Resultate  der  mognetischeo  Beobachtungen  fiir  1836,  oder 
Liouville,  Journal  de  mathäm.,  T.  VII).  Andere  Beweise  gaben  Weingarten 
(Crelle's  Journal,  Bd.  49,  8.  367)  mit  Hülfe  der  Fourier' sehen  Doppelintegrale 
und  Kronecker  (Crelle's  Journal,  Bd.  70,  S.  S16)  auf  einer  Grundlage  von 
ausserordentlicher  Allgemeinheit  Für  einen  äusseren  Punkt  ist  die  folgeode  £nt- 
wickelung  zul&ssig.    Aus  r'  -■  {o  —  x)'  +  (6  —  y)'  +  (c  —  «)'  erhalt  man 

und  hiermit 

d    (l\  1    3r        coBjj 

3*   /IN  1   9'r    ,    8   ßT\*      1  ,     .   ,  „ 

8.- (,)-"?  2'*  +  ?  (äj)  "?'"'  +  '"""• 
sowie  die  analogeD,  auf  die  Azen  der  y  und  e  beeüglichea  DeriTiiten.    Hiermit 

a-F      8"F      8"F        /•      [i'  li\,    i'  /'\,ll'  l'W 

8;*  +  a-,-+H.-j''"'Lf.-(vj  +  8,.(7)  +  s?(7)J 

[—3  +  3  (cos'  g  -\-  cos'  ft  +  cos*  0]  -•  0, 


-P 


t  eich  auf  die  Aien  der  y,  s  beziehen. 

.  11,    Die  Eigenschaften  des  Potentials   F,   dass  es  selbst 

leine  Oeriviftes  continuirlich  und  endlich,  sowie  d&se    Vi 
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cY 
und    „     6    an  Feste  Grenzen' m  nnd  m:sa  frebnndeu  sind,  welche 

OS  r    D  . 

sie  nicht  überschreiten  kCnncn  (§.  6),  d&sa  ferner  die  zweiten 
Derivirten,  abgeaeken  von  DiscontinuitKten  iKngs  FlSchen,  Linien 
oder  in  einzelnen  Punkten,  bestimmte  eindeutige  Werthe  haben 
und   F  der  partiellen  Differentialgleichung 

c*F  ,  c*F  ,   t^y 

genügt,  sind  fOr  das  Potential  charakteristiBoh,  sodasB  es  keine 
zwei  verschiedene  Functionen  derselben  Eigenschaften  gibt  Die 
Function,  welche  ihnen  genügt,  ist  daher  das  Potential. 

Dieser  Satz,  welcher  von  Dirichlet  herrOhrt  (Crelle's  Journal,  Bd. 32, 
S.  80)  ergibt  sich  folgendermassen.  Gesetzt,  es  seien  T  und  F'  zwei 
Functionen,  welche  den  Bedingungen  gentigen  und  eei  F'  —  F  ^  u;  man 
kann  zeigen,  dose  u  constant  und  gleich  Null  ist.  Zunächst  ist  klar,  daas 
auch  u  den  beiden  ersten  Bedingungen  gentigt,  während  ans 

c^w'c^y'c^r         ,  f»F  ,  e'F  ,  ä'f 

ex*         ci/        cz*  '  dx^    '    ry*     '    er  ^ 

fUr  u  die  Differentialgleichung  folgt: 

■  S+S+S-"- 

Jntegriren  wir  den  Ausdruck  zur  Linken  dieser  Gleichung,  mit  u  multi- 
plicirt,  über  den  Raum  eines  um  den  Coordinatenurspi'ung  als  Mittelpunkt 
beschriebenen  WUrfels,  dessen  Kanten  die  Länge  2a  und  die  Richtung  der 
Axen  haben,  so  sind  die  Discontinuitfiten,  da  sie  nicht  durch  einen  körper- 
lichen Baum  hindurch,  sondern  höchstens  auf  Flächen  stattfinden,  ohne  £in- 
fluss  auf  diese  drei&che  Integration  und  ist 

Nun  ist  aber  vermttge  der  partiellen  Integration: 

/»S-=("|-/c:)''". 
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und  folglich,  wenn  niEui  diese  Gleich ungen  der  Keihe  nach  mit  dtfde,  dedx, 
dxdy  maltiplicirti,  eie  addirt  und  das  Resultat  noch  zweimal  zwischen  den 
Grenzen  —a,-\-a  integrirt,  vermBge  der  vorigen  Relation: 

-//("  SK"'  +//("  r)'""  +fJ  ("r)'""- 

Vermöge  der  Bedingungen  fUr  V  und  V  hinsichüich  der  Grenzen 
folgt,  dasa  such  xu  <  A,  also  u  <  -  und  ebenso  «*5—  <  (t,  also 
■  -  <  -  j  und  folglich 

"  —  <-T     '^"'ä     l«— )<-3i 
wo  X,  n,  X  bestimmte  oonstante  Werthe  Bind.    Daher  wird 

jj  ("  li) "" "  <  r>  JJ'"  "•  "■  "■  <  -a 

und  mithin  bleibt 

Da  das  Integral  links  positiv  ist  und  die  Grösse  rechts  fUr  a  '<»  oo  Tsr- 
schwindet,  so   folgt,    dass   sein  Wertb  Null  ist  und  hiermit  weiter,  dass 

-  ,  — ,7—  sämmtlich  verschwinden,  d.  h,  dass  u  constant  ist.  Dieser 
ox     cy     dz 

Wertb  kann  aber  nur  Null  sein,  denn  es  ist  auch  &i.r  x  =  oa  stet«  xn<.l. 

§.  13.  AIb  Beispiel  zum  vorigen  Paragraphen  wollen  wir  das  Potential  einer 
sphärischen  Schicht  bcBtimmen,  wenn  die  Dichtigkeit  auf  concen- 
trischeo  Kugelflächen  constant  ist,  d.  h.  mit  dem  Abstände  »  vom 
Mittelpunkte  variirL 

VenutSge  der  vorausgeaetzten  Hassen verth eilung  und  der  geometrischen  Natur 
der  Kugelflttcbe  ist  da«  Potential  hlos  eine  Function  des  Abstände«  s  des  ange- 
zogenen Punktes  P(xye)  vom  Mittelpunkte,     Wir  kOnnen  daher  die  Qleichnng 

^^  +  dy»  +  57'  -  -  *"' 
so  transfonniren,  dass  sie  blos  die  Derivirte  von  V  nach  s  enthält.  Es  ist  nttmlioh: 
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SV       dV    et      ?*y       d'V  /8g\',  dVdU 


'Say.dVd 


dV  dV  da  d^y  d*V  (Ssy 
dy  ^  da  '  d'y'  dy'"  dt*  \By/ 
dV  dV  da  ?'r  d^V (daV 
du  ~  da  'dz'  di*  ^  ds*  \dz) 
nad  hierzu  liiTert  die  Gleichnog  a'  •=  x*  -\-  y*  -\- 1* : 


Durch    Subetitation   dieser  Aesdrücke    in   die    vorigea   OleichuDgen   bildet  man 
ex-  +  0J,'  +  f.'  "  da*  l[cx)  +  \cy)  +  [d.)  j^  da  [dx'  +  cy'  +  g^'J 


Demimch  ^ht  die  Laplace-Foisson'Bche  partielle  DifferentiAlgleichnDg  aber 
in  die  folgende  lineare  DiSereatialgleichuDg  iweiter  Ordnnng  zwischen  zwei 
Variabelo  V,  a : 


Für  einen  der  Masse  nicht  angehörenden  Punkt  ist  e  —  0,  mithin  die  Differential- 
gleichung 

da'         a   da 

Setzt  mftn  —r—  ^  u,  so  nimmt  sie  die  Oeatalt  an; 

du    ,    2  „       ,        du  ,       da 

j-  +  —  «  "=  0     oder \-  2  -     =-0, 

woraus  ws*  •«  a  folgt,  unter  er  eine  villkfirliche  Constante  verstanden.  Hiermit 
ist  weiter  «  —  —  —  --,  also  V  —  —  +,p ,  wobei  fOr  das  willkfirliche  —  a 
wiederum  a  geschrieben  ist  Der  Punkt  kann  nun  entweder  im  inneren  Hobl- 
raome  der  Schicht  oder  im  Aniseoraume  liegen,  wenn  er  der  Hasse  nicht  ange- 
boren soll.  Für  den  inneren  Hohlraum  mnss  «  —  0  sein,  weil  sonst  das  Potential 
im  Mittelpunkte  der  Schicht  (für  ■  —  0)  unendlich  werden  konnte,  was  nach  g.  6 
□nKoiftssig  iet.  Daher  ist  F>—  J},  also  constant,  die  DifTerentialquotienten  von  V 
sind  Null  und  die  Schicht  übt  aof  den  Punkt  keine  Wirkung  aus.  Um  die  Con- 
stante ß  zu  finden,  kann  man  V  ffir  den  Mittelpunkt  ditect  bilden.  Es  ist,  wenn 
r  die  Entfernnng  des  Maaseuelementes  dm  von  diesem  Punkte  bedeutet, 

dm  =—  pr'dtfdr 
für  du  als  Element  des  KSrperwiakels  und  folglich 

y-inf,ra,-p, 

wenn  a  und  b  den  inneren  und  Süsseren  Radius  der  Schicht  bedeuten.    FOr  die 
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Pnokte  des  Auiuenranmes  ist  |}  ^  0,  weil  V  fSr  s  =  «   Terschwinden  mosa.    £• 

bleibt  demuBch   F  "■  —  und  da  *F  sich  fflr  wachsende  »  der  Masse  m  ab  Grense 
s 

nähert,  BO  rnnsB  k  =  w   bein.     Demnach  ist   F—  —  , 

'»-*'/•'■•"■ 

Die  DeriTiiten  von  F  nach  ü,  y,  «  sind: 


X  «=■  —  ''•'"•^         r  =  —  ''""g         z  =  —  '!""'        p  „  '>'°' . 

Die  Schicht  zieht  einen  Paukt  des  ÄoasenranineB  so  an,  al«  ob  ihr«  Ha 
Mittelpunkte  vereinigt  w&ie. 

FQr  eineo  der  Maaie  angehOrigen  Punkt  ist  die  Differentialgleichnng: 
d'V  ,     2   dV 

d?  +  V  dl  -  -  "'«■ 

Sie  geht,  wenn  man  sie  mit  s'  multiplicirt,  Ober  in 


i  ('■  S  ■ 


nnd  liefert,  wenn  man  von  s  ^  a  an  integrirt,  fOr  welchen  Wertb  V  —  p,   also 


4k  j  ns'd». 


Hierin  bedeutet,  da  e  mit  t  Tarüit,  die  rechte  Seite,  abgesehen  vom  Zeichen,  die 
Haaae  einer  Schicht,  welche  eu  Radien  a  nnd  s  hat,  deren  äussere  Gremfl&rfae 
also  durch  den  angezogeneu  Punkt  geht.  Ist  ihre  Masse  tu',  so  wird  -  -  «•  —  ?^ , 

d.  h.  eine  dnrch  den  angezogenen  Pnnkt  concentrisch  zur  Schicht  gelegte  Kngel- 
fltlcbe  iheilt  dieselbe  in  zwei  Schichten,  von  denen  die  bissere  nicht  aof  den 
Pnnkt  wirkt,  während  die  Wirkung  der  inneren  dieselbe  ist,  als  ob  ihre  Haaae 
im  Mittelpunkte  concentrirt  w&re.  Dies  hannonirt  mit  der  vorigen  nntersnchnog, 
indem  för  die  ergtere  Schicht  der  Punkt  ihrem  inneren  Hohlranme  angehört. 

Für  einen  inneren  Punkt  einer  homogenen  Vollkngel  folgt  ans  -f-  ^ j 

wegen  m'  ~  k*9**  ^^'^  Werth  —  —  —  i'ps,  d.  h.  die  Attractionskraft  iit 
proportional  der  ersten  Potenc  des  Abstandes  des  afScirten  Pnnktes  vom  Mittelpnnkt- 

%.  13.  Wir  wollen  seigen,  dass  die  §.  9  für  das  Potential  des  homogenen 
Ellipsoids  in  Bezag  anf  einen  inneren  und  einen  äniseren  Pnnkt  gefundenen  Atu- 
drücke,  nämlich 


•VC- 
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F  -  «y   (1  -  ;;r+-.  -  pf  +  -,  -  ^F  +  l)  ä . 

wo  a  die   pOBitiTe  Wttwel  der  Qleicbnng  -i-T 1-  ~] 1-  -=— ^ —  =  l  nnd 

«+«       p+ff       y+o 

^  =  l/fl  +  -^Wi  +  ^,\  /i  +  J^\  iat,  den  Bedingnngan  des  g.  H  genügen. 

Zon&chst  liefert  die  Differentiation  der  Oleichnng 

^"„ +  _?.'_+    _*' 1 

»•  J.  «  T^  iH  j.  -    '    ..»  ^  « 


da     d. 


die  QrOaaen   ■^- ,    ^— ,    ^~ ,    nSmlichi 


ix 


'ä*  "«•  +  «' 


Die  DifferentiatioD  dea  Potentials  V  fflr  den  inneren  Pnnkt  gibt  nnmittelbar  de 
Werth: 

während  die  fflc  den  äneteren  Fankt,  weil  auch  «  verbiderlich  ist,  liefert: 
dV  „  P      ^*         ,        (^    Pl.  *'  ff'  «*    \ds\3« 

n--^'''Jw'-+-.)Tj+-'[r.J{'-:F+>-W+'^V+.)-ß)r,- 

Noch   einem  bekannten  Satze  über  die  Differentiation  beitiramter  Integrale  ist 
aber  allgemein: 


Ä/»  """--♦" 


Daher  wird  im  vorliegenden  Falle  der  an  •uohende  DitTerentialqnotient  nach  ir 
gleich 

A„^^_    vi i!_V-'- 

1^'        «'+«        p'+a        y'  +  <.;     U„ 
□od  verschwindet  vennOge  der  Definitionigleichnng  für  ü  nnd  da  ~  -  nicht  nnbe- 
stiinmt  wird,  so  bleibt  auch  für  den  äoBaeren  Pnnkt 


dy'  dz 

continuirliche  Functionen  von  x,  y,  i  fOr  den  inneren  sowohl,  wie  fQc  deo  Knaieren 
Pankt  sind,  erhellt  ans  denselben  anmittelbar,  ebenso  daat  die  Continuität  beim 
Durchgänge  des  Panktes  dnrch  die  Oberflache  des  Ellipsoids  nicht  unter- 
brochen wird. 


rc-,:...abvC00J^Ic 
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X*  y—  oder  ulao  auch  iV 
und  i'  -—  au  gewisse  Grenzen  gebunden  sind,  bewahrheiten  sich  fQr  den  iunereii 
Punkt  unmittelbar,  denn  ea  ist 


8x   /•  ^     J  u*  +  8 


und  e«  ist  a;  an  die  OrOsse  der  Halbaze  des  Ellipsoids,  welche  in  die  Bichtuog 
der  x-Äxe  fällt,  als  Orense  gebunden,  ütn  sie  aber  fQr  einen  äusseren  Pnnkt 
zn  veriSciren,  Bei  1  die  kleinste  der  drei  Halbaxeu  a,  p,  y  des  EUipsoids.  Ei 
bt  dann  yennOge  D  =  <rpy  ^(0'  +  s)  (p'  +  »)  (y'  +  »)  >  «ßy  (!■  +  «)* 

»■  +  .)4 

Ferner  ist  absolut  geuommen: 

1    dV^^         .       P      d» 

d.  h. ! 

1  8V        i^Qaßr 

X  Sx^  S(l"  +  «}1 
KuD  erbfiilt  mau  aas  der  Gletcbuug  fOr  o  hierin  - 


+  ^i 


welche  Ungleiohbeiten  ihre  Gültigkeit  bewahren,  wenn  auch  x  und   damit  <  ist 
Unendliche  w&ohst. 

Um  EU  Eeigen,  doss  die  Ansdrficke  fOr  Tauch  der  Laplace-Poiason'Mbfs 
Gleichung  genägen,  hat  man 

(J'F  „         /'      dt 

d'v     _        /"    dg  3«z       a« 

uud  daher  mit  Hülfe  der  analog  gebildeten  Ausdrücke  eiueneits  fQr  den  inneren 
Punkt: 
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andererseits  für  den  Su^aeren: 

S  +  Ö  +  S--«-.  /(.-iV.  +  är 


Nun  ist  aber 

folglich,  da  D  fQr  s  i—  og   venchwindet: 


/(^ 


,  +  ^;.  +  ?T.)"-^ 


Daher  Ttrd  die  rechte  Seite  der  Gleichung  ffir  den  ioDecen  Punkt  —  inp,  wie 
es  die  Poiseon' sehe  Gleichung  verlangt.  In  Betreff  der  Gleichung  fQr  den 
Süsseren  Punkt  hat  man  vermOge  der  zn  An&ng  dieser  Untersuchung  anfge- 
Bt«llten  Relationen: 

'  i«'  +  »  öx  +  ^' +  «  (iy  "•"  y«  +  o  3 ;j 

.  / *•    _  _| y^ ,      _^' \      ., 

U«*  +  «)"  "^  t^'  +  «')'  "^  (y'  +  "»V 

Daher  wird  der  vom  Integralzeichen  freie  Bestandtbeil  anf  der  rechten  Seite  gleich 


4.« 


Der  eiste  Bestandtheil  ist  aber 

-  2"«  l'(.,  "l  .  +  Ä  i .  +  ...1 .)  ft  -  -  2'« 


'j(.-  +  ,  +  p-  +  .  +  ,.-+,)i)--^".D.--7!r 

und  wird  mithin  fQr  den  änsseren  Funkt  die  Laplace'scbe  Gleichung  erfallt. 

Man  bemerke,  dase  die  zweiten  Dcrivirten  der  Poteotialansdracke  anf  der 
Oberfl&che  des  Ellipsoids  nicht  znsammen&Uen. 

§.  14.  Nach  Behandlung  des  Potentiak  von  Hasaen,  welche  im  Banme  von 
drei  Dimensionen  vertheilt  sind,  würden  wir  zn  dem  Potentiale  der  massig  ge. 
dachten  Flilcben  und  Linien  fortzuschreiten  haben.  Bei  Flüchen  zeigt  sich,  dass 
bereite  die  ersten  Derivirten  des  Potentials  nach  den  Coordinaten  des  angezogenen 
Pnnktes  beim  Dorohgange  durch  die  FlSche  diBContinnirlich  werden  und  mit  ihnen 
die  Componenten  der  Kraft.  Wir  kOnnen  fibrigens  die  Dutcrsnchnng  der  Flächen- 
□nd  Linienpotentiale  nicht  in  den  Bereich  unseres  Lebihnohes  eiehen,  sondern 
verweisen  in  dieser  Hinsicht  anf  Gauss,  Allgemeine  Lehrsätie  in  Beziehung  anf 
die  im  verkehrten  Verh&ltniss  des  Quadrates  der  Entfernung  wirkenden  An- 
ziehungs-  und  AbstoiBungskräfte,  Art  12  u.  s.  w.,  Clansina,  die  Potential funotion 
and  dos  Potential.  3.  kaS.  Leipzig  1877.  Hoigno,  Legons  de  m^canique  ana- 
lytie[ue  p.  &6S. 

Ebenso  müssen  wir  eine  grosse  Anzahl  von  S&tzen  Ober  EOrperpotentiale, 
welche  Gauss  nnd  Chasles  gefunden  haben,  fibergehen;  man  vgl.  neben  der 
Qanss'achen  Abhandlung  ancfa  die  Gauss'sche  LOeung  des  AttractionsproblemB 
des  Ellipsoids  (Tfteoria  attraetioniB  corpontm  gphaeroidicorum  homogeneomm  me- 
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thodo  nma  tractata.    Qaoat'  Werke,  B.  b,  S.  1  u.  3T9),  sowie  Jnllien,  probliwu» 
de  mScaniqut  ratiotulU,  T.  IT,  p,  807. 

Dagegen  wollea  wir  der  AnEiehaog  tweier  r&nmlich  anBgedehnter  Haaeeo  aaf- 
einandeT  noch  in  Kdne  gedenketi. 

Wir  wollen  annehmen,  zwei  an  veränderliche  SyBUmo  £,  2J'  wiiken  gegen- 
seitig aufeinander  ein,  godasB  jeder  Punkt  P  de«  ersten  auf  jeden  Funkt  P'  des 
zweiten  und  nmgekehrt  jeder  Pankt  P'  des  zweiten  aaf  jeden  Punkt  P  des  ersten 
vickt;  die  Kräfte,  welche  diese  Einwirkangen  darstellen,  BOllen  an  Intensität 
gleich,  dem  Produkte  beider  Massen  und  einer  Function  der  Entfernung  beider 
Fnnkte  proportional,  dem  Sinne  nach  aber  entgegengesetzt  sein.  Sammtliche  an 
den  Funkten  des  S,rstems  Z  wirkenden  ErUte,  welche  von  den  Paukten  des 
Systeme  £'  hetrahren,  rednciren  wir  fflr  irgend  Soen  Punkt  0  {Fig.  98)  des 
I  auf  ihre  Eesaltante  Jt  und  ihr  resultireDdes  Paar  B.  An  allen  Punkten 
des  Systems  E'  wirken  dieselben  Er&fte,  nur  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  genommen;  wir  wollen  anch  sie  fQr  den- 
selben Punkt  0  reduciren  und  erhalten  hierdurch  eben- 
falls eine  Resultante  ü'  und  ein  resultirendes  Paar  H'. 
R  und  K'  sind  an  Giösse  nnd  Richtung  gleich  S  und  H, 
dem  Sinne  nach  jedoch  entgegengesetzt.  Führt  man  daher 
die  Constraction  fQr  die  Centraloie  ans,  eo  erkennt  man, 
dasB  die  Centialaien  fQr  beide  Systeme  in  dieselbe  Gerade  fallen  nnd  dass  die 
Paare  H^,,  H\,  welche  ihr  entsprochen,  entgegengesettt  gleich  sind.  Hieraaa  er- 
gibt sich  der  Satz : 

Die  Kräfte,  mit  welchen  die  Massen  zweier  veränderlicher 
Systeme,  deren  Punkte  sich  proportional  dem  Produkte  ihrer  Hassen 
and  einer  Funktion  der  Entfernung  anziehen  oder  abstossen,  auf  ein- 
ander wirken,  sind  äquivalent  zwei  Resultanten  Ä,  Ä"  und  zwei  Krafte- 
paaren H^,  B\  und  zwar  sind  die  beiden  Resultanten  gleich  an  Inten- 
sität, entgegengesetzten  Sinnes  und  fallen  in  dieselbe  Qerade,  nämlich 
die  gemeinschaftliche  Centralaze  beider  Systeme  nnd  haben  die 
beiden  Paare  gleiche  Momente,  aber  entgegengesetzte,  der  Central- 
aze parallele  Axen. 

Die  Kraft  R  kann  man  in  jedem  Punkte  der  Centralaxe  angreifend  denken, 
ebenso  die  ihr  gleiche  und  entgegengesetzte  K.  Nun  kann  man  fragen,  in  wel- 
cher Entfernung  von  einander  die  Hassen  I£,  M'  der  beiden  Systeme  in  zwei 
Punkten  vereinigt  gedacht  werden  kSnnen,  wenn  sie  sich  mit  den  Kr&ften  S,  K 
anziehen  oder  abstoeaen  sollen.  Ist  q:  (r)  die  Function  der  Sntfemnng,  welche 
dem  zu  Grande  liegenden  Attractionsgesetze  entspricht,  so  hat  man  r  ana  der 
Gleichnng  e  üf  Jlf '  9>  (r)  ^  £  zn  Sachen.    Für  die   Newtpn'sche   Attraction  ist 

1        ,      eMM'        -       ....  T/iMM'       _ 

qj  (r)  ■—  -,-,   also j —  =—  B,  mithin  r  •—  w  — „ — .    Demnach  kann  man 

sich  die  Wirkung  der  beiden  Systeme  aufeinander  vorstellen  als  die 
Wirknng  sweier  Punkte  aufeinander,  in  welchen  die  Masseii  der 
Systeme  concentrirt  gedacht  werden,  beide  auf  der  geroeinschaft- 
lichenOontralase  liegend,  in  Verbindung  mit  zwei  entgegengesetsten  ■ 
Kräftepaaren  von  gleichen  Uomenten  und  Azen  parallel  der  Central- 
axe. Die  gegenseitige  Einwirkung  zweier  Systeme  ist  also  eine 
translatojrische  nnd  eioe  rotatorische,  beides  bei  beiden  in  ent- 
gegengesetztem Sinne. 
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In  beaoDdaren  f  ftUen  kOunen  die  beiden  Paare  venchwindeii,  Bodwa  blos  die 
beiden  Beaottuiten  übrig  bleiben.  Dies  tritt  ein  1.  wenn  eines  der  Systeme  sich 
auf  einen  einzigen  Punkt  redncirt;  8.  wenn  einei  der  Sjateme  eine  homogene 
oder  concentriech  geschichtete  Engel  ist  (denn  die  Resolbuite  der  Krftfte,  mit 
welchen  ein  Pnnkt  der  nicht  kngelfSrmigeD  Hasse  Rnf  die  Elemente  der  Engel 
wirkt,  geht  dnrch  den  Eugelmittelpunkt,  folglich  &ach  R  als  die  Resultante  aller 
dieser  Resultanten).  —  Sind  die  Massen  swei  Engeln  TOn  der  eben  erwähnten 
Beschafienheit,  so  findet  daaselbe  doppelt  statt  Die  Engeln  wirken  anf  einander 
blos  tianslatorisch,  wie  wenn  ihre  Massen  in  ihren  Mittelpunkten  verein^  wären. 

Wir  wollen  jetit  annehmen,  die  beiden  Systeme  wirken  ans  sehr  grosser  Ent- 
feronng  auf  einander.  Je  weiter  sich  S"  von  Z  entfernt,  desto  mehr  nähern  sich 
die  Richtungen  der  an  S  angreifenden  Er9fte  dem  FarallelismnB  und  rednciten 
sich  dieselben  immer  mehr  anf  eine  blose  Beanltante  S,  welche  dnrob  den  Mittel- 
punkt der  parallelen  ErKfte  hindurchgeht ;  um  so  mehr  idbert  sich  also  das  Paar 
iüg  der  NnlL    Aehnliches  gilt  vom  System  Z'.    Daher  der  Satz: 

Je  weiter  sich  zwei  Systeme  von  einander  entfeinen,  desto  ge- 
ringer ist  die  drehende  Wirkung,  welche  sie  aufeinander  ansahen 
nnd  nm  so  genauer  fällt  die  Richtung  ihrer  anziehenden  oder  ab- 
sioseenden  Wirknng  in  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  ihrer 
Hassen. 

Vgl.  aber  die  hier  an^restelltan  SlLtce:  Schell,  Deber  die  Reduction  der 
Ättrsctionskr&fl«  zweier  Massen  (SchlDmilcb's  Zeitecbr.  f.  Uath.  n.  Phjs.  B.  lU, 
1S68,  S.  80.) 

g.  16.  Mau  kann  die  Untersuchung  der  Newton'schen  Attraction  iweier 
MasBensysteme  £,  Z'  anf  einander  Ton  einer  QrOHie  abhängig  machen,  welche  das 
Potential  V  beider  Hassen  auf  einander  genannt  wird.  Ist  nämlich  r  dei' 
Abstand  zweier  Maasenelemente  dm,  dm,  deren  Coordinaten  x,  y,  t;  x,  y,  / 
sein  mOgen,  wodurch  r*  —  (x  —  «')'  +  (^  —  v')'  +  (^  —  •')'  wird,  so  ist  diese 

QrSsBO 


^-//^ 


wobei  Ton  den  Integrationen  die  eine  Über  £,  die  andere  über  S'  ansiudehnen 
ist.  Um  den  Zusammenhang  von  V  mit  den  Componenten  X,  Y,  Z  der  Resul- 
tanten  R  und  L,  M,  S  AsA  resnltirenden  Paares  S  aller  an  £  angreifenden 

Erafte  EU  erkennen,  drücken  wir  die  Aeqnivalenz  aller  Anziehungskräfle  c ^ — 

mit  R  nnd  S  oder  das  Gleichgewicht  zwischen  ihnen  and  —X,  —  y,  —Z\ 
—  L,  — 3f,  — "N  mit  Hülfe  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ans.* 
Nun  ist  die  virtuelle  Arbeit  der  Attractionskraft,  welche  am  Elemente  dm  angreift, 

gleich 1 —  ■  ir,  wenn  ir  so  vet«tenden  wird,  dass  in  r  blos  x,  y,  t  sich 

ändern,  oder  also  6  { — \  -tdmdm'  und  die  Summe  aller  dieser  virtnell^  Arbeiten 

ist  mitbin  t   J    /  '  {  —  1  -ämdm'  oder  tiV.    Sind  femer  d£,  di),  di  unendlich 

kleine  Verscbiebnngen  parallel  den  Äxen,  d(y,  d^',  d&"  unendlich  kleine  Rotations- 
amplitndeu  um  Aien  parallel  denselben,  so  wird 

~X,*£  —  Y,aji  ~-Z,»t  —  La«  —  MS»'  —  NB&" 
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die  virtuelle  Arbeit  von  H  und  H  darttelten  und  wird  m&n  haben 

tar—  x»i  +  ysti  +  zas  +  Li»  +  ms»'  +  nb9". 

Es  stellt  demnach  die  Aendernng  des  Potentials  beim  Ueber- 
gange  des  Sjatems  ans  einet  Lage  in  die  numittelbar  folgende  Lage, 
mnltiplicirt  mit  der  Eraft,  welche  swischen  zvei  MasBeneinheiten 
in  der  Einheit  der  Entfernnng  wirkt,  die  Elementararbeit  aller  am 
Spatem  angreifenden  Attractionskr&fte  dar. 

Das  Potential  V  hängt  nun  von  den  Dimensionen,  der  IfasBenvertheilnng  und 
der  relativeu  Lage  beider  S;et«me  gegen  einander  ab.  Ist  0  (£iiO  irgend  ein 
Punkt  Ton  £,  ff  (S'ii'f)  ein  anderer  Ton  S"  nnd  sind  (Ifi»),  (!>'»').  (l'>"*")  <*>« 
Richtungen  dreier  in  S  fester,  dnrch  0  gehender  Aien,  aowie  (l,fi,»,),  (l',ft',  *',), 
(l"p,"v")  die  Richtungen  dreier  solcher  dnrch  0'  gebender,  S'  aogehOriger  Äsen, 
so  ist  V  eine  Function  von  £,  jj,  £;  f,  if,  £'  nnd  von  sechs  WinkelgrOssen,  welche 
ans  den  1  nnd  fi  gebildet  werden  kOnnen.  Ertheilt  man  non  dem  System  S  vir- 
taelle  Verschiebungen  parallel  den  absoluten  Coocdinatenaxen,  so  Bndeni  aich 
i,  1,  t  und  ergibt  «ich 

M^^-X  t^^~Y         ,^~Z 

indem  in  der  Oleiabnng  der  virtuellen  Arbeit  jedeunal  alle  Terschiebni^eD  bis 
auf  eine  verschwinden.   Ebenso  wena  dem  System  nach  und  nach  di«t  Botationea 
am  Axen  parallel  den  Coordinatenuen  ertheilt  werden: 
äV  BF       „  SV 

wo  aber  die  hier  beteichneteu  Differentiationen  in  solche  nach  den  drei  Winbl- 
grOsien,  welche  die  Lage  von  E  bestimmen, 'nminsetien  sind. 
Uebrigeiu  erh&lt  man  nnmittelbar: 


dmdm. 

Die  Bedingung,  daas  die  Paare  venchwindui,  ist; 

LX+  MY-^NZ^O. 

Ein  hierher  gehöriges  Beispiel  bietet  die  Attraction  iweier  homogener  EUip- 
soide  dar  (vgl.  Hertens,  Crelle'e  Jouru.  B.  SS,  8.  390).  Dirichlet  gibt  ia  da 
§.  9  citirten  Abhandlung  am  Schlniae  Andeutungen  Ober  die  Behaodlnng  dieaer 
Aufgabe,  bat  aber  darOber  nichts  weiter  mitgetheilt. 

§.  le.  Bei  der  Falle  des  Stoffes,  den  unser  Buch  tn  bewUtigen  hat,  dOrfen 
wir  die  Theorie  der  Attraction  nicht  weiter  verfolgen,  masaen  uns  Tielmdir  mit 
der  Angabe  der  notbweodigsten  Literatur  begndgen.  Der  Gegenstand  iat  mit 
einer  grossen  Zahl  von  Gebieten  der  mathematischen  Fonchong  aufs  Engst«  tct- 
knüpft,  mit  der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  nnd  der  allgemeineB 
Fanctionentheorie,  mit  der  von  Lama  nnd  in  neuester  Zeit  von  Somoff  sorgfUtif 
stadirten  Theorie  der  Differential parometer,  mit  der  Eleciroatatik  nnd  Electi«- 
djnamik,  der  Theorie  der  Elasticität,  der  WOnne  und  des  Magnetitmos,  mH  der 
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Theorie  der  Qeetalt  der  Erde  □.  8.  w.  Es  verdient  aber  insbeBOndere  herror- 
gehobeu  ta  werden,  inaa  die  gfuue  Attntctionstheorie  aaf  einer  geometrischen 
Grundlage  anfgebant  werden  kann  und  die  complicirtesten  Betrachtungen  der- 
selben, welche  den  Inhalt  der  Qreen'achen  Sätie  bilden,  nicht  nnmittclbar  an  die 
Vontellang  von  Erftften  geknüpft  zn  werden  branchen.  Et  hat  dies  inabesondere 
Somoff  im  2.  Bande  seiner  theoretiBchen  Mechajiik  geieigt. 

Wir  führen  noch  eine  Reibe  von  Arbeiten  an,  an  welche  sich  in  der  einen 
oder  anderen  Hichtnng  ein  Fortecbritt  der  Attractionetheorie  anknQpft. 

Laplace,  {Miean.  eiJesU,  1.  II,  §.  11.,  die  partielle  Differentialgleichnng 
S.  Ordnnng  enthaltend).  —  Poisson's  Qleichnng  {BaUetin  de  la  »octäi  ph3oma- 
ttqut,  T.  III,  p.  388).  —  Green,  An  etsay  on  Üie  af^lication  of  mathtmatical 
analyaia  (o  Ihe  theories  of  eUetricity  and  tnagnetism.  Nottingham  1828,  abgedruckt 
mit  knrzer  Biographie  und  anderen  einleitenden  Notizen  von  Thomson  inCrelle's 
Journal  Bd.  39,  p.  73;  U,  p.  366;  41,  p.  161  p.  195.  Ton  Oreen  rOhrt  der  Name 
Potential  her.—  Ganss,  Allgemeine  Lehrsätze,  s.  oben  8.388.  —  Chasles,  Mi- 
tnoire  tw  rattraction  (Time  conehe  eUiptoidale  infiniment  mince,  et  la  rapportt  gut 
m(  f«eH  entre  eeite  attraction  et  la  lois  de  la  ehtäeur  en  moutement  datu  im  corps 
en  iqmHibTe  de  temp4rat»re.  Jour».  de  Ticole  pott/tedin.,  Cah.  26,  p.  266  (1837); 
Enotiei  de  deux  tMorimes  gitUraitx  «w  Tattractitm  de»  corp»  et  la  thiorie  de  la 
chdlemr.  Compte»  rendus  1S39;  Theorime»  gäniraux  tur  l'attraction  des  corps.  Adäit. 
ä  Ja  connaiss.  des  tempg  p.  Tan  1845  Cjp«H.  en  1842).  —  Dirichlet,  sur  un  moyen 
gin&al  de  virifier  FexpresBum  du  poteitliel  relatif  d  une  mtuse  quelamqae,  homogine 
0*  häirogine,  Crelle's  Jonm.  Bd.  32,  p.  80.  —  DeBpejrons,  Recherdtee  «ttr  Ut 
muface*  üotherme»  et  cur  Vattraction  des  ellipseldes  (Grelle'«  Jonrn.  Bd.  31, 
p.  1S«>.  —  Sturm,  Note  but  wn  mimoire  de  M.  GhtuU»  (Journ.  de  math.  T.  VII, 
p.  316).  —  Thomson,  Note  *ur  la  thiorie  de  Vattraction  {Jovm.  de  math.  T.  IX, 
p.  889).  —  Lionville  {Addü.  ä  la  eonnaieianee  des  temp»  p.  1846).  —  Briot, 
MT  Vaüractitm  {Joam.  de  math.  T.  XI,  p.  114).  —  Heine,  Beitrag  zor  Theorie 
der  Ansiebang  und  der  Wärme  (Crelle's  Jonrn.  Bd.  29,  p.  186;  Theorie  der  An- 
■iehnng  des  Ellipsoida,  ebend.  Bd.  42,  p.  70).  —  Weingarten,  Zur  Theorie  des 
Potential«  (Crelle's  Jonm.  Bd.  49,  p.  367).  —  Amsler,  Zur  Theorie  der  An- 
dehnng  und  der  Wfirme  (Crelte's  Joum.  Bd.  42,  p.  316;  neue  geometrische 
Eigensohaft  der  NiTeanflächeu,  Bd.  42,  p.  314).  —  Scbeibner,  lieber  das  Fl&chen- 
potantial  (Crelle's  Jonm.  Bd.  64,  p.  77).  —  Christoffel,  Zur  Theorie  der  ein- 
werthigeu  Potentiale  (Crelle's  Jonrn.  Bd.  64,  p.  321).  —  Boch,  Deber  eine  Trans- 
formation des  Potentials  (Cielte's  Jonm.  Bd.  68,  p.  9).  —  Eroneoker,  Znr 
Potentialtheorie  (Crelle's  Jonrn.  Bd.  70,  8.  246).  —  Qrflnwald,  Zur  Theorie 
des  Potentials  (SchlSmiloh's  Zeitochr.  f.  Math.  n.  Phys.  B.  14,  S.  621).  —  Neu- 
mann, Ueber  die  Integration  der  Qleiehong  Jf  '»  0  (Crelle's  Jonm.  B.  69, 
8.  836—366).  Zar  Theorie  des  Potentials  fHathem.  Ännat.  B.  II,  S.  674;  Revision 
einiger  KUse  aus  der  Theorie  des  Newten'sohen  Potentials  (Ebendas.  B.  IIT,  8.424); 
Revision  einiger  ältse  ans  der  Theorie  des  logarithmischen  Potentials  (Ebenda». 
B.  III,  S.  826);  Zur  Theorie  des  logarithmischen  und  Newtflu'schen  Potentials 
(Ebendas.  B.  II,  8.  668).  —  Schwarz,   Ueber  die  lotegratioo  der  partiellen 

Differentialgleichung  ^- ,  -j*  -~i  ="  ^  nnter  vorgeschriebenen  Grenz-  und  tfu- 
stetigkeitabedingungen  (Honalaber.  d.  Berliner  Acad.  1870,  8.  167).  —  Weber, 
Ueber  die  Integration  der  pailjellen  Differentialgleichung  ■"■]  +  ^   i  +  "'«  ^  " 
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(Matb.  Ännol.  B.I,  S.  1).  —  ECtteritEsch,  Zur  PotentiRltheorie  (achlfimilch's 
ZeitBchr.  f.  Hathem.  n.  Phjra.,  B.  IT,  S.  S82  u.  2f>T);  Beitrag  cur  Mechanik  ellip- 
Boidiacher  KOrper  (Ebenda«.  B.  IS,  S.  S6S);  Ober  daa  logarithmiBche  Potential 
(Ebendai.  B.  20,  S.  311).  —  Meatzner,  Untennchiingen  im  Gebiete  de«  loguitli- 
miachen  Potentials  (Uathem.  Annalen  B.  8,  S.  319—868]. 

g.  17.  Noch  wollen  wir  anftnerksam  machen  aaf  die  Üntersnchnngen  fiber 
Linien  and  Flächen  gleicher  Anziehung,  n&mlich; 

Hirat,  On  e^itaRy  attraeting  bodia  (Phü.  Magatine,  IV.  8er.,  Toi.  18  [lSfi7j, 
pp.  305  — S24;  Vol.  16  [1868],  pp.  161—177,  866— £84);  Note  sw  le»  eorps  qui 
exercent  de>  attraetions  igaUa  twr  ttn  point  tnatirUl  {CompUs  r.  T.  XL  VIT  [1858], 
pp.  274-276). 

Auch  mOge  noch  auf  einige  Angaben  hinüchtlich  der  Tronsforniatioo  de* 
Potentiali  und  gewisser  mit  dem  Potential  in  Veibiadong  stehender  Fläcben  Iüd- 
gevieaen  werden: 

Didon,  Quatiow  1166  tt  It&S  in  den  Nom.  awuüe»  de  MaOUm.  ü.  3er., 
Vol.  14  (1876),  p.  94  mit  den  Losungen  TOn  Darrande,  Toi.  16  (1S7B),  p.  226 
nnd  Horel-Blanc,  ibid.  p.  41. 

EbfliHO  aaf  gewisse  Aofgaben  Aber  Haxima  ond  Minima: 

Scheltbacb,  Welche  Oestalt  mnss  ein  KOrper  haben,  wenn  er  auf  einem 
Punkt  seiner  Oberfläche  die  st&rkste  Anziehung  ausüben  soll?  (Mechan.  u.  matfa. 
Probleme;  Progr.  des  Friedrich- Wilhelms- Grmn.  ra  Berlin,  1846.) 

Wir  wollen  eine  Bearbeitong  des  Inhaltes  der  Sohellbach' sehen  Abband- 
lang  Aber  die  Kürperform  der  Mimmalaniiehnng  einer  homogenen  Hasse  hier 
aafOgen. 

Man  oebme  an,  der  Pnnkt  A  (Fig.  99],  die  Maaieneinheit  enthaltend  sei  der 
Antiebnng  aller  Punkte  des  Raumes  nach  dem  Gesetse  x  :  r"  unterworfen,  wo  r 
den  Abstand  eines  anxiehenden  Punktee,  ■  die  An- 
dehnng  in  der  Entfemung  gleich  Eins  und  n  irgend 
/  ^  eine  Zahl  bedeute.  Anf  dem  Strale  AB  wird  es 
dann  in  der  Richtung  AB  nur  einen  Pnnkt  B  geben, 
welcher  A  mit  einer  Intentittt  audeht,  welche  gleich 
der  Entfernung  AB  at.  Ist  a  der  Abstand  diese« 
Punktes  Ton  ^,  so  muss  er  der  Bedingnng  ico'^a 
oder  a*+-i  —  «  genügen. 

Errichtet  otan  in  B  eine  Ebene  senkrecht  aof 
^B,  so  wird  man  ebenso  auf  allen  Stialen,  welche 
TOD  A  naoh  den  Punkten  D  dieser  Ebene  führen, 
Punkte  C  so  finden  ktbioen,  dass  die  Aniiebangkraft 
von  C  in  Besag  auf  A  gleich  AD  ist.  Bildet  der 
Badittsvector  AC  —r  eines  solchen  Funkte»  C  mit 
AB  deo  Winkel  9,  so  wird  wegen  AD  -  cos  #  —  a 
die  Qleichang  h  :  r*  —  a  :  cos  #  oder  mit  ROoksicht 
auf  M  —  oH-i  die  Gleichung  r"  »  o»  cos  <^  die  Bo- 
tationsflUohe  dacetellen,  welche  alle  solche  Punkt«  C  enthUt.  Dieee  FUcbe  gebt 
durch  A  und  B  hindurch  nnd  ihr  Meridian  ist  die  Cnrre  («'  +  y')"+i  —  tfi'x*  »om 
Grade  8  (n  -(- 1)  in  Beeng  auf  AB  als  x-Axe  und  die  in  ^  so  ihr  senkrechte  Geiade 
der  Sohnittebene  als  y-Aze.    Die  Kraft  AD,  mit  welcher  C  den  Funkt  A  ao- 
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Eisht,  lerAllt  in  Ewei  CompODenten,  eine  gleich  AB  =-  a  and  eine  dazu  lenk- 
recbte  gleich  BD.  Daher  ist  die  RotBitioDsfl&che  der  Ort  aller  Punkte  C,  welche 
A  in  der  Richtung  AB  mit  deraelben  Cotnponente  a  aogreifen. 

Fflr  »  -u  1  ist  die,  Meridiuicarve  der  Erei«  r  •—  a  cos  #  und  die  B«tatioDi- 
flllche  die  Kugel  vom  DorchmeaeeT  ^jB;  für  n  — S  nimmt  sie  die  Gestalt  (Fig.  99) 
an  nnd  bann  ihre  Oleichmig  r*  =—  a*  cos  9  leicht  conetniirt  weiden,  indem  man 
sie  H)  Bchreibt:  r*  ^  a  ■  a  cos  9.  Ein  Kreis  um  A  mit  dem  Bodins  a  ichneidet 
nämlich  den  unter  dem  Winkel  9  gegen  AB  geneigten  Strel  AC  in  E  ao,  da« 
die  Projection  Ton  AE  auf  AB  gleich  AK  —  a  cos  &  wird  und  ein  weiterer  Kieis 
Qbei  AB  als  DuichmesBeT  trifft  das  Perpendikel  EK  in  F  so,  dass 

AF'  =  a  ■  AK  —  a'  COB»  ~r' 
wird.    Daher  bt  AF  ^  AC  sa£  tAD  ole  Bediusvector  r  anfiotragen.    Die  Cnire 
iat  vom  6.  Qrade. 

Die  Botationsfl&che  r"  —  ip>  eoe  A',  der  Ort  »Her  Punkte  des  Binmes,  welche 
A  in  der  Richtung  AB  mit  derselben  Kraft  a  anziehen,  scheidet  diejenigen,  welche 
ihn  in  dieser  Bichtnng  st&rker  ansehen,  von  denen,  deren  Wirkung  anf  ihn 
schwächer  ist.  Eratere  liegen  im  Innenranme,  letstere  im  Anaeeniaume  der  Fl&che. 
Bringt  man  daher  eine  gegebene  homogene  Maase  M  in  den  Innennnm,  sodus 
sie  denselben  continnirlich  erfflllt  und  dabei  homogen  bleibt,  w&hrend  sie  in 
diesem  Behnfe  vielleicht  eine  Condentation  oder  Dilatation  erleiden  mnss,  so  zieht 
sie  den  Pnnkt  A  der  Aze  AB  mit  einer  Kraft  an,  welche  g^Ner  ist,  ab  die 
Anaiehong,  welche  sie  ansahen  wflide,  wenn  sie  bei  derselben  Dichtigkeit,  mit 
welcher  sie  den  Innenraum  der  Fläche  erfallt,  in  irgend  eine  andere  Form  ge- 
bracht wnrde.  Denn  da  die  Dichtigkeit  keine  Aendenmg  erleiden  soll ,  so  ist  mit 
der  Aendemng  der  Form  nothwendig  ein  Austritt  von  Masse  aus  dem  Innenianm 
in  den  Anssenranm  TerknDpft.  Die  Auäehnng  der  Masse  hat  flbrigens  die  Bich- 
tnng AB,  an  sämmtliohe  Componenten  senkrecht  m  AB  sich  paarweise  tilgen. 

FOi  die  Intensität  B  der  Anziehung  der  Masse  M  in  der  Form  der  Fl&che 
r*  E—  a*  cos  #  ergibt  sich ,  wenn  f  ihre  Dichtigkeit  ist. 


sdi*  ir*—dr 


nx«   Aind'cosddfr  /r! 

in  sieht  zugleich,  dass 
i  solchen  Fällen  das  Int 
ans  der  Qletchaog 

np  /  sinfttlfr    /r*dr  ■-  ; 


indem  x  ^  a"-fi  iat.  Man  sieht  zugleich,  dass  die  ganze  Betrachtung  fQr  n  ^  8 
nicht  mehr  gilt,  indem  in  solchen  Fällen  das  Integral  nach  r  anendlich  wird.  Die 
Dichtigkeit  p  ergibt  sich  ans  der  Oletchaog 


8  (8  -f  n)  M 
Sürt       a' ' 


und  also  B^  - 


Für  n  ■-  2  wird  B  —  -—  «po*,  Jf  ■"  tt  «C«'j  ^  —  8lfo.  Bringt  man 
die  Masse  3f  bei  der  Dichtigkeit  p,  welche  sie  in  der  Form  der  Maximal- 
attraction  hat,  in  der  Form  einer  Kugel,  so   ergibt  sich  deren  Radius  r  ans 
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B'  der  Kugel  «nf  den  Punkt  A  ihrer  Oberfläche  wäre  R'  =■  ^  =-  aM  y  W, . 
UiUiiii  wird 


Gauss  gibt  dies  Reanltat  an  in  »einer  Abhandlnng :  Pririeipia  genertüia  theoriae 
figurae  fluidorwa  in  statu  aequilibrii  {Commentatl.  soc.  reffiae  ac.  Goetting.  Vol.VU 
[1830]  oder  Werke,  Bd.  V,  S.  31,  Anm.). 


XIV.  Capitel. 
Bednotdon  der  Widerstftnde  von  Fläohen  and  Oorren. 

§.  1.  Wir  haben  bereits  mehrfach  des  Widerstandee  gedacht,  welchea 
FlSoheo  uad  Curven  von  Systemen  gegenseitig  leisten  müssen,  wenn  id« 
durch  Kräfte  i# Berührung  erhalten  werden,  eei  es,  dass  letztere  sich  im 
Oleich  gewichte  befinden  oder  Beschleunigungen  hervorrufen.  Es  wnrde 
dabei  aber  vorzugsweise  der  Normalwiderstand  berücksichtigt  und  war  tdd 
der  tangenti eilen  Componente  des  Qesammt Widerstandes,  der  Reibung,  nur 
vorübergehend  die  Rede.  Wenn  nun  auch  eine  umfassende  theoretiscbe 
Behandlung  der  letzteren  und  insbesondere  ihre  Reduction  auf  Resultante 
und  resultirendes  Paar  bei  dem  dermaligen  Zustande  der  Wissenschaft  noch 
nicht  in  allen  Fällen  geleistet  werden  kann,  so  dUrfea  wir  dennoch  diesen 
Gegenstand  nicht  bei  Seite  schieben,  mQBsen  vielmehr  eine  DarstelluBg  der 
betreffenden  Lehren  geben,  welche  wenigstens  der  Hauptsache  nach  als 
befriedigend  angesehen  werden  darf.  Die  praktischen  Fragen  behandeln 
wir  dabei  nicht,  weil  wir  die  Gebiete  der  theoretischen  und  der  angewandten 
Mechanilc  möglichst  scharf  aoheidea  rnUssen. 

Sind  zwei  unverKndertiche  Systeme  X,  £'  genötbigt,  sieh  mit  Fliehen 
oder  (Jurven  zu  berühren,  so  kann  dieser  Zwang  dnrob  ErSfte  dargestellt 
werden,  welche  zu  den  ohnehin  an  ihnen  wirkenden  Kräften  hinzatreten. 
Diese  Kräfte  heissen  Widerstände  und  zwar  sagt  man,  dass  an  £  Wider- 
stände angreifen,  welche  von  £'  und  an  £"  solche,  welche  von  £  her- 
rühren. Wie  auch  immer  dieselben  beschaffen  sein  mögen,  in  allen  FUlen 
werden  sie  an  jedem  Systeme  einer  Resultanten  und  einem  resulUreaden 
Paare  äquivalent  sein. 

Wir  wollen  den  Fall  betrachten,  dass  beide  Systeme  £,  ü"  sich  mit 
zwei  Flächen  S,  S'  berühren,  dass  die  Bertlhrungestelte  ein  einziger  Punkt  A 
sei  und  die  Kräfte  sich    im  Gleichgewicht   befinden,    wobei   übrigens  die 
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Systeme  in  Bähe  oder  in  Bewegung  begriffea  sein  können.  Sind  die  beiden 
FUchea  glatt,  so  erfShrt  S  von  2f  in  A  einen  Widerstand  B,  welcher 
eine  längs  der  gemeinsamen  Normale  wirkende  Einzelkraft  ohne  Krftftepaar 
ist,  welche  die  Resultante  der  gegebenen  Kräfte,  welche  nothwendig  durch 
A  hindurchgehen  muss,  tilgt.  Ebenso  findet  dies  fttr  f  statt.  Sind  da- 
gegen die  sich  bertkhrendeu  Flächen  rauh,  so  wird  der  Widerstand  nicht 
normal,  vielmehr  kann  er  je  nach  Beschaffenheit  der  Kräfte  und  dem  Grade 
der  Rauhheit  der  Fläche  mehr  oder  weniger  gegen  die  Normale  geneigt 
sein;  und  wenn  die  gegebenen  Kräfte  nicht  einer  durch  den  Punkt  A  hin- 
durchgehenden Einzelhraft  Bquivatent  sind,  so  tritt  eu  ihm  noch  ein  Wider- 
stand leistendes  Paar  hinzu,  welohea  mit  ihm  insamroen  die  Gesammt- 
wirkung  von  £  auf  S  darstellt.  Nehmen  wir  an,  die  gegebenen  Kräfte 
seien  einer  durch  A  hindurchgehenden  Finzelkraft  äquivalent.  Der  Fall, 
dasB  ein  Widerstandspaar  anftritt,  kann  allgemein  noch  nicht  behandelt 
werden,  wielmefar  moss  in  Bezog  auf  ihn  bei  jedem  einzelnen  Problem  eise 
besondere  Methode  gesucht  werden.  Legen  wir  durch  die  Richtung  des 
Widerstandes  und  die  Nonnale  eine  Ebene,  so  zerfällt  in  ihr  B  in  zwei 
Componenten,  eine  in  der  Richtung  der  Normalen  wirkende,  den  Normal- 
widerstand  Bn  und  eine  andere,  welche  in  die  Schnittlinie  dieser  Ebene 
mit  der  Tangentenebene  in  ^  ftlllt,  die  Reibung  ßr-  Bei  glatten  Flächen 
bringt  die  geringste  Aenderung  in  den  an  E  angreifenden  Kräften  eine 
sofortige  Störung  des  Gleichgewichtes  hervor,  sodass  Beschleunigung  ein- 
tritt. In  diesem  Falle  ist  B—'B^,  Br=*0;  hei  rauben  Flächen  kann 
man  aber  jene  Kräfte  sich  ändern  lassen  und  es  ändert  dann  B  seine  In- 
tensität und  Neigung  gegen  die  Normale.  Lassen  wir  jene  Kräfte  sicli  so 
ändern,  dass  B  in  derselben  Normalebene  bleibt,  also  B^  dieselbe  Richtung 
in  der  Tangentenebene  beibehält.  Je  mehr  sich  B  von  der  Normalen  ab- 
biegt, desto  grSsser  wird  das  Verhältnis s  Br'.B^.  Bei  gegebenem  Banhig- 
keitsznstande  in  der  Richtung  von  Br  wird  diese  davon  abhängige  Com- 
ponente  des  Widerstandes  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  trotz  der  Aenderung 
der  Kräfte  das  Gleichgewicht  zu  erhalten  vermtigeu,  Über  jene  Grenze 
hinaus  aber  wird  sofort  Beschleunigung  von  A  eintreten.  Aehnliches  gilt 
fOr  Aenderungen  der  Kräfte,  denen  entsprechend  B  auf  die  andere  Seite 
der  Normalen  fällt  und  der  Sinn  von  B,  sich  umkehrt.  In  der  betrachteten 
Normalebene  lassen  sich  demzufolge  durch  A  zwei  Stralen  ziehen,  welche 
die  Bnasersten  Grenzen  der  Richtung  des  Widerstandes  bezeichnen,  fBr  welche 
derselbe  flberhaupt  noch  Gleichgewicht  herbeizuführen  im  Stande  ist.  Diese 
beiden  Stralen  bestimmen  zwei  Paar  Soheitelränme,  in  deren  einen  die 
Normale  ßllt.  Alle  Stralen  ^eses  Scheitelraumes  sind  mögliche  Wider- 
standsrichtungen,  in  den  anderen  ScheitelianiD  kann  der  Widerstand  nicht 
fallen. 
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Man  kann  sich  non  die  an  Z  angreifenden  Kr&fte  auch  so  geändert 
denken,  daas  R  in  andere  Norm&Iebenen  fSllt.  Da  ftlr  jede  derselben  sieb 
die  Mmliohen  Betrachtungen  anstellen  lassen,  bo  folgt,  daes  der  BerOh- 
rungapunkt  A  der  FUchen  S,  8'  der  Mittelpunkt  eines  Kegels 
ist,  deasen  Erzeugungslinien  die  Sussersteu  Grenzlagen  des 
noch  mSgliohen  Widerstandes  der  Flfiohen  bezeichnen  und  des- 
sen die  Normale  nmachliesaender  Scbeitelraum  die  Bichtangen 
aller  möglichen  WiderstSnde  erhBli  Dieser  Kegel  heiast  der  Bei- 
bnngskegel  der  beiden  FlHchen  im  gemeinsamen  Berdhrungapunkte.  Seine 
Beschaffenheit  hängt  ab  tos  dem  Orade  der  Baahigkeit  beider  FiBchen. 
Er  iat  ein  gerader  Kreiskegel  mit  der  Normalen  als  Axe,  wenn  in  der  ge- 
meinschafüichen  Tangentenebene  nach  allen  lUchtungen  yom  Bertthrongs- 
pnnkte  ana  gleiche  Rauhigkeit  stattfindet,  seine  Erzengangslinien  biegen 
sich  mehr  oder  weniger  von  der  Normalen  ab,  wenn  ISngs  den  Schnitt- 
linien der  durch  sie  gelegten  Normalebenen  mit  der  Tangentenebene  ein 
grSaaerer  oder  geringerer  Bauhigkeitsgrad  stattfindet,  also  auch  ein  grosserer 
oder  geringerer  Reihungswiderstand  geleistet  werden  kuin.  Fttr  glatte 
Flfichen  zieht  sich  der  Kegel  auf  die  Normale  zusammen. 

§.  2.  Das  Terh&ltnisB  Rr :  B  der  Componenten  des  Wideretandes  R 
mag  der  Coefficient  des  Wideratandes  heiasen;  er  ist  die  Tangente 
des  Winkels,  welchen  A  mit  der  Normalen  bildet  und  welcher  der  Wider • 
standswinkel  genannt  wird.  Für  den  Fall,  dass  der  Widerstand  eine 
Erzengungslinie  des  Reibungskegels  ist,  heissen  dieser  CoeMcient  und  dieser 
Winkel  Beibungacoefficient  und  Eeibungswinkel.  Bezeichnen  wir 
sie  reap.  mit  fi  nnd  p,  so  wird 

—  ^/t  — tgp,    Br— (»Äi,    Äa-^-T^^^zr  —  JJcOBf. 

Der  Reibnngswideratand  Br,  welcher  der  änssersten  Grenze  fDr 
irgend  eine  Richtung  in  der  T&ngentenebene  entspricht,  wird 
daher  erhalten,  indem  man  den  Normalwideratand  R^  mit  dem 
BeibungBCoefficienten  mnltiplicirt. 

Der  Beibungsooefficient  varürt  fOr  ein  und  denaelben  Berührungspunkt 
der  sich  reibenden  FUtchen  mit  der  Riofatong  in  der  gemeinsohaftlicheB 
Tangentenebene  und  mit  der  Bauheit  der  beiden  Funkte,  welche  im  Be- 
rührungspunkte zusammentreten  und  kann  bis  jetzt  nicht  theoretisch  be- 
stimmt werden.  Man  bedient  sich  daher  in  den  Anwendungen  conatanter, 
durch  Versuche  festgestellter  Mittelwerthe,  wie  sie  die  zahlreichen  Tafeln 
der  Beibungsooefficienten  enthalten. 

§.  3.  Sobald  das  Gleichgewicht  zwischen  den  am  STstem  angreifen- 
den Kräften  und  dem  Widerstände  aufhört,  sagt  man,  es  werde  die  Beibong 
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überwanden.  FOr  diesen  Zustand  liat  der  Widerstand  die  Grenzlsge  einer 
Bizengungetinie  dee  BeibungskegeU  und  wBbrend  der  Bewegnng  pasBirt 
seine  Biohtung  fortwährend  andere  und  andere  Erzeugnngslinien  der  ver* 
schiedenen  Kegel,  welcbe  den  verschiedenen  Bertlhraiig8pimkt«n  der  Bei- 
bnngsflftchen  angehSreii.  Befindet  sich  das  Sjatem  in  Rnhe,  so  kann  Be- 
wegung nur  dann  eintreten,  wenn  -die  Reibung  Dberwnnden  wird  imd  also 
die  Widerstandarichtnng  in  die  KegelflBche  eingetreten  ist.  Mit  diesem 
Eintritt  besteht  noch  Oleichgewicht  und  erst  dann,  wenn  die  angreifenden 
KrSfte  die  Richtnng  des  -Widerstandes  nSthigen,  in  den  Anasenraum  des 
Kegels  zu  treten,  erfolgt  Beschlennigang. 

FOr  alle  Lagen  der  Widerstandsrichtung  im  Innern  des  Beibungskegels 
besteht  Gleichgewicht  und  zwar  ist  dasselbe  sicher,  fUr  alle  Logen  in  dar 
KegelflSche  selbst  wird  es  unsicher.  Ist  der  Reibungskegel  ein  gerader  Kreis- 
kegel mit  der  Normalen  als  Axe,  so  findet  das  Uaximum  der  Sicher- 
heit des  Gleich  gewichtes  statt,  wenn  der  Widerstand  in  die  Aze  des 
Kegels  Mit. 

§.  4.  FQt  das  Gleichgewicht  von  Kräften  in  Verbindung  mit  dem 
Widerstände  R  der  FlKche  U {x,  y,  e)  -^  0,  dessen  Richtung  (Xftv)  sei, 
hat  man  wenn  die  KrBfte  ttquivalent  einer  durch  den  Beruh rungspnnkt 
gehenden  Einzelkraft  sind,  an  der  Sussersten  Grenze  des  Gleichgewichts 
die  Gleichungen 

X+Bcoei  =  0,     r+Boosft  —  0,     Z-fficoai'  =  0, 

cos  l       cos  fi       coa  V         1 

^x  ~  :=^  "  =rz  "  ¥  • 

s  —  VJf»  +  r»  +  z* 

und  f&r  den  Widerstands winkel  #: 


oos  9 


folgt    £s  findet  aber  auch  noch  Gleichgewicht  fOi  alle  Werthe  von  X,  T,  Z 
statt,  wofQr  cos  9  bis  zu  Null  herabsinkt 

§.  5.  Berühren  sich  die  reibenden  Flächen  mit  mehreren  Funkten 
oder  l&ngs  einer  Linie  oder  im  Bereiche  eines  endlichen  Flfichenraumes, 
so  kann  man  den  Widerstand,  welcher  in  je  mnem  Pui±te,  in  je  einem 
Linien,  oder  FlBchenelemente  auftritt,  in  eine  Normal-  und  eine  Tangential- 
componente  zerlegen  and  alle  aammt  den  ohnebin  am  System  angreifenden 
KrBftm  fUr  ii^end  einen  Punkt  des  Systems  redudren.    Die  Bedingungen 
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des  GL«ichgewichtB  werden  alsdann  auch  noch  innerhalb  eines  gewissen 
Spielraums  bis  zu  einem  Grenzreihangs widerstände  erflUlt  werden  kSnnen, 
darüber  hinaus  aber  nicht  mehr.  Es  tritt  aber  hierbei  lu  der  Beenltanten 
ein  resnltirendes  Paar  des  Widerstandes  hinzu,  welches  der  Beibang  seinen 
Ursprong  verdankt  Eine  allgemeinere  Untersuchung  dieses  (leg^utandes 
fehlt  bis  jetit  in  der  Literatnr,  einen  speciellen  Fall  werden  wir  wuter 
unten  behandeln. 

§.  6.  Wenn  ein  Sj^stem  S  genISthigt  ist,  mit  einer  Canre  einen  Punkt 
gemainschsfUich  zu  haben,  so  kann  ein  Widerstand  S  die  Corre  vertreten. 
Derselbe  kann  in  eine  Oomponente  Br  iKngs  der  Tangente  and  eine  andere 
£.,  welche  in  die  Normalebene  ftllt,  zerlegt  werden.  Die  erstere  heisst 
wieder  die  Beibung,  letztere  der  Norm&lwiderstand,  das  Verh&ItDiss  beid«r 
Br :  Hn  der  WiderstandscoefGcient  und  der  Winkel,  den  R  mit  der  Normal- 
ebene der  Cnrve  bildet,  der  Widerstands winkeL  Der  von  der  Cnrve  in 
leistende  Widerstand  ist  seiner  Intenaitftt  und  Bichtang  nach  von  den 
am  System  angreifenden  KrSften,  der  Beschaffenheit  der  Cnrve  and  des 
Systems  in  dem  gemeinschaftlichen  Punkte  abhSngig,  jedoch  so,  dass  bei 
Aenderung  der  Krfiße  eine  Grenze  von  Br  nicht  Überschritten  werden  darf, 
ohne  dass  Gleicbgewicbt  zwischen  jenen  Kräften  und  dem  Widerstände  auf- 
hört, möglich  zu  sein.  Die  Grenzlagen  aller  Widers tandsrichtnn gen,  fOr 
welche  Gleichgewicht  noch  möglich  ist,  bilden  einen  Kegel,  welcher  in  dea 
extrepieten  Fällen  in  die  Normalebene  degenerirt  Das  VerhSltoiss  Br :  Ü. 
ftlr  une  Grenzlage  des  Widerstandes  heisst  der  Beibungscoeffident  fi  auf 
der  Curve  and  der  Winkel  ff,  den  sie  mit  der  Normalebene  der  Gurve 
bildet  und  für  welchen  tang  p  =  f4  ist,  der  Beibnngs winkeL 

Pör  den  Fall  des'Oleicbgewichtes  anf  der  Curve  x^<p  (a),  jr—  if  («) 
hat  man,  wenn  die  Krftfte  einer  Einzelkraft  Äquivalent  sind, 

Z  +  ÄcosA  —  0,     r  +  Äco8^  =  0,     Z-^  Reoav^O, 

nnd  f&r  den  Winkel  9,  den  der  Widerstand  mit  der  Normalebene  bildet: 


B  da^  Rda^  B  da' 
jedoch  findet  auch  Gleichgewicht  statt  fOr  alle  X,   F,  Z,  wofür  9  bis  an 
Null  abnimmt. 

§.  7.  Damit  KrSfte,  wel^e  an  einem  System  angreifen,  welches  neb 
mit  einem  Punkte  auf  eine  Flftcbe  oder  Curve  stOtzt,  nnd  sich  anf  eine 
blose  Besultante  reduciren,  welche  durch  den  Stützpunkt  geht,  im  Glüob- 
gewichte  seien,  ist  erforderlich,  dass  diese  gegen  die  Fliehe  oder  Curve 
andriickt  and  in  den  Innenraum  des  BeibungskegelB  oder  auf  detaeo  Ober- 
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flficlie  {S.\li.  Im  erBteren  Falle  ist  das  Gleichgewicht  sicher,  im  zweiten 
unsicher,  um  nun,  wahrend  die  Kr&Tte  ihre  Richtung  und  Intendtftt  bei- 
behalten, den  Stutzpunkt  in  irgend  einer  Richtung  soweit  zu  versohieben, 
dasa  fUr  dieselbe  die  Grenze  des  Gleichgewichts  erreicht  wird,  ist  eine 
poeitiTe  Arbeit  einer  Kraft  erforderlich  und  zwar  von  endlicher  Grösse. 
Sobald  dies  erreicht  ist,  gentigt  eine  fernere  nnendlich  kleine  Arbeit,  um 
den  Punkt  zu  beschleunigen.  Da  dieselbe  gleichfalls  positiv  sein  mnss,  weil 
sie  den  Punkt,  der  die  Bescfalennigung  Null  besass,  beschleunigt,  ao  folgt, 
dass  die  Elementararbeit  der  Resultanten  der  gegebenen  ErKfte  und  des 
Widerstandes  zusammen  negativ  ist,  au  der  Grenze  des  Gleichgewichte  aber 
Null  wird,  und  da  die  virtuelle  Arbeit  der  Kr&fte  der  virtuellen  Arbeit 
ihrer  Resultanten  gleich  ist,  so  folgt  weiter,  dass  fllr  jede  virtuelle  Ver- 
schiebung des  Stutzpunktes  aus  der  Lage  des  sicheren  Gleichgewichts  die 
Summe  der  Elementararbeiten  aller  Kr&fte  und  des  Widerstandes  negativ 
ist  und  dass  dasselbe  bis  an  die  Grenze  des  möglichen  Gleichgewichts  gilt. 
Die  Arbeit  des  Widerstandes  zerteilt  dabei  in  zwei  Theile,  die  des  Normal- 
Widerstandes  und  die  der  Reibung.  FUr  unveränderliche  FlHcfaen  und  Cnrven 
Ist  erstere  Null. 

Jedes  beliebige  veränderliche  System  kann  in  Theilsysteme  zerlegt 
werden  von  endlicher  oder  unendlicher  Anzahl  mit  Süsseren  und  inneren 
KrSften,  welche  an  freien  Punkten  oder  an  Punkten  angreifen,  welche  auf 
Flftchen  oder  Curven  zu-  bleiben  gezwungen  sind,  welche  letzteren  im  All- 
gemeinen BeibungswiderstSude  darbieten  werden.  Zum  Gleichgewichte  des 
ganzen  Systems  ist  dann  erforderlich  und  hinreichend,  dass  in  jedem  An- 
griffspunkte von  Kr&ften  die  Resultante  aller  verschwinde,  bei  einem  freien 
Punkte,  oder  in  das  Innere  oder  auf  die  Flftche  des  Beibnngskegels  falle, 
bei  Sttttzpnnkten. 

Zum  Gleichgewichte  des  Systeme  ist  aber  auch  erforderlich  und  hin- 
reichend, dass  die  Summe  aller  virtuellen  Arbeiten,  der  Unsseren,  inneren 
and  der  Widerstandski^fte  fUr  jede  mit  der  Natur  des  Systems  vertrl^- 
liche  Verschiebung  Null  oder  negativ  sei.  Null  ist  sie  fUr  solche  Gleich- 
gewichtezust&nde,  welche  an  der  Grenze  des  Eintritts  von  Beschleunigung 
stehen,  negativ  fttr  alle  tlbrq^en. 

§.  8.  Beispiele  und  Anwendungen. 
1.  Ein  bicgHamer  Faden  ist  aber  eine  ebene  Cnrve  hingeipannt; 
dieselbe  iit  rauh  und  bietet  in  Bezug  auf  den  Faden  in  allen  Punk- 
ten oonstanten  Beibungsvidecitand  dar;  an  den  Enden  liehen  zwei 
Kräfte  P,  <j  tangential.  Man  «oll  die  Spannung  und  den  Wideretand 
rar  den  Fall  des  Qleicbgewichts  bestimmen. 

Projicirt  man  die  im  Punkte  ilf  der  Corve  sich  Gleichgewicht  haltenden 
KrUte,  die  Spannungen  T  +  dT,  —  T  und  den  Oesammt widerstand  R  (anf  die 
Längeneinheit  bezogen)  auf  die  Tangente  und  Normale,  lo  erhält  man,  wenn  dt 
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der  CootugeaEwinhel,  q  der  ErümmnngsbAlbmeuer ,  fi  der  Wideratandscoefficient 
B^  und  R^.  die  ComponenteD  von  B  Bind  (T  +  T)  »in  dt  —  Jt^ds  ^  0, 
{T  +  dT)  cot  dt  ~  T  —  pÄ,d»=-  0,  oder  abgekarzt,  wegen  de  — «de 

r  —  Ä,  ■  e,     dT  —  ii\ds  —  0 
nnd  Uennit  weiter  -=-  ™  p  —  —  ndt,  folglich    T  +  Ce*",  wenn  i  den  Winkel 

bedentet,  den  die  Tangente  in  M  mit  einer  festen  Blchtnug  bildet,  deaten  Diffe- 
rential also  der  Contingennwiukel  dt  ist.  Anf  die  Endipannnngen  P,  Q  angewandt 
gibt  diese  Qlricbnng 

wenn  «, ,  t,  die  Winkel  t  für  die  Endrichtongen  sind.    Hieran*  folgt 

T  —  Pe^<— .1 
nnd  die  Bedingung  des  Gleichgewichta : 

wodorch  fi  näber  bestimmt  wird.  Das  GleicbheiUKeichen  gilt  fOr  den  Qrent- 
suatand  des  Gleichgew  ich  ta.    Sobald  ft  bekannt  ist,  erbBJt  man  weiter 


Sind  P  nnd  Q  parallel  und  von  demselben  Sinne,  so  ist  t,  —  t,  — — x,  mithin  die 
Qleichgewichtsbedingang 

2.  Ein  biegsamer  Faden  wird  yon  iwei  Endkräften  P,  g  über 
eine  rauhe  krumme  Fläche  gespannt,  fOr  welche  besflglich  des  Fa- 
dens in  jedem  Punkte  der  Reibnngakegel  bekannt  ist:  man  soll  Span- 
nung nnd  Fl&chenwiderstand  ffir  den  Fall  bestimmen,  dass  die  Faden- 
carTe  in  der  Grenelage  des  Gleichgewichts  ist,  dnse  eine  geringe 
Aenderung  einer  der  Endkr&fte  hinreicht,  eie  anf  der  Fl&cfae  gleiten 

Indem  mau  die  in  einem  beliebigen  Punkte  M  der  Fadencnrre  sich  Gleich- 
gewicht haltenden  Kräfte  T  +  dT,  —T,  R,  welche  in  der  Schmiegnngsebene 
des  Pnnktes  M  liegen,  anf  die  Tangente  nnd  Banptnormale  projicirt,  erhält  man, 
wie  bei  der  Torigen  Aufgabe, 

T  —  R^t,      dT+  itB^dt  —  0, 
nnter  f  den  KrflmmnngshBlbmeiser  der  Fadencorre  rerrtanden.    Ana  diewn  Glei- 
ohongen  folgt 

dr  ds  j 

T^  -  -  "  V  "  ~ '"*'' 
wenn  wieder  dt  den  Contingenzwinkel  bedentet.    Die  Integntion  liefert  mit  EOek- 
Bicht  anf  P  und  Q : 
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s, ,  B,  sind  die  Winkel,  welche  uif  der  abgewickelten  T»ngentenfl&clie  der  Faden- 
cnne  die  Endtangenten,  oder  alto  die  Bichtungen  von  P  nnd  Q  mit  einer  featen 
Richtung  bilden  nnd  (,  —  «,  ist  die  Summe  der  Conti ngenzwinkel. 

Der  WidentandBcoefflcient  fi  igt  die  Tangente  des  Winkeh,  den  B  mit  der 
Normalen  dec  Fläche  bildet  Die  Normalebene  der  Flache,  welche  durch  B  gebt, 
bildet  mit  der  die  Cnrve  berühienden  Normalebene  einen  Winkel  ^,  welcher  im 
Torliegenden  Fftlle  Nnll  aein  mnn.  Denn  die  Funkte  der  Fadencnrve  beginnen 
eben  in  den  Tangenten  derselben  beBchleimigt  fu  werden  und  die  Ricbtnng  der 
Reibung  ist  immer  entgegengewtEt  der  beginnenden  Beacbleunigung.  Die  Schnitt- 
linie der  Normalebene,  welche  durch  R  gebt,  mit  der 
Tangeutenebene  ist  aber  die  Richtung,  in  welcher  R^ 
wirkt,  weshalb  sie  mit  der  Tangente  zua&mmenfoUen 
moas.  Der  Winkel  t/r  ergibt  eich  nun  im  Allgemeinen  so. 
Die  Schmieguugsebene  und  die  Normalebene  der  Faden- 
ouTve  bestimmen  mit  der  Normalebene  der  Fläche,  welche 
den  Widerstand  enthält,  ein  ipbärisohes  Dreieck  RN^ 
(Fig.  100),  demen  zwei  Ecken  N  f  durch  die  Richtangen 
der  Fläche nnormalen  nnd  der  Hanptnormalen  der  Cnrve 
Tis.  100.  bezeichnet  werden.    Die  Seite  RN  ist  der  Reibungswinkel, 

also  tg  Rlf—  II,  die  Seite  Nq  —  u  ist  die  Neigung  der 
SchmiegungBCbene  der  Fadencurve  gegen  die  sie  berflhrende  Normalebene  der 
Fläche,  die  dritte  Seite  wird  gebildet  ron  dem  Winkel  Ewischen  dem  Wider- 
etande R  und  der  Hanptnormalen  der  Cnrve;  ihre  Tangente  sei  x.  Von  den 
Winkeln  des  Dreiecks  ist  (£;,  a)  —  ^v  nnd  (,BN,  a)  •—  ^«  —  y.  Demnach 
hat  man 

COB  RN  r-  CO«  B  j  ■  cos  a ,        ein  RN  — ^  , 

cos  *    ' 


folgt  Nach  dem  Heunier'schen  Satse  besteht  aber  twischen  den  Krümmungt- 
balbmessem  pg  xmd  f  des  herflhrenden  Normalsrjinitte  und  der  betflhrten  Cnrve 
die  Relation  p  —  ^  cos  «,  daher  wird  schliesslich 

cos  if>  —  -^  ■  -^  - 

Die  Bedingung  der  Aufgabe  fordert,  data  diese  QrOiae  1 ,  also  q  :  f„  -m  %  -.  ^ 
werde.  Die»elbe  wird  nur  durch  die  kflraeate  Linie  ab  Fadencurve  befriedigt 
denn  wenn  tp  verschwindet,  fällt  ü  in  die  Ebene  des  berfihrenden  Normalachnitt», 
wird  ft  •-  K,  aieo  9  ■■  Po  und  f&llt  die  Schmiegnngaebene  mit  jener  Normal- 
ebene zusammen.  Die  kUrteste  Linie  ist  demnach  die  Gleichgewiehta- 
form  d.es  Fadens,  auch  bei  Reibung  an  der  Grenze  des  Qleichgewichta. 
Für  den  KreiscjUnder  ala  Fläche  und  die  Schraubenlinie  (kflrzeate  Linie)  als 
Gleichgewichtaform  hat  man  die  Gleichgewichtsbediognng  fflr  die  Grenze  am 
Gleiten  bei  constantem  fi : 


'/? 
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da  9  coDBtuit  ist.    BeseM^Bet  a  den  Winkel  der  Scbraubenlini«  gegen  die  Er- 
MQgnDgslinie  des  Cjlinders,  a  d«t  Radius  des  KrowchDitte,  so  wird 
S  2«na 


wenn  n  die  Anmiil  der  Dmwickelnngen  des  Fadens  iat  and  hieraiit 


Für  grosse  Q  wird  bei  a  nabeza  gleich  ^«  und  bei  vielen  UmwickelnngCB  P  aehr 

klein.    Hieraus  ergibt  sich  leicbt,  welchen  Vortheil  man  in  den    AnwendHigen 

Ton  der  Beibnug  in  diesem  Sinne  aieben  kann. 

3.    Eine   homogene    Qerade  vom   Oewiebte  G  und   der  Länge    Sa 

liegt  mit  ihrem  Schwerpunkte  S  auf  einer  Terticalen  ebenen  Cnr»* 
in  O  auf;  sie  wird  an  den  Enden  A  and  B 
mit  Gewichten  P  und  P  -(*  P  belastet;  in 
welcher  Grenalage  (Fig.  101)  wird  Gleich- 
gewicht eintreten,  wenn  der  Reibanga- 
coeffioient  ^  ist? 

Ist  D  der  Berührnngspoukt  fQr  die  Granz- 
lage  des  Oleich  gewichtes,  an  welchem  der  Wider- 
stand R  wirkt  und  reducirea  wir  die  E>&fte  fSr 
den  Punkt  S,  so  folgt,  wenn  SD=-BogCD  —  t 
gesetzt  wird: 

S  =  2P  +  p  +  &,     Its  =  pa. 
Um  B  EU  finden,  sei  y  T=f  (x)  die  Gieichung 
der  Caire,  beiogen  anf  eine  horiiontale  x-Axe 
ond  vertieale  y-Aie.   Da  S  vertical  ist  und  mit 

der    Nonniüen    den   ReibnngswinkeL  bildet,   ho  ist  fi  gleich   der  Tangente   de* 

Winkels,   den  die  Gerade  mit  der  ar-Axe   bildet,  d.  h.  f  {x)  "  ^    Der  grfiwte 

Werth  £  von  x,  welcher  dieser  Gleichnug  genflgt,  liefert 


«  ^JdxyTTTW- 


Für  einen  Kreis  vom  Badins  r  t..  B.  ist  der  Beibongiwinkel  gleich  dem  Winkel  * 
der  Normalen  in  0  ond  D,  also  tg  #  —  ft  und  folglich  wegen  »  =  r9 

(2P+  ö)r»  — p(a  — f») 
die  Bedingung  des  änssersten  Gleichgewichtes. 

4.  Ueber  einen  homogenen  rertical  stehenden  Kreis  vom  Ra- 
dius a  (Fig.  102)  ist  ein  Faden  gelegt,  welcher 
von  zwei  Gewichten  P,  P -^ p  gespannt  wird. 
Der  Kreis  berflhrt  mit  Reibung  eine  feste 
Horizontale  und  besitit  das  Gewicht  Q-.  Wel- 
chen Widerstand  bat  die  Horiiontale  in  lei- 
sten fflr  den  Fall  der  Anssersten  Grenie  des 
Gleichgewichts? 

Die  KrftfteredDCtion  fflr  den  BerOhmogspuDld  des 
Kreises  liefert  eine  Besnltonte  tP-\-p  -(-  0  und  ün 
resoltjrendes  Paar  pa,  welcheu  der  Widerstand  Gleich- 
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gewicht  zn  halten  hat.    Hieiza  genflgt  ein  Widentand  R,   welcher  im  Abitande 
>  vom  BerOhnu^pankte  vertical  anfw&iti  gerichtet  i«t,  lo  beschaffen,  data 

R  —  iP  +  p  +  0.     Bs—pa 
wird.    Sobald   p   am   ein  Weniges   lanimmt,   rollt  der  Ereil  anf  dei  Qeraden. 
—  heisrt  der  SeibnngacoefBcieat  des  BoUens ;  et  iat 


a        iP+p+G 
In  der  Theorie    der  Bewegung  der  Sjateme  werden   wir  noch  Gelegenheit 
haben,  aber  Fragen  TOrliegeader  Art  zu  «precbeo.    Vgl.  Qbrigena  Dorna,  Motioni 
attnfo  [Battaglini,  ßtomoIedimatemaJica,  Vol.IU  (1886),  p.  SOS]. 
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Theorie  der  durcli  Kräfte  erzeugten  Bewegxing 
(Kinetik  oder  D^naiJ^k  im  engeren  Sinne). 

I.  GapiteL 

Allgemeine  ■rditemngen,     Kinetik  der  HomentonkriUte  am 

unveränderliclieii  System. 

§.  1.  Die  Kinetik  behandelt  die  auB  der  Wirkung  von  Erfißu 
folgenden  BewegungszastHnde.  Ans  einem  System  von  Moment&nkrÜUi 
entspringt  ein  Geachwindigkeitszustand,  aus  einem  System  continnirÜcbfr 
KrHfte  erster  Ordnahg  ein  Beechleunigungszustand  erster  Ordnung,  vi 
einem  Kraftesystem  2.,  3.,...  n*"  Ordnung  ein  Beschleuui^fmigBxiiiW 
2.,  3.,  ...  n***  Ordnung.  Die  individuelle  Natur  dieser  Bewegangsziiitia^ 
bttngt  &b  Ton  der  specieUen  Beschaffenheit  des  beweglichen  Systems^  » 
welchem  die  KrUte  angreifen;  sie  sind  andere  für  das  lULTerfiiulerlichB,  «ie 
ftlr  das  TerSnderliche  System.  TermCge  des  Zusammenhanges,  welker 
einerseits  zwischen  den  BewegungszuBtBnden  der  aofeinanderfolffenden  Ord- 
nungen, andererseits  zwischen  den  KrOften  verBchiedener  Ordnungen  Im- 
steht,  steigt  die  Kinetik  von  einem  Bew^nngszastande  höherer  Ordnniig 
zn  den  Bewegangszuatfinden  niederer  Ordnung  mit  Eolfe  der  Integration 
von  Differentialgleichungen  auf.  Indem  sie  diese  Aufgabe  iQst,  erweist  sie 
sich  als  die  ümkebmng  der  Kinematik,  welche  mit  Httlfe  der  Differentiatioii 
von  den  BewegnngszustSnden  niederer  Ordnung  zu  denen  bOherar  Ordnong 
fortschreitet.  Ebenso  kann  die  Kinetik  aus  einem  Kr&ftesyBtem  irgend 
einer  Ordnung  KrUftesysteme  niederer  Ordnung  ableiten,  welche  die  Be- 
wegungszuBtände  niederer  Ordnung  hervorrufen  kennen.  Es  verdient  daher 
dieser  Zweig  der  Mechanik  in  doppeltem  Sinne  den  Namen  einer  umge- 
kehrten Methode,  nSmlich  der  umgekehrten  Methode  der  Bewegung  aai 
der  ErSfte.  Wenn  auch  zugegeben  werden  kann,  dase  diese  DuplidtSt  u 
sich  Überflüssig  sei  und  wenn  man  selbst  vermuthen  darf^  dass  die  Krtöx 
mit  der  Zeit  aus  der   Mechanik   verschwinden  werden,  so   ist  man  docb 
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heubmtoge  noch   nicht  berechtigt,    den  üeberflnss  bei  Seite  zu  Gofaieben, 
vielmehr  verpflichtet,  möglichst  viel  Nutzen  von  ihm  zn  ziehen. 

Wir  heginnen  mit  der  Reduction  der  Momentankr&fte,  welche  einem 
unveränderlichen  System  einen  gegebenen  Gescbwiudigkeltsza  stand  zu  er- 
theilen  vermögen. 

§.  2.  Nach  S.  5  bat  die  Momentankraft,  welche  einem  Punkte  von 
der  Masse  m  die  Qescb  windigkeit  v  augenblicklich  zu  ertheilen  vermag, 
die  Intensität  mv,  fallt  in  die  Kichtung  der  Tangente  an  die  Bahn  des 
Funktee  und  stimmt  dem  Sinne  nach  mit  v  Uberein. 

Das  unverKnderliche  Punktsystem  besitze  zur  Zeit  t  eine  Trans- 
lationsgeachwindigkeit  v.  Die  Uomentankräfte  mv,  welche  Richtung 
und  Sinn  mit  v  gemein  haben,  liefern  fUr  irgend  einen  Beductiongpunkt  0  die 
Momentanreeultante  S  — >  £mv  -<>  v£m  ^  Mv  derselben  Richtung  und 
desselben  Sinnes,  wobei  M  die  Qesammtmasse  des  Systems  bezeichnet  und 
eio  Paar  dessen  Azenmoment  N  senlnrecht  zu  B  ist  und  mit  Hülfe  eines 
ebenen  Polygons  der  Aienmomente  aus  den  Axenmomenten  mvp,  m'v'p', . . . 
als  deren  geometrische  Summe  hervorgebt,  wo  die  Grössen  p  die  Abstände 
der  Uome&tankrttfte  tnv  vom  Punkte  0  darstellen.  Die  Beduction  {R,  V) 
fUr  den  Punkt  0,  resp.  für  den  Stral  fi  des  Punktes  0  von  der  Richtung 
der  Translationsgeschvrindigkeit  v,  hat  daher  die  Elemente 
R  -=  Mv,     [Ä"]  =  £  {mvp\. 

Nach  S.  I,  S.  54  ist  das  System  der  Momentankrftfte  Äquivalent  der 
Einzelkraft  R  «*  Mv  lUngs  der  Centralaxe  und  besitzt  einen  Mittelpunkt, 
welcher,  weil  die  ErSfte  den  Massen  der  Angrifbpunkte  proportional  sind 
und  die  Grösse  v  aus  den  Gleichungen  herausfallt  nach  B.  I,  S.  74  mit 
dem  Massenmittelpunkte  identisch  ist  (denn  fUr  seine  Coordinaten  bestehen 
die  GlMchnngen  MvXi '^  £mvx ,  . . . ,  d.  h.  Mx^ -^  Smx,  . .  .).  Daher 
der  Satz: 

Die  MomentankrKfte,  welche  einem  unveränderlichen  System 
von  der  Masse  M  die  Translationsgeechwiudigkeit  v,  die  das- 
selbe zur  Zeit  besitzt,  augenblicklich  zu  ertheilen  vermögen, 
sind  äquivalent  einer  Einzelresultanten  R  =  Mv,  gleich  dem 
Prodncte  aus  der  Translationsgeschwindigkejt  und  der  Qesammt- 
m&see  des  Systems,  deren  Richtung  durch  des  Massenmittel- 
punkt hindurchgeht  und  mit  der  Translationageschwindigkeit 
parallel  und  gleichen  Sinnes  ist 

Diese  Momentankraft  JB  vermag  einem  Funkte  von  der  Masse  M  die 
tiesch windigkeit  »  zu  ertheilen;  indem  man  zu  diesem  Punkte  den  Massen- 
mittelpunkt wfthlt,  folgt  weiter: 

Die  Resultante  R  besitzt  eine  Intensität,  vermöge  welcher 
sie  dem   Massenmittelpunkte,   wenn   in  ihm  die  Qesammtmasse 

SoBM.!.,  HcotamBlk.  IL  M,-~  r 
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des  SyatemB  vereinigt  w&re,  die  Geschwindigkeit  v  za  ertheilen 
Termöchte. 

§.  3.  Du  System  besitze  eine  Winkelgeschwindigkeit  »  um 
eine  Uomeutanaxe  c  (Fig.  103).  Vermöge  derselben  hat  ein  Pankt  M 
im  Abstände  MP  ^  r  von  c  die  Geschwindigkeit  ar  senkrecht  zur  Ebene 
(er)  und  ist  die  Momentankraft,  welche  ihm  dieselbe  zu  ertheilen  vermag, 
gleich  mar,  wenn  m  die  Masse  des  Punktes  ist.  Wir  wollen  alle  diese 
Momentankritflie  für   den  Punkt  0  reduciren,  in  welchem   die   Aie  e   von 


einer  durch  den  Massenmittelpunkt  S  des  Systeme  .gehenden,  lu  ihr  aa>k- 
reohten  Ebene  geschnitten  wird.  Den  Punkt  0  wfihlen  wir  zum  Urspnmg 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  x,  y,  e,  dessen  positive  x-Aie 
in  OS  fSUt,  dessen  2-Axe  nach  Richtung  und  Sinn  mit  c  zaBammenOUt 
und  dessen  jr-Axe  so  gerichtet  ist,  dass  der  Drehungssinn  von  der  positiven 
x-Axe  zur  positiven  y-Aze  mit  dem  Sinne  von  a  harmonirt  Um  die  Be- 
ductionsresultante  [Ii]  =  S[mar'\  darzustellen,  sei  «  der  Neigungawinkel 
von  »■  gegen  die  a;- Ase;  dann  sind  J«  -J-  «,  a  die  Winkel,  welche  die  Kraft 
mar  mit  den  Aien  der  x,  y  bildet,  und  also  — y-r,  x:r  deren  Ridi- 
tungecosinuBse.  Daher  sind  die  Componenten  X,  ¥  von  Jt  nach  diesen 
Axen 

X  -=  —  nZmj/  — =  —  wJtfy,  =  0,      7=  atima:  =  uMa, 
wenn  a  >~  OS  den  Abstand  des  Massemnittelpunktes  S  von  0  und  Jf  die 
Masse  des  Systems  bedeutet.    Biermit  wird 
R^mMa 
und  ist  senkrecht  zur  xf-Ebene,  dem  Sinne  nach  mit  e>  flbereinstimmend. 
Da  aa  die  Geschwindigkeit  von  5  ist,  so  wttrde  ü  einem  Punkte  von  der 
Masse  M  die  Geschwindigkeit  des  Massenmittelpunktes  erthulen  kjjnnen. 

Das  Axenmoment  G  des  reaultirenden  Paares  der  Uomentankrifte  iet 
die'  geometrische  Summe  der  Axenmomente  mar-OM,  welche  den  Ebenen 
(er)  parallel  laufen.  Um  G  bequemer  zu  bilden,  spalten  wir  jedes  Paar 
in  zwei  andere,  indem  wir  an  dem  Fusspunkte  p  der  r-Coordinat«  von  M 
zwei  entgegengesetzt  gleiche  KrSfte  mar  anbringen.  Das  eioe  dieser  Paare 
filllt  in  die  xy- Ebene  und  stimmt  mit  dem  Sinne  von  a  dberein,  daa  andere 
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ist  Benkrecht  zor  Ebene  (er).  Daa  Aienmoment  des  erst«ren  ist  mar'  und 
stimmt  nach  Richtung  and  Sinn  mit  to,  das  des  zweiten  ist  metre  nnd 
dem  Sinne  n&ch  entgegengeeefait  mit  r.  SHmmtliche  Axenmomente  der 
ersteren  Paare  liefern  daher  ein  Paar  vom  Äsenmomente  N  ^  mSmr*^ 
parallel  und  gleichen  Sinnes  mit  in ;  die  Azenmomente  der  letzteren  wollen 
wir  aber  wieder,  jedes  in  zwei  andere  spalten.  Die  Richtangscosinusse  von 
mmre  sind  —x:r,  — y:r;  es  zerfSUt  daher  dies  Axenmoment  in  die 
beiden  Axemnomente  — maxe  nnd  —mayz,  parallel  der  x-  und  y-Axe. 
Daher  liefern  sKmmtliche  Axenmomente  mmrz  parallel  diesen  Axen  die 
Axenmomente  E^  "^  —  ai£mxz,  K^  ^  —  (nümj/e,  welche  zu  einem  Axen- 
momente K  parallel  der  xy-Ebene  zusammentreten,  welches  wir  sofort  näher 
angeben  wollen,  um  abzukürzen,  wollen  wir  Ähnlich,  wie  wir  dae  Trfig- 
heitsmoment  £mr*  durch  das  Product  aus  der  Masse  M  des  Systems  und 
dem  Qaadrate  des  TrSgheitHradias  x  darstellen  können,  auch  die  Quotienten 
der  Deviatiooamomente  und  der  Masse,  nlmlich  die  Gresaen  £mxi :  M  nnd 
Smye :  M  mit  1*  nnd  (^  bezeichnen,  so  dass  wir  Überhaupt  setzen 

Zmr*  =  Mn*,    £mxz  —  MX',     £mye  -=  Jffi*. 
Dabei  verdient  jedoch  bemerkt  zu  werden,  dass   wBhrend  der   TrSgheits- 
radiuB  X  stets  reell  ist,  die  Stadien  1,  ft  der  Deviationsmomente  Smxz,  Zmye 
auch' imaginär  werden  können,  wenn   nSmlich  diese  Momente  negativ  aus- 
fallen.    Wir  erhalten  daher 

N=~mM%*,     ^  — —  »Jtfl»,     K,—  —  ioM(t* 
und 

jr=(Ä3+iEj)*=«if(A*  +  ^*)*, 
sowie  fttr  die  Neigung  c  von  K  gegen  die  x-Axe 

tg.=:^-^;. 

Aus  N  und  K  erhalten  wir  G  und  seine  Neigung  i(i  gegen  die  Axe  c  mit 
Hülfe  der  öleiohongen: 

e-Cif  +  ic-)»- «jf («'  +  !'  +  /)*,  ig*-^-^(j«  +  f')*. 

Dies  liefert  uns  den  Satz: 

Die  Momentankr&fte  eines  unveränderlichen  Syütems,  welches 
eine  Winkelgeschwindigkeit  a  um  eine  Momentanaxe  c  besitzt, 
sind  ftquivalent  einer  Resultanten  R,  senkrecht  zu  der  Ebene, 
welche  den  Massenmittelpnnkt  S  nnd  die  Axe  c  enthait»in  Ver- 
bindung mit  Sinem  Paare,  dessen  Axenmoment  ä^  im  Allgemeinen 
gegen  die  Momentanaxe  geneigt  ist.  Die  Resultante  besitzt  eine 
der  Hasse  Jf  des  Systems  der  Winkelgeschwindigkeit  u  und 
dem  Abstände  n   der  Axe  c  vom  Massenmittelpunkte   proportio- 

88*    ,  -  T 
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uftle  Intensität  S  ^  Maa  und  atimmt  der  Richtung  nnd  dem 
Sinne  nach  mit  der  Geschwindigkeit  loa  des  Maasenmittalpnnktes 
Uberein,  Bodass  sie  diesem  Punkte,  wenn  in  ihm  die  Masse  des 
Systems  vereinigt  wäre,  die  Geschwindigkeit  taa  zn  ertheilen 
vermScbte,  welche  derselbe  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die 
Momentan&xe  rerdankt  Das  Axenmoment  G  des  reanltirenden 
Paares  ist  der  Winkelgeschwindigkeit  a  proportional  und  z»t- 
fallt  in  zwei  Componenten,  von  denen  die  eine  parallel,  die  an- 
dere senkrecht  zur  Uomentanaze  ist,  FUr  den  Schnittpunkt  der 
zur  Momentanaxe  senkrechten  Ebene  des  Massenmittelpunktee 
als  Keductionspunkt  ist  die  zu  c  parallele  ComponenteJ^^  raüfx' 
das  Produkt  ans  der  Winkelgeschwindigkeit  und  dem  Trftgheits- 
momente  des  Systems  in  Bezug  auf  die  Momentanaxe  und  xer 
fSltt  die  zur  Axe  c  senkrechte  Componente  K  in  zwei  andere  m 
einander  rechtwinklige  Componenten  Kx,  Ky  parallel  und  senk- 
recht znm  Abstände  adesHassenmittelpnnktes  and  der  Momentan- 
axe. Diese  Componenten  Kx  =  —  aMl',  Ky  =  —  <aM^  sind  den 
Deviationsmomenten  2mxe  ^=  M)?,  Zmgx  ^  Mfi?  proportional, 
welche  der  £bene  der  Momentanaxe,  walche  den  Massenmittel- 
pnnkt  entbKlt  and  der  zu  ihr  senkrechten  Ebene  der  Mom&ntan- 
axe  entsprechen. 

Aus  diesem  Satze  ergeben  sich  sofort  die  weiteren  Folgerungen: 

1.  Die  Resultante  R  ^  Maa  verschwindet  bloa  dann,  wenn  a^O 
ist,  d.  h.  die  MomentankrSfte  sind  stets,  aber  auch  nnr  dann 
einem  Paare  Squivalent,  wenn  die  Momentanaxe  durch  den  Hassen- 
mittelpunkt  hindurchgeht, 

2.  Das  Axenmoment  Q  ist  nar  dann  zur  Momentanaxe  r 
parallel,  wenn  diese  eine  Hauptaxe  ist.  Denn  es  mOssen  hierfür  die 
Deviationsmomente  2mxz  und  Zmyz  verschwinden. 

Wir  kSnnen  die  Beduction  (B,  G)  der  MomentankrBfte  Rlr  den  Punkt  0 
auf  den  Massenmittelpunkt  8  Übertragen,  indem  wir  in  S  swei  entgegen- 
gesetzt gleiche  ErHfte  S  und  —  R  zufügen  und  das  Axenmoment 
—  Ra  •«  —  aMa'  des  sich  hierdurch  bildenden  Paares  (R,  — R)  mit  G 
verbinden.  Da  dies  Axenmoment  parallel  N  ist,  so  sammirt  es  sich  mit 
ihm  zu  dem  N  des  Punktes  <$,  welches  wir  mit  ^q  bezeichneo,  n&mlich 
Nff^^M*'  —  aMa*.  Bezeichnen  wir  das  Trägheitsmoment  des  Systems 
in  Bezog  auf  die  zu  c  parallele  Axe  c^  des  Punktes  S  mit  Jfx*,  so  wird 
Jfjt*  — =  Jtfx'  -(-  Ma*  und  wird  mithin  JT^,  =  toM»l.  Wählen  wir  ferner 
S  zum  Ursprung  des  Coordinatensystems  bei  denselben  Axenrichtongen,  wie 
bisher,  so  geht  £mxii  über  in  2!m{a-^x)e  <=  aSntsi-\- £mxe  ^  £mxi, 
während  Srnj/z  nngeSndert  bleibt.    Hieraus  folgt,  dass  die  Reduetion 
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der  MomeDtankrllfte,  welche  dem  System  eine  Winkelgeschwin- 
digkeit <D  um  eine  Axe  c  zu  ertheilen  vermögen  fdr  den  Massen- 
mittelpunkt S  in  Bezug  auf  das  resultirendj  Axenmoment  die- 
selbe ist,  als  Qb  die  mit  c  parallele  Axe  c^  des  Punktes  H  die 
Axe  der  Winkelgeschwindigkeit  wSre.  Die  Reduction  {R,  ff,,)  für 
den  Uaasenmittelpunkt  liefert  daher 

B  =  Mtaa,      GJ  <=  ^J  +  ffj  ,     WJ  ==  <o  jtfxj  , 
Kl  ==^  K^f' -\- S^^\     Xf^  ^  —  lalllXl,     Kl'^^  —  ioMtil, 
wo  rt.  =  *•■ 

Wir  suchen  endlich  auch  die  Reduction  der  MonientankrSfle,  welche 
die  Winkelgeach windigkeit  ra  um  c  zu  geben  rennögen,  fUr  die  Central- 
axe  derselben.  Nach  B.  I,  S.  45  ist  das  Axenmomeut  &  dieser  Reduction 
die  Projection  des  Azenmomenteg,  welches  irgend  einer  Reduction  entspricht, 
anf  die  Richtung  der  Resultanten  R.  Nun  sind,  mOgen  wir  von  der  Re- 
duction für  0  oder  für  S  ausgehen,  die  Componenten  N  und  Ä,  oder  N„, 
ff^''  senkrecht  zu  B  und  reduoirt  sich  daher  G  auf  E^"\  Um  die  Lage 
der  Centralaxe  zu  finden,  suchen  wir  zunächst 
auf  der  Richtung  OS  (Fig.  103)  den  Punkt  (/ 
so,  dass  die  Verlegung  der  Resultanten  B  an 
ihn  ein  Paar  R  ■  50"  hervorruft,  welches  N^ 
tilgt  Dies  erfordert,  dass  ff  mit  0  auf  ent-  • 
gegengesetzten  Seiten  von  S  liege  und  der 
Abstand  SO' ^  a  der  Bedingung  .?/■„=■  Jio' 
gentige.  Setzt  man  die  Werthe  Nq  =  M»l 
und  B  =  Mma  ein,  so  folgt  aa  >=  »l  und 
erkennt  man,  dass  die  Punkte  0,ff  homologe 
Punkte  einer  Involution  gleichartiger  Lage  auf  der  Geraden  OS,  der  Linie 
des  kürzesten  Abstandes  des  Uassenmittelpunktes  von  der  Momentanaxe  c, 
sind,  deren  Constante  das  Quadrat  des  TrKgheitsradius  k^  far  die  zu  c 
parallele  Axe  des  Massenmittelpunktes  ist.  Um  auch  das  Paar  Sr^  zu 
tilgen,  ziehen  wir  durch  den  so  gefundenen  Punkt  ff  eine  Gerade  c  parallel 
zu  c  und  snchen  anf  ihr  diesseits  oder  jenseits  von  0'  je  nach  dem  Sinne 
von  S*^^  den  Punkt  C  so,  dass  durch  die  Verlegung  der  Resultanten  R 
von  0'  nach  C  ein  Paar  R  •  O'C  •»  Bb  erwSehst,  welches  entgegengesetzt 
gleich  Ä^"  wird.  Setzt  man  in  die  Gleichung  Kf  =  Rh  die  Werthe  für 
äJ,'''  und  R  ein,  so  ergibt  sich  ah  '^  —  ij.  Trägt  man  auf  c  gleichen 
Sinnes  mit  ca  die  Strecke  ff C  =  a  auf,  ho  sind  C,  C  homologe  Punkte 
einer  zweiten  Involution  und  liegen  diese  Punkte  bei  positivem  K''  auf 
entg^engesetzten,  bei  negativem  £„     auf  derselben  Seite  von  ff,  d,  h.  es 
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ist  die  Involution  von  gleichartiger  Lage  im  ersten  und  von  entgegen- 
geBetztev  Lage  im  zweiten  Falle.  Zieht  man  durch  C  und  S  die  Linie  CCj, 
welche  die  Äie  c  in  Q^  trifft,  so  siebt  man  leicht,  dass  C,  C^  homologe 
Punkte  einer  dritten,  atets  gleichliegenden  Involution  sind,  deren  Constante 
(»ij  -|-  X*)*  ist.  Aus  dem  Umstand,  dass  in  involu torisehen  Pnnktreihen  die 
homologen  Punkte  sich  doppelt  entsprechen,  folgt  sofort,  dass,  wenn  die 
Momentanaxe  c  statt  durch  Ci  zu  geben,  durch  C  ginge,  d.  h.  in  c  fiele, 
die  Resultante  R  durch  (7j  gehen  würde. 

Diese  Entwickelungen  tiefem  uns  den  Satz : 

Die  Centralaxe  der  MomentankrHfte  eines  unveränderlichen 
Systems,  welches  eine  Winkelgeschwindigkeit  CO  um  eineMomen- 
tanaxe  c  besitzt,  ist  rechtwinklig  zur  Kbene,  welche  durch  diese 
Axe  und  den  Massenmittelpunkt  S  geftthrt  werden  kann  nnd 
trifft  diese  Ebene  in  einem  Punkte  C,  dessen  Lage  von  der  Lage 
der  Momentanaxe,  nicht  aber  von  der  Winkelgeschwindigkeit 
abhängt.  Zieht  man  in  dieser  Kbene  durch  S  zwei  Gerade,  die 
eine  parallel,  die  andere  senkrecht  zn  c,  so  fSllt  C  mit  der  Mo- 
mentanaxe auf  entgegengesetzte  Seiten  der  ersteren  dieser  bei- 
den Geraden  und  ist  sein  Abstand  n  von  ihr  so  beschaffen,  dass 
er  mit  dem  Abstände  a  der  Momentanaxe  von  ihr  ein  Kechteck 
aa  gleich  dem  Quadrate  xl  des  Trägheitsradius  fUr  die  zur 
Momentanaxe  parallele  Gerade  des  Massenmittelpunktes  bildet, 
in  Bezug  auf  die  zur  Momentanaxe  senkrechte  Gerade  liegt 
diesseits  oder  jenseits,  je  nach  der  besonderen  Art  der  Massi 
vertheilung  des  Systems.  Der  Stral  (7£^  schneidet  die  Momentan' 
axe  in  einem  reciproken  Punkte  C,  sodass,  wenn  die  Momentan 
axe  unter  Beibehaltung  ihrer  Richtung  durch  C,  statt  durch  C 
ginge,  die  Centralaxe  durch  C',,  statt  durch  C  gehen  würde.  Das* 
der  Centralaxe  entsprechende  Axenmoment  ist  K^  =  —  atMul. 
Die  MomentankrSfte  sind  einer  Einzelresnltante  R  =  Maa  Kquivalent,  wenn 
Kf^  =  0,  d.  h.  Smtje  =  0  ist. 

§.  4.  Das  System  besitze  eine  Windungsgschwindigkeit  (n,  u) 
(Fig.  105)  um  eine  Momentanaxe  c  im  Abstände  n 
vom  Massenmittelpunkte  S.  Die  von  der  Winkel- 
geschwindigkeit 0)  herrührenden  Momentankrfifle 
reduciren  wir  fOr  den  Maseenmittelponkt  S  wie 
vorigen  Paragraphen  und  erhalten  eine  Mo- 
mentankraft It  =  JUaa,  dujrcfa  6'  gehend  und  senk- 
recht zur  Ebene,  welche  S  und  c  enthält  und  ein 
Paar  Gq  mit  den  Componenten  N,,,  Ä^',  Ä^"'.     Die  von  der  Trauslations- 
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geschwindigkeit  u  veranlassten  MomentankrSfte  mu,  welche  nacb  Richtung 
lind  Sinn  mit  a  Ubereingtimmen,  liefern  nach  §.  2  eine  Uomentankraft 
R"  ^=  Mu  von  derselben  Richtung  und  demselben  Sinne,  wie  «,  welche 
gleichfalls'  durch  S  hindurchgeht.  S  und  B"  liefern  daher  die  Resultante  R 
der  MomentankrSfte  R  =  M  y'w*a'  +  w*.  Sie  flllU  in  die  m  SO  senk- 
rechte Ebene  des  Massenmittelpunktes,  ist  gegen  die  Axe  c  unter  einem 

Winkel  a  geneigt,   wofür  tg  a  =  —  und  stimmt  nach  lUchtung  und  Sinn 

mit  der  Geschwindigkeit  Vf,  =  yü*'''*  +  w*  des  Massenmittelpunktes  über- 
ein, welche  dieser  der  Windungsbewegung  verdankt.     Saher: 

Die  MomentankrSfte  eines  unverSnderlicben  Systems,  wel- 
ches eine  Windnngsgeschwindigkeit  (ra,  u)  um  eine  Momentan- 
axe  c  im  Abstände  a  vom  Massenmittelpunkte  besitzt,  sind  fiqni- 
valent  einer  durch  den  Maseeninittelpunkt  gehenden  Resultanten 
R  und  einem  resultirenden  Paare  G.  Erstere  hat  die  Richtung 
und  den  Sinn  der  Geschwindigkeit,  welche  dieser  Funkt  in  Folge 
der  WindungTsgeschwindigkeit  besitzt  und  eine  Intensität,  ver- 
möge welcher  sie  diesem  Punkte  dieselbe  Geschwindigkeit  er- 
theiten  könnte,  wenn  in  ihm  die  Gesammtmasse  des  Systems 
vereinigt  w&re.  Das  resultirende  Paar  befolgt  dieselben  Bil- 
dungsgeeetze,  wie  wenn  das  System  blos  die  Winkelgeschwindig- 
keit a  ohne  die  Translationsgeschwindigkeit  u  besftsse. 

Behufs  der  Reduction  ffir  die  Centralaxe  können  wir  von  der  Re- 
duction  fQr  die  Oentralaxe  des  Falles  (§.  3)  ausgeben,  indem  wir  die  im 
Massenmittelpunkte  6'  angreifende,  von  der  Translationsgeschwindigkeit  u 
herrtlhrende,  nach  Richtung  und  Sinn  mit  u  übereinstimmende  Kraft  Mk 
(Fig.  106)  hinzafügen.  Indem  wir  sie  in  den  Stral  c  verlegen,  haben  wir 
das  Paar  Mua'  mit  dem  Paare  E*  zu  verbinden,  wodurch  wir,  da  beide 
Axenmomente  zur  Ebene  (c,  S) 


M 

:•    A 

ü 

r 

e 

sind, 


Axen- 


senkreoht 
moment 

Xua-^Kf  =  M{ua— 10(1,1) 
erhalten,  von  derselben  Rich- 
tung wie  Ä„' .  Dies  Axen- 
moment  ist  auf  die  Richtung 
der  Resultanten  Mv^  zu  pro- 
jidren,  um  das  resultirende 
Axenmoment  G  fttr  die  Central- 
aze  zu  finden.  Zerlegen  wir 
dasselbe    nach    dieser   Richtung    und    senkrecht    darauf,    indem   wir    mit 
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sin  a,  resp.  COB  0  multJpUciTen,  so  zerfSUt  dasselbe  in  die  beiden  Axen- 
mometit« 

rt         irf      ■  ii    ■  Mma  .      ,  .  -3f 0>  ,  ,  j, 

G  =  i[[ua  —  WfiJJ  Binö  = {ua  —  taul)  •=• (_«„«  —  «xiftg), 

"0  *'o 

H  =  M  {ua  —  «(*3)  *'**^  "  "^ C**"'  —  ■">*!)■ 

Um  die  Lage  der  Centralaxe  zn  finden,  ziehen  wir  durch  C  die  Parallele 
CD  zu  ffS  und  verlegen  R  parallel  mit  sich  an  den  Funkt  D  derselben,  sodass 
das  aut)  dieser  Verlegung  entspringende  Paar  Ra"  das  Paar  B  tilgt,  wo 
CD  mit  a"  bezeichnet  ist.    Diese  Bedingung  liefert 

Ist  Ol  der  Abstand  des  Punktes  Z>  von  der  zu  ^0  senkrechten  Ebene  des 
Uafiseumittelpunktes,  so  wird,  wie  leicht  eu  sehen,  Oi  ^  a  —  a"  und  da- 
her wegen  aa  ^  «J  und  m^a*  -|-  a*  ■=  vj 

Die  Lage  der  Centralaxe  wird  durch  die  AbstBnde  a,  und  b  •= ^ ,  so- 
wie den  Winkel  c,  den  sie  mit  der  Momentanaxe  bildet,  bestimmt.  Statt 
des  Abstandes  b  können  wir  auch  den  kürzesten  Abstand  It,  derselben  von 

SO  angeben.    Derselbe  ist  b,  -■  6  sin  ff  ■= =- ij .    Setzen  wir  in 

f 0  Po 

den  Ausdruck  fOr  G-  noch  den  Wertb  von  a  ein,  so  erhalten  wir  als  Ele- 
mente der  Beduction  fUr  die  Centralaxe  tlberaichtlich  zusammengestellt'. 

«i  —  J  («>«  +  f^3«).   ^  =  -  7  ^«  ■ 

Als  Speoiaimie  erwähnen  wir  folgende: 

1.  Dia  Momentankrftfte  können  rieh  niir  dann  auf  ein  Paar  reduciren, 
wenn  t'„  =>  0,  also  u  =  0  nnd  n  =  0  ist,  d.  h.  wenn  das  System  bloB 
Winkelgeschwindigkeit  besitzt  und  die  Homentanaxe  durch  den  Massen- 
mittelpunkt geht. 

2.  Sie  sind  einer  Einzelkraft  äquivalent  in  alten  FSUen,  in  wekben 
Ol  (xjw  —  r*o<oi)  =  0  ist.  Dies  tritt  ein  a)  wenn  »  =  0,  d,  h,  wenn 
das  System  blos  Translationsgesch windigkeit  besitzt,  b)  wenn  wi=sO  und 
fio  ^  0,  d.  h.  wenn  das  System  blos  Winkelgeschwindigkeit  besitzt  ond 
Äy'  =  —  w£mtfe  ^  0  ist;  c)  wenn  xj«  —  <">«/*„  "=0»  d.  h. 
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^  =  t  ff  =  -"-  =  -  A"" 

V  1*1  £mye 

Der  Sinit  hiervon  ist  der,  dasB  die  Resoltante  R  senkrecht  zu  dem  aus  Ng 

und  E'   eatepringenden  Asenmomente  ist.    Da  nSnüicfa  £^     in  allen  Fällen 

senkrecht  zu  R  let,  so  wird  aladann   bei  der   Beduction  fUr   den  MasBen- 

mittolpunkt  G  senkrecht  zn  B  nnd  liefert  nur  eine  Verlegung  toq  R  m 

die  Centralaxe  ohne  resultirendes  Paar. 

§.  5.    Die  Beziehangen  zwischen   den  Richtungen   der   Momentonaxe 

und  des  resaltirenden  Axenmomentea  G,   sowie  auch  zwischen  der  GröHse 

des  letzteres  und  der  Winkelgeschwindigkeit  e>  können  in  ansgezeiohneter 

Weise   mit  HOlfe   des    Cauchj-Poinsot'schen   and  des   ihm   reciproken 

TrSgheitsellipBoids   (B.  I,  S.  113)    dargestellt   werden.    Beduciren   wir   zu 

diesem  Zwecke  die  Momentankr&fte  fUr  den  Massenmittelpunkt  S  und  seien 

p,  q,  r  die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  ra,  sowie  Gi,  Gy,  0, 

die    des   resultirenden   Axenmomentes    G    parallel   dev  Hauptaxen    dieses 

Punktes.    Nach  §.  4,  S.  366,  Nr.  2  sind  die  MomentankrSfte,  welche  durch 

die    Winkelgeschwindigkeiten  p,   q,  r    eingeführt    werden,    Squivalent    den 

Paaren  Gx,  Gy,  G,  und  bestehen,  wenn  A,  B,  C  die  Trägheitsmomente  fOr 

die  drei  Hauptaxen  von  S  sind,  die  Gleichungen: 

ö,  =  Äp,     G,  =  Bq,     0.  =  Cr. 

Vermöge   der  Bedeutnng  des  Canohy -  Poineot'scheu  Centralellipsoids  aber, 

t'  e*  f' 

dessen  Halbaxeu  k  =  — ,  S  =  -   ,  y  ^  —  sind,  ist 
o  b     '        c 

t*  I*  t* 

a"  (3*  f 

Bezelobnen  ferner  x,  ff,  z  die  Coordinaten  eines  der  beiden  Funkte  /,  in 
welchen  die  zur  Momentauoie  c  parallele  Axe  Cg  des  Punktes  S  das  Central- 
ellipBoid  durchdringt,  sowie  l  den  Semidiameter  SJ,  so  ist  weiter: 

p  q  r   a 

X  y  z  l 

Entnimmt  man  hieraus  die  Werthe  von  p,  q,  r,  so  ergeben  sich  mit  ihrer 
Hälfe  Gl,  Gy,  ff,  und  G  unter  der  Form 

Jtf-s*»    X      „        M-B*m    ff      „        M-B*a    s     „      Mt*a    1 

ff. P  ■^,  *?.  =  — r  >»' .®' -j — 7'  e  =  "p--^. 

A  =  f'  +  J''  +  il 

ist.    Die  RichtungGcosinuBse  von  G  gegen  die  Coordinatenaxen  sind  daher 
ff,       9x      Gy  _Sy      G.        ie 
"ff  "V    ff  ~ä"'    ff  ""7 
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Diese  GröBsen  sind  aber  zugleich  die  RichtungscoainuBae  der  Normalen  de« 
CeDtralellipsoids  im  Punkte  J  {xyz)  und  ist  6  die  Lfinge  der  toq  S  auf 
die  Tangentenebene  in  J  gefüllten  Normalen.    Hieraas  fliesst  der  Sati: 

Das  reBultirende  Axenmomest  6  der  Redaction  der  Momen- 
tankrSfte  fflr  den  Massenmittelpunkt  des  Systems  ist  der  Nor- 
malen des  Cancby-Foinsot'schen  Centralellipsoids  in  dem 
.Pankte  /  parallel,  in  welchem  die  znr  Momentanaxe  parallele 
Axe  des  Massenmittelpunktes  dasselbe  durchdringt.    Die  GrGEse 

Q  m  Ml*  ■  YjT  des  Axenmomentes  selbst  ist  der  Winkelgeechwia- 

digkeit  direct  und  dem  Produkte  des  Semidiameters  l  des  Cen- 
tralellipsoids, welcher  die  Richtung  der  Momentanaxe  hat  und 
des  Abstandes  i  der  Tangentenebene  in  J  vom  Massenmittel- 
punkte S  umgekehrt  proportional. 

Die  Ebene  des.reaultirenden  Paares  der  HomtntaukrBfte  ist  der  Tu' 
gentenebene  in  J  parallel,  d.  h. 

Die  Ebene  des  resultirenden  Paares  der  MomentankrSfte  bal 
die  Richtung  der  Diametralebene  des  Centralellipsoids,  welche 
zur  Richtung  der  Momentanaxe  conjngirt  ist. 

Es  sind  ferner  die  TrKgheitsradien  a,  6,  c  der  Ilanptaxen  die  Haib- 
asen des  reoiproken  Centralellipsoids  nnd 

_       g,  ffy  G. 

^~  Ma*'     ^^  Mb"     ''        M^' 
Bezeichnen  nun  x,  y,  x   die  Coordinaten  eines  der  Punkte  P,   in  welcben 
der    zum    reaultirenden   Axenmomente    G    parallele    Semidiameter  SP^l' 
dies  Central ellipsoid  schneidet,  so  wird 

G,       G^       G^        6_ 
X  y  z  V 

und  hiermit  nehmen  j),  g,  r,  u  die  Form  an 

g      X  g_    ff^  _^   _1  g 

^"^afr'o"    '^~ M.V'  h*'    "^ MV'  c*'  °"~  Mi'd" 

1^  a*  +  B*  +  c* 
gesetzt  ist. 

Hiermit  werden  aber  die  Riohtungscosinusse  der  Momentanue  geg«n 
die  Coordinatenaien: 

p        S'x  g        J'y       r        Se 

»         o*  '     w  6*  '     »         c* 

Man  erhalt  daher  Shnlich  wie  oben  den  Satz: 
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Die  MomoDtanaKe  igt  der  Normalen  des  zum  Cauchy  Poin- 
sot'Bchen  reciproken  Centralellipsoide  in  dem  Punkte  r  parallel, 
in  welchem  dasselbe  von  dem  zum  resuUirenden  Äxenmomeate  G 
parallelen   Diameter   getroffen    wird.    Die   Winkelgesobwindig- 

koit  et  =  ^iTy,-j^  ist  diesem  Aienmomente  direct  und  dem  Pro- 
dukte des  zu  ibm  parallelen  Semidiametera  i'  und  des  Abstah- 
des  6'  der  Tangentenebene  in  F  vom  Mittelpunkte  S  umgekehrt 
proportional  Did  zur  Momentanase  senkrechte  Ebene  des 
UaGsenmittelpunktes  ist  conjugirte  Diametralebene  des  reci- 
proken  Centralellipsoids  zur  Biobtang  des  resaltirenden  Axen- 
momentea. 

§.  6.  Die  Umkehrung  der  in  den  §§.  2 — 5  durohgefUhrten  Betrach- 
tungen setzt  uns  in  den  Stand  anzugeben,  welchen  GeBchwindigkeitszustand 
ein  gegebenem  System  von  Momestankräften  in  einem  unveränderlichen 
Punktsystem  hervorruft.  Demelbe  ist  eine  Translationsgesch windigkeit, 
eine  Winkelgeschwindigkeit  oder  eine  Windungsgesch windigkeit.  Kedncirt 
mau  das  gegebene  KrSftesyBtem  für  den  Massenmittelpunkt  S  auf  Resul- 
tante R  und  resultirendes  Aienmoment  G,  so  mtlasen  diese  Elemente  den 
Reductionselementen  der  Momentankrfifte  tlquivalent  sein,  welche  aus  dem 
noch  unbekannten  Oeschwindigkeitezueitand  folgen  wUrden  und  »war  musB 
B  der  sich  daraus  ergebenden  Resultanten  und  G  dem  ans  ihm  folgenden 
Aienmomente  Bquivalent  sein.  • 

Insbesondere  folgt,  dass  die  Resultante  R  dem  System  eine  Trans- 
latiouBgescbwindigkeit  it  ertheilt,  welche  nach  Richtung  und  Sinn  mit  R 
Übereinstimmt  und  dass  ihre  Grösse  aus  der  Gleichung  Mu  ^  li  folgt,  d.  b. 
dass  u  ^  R  :  M  ist.  Weiter  ergibt  sich,  daes  G  eine  Winkelgeschwindig- 
keit a  um  eine  Axe  des  Massenmittelpunktes  erzengt,  deren  Aie  c^  der 
zur  Ebene  des  Paares  G  conjugirte  Diameter  l  des  Cauchy-Poinsofscheu 
Centralellipsoids  ist  und  dass  u  aus  der  Gleichung 

UG^ 
'  Mt* 

folgt,  wo  S  den  Abstand  der  zu  G  senkrechten  Tangentenebene  des  Central- 
ellipsoids bedeutet.  Um  u  auch  dem  Sinne  nach  unzweideutig  zn  bestimmen, 
wird  man  G  nach  den  Hauptasen  von  S  in  die  Componenten  Gx,  Gy,  G, 
zerlegen  und  mit  Hfilfe  von 

Ap  =  Gl,     Bq  —  Ö«,     Cr  -=  G, 
zunächst  die  Componenten  p,  q,  r  der  Winkelgeschwiadlgkeit  <u  nach  den 
Hauptazen  finden,  wo  A,  B,  C  die  TrBgheitsmomente  um  diese  Azen  be- 
zeichnen.   Hieraue  folgt  sodann 
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"  -"  +■'+'■  -X'  +  i'  +  C- 

nebflt  den  RichtungBCOBinussen  a,  ß,  y  der  Axe  c„  von  a,  nämlich 

p  i  r  m 

Sobald  u  nnd  a  gefunden  sind,  wird  man  u  parallel  der  Äze  <^  usd  senk- 
recht dftzu  in  die  Componenten  u  cos  i^  und  u  ein  iff  zerlegen,  wenn  ^  den 
Neigungswinkel  von  u  gegen  Cg  bedeutet ;  die  Componente  ucob  ■f  wird 
die  TraaelationegeschwiiidiglEeit  parallel  der  gesuchten  Momentanaxe  c  sein, 
wahrend  die  zu  c^  senkrechte  Componente  u  sin  i^  zur  Verlegung  der  Axe 
Cq  in  die  ihr  parallele  Momentanaxe  c  dient.  Die  Axe  c  f%Ut  in  die  za 
u  sin  ^  senkrechte  Ebene  von  S,  in  dem  Felde  zur  Linken  eines  auf  sie 
von  der  Pfeilspilze  der  Componenten  wsin^  niederblickenden  Punktes;  ihr 
Abstand  von  S  ist  a  =*  Ham^j^■,a•  Die  Combination  (o,  h  cos  ^)  stellt 
demnach  die  gesuchte  Windungsge  Beb  windigkeit  um  c  dar.  In  speciellen 
Fallen  reducirt  sich  diese  auf  eine  blose  Winkelgeschwindigkeit  oder  eine 
Translatiossgesch  windigk  eit. 

Als  spedelle  FSlle  heben  wir  besonders  hervor: 

Ein  System  von  MomentankrSften,  welches  sich  auf  eine 
durch  den  Massenmittelpunkt  gehende  Einzelkraft  reducirt, 
kann  allein  dem  Punktsystem  eine  Tranalationsgeschwindigkeit 
ertheilen;  sie  wird  erhalten,  wenn  man  die  Intensität  dieser 
Kraft  durch  die  Masse  des  Systems  dividirt  und  stimmt  in  Rich- 
tung und  Sinn  mit  ihr  aberein. 

Ein  Momentankr&ftepaar  ertheilt  dem  System  eine  Winkel- 
geschwindigkeit um  eine  Axe  des  Massenmittelpunktes  S.  Ist 
das  Axenmoment  des  Paares  parallel  einer  Hauptaze  des  Punktes 
S,  so  fällt  die  Momentanaxe  mit  dieser  Haaptaxe  zusammen. 

Ein  System  von  Momentankräften,  welches  sich  auf  eine  nicht  durch 
den  Massenmittelpunkt  gehende  Einzelkraft  redu<ürt,  kann  je  nach  Um- 
ständen eine  blose  Winkelgeschwindigkeit  oder  eine  Windungsgescb windig- 
keit erzeugen.  Ebenso  ein  Kräftesystem,  welches  bei  der  Sedoction  auf 
seine  Centralaxe  sowohl  eine  Resultante  als  ein  resultirendes  Paar  liefert. 
Um  diese  Frage  zu  erörtern,  seien  wieder  B  nnd  G  Resultante  nnd  Axen- 
moment  der  gegebenen  MomentankrBfte  bei  der  Beduction  für  den  Punkt  5; 
Ü  gibt  eine  Translationsgesoh  windigkeit  u  ^'  R :  U  und  G  eine  Winkel- 
geschwindigkeit Ol  um  eine  durch  S  gehende  Äie  c^.  Damit  beide  einer 
blosen  Winkelgeschwindigkeit  äquivalent  seien,  mnss  u  ond  folglich  anch 
B  SU  Cq  senkreicht  sein.  Denn  dann  veranlasst  u  blos  eine  Verlegung  der 
Axe  Cf,  in  eine  gewisse  parallele  Axe  c  nnd  tritt  zu  w  keine  TratuUtiosB- 
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geschwill digkett  paiallel  dieser  Äxe  hinzn.  Legen  wir  also  durch  S  senk- 
recht za  R  eine  Ebene  S,  so  enthUlt  sie  alle  Bichtongen,  welche  Cq  mög- 
■  licherweise  haben  kann.  Nun  ist  ö  normal  zaz  Tangentenebene  des  Canchy- 
Poinsot'schen  Centralellipsoids  in  dem  Punkte  J",  in  welchem  Cg  einschneidet. 
Daher  kann  G  senkrecht  sein  zu  irgend  einer  Tangentenebene  des  dem 
CentraleUipsoid  umschriebenen  Cjrlinders,  welcher  längs  des  Schnittes  der 
Ebene  E  mit  ihm  dasselbe  berflhrt.  Die  Richtungen  von  &  erfOUen  mithin 
eins  zn  den  Erzeugungslinien  dieses  Cjlinders  senkrecht«  Ebene  £',  Alle 
KrBfteeysteme,  fOr  welche  Q  bei  demselben  R  in  diese  Ebene  ^It,  liefern 
bloB  eine  Winkelgeschwindigkeit,  alle  anderen  eine  Windungsgesch windig- 
keit.  rollt  G  in  eine  Hanptebene  des  Centralellipsoids,  so  ftlUt  die  Ebene  E 
mit  E"  zusammen  und  liegt  Cg  in  derselben  Eauptehene;  ßllt  &  mit  einer 
Hauptaxe  von  S  zusammen,  so  ist  diese  zugleich  die  Ase  c^.  Ganz  ahn- 
lich kann  auch  das  reciproke  CentraleUipsoid  zur  Entscheidung  deraiüger 
Fragen  verwandt  werden. 

§.  7.  Wir  wollen  jetzt  die  Beduction  der  MomentankrSfte  für  den 
Massenmittelpunkt  S  analytisch  einkleiden.  In  Bezug  auf  ein  beliebiges 
rechtwinkliges  Coordinatensystem,  dessen  Ursprung  S  ist,  sei  0  (XoPo^o) 
irgend  ein  Pnnkt  der  Momentanaxe  c,  z.  B.  der  Fusspnnkt  ihres  kürzesten 
AbstandcB  d  von  S;  die  Winkelgeschwindigkeit  a>  um  sie  zerlegen  wir  in 
drei  Componenten  o),,  my,  m^  um  drei  zu  den  Axen  der  x,  y,  e  parallele 
Axen  des  Punktes  0;  ebenso  zerftUlen  wir  die  TranslaÜonsgesch windigkeit  u 
des  Systems  in  die  drei  Componenten  u,,  u^,  u,.  Die  Transl&tionsgeeohwindig- 
keit  veranlaaat  die  Momeutankraft  3fu,  welche  durch  S  hindurchgeht  und 
die  drei  Componenten  Mut,  Mu,,  Mu,  haL  Um  die  x-Axe  ertheilen  wir 
femer  dem  System  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Winkelgeschwindigkeiten 
(Oz,  d.  h.  wir  substituiren  fUr  ca,  um  die  durch  0  gehende  Axe  ein  u,  um  . 
die  x-Axe  und  das  Botationspaar  (n,,  — »,),  welches  einer  Translations- 
geschwindigkeit  senkrecht  zu  seiner  Ebene  Bqnivalent  ist  Indem  wir  Aefan- 
liches  in  Bezng  auf  lOf,  m,  ansfflhren,  erhalten  wir  die  Componenten  a^, 
ap,  ta,  nm  die  Coordinatenaxen  und  drei  Botationspaare  (uz,  — Oa), 
{<0f,  — atf),  («,,  — Wt).  Diese  Paare  liefern  nach  Anleitong  der  B.  I, 
8.  49  ausgeführten  Beduction  die  drei  Momente,  d.  h.  die  Translations- 
geschwindigkeites 

parallel  den  Axen  der  x,  ff,  t,  welche  die  Uomentankrftfte 

herbeifuhren-  Sie  bilden  mit  den  ob^^en  Component«n  Mu^,  Muf,  Mu,  die 
BeBultante  B  der  Beduction  fUr  den  Punkt  S  und  wenn  wir  setten: 
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Z  —  Jf  [«,  +  (»„«..  -  »,0,)], 

r  —  M  [«,  +  (»,».  —  «.10,)], 

Z  — »[», +  (x,», -s.o..)], 

ao  wird  sie  und  ihre  Richtung  (a,  6,  cj  beetimrot  durch  die  Gleichungen: 

Die  Beaaltante  S  bildet  eich  ereichtlich  aus  den  beiden  Bestandtiieilen  3!v 
und  Mmd,  henrahrend  von  der  TransUtionsgeschwindigkeit  u  und  der 
üebertragnog  Ton  o  um  c  auf  die  Axe  c^,  oder  wie  es  hier  aaegenhrt  ist, 
von  ffix,  a>y,  10,  auf  die  Coordinatenaxen. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  to  um  «^  oder  ihre  Componenten  «i,  a^,  S; 
um  die  Äsen  der  x,  y,  x  ertheilen  nun  nach  B.  I,  S.  275  dem  Sjsteni' 
punkte  {x,  y,  z)  die  Cteschwindigkeitscomponenten 

welchen  die  Componenten  der  Uomentankraft  mt>i,  mv^,  mv,  entspreclien. 
Die  Reduotion  derselben  liefert  die  Componenten 

2mvi  =  Em  {e>^e  —  a,y)  =  m^Zme  —  w.Smy, 
EmVy  =  fo,£mx  —  mxüme, 
£mv,  ^  ^tZmy  —  a^Emx, 
welche  aber  vermöge    der  £igenachaften  Zmx  =  Emy  -=  Zmt  =  0  4» 
MassenmittelpunkteB  verschwinden.    Sie  liefert  femer  die  Paare: 
G,  =  Sm  {yv.  —  ««„),     G^  =  Zm  {ev^  —  xv,),     G,  =  Sm  {xv^  -  jr.l. 
welche  nach  Einfügung  dev  Werthe  von  Vx,  Vp,  v,  fihergehen  in 
Ox  "=  lOxZm  (jf*  -\-  e*)  —  <a^£mxy  —  io,£mx£,  - 
Gy  =  —  mxSmxy  +  m^Zm  (e*  +  a:')  —  tatZntye^ 
Gj  ■=  —  aaZmzx  —  a^Smyx  +  «,2'nt  (jc*  -\-  y*) 
and  mit  Hülfe  der  Bezeichntmgs  weise  der  Trägheitsmomente  und  Devistioiie- 
raomente  des  Systems  für  die  Coordinatenozen 

Zm  (/  +  «*)■=  A,       £myg  =  D, 
£m  (e'  ^  j^)  =  S,       £mzx  =  E, 
£m  {x'  +  y»)  =  C,       £mxy  —  F 
die  Gestalt  annehmen: 

G.  -=       Aa^  —  FiOg  —  Em,, 

Qy  =  ~  fo>,  +  Btoy  —  Da»,, 

e,  =  —  E«,  —  Day  +  Ca.. 

Ihr  resultirendes  Paar  G  und  seine  Biehtiingscosinusse  2,  f4,  v  sind  dsbH 
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darch  die  Gleichungen  beetimmt: 

Wtlrde  die  Bednctioc  der  Momentankraft«  für  einen  anderen  Punkt 
als  S  veiiangt,  so  Snderte  sich  in  den  vorstehenden  Betrachtungen  nichts, 
als  dftss  die  Grössen  Smvi,  ZmVg,  2mv,  nicht  verechwinden,  sondern  in 
den  Componenten  X,  T,  Z  als  weitere  Glieder  zu  den  übrigen  hinzutreten. 

§.  8.  Die  Summe  2  2"  =  £«ip»  der  lebendigen  Kritfte  mv'  der  System- 
punkte  heisst  die  lebendige  Kraft  des  Systems.  Wir  wollen  diese 
Grösse  bilden  and  ihre  Beziehungen  zu  der  Reduction  der  Momentankrfifte 
aufsuchen.  Ist  r  der  Abstand  eines  Sygtemponktes  von  der  Momentanaxe  c, 
so  wird  das  Quadrat  seiner  Geschwindigkeit 

und  mithin  die  lebendige  Kraft 

23"  —  £m  (m*  +  a't^  —  Mu'  +  a*£mr', 
oder  wenn  wir  daa  Trägheitsmoment  nm  die  Axe  c  durch 

Jf j^  =  Mte  +  M%1 
ausdrucken,   wo  x,  Xg   die  TrSgheitsradien   fKr    die  Aien  c,  c^   nnd  ij  den 
Abstand  dieser  Axen  bezeichnen: 

In  diesem  Ansdrncke  stellt  it*  -\-  »'cj*  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  Vg 
des  Massenmittelpunktes  S  dar  nnd  ist  daher  M  (u*  -(-  u'd*}  die  lebendige 
Kraft,  welche  dieser  Punkt  besitzen  würde,  wenn  in  ihm  die  ganze  Uasse 
des  Systems  vereinigt  wäre.  Bezeichnen  wir  sie  mit  2  2g,  n'JIfx*  aber 
mit  27,,  sodass  also  2T^-~Mvl,  2T,  —  «»afxj,  -T— T, +  ?»  wird, 
so  folgt  der  Satz: 

Di«  lebendige  Kraft  2T  eines  in  Bewegung  begriffenen  na- 
verBnderlichen  Systems  zerfSllt  in  zwei  Theile,  21^  nnd  2T,, 
von  denen  der  erste  27^  die  lebendige  Kraft  Mvl  des  Ifassen- 
mittelpnnktes  darstellt,  wenn  in  ihm  die  Gesammtmasse  ver- 
einigt gedacht  wird,  wBhrend  der  andere  Theil  2T^  die  leben- 
dige Kraft  ist,  welche  das  System  besitzen  würde,  wenn  es  die 
Winkelgeschwindigkeit  a  nicht  nm  die  Momentanaxe,  sondern 
am  eine  zu  ihr  parallele  Axe  des  Massenmittelpunktes  besässe. 

Mit  dem  Bestandtheile  2T,  hängen  die  Componenten  Gz,  Gy,  G,  des 
resnltirenden  Paarea  der  Momentankräfte  sehr  einfach  zusammen.  Nach 
B.  I,  S.  104  ist  oSmlich  das  TrSgheitsmoment  fflr  die  Axe  c,  deren  Bicb- 
tungscosinasse  a,  ßj  y  seien: 

Mul  =•  Ät^  -\-  Bß* -\- Cy'  ~  2Dßy  ~  iEya  —  2FaB, 
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MH  Hülfe  Ton  Wx  ^  an»,  »,  =  ßa,  la,  =•  ya  erh&lt  man  daher: 

Differeatüren  wir  diese  Gleiohnng  nach  tOi,  <0f,  a,,  so  folgt: 
1^  -=       Äa,  —  Fa.  —  Em,  =  G, , 

-^=  —  Fa^  +  Ba,  —  Dia,  =  G„  , 

— -!  „  _  Eax  —  BtOg  +  Csa.  "-  G. , 

d.  h.  die  partiellen  Differentialqaotlenten  der  HSifte  des  Be- 
Btandtheila  der  lebendigen  Kraft,  welcher  der  Winkelgeicbwin- 
digkeit  um  die  Axe  des  MasBenmittelpunkteg  entspricht,  nach 
den  Componenten  o>x,  tag,  m,  der  Winkelgeschwindigkeit  genom- 
men, sind  die  Componenten  des  resultirenden  Axenmomentes  der 
MomentankrSfte  parallel  den  Axen  der  x,  jr,  e. 

Die  Grösse   T^  ist  eine  homogene  Funotion  zweiten  Orades   von  u,, 
la^,  a,,  daher  ist  nach  dem  Euler'scben  Satze  Aber  die  hörnernen  Fitnctioneu 
7iT  hT  AT 

'  °        ZtOx  3»y  dta 

=  Ö,(D,  +  GyM,  +  6,w. 
und   wenn    man   einmal   ftlr  Ui,  (Og,  a,   die   gleichbedeutenden  Ausdrucke 
am,  ßa,  ym,   das    anderemal    für    ö,,  Ö»,  G.   die   Werlbe    Iff,  (iff,  vG 
setzt,  so  wird 

o»*3fx;  =  23',  =£<.(«G, +  (Söj  +  yö.)  =  G(io, +  K'", +  v«0> 
d.  h.  die  Componente  aGx  -\-  ßGy  -|-  7G,  des  resultirenden  Axen- 
momentes der  Momentankr&fte  parallel  der  Momentanaxe  ist  das 
Produkt  tä]li%\  der  Winkelgeschwindigkeit  nnd  des  Trägheits- 
momentes für  die  der  Momentanaxe  parallele  Axe  des  Massen- 
mittelpunktes.   Die  Componente  ilci;, -|- ft»^ -^  vm,  der  Winkelge- 

schwindigkeii  um  die  Axe  des   resultirenden  Paares  ist  -^  Jf»,. 

Nach  B.  I,  S.  106  ist,  wenn  9  den  SemidUmeter  des  Centralellipsoids 
darstellt,  welcher  die  Richtung  der  Momentanaxe  hat,  pXg  =  c*,  daher  wird 

2T,  =  aff*-_     oder    «  =  ?X^ 

d.  h.  die  Winkelgeschwindigkeit  ist  proportional  dem  Diameter 
des  Centralellipsoids  von  der  Eichtungihrer  Axe  und  der  Quadrat- 
wurzel aus  dem  Bestandtheile  der  lebendigen  Kraft,  welcher  der 
Winkelgeschwindigkeit  am  diesen  Diameter  entspricht. 
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Den  Satz  des  §.  5,  dasa  das  reatütirende  Axenmoment  die  Bichtuog 
der  Normalen  des  CentralellipsoidH  im  Funkte  /  liat,  in  welchem  es  Ton 
der  Axe  c^  durohbobrt  wird,  beweist  man  leicht  analytisch  so.  Die  Glei- 
chang  des  Centralellipsoids  ist 

U  z^  Ax'  -\-  Bp^  -\'  Ct'  —  21>yz—  ZEex  ~  iFxy  =  Ml* 
und  sind  die  BichtungBcoBiuuase  der  Normalen  im  Punkte  (s'^y^')  proportional 
den  OrOssen 


*f— 

-F,-E.-(A«-Fß-Ey)f 

dXJ       0,t 
*  8»  ~    »  • 

woraus  die  Behauptung  folgt. 

Der  Cosinus  der  Neigung  ^  der  Uomentanaxe  gegen  das  Axen- 
moment G  ist 

cost"-       '—    X    -     -    ~    . 

woraus 

ffw  coB  t  =  G,to,  +  Öjüi,  +  ö,w,  -=  2r, , 

d.  b.  das  geometrische  Produkt  der  Winkelgeschwindigkeit  und 
des  resaltirenden  Azenmomentes  ist  gleich  der  lebendigen  Kraft, 
welche  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Axe  Cg  entspricht. 

§.  9.  Wählt  man  die  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes  lu  Coor- 
dinatenazen,  so  wird  D>=£^f  =  0  und  vereinfachen  sich  die  Qlei- 
chungen.    Setzt  man,  wie  üblich,  hierfür 

ao  wird 

ö,  =  A^,     G^  —  Bg,     &,  =•  Cr, 
2  r,  —  Ap'  +  B?»  +  Cr*,     ö»  —  JV  +  BV  +  C^  V. 
Die  in  den  vorstehenden  Paragraphen  entwickelten  Theorien  sind  so 
wichtig,  dass  wir  sie  in  einigen  EinzelfUllen  weit«r  verfolgen  und  Beispiele 
und  Anwendungen  dazu  geben  werden. 

S.  10.  Eine  homogene  materielle  Linie  AB  (Fig.  107)  von  der  Länge 
21  und  der  Dichtigkeit  (  wird  im  Pnnkte  c'  von  einer  Uomentan- 
kraftP  unter  dem  Winket  a  getroffen;  um  welche  Momentanaze  und 
mit  welcher  Winkelgeschwindigkeit  beginnt  die  Linie  eu  rotiren? 

Die  Rednction  der  Kraft  P  fQr  den  Hassen mittelpnnkt  S  liefert  daielbst  P 
und  ein  Paar,  dessen  Axenmoment  O  "^  Fa  senkrecht  zur  Ebene  ist,  welche  P 
und  AB  enthält,  wo  a  der  karieste  Abstand  SC  der  Kraft  P  von  S  ist.  Das 
Centralellipsoid  der  Linie  AB  ist  nach  B.  I,  S.  135  ein  Botationscylinder  nm  AB 
and  sind  alle  Azen  von  S  senkrecht  xji  AB  Hauptaxen  mit  dem  Tiftgheit«momeiite 
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fii^  =  i  MV,  M  duB  **  =-  ^l'  iat.  Da  G  die  BicUimg  einer  Haaptue  hat, 
}  fUllt  die  RotatiouBaxe  c^  mit  der  Bicfatnng  von  G  Euaainmen.  Die  Gerade  AB 
erlangt  also  eine  Trane! ationsgeschwindifkeit  u—  P:  M, 
det  Richtung-  nod  dem  Sinne  nach  mit  P  flberein- 
BtimmeDd  nnd  eine  Winkelgeschwindigkeit 
B  =-  Pa  :  M«>  —  3  Pa"  :  MV 


um  die  cur  Ebene  von  P  and  AB  «enkreohte  Axe  e^ 
dea  Panktes  S.  Beide,  die  TraJulationsgeHchwindig- 
keit  u  Dod  die  Winkelgeschwindigkeit  o,  sind  lOBam- 
men  Ekqnivaleut  der  Winkelgeschwindigkeit  a  nm  die 
Homentanaxe  c,  welche  CS  im  Punkte  C  auf  entftegengeaetEter  Seite  mit  C  im 
Abstände  SC  —  a  schneidet,  so  doas  aa'  °-  a*  —  i  C  wird.  Setst  man  e'S  —  e, 
iO  wird  a'  °-  «  sin  a  und  da  M  •—  2^1  ist, 

_^  _  ^  Pe  sin  g      „_^_I!_. 

Nimmt  man  SD  ^  l  zur  HOhe  eines  gleichseitigen  Dreiecks  KDK',  bo  wird 
WK} ~~\V  =  %^  nnd  liefert  die  in  C£  s^kreohte  Gerade  KC  den  Punkt  0,  in 
welchem  die  Homentanaxe  c  die  Ebene  (P,  .i£)  rechtwinklig  schneidet. 

Für  a  ^  \it  fUllt  C  in  AB  selbst  nnd  wird  lo  bei  gegebenem  e  ein  Maximnm 
in  Bezog  aof  a.  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte  C,  welche  bei  demsell>en  Ab- 
stände e  den  verschiedenen  Richtungen  der  Kraft P  eutaprechen,  ist  eine  in  A'B 
senkrechte  Gerade,  welche  AB  auf  entgegengesetEter  Seite  mit  c'  in  einem 
Punkte  c  schneidet,  sodasa  für  Sc  —  «  ihre  Gleichung  ist  ex  —  J I'.  Denn  es  ist 
aä  —  \V  nnd  a'  —  e  sin  n,  a-=  x:w\a  n.'s.  w.  Der  Ort  aller  Homentanaien  c 
ist  also  eine  Ebene. 

Soll  die  Momentanaxe  c  die  Gerade  .AB  im  Endpunkte  B  treffen,  so  ist 
u  =  \K,  a  =  l,  also  a  —  il,  o  ~8P:  MI. 

§.  11  Ein  ebenes  System  wird  von  einer  in  seine  Ebene  fallenden 
Momentankraft  P  im  Abstände  a  vom  Massenmittelpunkte  getroffen, 
man  soll  den  Geschwindigkeitszustand  bestimmen,  welchen  dasselbe 
hierdurch  erlangt. 

Rednoirt  man  die  Kraft  P  fflr  den  Masaeumittelpnnkt  S,  ao  ertbeilt  sie  da- 
aelbst  angreifend  dem  System  eine  Translaiionsgescfawindigkeit  u  —  P  :  2f ,  der 
Richtung  und  dem  Sinne  nach  mit  P  übereinstimmend,  wenn_  .M'  die  Hasse  des 
Systems  bezeichnet.  Das  Axenmoment  Pa'  des  Rednctdonspaares  ist  senkrecht 
znr  Ebene  des  Systems.  Nun  aind  alle  inr  Ebene  des  Systems  senkrechte  Aien 
Hauptaxen  desselben;  denn  für  alle  solche  sind  .£ma;c  ^—  0,  2'myf  =-  0,  wenn 
die  i  senkrecht  znr  Ebene  genommen  werden,  da  alle  (  Null  aind.  Daher  ersengt 
wie  %.  10  (Fig.  107}  Pä  eine  Winkelgeschwindigkeit  um  die  znr  Ebene  senkrechte 
Axe  Cg  von  S  von  der  GrOsae  «,  welche  aich  ana  m .  Af  x'  ^  Bä  ergibt,  wenn 
Kg  den  Tr&gbeitsradins  fOr  diese  Axe  bedeatet.  Der  Sinn  von  n  hannonirt  mit 
dem  Sinne  des  Paares.  Die  Translationsgeschwindigkeit  u  nnd  die  Winkel- 
geschwindigkeit ta  sind,  da  N  zn  Cg  senkrecht  ist,  zusammen  Kqnivalent  der  ^^nkd- 
geschwindigkeit  a  um  die  zn  Cg  parallele  Momentanaxe  c,  welobe  mit  (^  die  Linie 
des  kürzesten  Abatandea  SC  des  Punktes  S  von  P  in  einem  Punkte  C  auf  der 
Seite  von  S,  wo.  C  nicht  liegt,  trifft,  sodass  fOr  SC  —  a  die  ^leichnng  aä  —  »^ 
besteht.    Errichtet  man  in  der  Ebene  dea  Systems  in  S  die  Strecke  SK »  x« 
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senkrecht  za  CS  und  äebt  CK,  lo  liefert  die  zu  ihr  senkrecht«  Qerade  KC 
den  Pnnkt  C  anf  CS,  in  welchem  die  MomeDtanKxe  die  Ebene  des  Systems 
schneidet.  Vertauschen  die  Pnnkte  C,  C  ihre  Bedenton^,  d.  b.  geht  P  durch  C, 
HO  steht  die  MomentKn&ie  c  in  C  senkrecht  auf  der  Ebene. 

Die  Pnnkte  C,  C  sind  homologe  Punkte  einer  gleichtiegenden  Involntion, 
sodus,  wenn  C  die  Gerade  CS  dmchlänft,  der  Pnnkt  C  ihm  in  demselben  Sinne 
folgt  nnd  DBigekehrt.  Die  rechtwinkligen  Stralen  KC,  KC  bestimmen  die  Pankt- 
paare  der  Inyolntiou.  Qeht  P  durch  S,  so  rQckt  C  ins  Unendliche  nnd  geht  die 
Rotation  um  C  in  eine  Translation  v '^  P  :  M  Aber,  da  m  Terschwindet.  Fällt 
C  ins  Unendliche,  so  tritt  C  in  i?  ein;  wird  dabei  P  unendlich  klein,  sodass  Pd 
ein  endliches  Paar  bleibt,  so  wird  a>  eine  endliche  Winkelgeschwindigkeit  um 
die  dnrch  S  gehende  Aie  c.  Ein  MomentankiSflepaar  ertheilt  dem  System  stets 
eine  Winkelgeschwindigkeit  nm  die  durch  den  Massenmittelpunkt  gehende,  znr 
Ebene  des  Sjstems  senkrechte  Aze.  Der  Abstand  CC  homologer  Punkte  kann 
jede  beliebige  QrOsse  erreichen,  aber  unter  ein  gewisses  Minimum  nicht  herunter- 
sinken.  Der  Werth  dieses  Minimums  ist  CC  •-  Sx,.  Die  Auf- 
gabe nämlich,  die  Punkte  C,  C  so  zn  finden,  dass  CS  +  SC 
ein  Minimum  werde  nnd  CS,  SC  die  Bedingung  CS-SC-—*^ 
erfallen,  ist  identisch  mit  der  Aufgabe,  unter  allen  Rechtecken 
von  constantem  Inhalte  «'  daqenige  zn  bestimmen,  dessen 
Umfang  8  (CS  +  SC)  ein  Minimnm  werde  (Fig.  lOS).  Dieser 
Aufgabe  genfigt  blos  das  Quadrat  SK  S"  K',  dessen  Seite 
mg.  los.  SK  —  Hg  ist;  denn  eoU  das  Rechteck  SCVC  ihm  an  Fl&che 

gleich  sein,  so  mOssen  die  Bechtecke  CKS'W  nnd  K'WVC 
gleich  Bein  nnd  da  die  Seite  KS"  des  einen  gleich  »„ ,  während  die  eine  K'  W  des 
anderen  kleiner  als  k,  ist,  so  muss  CK  <C.  K'C  sein.    Daher  ist 

CS  +  SC—x^  +  K'C  +  X,  ~  CK  ~~2ii^  + (K'C  -  CX)>S«,, 
während  der  halbe  Umfang  des  Quadrates  gleich  2ii  ist. 

Sind  /,  J'  die  homologen  Punkte  kleinsten  Abstandes  Sx,,  beschreibt  man 
am  S  mit  Kg  als  Radios  einen  Ereis  nnd  sucht  auf  JJ'  tu  C  den  gegen  S  sym- 
metrisch gelegenen  Punkt  C",  so  sind  JJ',  CC"  harmonische  Pnnkte  und  C,  C" 
oonjagirte  Pole  beiQglich  des  Kreises. 

Lässt  man  P  um  einen  Punkt  C  der  Ebene  des  Systems  bei  constanter 
IntensitAt  sieb  drehen,  so  beschreibt  die  Momentanaie  e  eine  in  G  auf  C'S  senk- 
rechte Ebene,  indem  sie  parallel  mit  sich  fortdickt.  Denn  far  irgend  eine  zweite 
Lage  von  P  seien  f',  y  die  homologen  Punkte  auf  dem  Perpendikel,  welches 
von  S  anf  P  geAUt  werden  kann,  dann  ist  y'S  ■  Sy  —  CS  ■  SC,  woraus  folgt,  daas 
yC  aof  SC  senkrecht  steht,  weil  y'C  anf  y'S  senkrecht  ist. 

Wir  faasen  die  Resultate  dieser  Untersuchung  in  den  Satz  zusammen: 
Erleidet  ein  ebenes  Punktsystem  den  Stoss  einer  in  seine  Ebene 
fallenden  Momentankraft  P,  so  erlangt  dasselbe  eine  Winkel- 
geschwindigkeit um  eine  znr  Ebene  senkrechte  Homentanaxe  c.  Der 
kSrseste  Abstand  der  Richtnugslinien  von  P  nnd  c  gebt  durch  den 
Massenmittelpunkt  S,  sodass  S  zwischen  die  Fusspunkte  C,  C  des 
kOrzeaten  Abstandes  fällt  nnd  diesen  unabhängig  von  der  Intensität 
der  Eraft  P  so  thailt,  dass  das  Produkt  CS -SC  der  Segmente 
dem  Qnadrate  des  Trftgheitiradius  far  die  in  S  auf  der  Ebene  errich- 
tete   Senkrechten  gleich  ist    Die  Winkelgeschwindigkeit  »,  welche 


;/ 
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dai  System  um  e  erlangt,  wird  erbRlten,  indem  m^a  das  Moment 
l'-C'S  der  Kraft  P  in  Besag  aof  den  Hasaenmittelpnnkt  dnrch  das 
Tr&gheitaroonieQtnmdie  ed  c  parallele  Axe  dea  HaBHenmittelpunktea 
diTidirt.  Die  Momeutanaxea  c,  welche  deo  vetBchiedenen  Stcalen 
eines  Stralenbaichels  C  in  der  Ebene  als  BichtDugstinien  der  Kraft  P 
bei  gleicher  Intensit&t  entsprechen,  erfailen  eine  zd  CS  senkrechte, 
durch  (7  gehende  Ebene. 

%.    12.     Wirknng    eines    Homentankr&ftesjstemg,    welches    einer 
Einzelkraft  P  äquivalent  ist,  deren  Bichtnng  eine  Hanptebene  XY 
des  Massenmittelpunktes  S  eines  ränmlicheu  Punktsystems  in  einem 
Paukte  C  einer  HaaptazeSX  im  Abstände  SC' anormal  trifft  (Fig.  IM). 
•1.     Die  KAfterednction  für  den  Pnukt  S  gibt  die  Kraft  P  an  <9  nnd   daa 
Paar  Fa,   dessen  Aie    parallel  SY.    Ton   ersterer 
erlangt  das  System  die  Tmnslationsgeschwindigkdt 
u=-F:M,  letzteres  gibt  ihm  die  Winkelgesck win- 
digkeit <o  =  Pa-  Mal  am  die  Eanpt&ie  SY,   wo 
Kg    den   Trägheiteradias    fOr    diese    Aie    bedeoteL 
it  nnd  o  sind  znsammeD  der  Winkelgeschwindigkeit 
«B  um  die  Momentanaxe  c  &qmYalent,  welche  in  der 
Hauptebene  XY  der  Axe  SY  im  Abstände  SC—  a 
'  Fl«.  109.  parallel  l&uft  nnd  anf  die  Seite  von  SY  ßJlt,   anf 

_  welcher  C  nicht  liegt.    Wie  in  9.  10    e^bt  sich 

aa  •-  x'  und  liefert  ein  rechtwinkliges  Dreieck  die  reciproken  Punkte  C,  C.  Die 
Gresch windigkeit  v  eines  Sjstempuuktes  in  der  Entfemnng  x  von  SY,  x  pontir 
im  Sinne  SO  gerechnet,  ist 

,  P     ,     Pa  ^     ,  ,    ,        , 

"-"+"*=  M  +  jtfT;  *  -ä7j  f"!  +  "'''■ 

8.  Es  treffe  das  System  mit  emem  Punkte  T  der  Bauptaze  SX,  im  Abstände 
ST  ^  X  von  S  auf  einen  festen  Pnnkt  des  Raumes.  Der  momentane  Widerstand, 
den  dieser  Punkt  leistet,  vernichtet  platzlich  die  Qesch windigkeit  von  T  und 
nOtbigt  die  Systempunkte ,  die  Qescbwindigkeit«n  eu  ändern.  Um  die  Intra- 
sit&t  —Q  dieses  Wideretaudea  xa  bestimmen,  fQgeu  wir  denselben  der  Kraft  P 
hinzu  und  stellen  die  Bedingung  auf,  daei  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  T 
gleich  Null  werde.  Da  die  Qesch windigkeit  des  Pnuktes  T  im  Momente, 
wo  eie  Terrichtet  wird,  senkrecht  mr  Ebene  XY  ist,  so  ist  auch  —<j  senk- 
recht zn  dieser  Ebege.  Die  Bednction  fSr  S  ergibt  daher  die  Kraft  ~Q,  welche 
mit  P  an  5  zu  P  —  Q  sich  verbindet,  und  das  Paar  —  Qx,  welches  mit 
Pa  zusammen  ein  neues  Paar  Pa  —  Qx  bildet.    Die  Kraft  P  —  Q  ertheilt  dem 

i*  —  0 
System  die  Translattonsgesch windigkeit  w  —  — m        ""^   ^"^  ^*'"'  '*'*  ~  ö* 

die  Winkelgeschwindigkeit  m  ^  — „  ^       um  die  Hauptaxe  iS'  T  nnd  n  und  a 

zusammen  sind  Äquivalent  der  Winkelgeschwindigkeit  a>  nm  eine  neae  Momentan- 
axe c',  deren  Abstand  — x'  von  S  der  Bedingung  — xz' ^  ■'  genügen  muM. 
Ein  Systempnnkt  im  Abstände  £  von  SY  erlangt  dadurch  die  Qeschwindigkmt 

V  —  — ^  y  -I "J^i       '  £'    F9r  e  =  a:  erhält  man  die  Oeschwindigkeit  des 

Punktes  T,  welche  Terschwindeu  mnsa.  Aue  der  Gleichung  — j^  ^  -f      i#  't     «  —  0 
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ergibt  eich  demnach  die  Stärke  Q  Aee  Momentanstwaea ,  welchen  das  Sjetem  ii 

r  erleidet,  n&mlich  Q  "  P    °  T    -j ,  welche    mit   Racksiclit  auf  aa^-^n^^  di 


+  ^ 


1  +  * 


Form  Q  =  Pa    ^  T.    -i  annimmt. 

3.  Die  Intensität  des  HomentaiiBtOBHes  Q  in  T  variirt  mit  dem  Abstände  Xi 
sie  verschwindet  für  x  ^  —  a ,  d.  b.  wenn  der  feste  Ponkt  in  der  Momentanaxe  c 
liegt,  wie  selbstrerstHndlicb.  FQr  alle  x'^  —  a  ist  Q  positiv,  fflr  2  <[  —  a 
negativ.  Der  Stoss  erfolgt  daher  in  verBchiedffiiam  Sinne,  je  nachdem  der  feste 
Ptmkt  diesseits  oder  jenseits  C  liegt.  Im  einen  Falle  T&llt  der  feste  Punkt  auf 
die  vordere  Seite  der  Ebene  XY,  im  anderen  auf  die  Hinterseite.  Um  die 
Punkte  T  des  Maxim alstossea  zu  finden,  ist  ihr  Abstand  x  ans  der  Qleichung 

iT^  =.  0,  d.  h.  ans  «;•+  ^i*'^  —  xj  =  0  m  Sachen.    Man  erhUt  hieraus 

x^-a±  V^l+~a'', 
welche  Qleichnng  die  Formen 

x+a=±  V~*f+  a'' =  ±  Y^l^-^fa)  —  :i:ycS-CC' 

annehmen  kann.  Es  ist  aber  Y*^  +<>"  der  Tifigheitsradins  für  die  Moment&naie 
und  x-\-  a  der  Abstand  CT  der  Pnnkte  T  von  der  Momeutanaie.  Daher  gibt 
es  zwei  Pnnkte  T,  T'  des  Maiimalstoases  anf  der  Aze  SX,  welche 
diesseits  nnd  jenseits  in  gleichem  Abstände  von  der  Momentanaxe  c 
abliegen.  Sie  sind  die  Schnittpunkte  von  SX  mit  einem  um  C  be- 
schriebenen Kreise,  dessen  Radius  CK  (Fig.  110}  das  geometrisohe 
Mittel  ist  ans  den  Abstäu- 
C'SnndC'OderMomen- 
txe  vom  Hassenmittel- 
ktejS'undderMomentan- 
,ft  P,  oder  was  dasselbe 
iBsen  Radius  den 
piB."m"'     ■  "  TrUgheitsradins     der    Mo- 

mentanaxe darstellt.  Beide 
Punkte  unterscheiden  sieh  von  einander  durch  den  Sinn,  in  welchem  sie  stossen, 
indem  sie  anf  entgegengesetzten  Seiten  der  Momentanaxe  liegen.  Da  die  beiden 
Werthe  von  x,  welche  ihre  Abstände  TS,  T'S  vom  Massenmittelpnnkte  angeben, 
dae  Produkt  x'  liefern,  so  sind  T,  T'  homologe  Pnnkte  der  involutorischen  Reihen 
C,  C.  Der  eine  von  ihnen  liegt  immer  zwischen  8  nnd  C. 
Die  Intensität  des  Maximalat^sses  ist,  abeolnt  genommen, 


d  die  StoBsintensität  Q  bei 
h  der  Angrifbpnukt  C  der  l 
>r  nicht  mit  dem  Mazimnm  < 


FOr  X  ^  0  and  x  =•  a  wird  die  Stossintensität  Q  beidemal  dieselbe,  nfimlich 
Q  -m  P,  Es  stossen  demnach  der  Angrifbpankt  C  der  Kraft  F  and  der  Haasen- 
mittelpnnkt  gleich  stark,  aber  nicht  mit  dem  Mazimnm  der  Intensität;  ein  Punkt 

des  HazimolatoBses 

(»- 

fällt  zwischen  beide  Punkte,  ein  anderer  Mazimalsloss 
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entiipiicht  einem  jenaeita  C  gelegenen  Stosapunkte. 

4.  FBJIt  der  ÄDgrifispniikt  C  der  Kraft  P  in  den  Haaseunittelpunkt  S,  to 
iit   a  ^  0   und   atösat  das    System  im    Abstände   x   tod    S  mit  der  IntenaitU 

^  =  P     i  ^ — i  ■    ^0"  ^^°  Pnnkten  dea  MazimaUtOMea  RUlt  der  eine  in  S,  der 

andere  ine  Unendliche.  Bin  in  Tianslation  begriffenes  System  atOsst 
alao  mit  dem  Massenmittelpunkte  am  heftigsten.    . 

5.  Oeht  die  Momentanaxe  durch  S,  iat  also  a'  =  0  und  folglich  a  •-  ce,  wel- 
cher Fall  einer  veTSchwindend  kleinen,  nnendlich  fernen  Kraft  P,  oder  also  einem 

Paare  lim.  Pa  =•  N  entspricht,  so  wird  Q  ^  JT    -^    - — j-    und    daa    Maximnm 

des  StoBsea  findet  im  Abstände  ^  '^  ±  "o  statt.  Da  aber  das  Paar  beliebig  in 
seiner  Ebene  gedreht  werden  kann,  so  kann  jeder  Pnnkt  in  der  Ebene  senkrecht 
zur  Homentanaze  iS  Y  auf  dem  Umfange  eines  Kreises  vom  Radius  %^  ala  Pnnkt 
dea  Maxi  mal  stoases  angesehen  werden.  Ein  System,  welches  eine  Winkel- 
geecbwindigkeit  am  eine  Eauptaxe  des  Maaaenmittelpnnktes  be- 
sitit,  atOast  also  in  allen  Punkten,  deren  Abstand  von  der  Rotationa- 
aie  gleich  dem  Trägbeiteradina  derselben  ist,  mit  dem  Haiimnm  der 
Heftigkeit.  Bei  einer  homogenen  parallelepipedischen  Stange,  welche  sieh  nm 
die  zur  L&nge  21  senkrechte  Hanptaxe  des  Hassen mittelpunktea  dreht,  wird  der 
Abatand  dea  Haximatstoasea  x  =  Kg^iy'^;  bei  einer  homogenen  Engel  vom 
Radius  r,  welche  um  einen  DurchmesHer  rotirt,  ist  x  =  x,  =  r  V^. 

Haa  kann  den  vorliegenden  Fall  direct  behandeln.  Es  sei  N  das  Paar  der 
Momentankrftfte  des  Systems,  T  der  Stosapnnkt  in  der  Entfernung  x  von  der 
Hauptaie  SY  und  Q  der  Momentan  widerstand  dea  festen  Punktes  oder  die  Inten- 
sität, mit  welcher  das  System  anstitsst.  Die  Reduction  der  Kr&fte  fQr  S  gibt  —  ^ 
und  das  Paar  N  —  Qx,  welche  in  T  die  Qeach windigkeit 

_  i*  j.  ^-Q^ 


-s  +  -wtF  *  =  « 


herrorrnfen,  woraus  Q  =•  N  —    r — i  Mgi. 

6.    Der  Widerstand  —  Q,  welchen  der  feste  Pnnkt  lu  leisten  hat,  auf  wel- 
chen daa  System  mit  dem  Funkte  T  der  Haupt- 
f    Y f ^ J        aie  SX  in  der  Eatfemnng  ST  —  x  trifft,   hat 

*"  ij,       *«       die   IntenaitÄt   Q  =  P  ■-\  --^^ .     Wir  zerlegen 

mg.  III.  "ü  +  ^ 

die  Kraft  P,  welche  in  C  angreift  (Fig.  111)  nach 
der  Theorie  der  Farallelkräfte  in  zwei  parallele  Componenten,  von  denen  die  eine 
die  Intensitftt  Q  besitzt,  gleichen  Sinnes  mit  P  ist  und  in  T  angreift,  w&hiend 
die  andere  Q"  und  ihr  Angriffepunkt  T'  geaucht  werden  eoUen. 

Man  hat  dann  Q'  +  Q  =  P  und  wenn  x   der  Abstand  des  Punktaa  T'  von  S 
ist,  e  (*  -  a)  "  ^'  («  -  *'),  worauB 
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folgt.  Demnach  ist  T'  der  zu  T  reciproke  Pankt  in  der  Involation  der  Punkte 
{C,  C).  Die  Componcntt'  Q  an  I'  wird  durch  den  Widerstand  —  Q  des  feiten 
FonkteB  Temichtet  und  bleibt  daher  von  F  onr  Q'  fibrig,  welche  Componente  den 
Geachwindigkeitszuatand  dee  SjsteniB  bestimmt,  den  dasselbe  nach  dem  Anprallen 
an  den  festeD  Funkt  besitzt.  Bei  der  Reduction  von  Q'  fQr  S  ergibt  sich  die 
TraasI  atioDsgescb  windigkeit 

ä  ~  jtf  xj  +  X* 
und  die  Winkelgeschwindigkeit 

,        «y         P     a-x 

um  die  Hauptase  5  Y  und  beide  zusammen  sind  derselben  Winkelgeschwindigkeit 
m    um  eine  za  SY  parallele  Momentanaie  ftqaivalent,  deren  Abstand  von  8  ist 

—  I  =■  —  i-  ^  -JJ- ,  sodass  —  ix  =»  x*  und  folglich  |  >—  x  wird.     Die  Homen- 

tanaZe  des  Oeschwindigkeitszustandes  nach  dum  Stoase  geht  daher 
dnrch  den  Stosipnokt  T,  wie  selbstverstandlicb,  da  dessen  Oeschwindigkeit 
dnrch  den  Stoss  anfNull  redncirt  witd  und  ist  paraljel  lur  ursprünglichen 
Momentanaie.  Die  GrJJsse  und  der  Sinn  der  Winkelgeschwindigkeit  a  nach 
dem  Stosee  hOogt  tod  der  Lage  des  Stosspnnktea  ab.  Für  o:  —  a  ist  m'  —  0, 
d.  h.  wenn  der  Stosspunkt  mit  dem  Angriffspunkte  C  der  Kraft  P  id- 
sammenfällt,  so  kommt  das  System  zum  Stillstand.  Für  o:  <  a  üt  a 
gleichen  Sinnes  mit  der  ursprünglichen  Winkelgeschwindigkeit  a,  fQr  x  ^  a  bat 
sie  entgegeDgesataten  Sinn.  Das  Maximum  von  »'  tritt  ein  fOr  die  Werthe  von 
X,  welche  der  Gleichung  x*  —  2ax  —  «»  =-  ü  genOgeu.    Fflr  sie  witd 

Da  die  GrOsse  ^a'  +~ii^  den  T^heiteradius  CK  der  mit  SY  parallelen,  dnixh 
C  gehenden  Aie  darstellt  (Fig.  110),  ao  folgt,  dass  ein  um  C  mit  dem  Tr&g- 
heitsradius  CK  beschriebener  Kreis  auf  SX  die  Funkte  G,  G'  be- 
zeichnet, mit  welchen  das  System  anf  einen  festen  Funkt  anftreffen 
muss,  wenn  seine  WiakelgeachwiDdigkeit  «'  nach  dem  Stosee  so  gross 
als  mOglich  sein  soll.  Beide  Punkt«  unterscheiden  sich  darcb  den  verschie- 
denen Sinn  von  m.    Soll  m  =^  a    werden,  so  musa 


P   {■ 


,-j-=; ,  d.  h.  »  (ax  -  «*)  . 


also  X  —  0  oder  x  —  ~  —  a  sein.    Die  Difieteni  der  Winkelgescbwindigkeitea 
m  und  m   vor  und  nach  dem  Stosse  ist 

y    fa  a  —  z\  P     a:  {ax  -  )ij|) 

M   \ «J       «f+'^7  ~  ^l*\       "J  +  *' 

T,    Die  Geschwind^keiten  t>,  v    der  Punkte  T,  T\  an  welchen  Q,  Q'  an- 
greifen vor  dem  Stosse ,  sind : 


,'  _  „  .  CT  =  »  («'  +  X),     »"  -  »  ■  6- r  =  »  (a'  +  X}  ^^(a--  ^)  - 
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die  Wertbe  a  »  -^  nnd  P  ~  JUma  e 


.,  80  nehmen  ne  die  Form 


OD,  Bodoas,  wenn  man  die  Muae  M  des  SyatemB  in  Ewei 


verhalten ,    n&mlich 


i'  ~  -j-^— ,  setzt,  Q  —  («y,  ^  —  m'v    wird.    Denkt  i 


1  also 


an  die  Stelle  des  ttoMenden  Sjetems  blos  die  beiden  Funkte  T,  T',  reip.  mit  den 
HMBen  m,  m  behaftet,  die  im  nmgekehrten  VerhUtniss  der  ÄbsUnde  T' S ;  TS 
dieser  Punkte  von  S  stehen  und  beide  darcb  eine  DDTer&nderliche  Linie  Ter- 
hnndeo,  so  kann  das  gegebene  System  durch  dies  einfachere  ersetst  werden,  wenn 
es  sich  dämm  handelt,  in  T  denselben  Stoss  Q  anBEDfiben.  Diese  Geiado  mit 
den  beiden  Masienpnnkten  bat  mit  dem  Sjstem  die  Masse,  den  MaBsemnittel- 
pimkt  mid  das  TrSgheitsmomeDt  fSr  die  Axe  >S  Y  gemein.  Denn  die  letttere 
OrSue  ist: 

ma:>  +  ffl'  -5  =  »i'-|.a;'  +  m'»   ■ -|  =- »'"J  +  »»«J  —  (»t  +  tn')  kJ  —J"«;. 

da  tn  :  m'  —  a^  :  x'.  Dieselbe  Honientankraft  P  anf  diese  Linie,  wie  anf  das 
System  wirkend,  besitit  demnach  dieselbe  Homentanaze,  dieselbe  Winkelgeschwin- 
digkeit nnd  vermag  in  allen  ihren  Pankten  lu  atossen,  wie  die  entaptechenden 
Punkte  des  Systems.  Die  Funkte  des  Maximal stosses  ffir  den  Fall,  das«  P  ins 
Unendliche  verschwindet,  aber  daa  Paar  lim.  Fa  bleibt,  i.  B.  abossen,  da  fOr  sie 
a;  V  ±  Kg  ist,  als  ob  in  ihnen  die  Massen  ^  M  vereinigt  wären. 

§.  IS.  Wirkung  eines  Moment^nkräftesysteniB,  welches  einer 
Einzelkraft  P  äqniralent  ist,  deren  Richtung  eine  Hanptebene  XY 
des  Massenmittelpunktes  8  in  irgend  einem  Punkte  C  normal  trifft 
(Fig.  113). 

1.  Die  ErilfterednotioD  für  den  Punkt  S  liefert  dortselbst  die  Erafb  P  mid 
daa  Paar  Ö  =  F  ■  SC,  dessen  Ebene  senk- 
recht zur  Hanptebene  X.Y  nnd  dessen  Axe 
mitbin  dieser  Ebene  parallel  isL  Nach  §.  5 
hat  diese  Axe  die  Bichtung  der  Normalen 
des  Cauchy-Foinsofschen  CentraleUip- 
«oids  in  dem  Punkte  J,  in  welchem  die  der 
Momentanaze  c  parallele  Axe  SJA%t  Husen- 
mittelpnnkteH  diese  PlAohe  durohdringt  Da 
die  Richtung  SH  der  Axe  des  Paares  in  die 
Hauptebene  ftlllt,  so  steht  die  Tangsnten- 
ebene  in  J  senkrecht  auf  der  Hanptebene, 
n  sie  hinein  und  ist  coigugiTt  ra  SC.    Die  Kntft  P 


nuit  die  MomentAuaxe  selbst  ii 


DigiLizedbyCoOj^Ic 


IT.  Th.,  Cnp.  I,  §.  13.      Beispiele  snr  Kinetik  der  MomenUnkr&fte.  377 

P 
an  S  gibt  die  TianBlationsgeBchviDdigkeit  **  ^  "j;  <  ^^^  FtaaG  aber  die  Winkel- 
geschwindigkeit o  nm  die  Axe  C</',  deren  Sinn  mit  G  faumonirt  und  deien  OiCHie 
(§.  5)  (0  —  ^-  '*-";^  -"i  wenn  S/— I,  SH—»,  SC— d  gesetrt  wird. 
N  and  m  ciuanimeu  liefern,  da  sie  Benkrecht  zu  einander  sind,  eine  Winkel- 
geschwindigkeit «  nm  die  mit  SJ  parallele  Momentanaie  c,  welche  auf  die  Seite 
von  5/  mit,  anf  welcher  C  nicht  liegt.  Wir  ziehen  durch  den  AngrifFspnnkt  C 
der  Kraft  P  ebenfalls  eine  Parallele  tn  CJ  und  bezeichnen  den  Dnrchscbnitt  ron 
SC  nnd  der  Momentanaxe  c  mit  C',  sowie  den  Abstand  C'8  mit  if.  Die  Schnitt- 
pankte  dieser  Parallelen  nnd  der  Axe  c  mit  einer  dnrcb  S  gelegten  Senkrechten 
seien  C,  nnd  C,  nnd  SC„  »  a,  C,S  =  a'.  Der  Abstand  a'  der  Homentanaze 
vom  Massenmittelpunkte  ist  nnn  a  =  u  -.  m  —•  b*  •.  ItJd,  oder  weil  für  den  Trag- 
heitsradine  x,  der  Aze  CJ  n'I*  =-  t*  ist,  a  =•  *H  :  dd,  oder  vermOgs  der  Pro- 
portion a  :  d  "  9  :  l,  d  ^  %^  :  a,  sodass  also  aa  —  x*  wird.    Daher: 

Die  Homentanaze  und  eine  ihr  parallele,  dnrch  den  Angriffs- 
punkt der  Kraft  P  gelegte  Gerade  stehen  vom  Massenmittelpunkte 
um  Strecken  ab,  deren  Produkt  gleich  dem  Qnadrat'e  des  Tr^gbeits- 
radiua  für  die  ihnen  gleichfallB  parallele  Aze  des  Massenmittel- 
punktes ist. 

Die  Pnnkte  CJ,,  C,  sind  reciprok.  Es  sei  V  der  zn  {  conjagirte  Seroidiameter 
SJ',  Welcher  in  die  Richtaeg  SC  ftllt,  femer  seien  a,  ß  die  Halbazen  des  vor- 
liegenden Hanpbchnitts  des  Centialellipsoida  und  9  der  Winkel  zwischen  l  und  V. 
Dann  ist  nach  einem  bekannten  Satze  fiber  die  Ellipse  IJ'  sin  #  »  aß.  Zugleich 
ist  4: 1  ■—  »in 9.    Bedenkt  man  nun,  dast  d  sin#»a,  d'  sinfr^a'  ist,  so  geht  die 

Oleichnng  aa'i^N^  Ober  in  dd"  sin'*  — ■',  oder  dJ™  (-^-^1  —«'(—gl 
weil  x«f  —  (■  ist,  in  ddf—  (^)  ,  d.  h.  die  Pnnkte  C,  G\  nämlich  die  An- 
griffspunkte 0  der  Kraft  P  auf  einer  durch  den  Masaenmittelpnnkt 
gebenden  Geraden  SC  und  die  Schnittpunkte  C  derselben  mit  der 
zugehörigen  Momentanaze  bilden  eine  InTolntion  gleichartiger 
Lage  (CnndC  liegen  anfversohiedenen  Seiten  von  .9)  fdrden  Massen- 
mittelpunkt als  Mittelpunkt  derselben.  Das  Prodnkt  der  AbstKnde 
CS  und  SC  ist  das  Quadrat  ^^V  des  Tragheitsradius  ».  fflr  die  der 

Momentanaze  parallele  Axe  von  3,  dividirt  durch  den  Sinus  des 
Winkels,  welchen  die  Momentanaze  mit  der  ihr  conjugirten  Kich- 
tang  bildet. 

Denkt  man  sich  den  Angriffspunkt  C  der  Kraft  P  nach  und  nach  alle  Lagen 
des  Haupbchnitts  einnehmend,  so  erh&lt  man  fOr  jede  Lage  der  Geraden  SC  eine 

Strecke  X  ^  ~x ,  welche  den  Abstand  zweier  Pnnkte  auf  SC  diesseits  und  ien- 

aeits  ron  S  bezeichnet,  welche  homologe  Pnnkte  C,  C  der  Involntion  auf  SC 
(ideelle  Doppelpunkte)  sind.  Da  jedes  il  dem  Semidiametor  I'  der  Centralellipse 
(tcP)  proportional  ist,  welche  mit  ihm  in  dieselbe  BichtuDg  fKltt,  so  bilden  die 
ideellen  Doppelpunkte  der  Involutionen  eine  der  Centralellipse  Umliche  und  Uin- 
lich  liegende  concentriscbe  Ellipse.  Das  AebnlichkeitnerblUtniss  ist  l-.l'—i^-.tiß 
und  die  Azen  der  uenen  EUipee  sind  s':|}  und  c*:a,  resp.  in  den  Biohtnngen 
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der  Aien  a  vaA  ß  der  Centrftlellipte.  CoDStrnirt  mtui  fflr  jeden  Punkt  C  kut 
Homeutenaxe  e  die  sjnnuetriioh  gegen  S  gelegene  Gerade  e",  ao  ist  letztere  die 
Polare  von  C  in  Beeng  auf  dieie  nene  Etlip«e  und  ergibt  sich  der  Säte: 

Auf  jedem  Diameter  der  Centralellipae  bilden  die  Angriffapnokte 
C  der  Kraft  P  und  die  Schnittpunkte  C  mit  der  cugebCrigeD  Momen- 
tunaie  e  eine  Involution  gleichartiger  Lage.  Der  Ort  der  ideellen 
Doppelpunkte  aller  dieser  Involntionen  ist  eine  der  Centialellipse 
concentrische,  ähnliche  und  äbnlicb  liegende  Ellipse.  Die  mit  den 
Uomentanazen  c  symmetrisch  gegen  den  Uassenmittetpunkt  S  ge- 
legenen Geraden  c"  sind  die  Polaren  der  Angriffapnnkte  C  in  Besag 
anf  diese  Ellipse.  Die  Punkte  C  und  die  Homeotanaien  sind  daher 
reciproke  Systeme,  sodass  allen  Punkten  C  einer  Geraden  Momentan- 
asen  entsprechen,  welche  sich  in  einem  Pnnkte  schneiden  and  nm- 
gekehrt 

Beschreibt  O  einen  Kegelschnitt,  so  amhflllt  c  ebenfULs  einen  Kegelschnitt. 
Die  Gleichung  1  ■»  xg  :  sin  #  oder  x„  •"  l  sin  9  lasst  eine  einßiche  Interpre- 
tation lU.    1  sin  ff  ist  der  Abstand  des  Endpunktes  von  1  von  der  Ricfatoug  des 
ihm  conjugirteu  Diameters.    Dieser  Abstand  ist  demnach  der  TrftgheitBradias  fOr 
diesen  conjngirten  Diameter. 

2,   Es  treffe  das  Sjatem  mit  einem  Ponkte  T  der  Hanptebene  XY  auf  einen 

festen  Ponkt,  welcher  durch  seinen  Widerstand  —  Q  den  Geschwindigkeitemstand 

modificirt.    Um  die  Intensität  desselben  eq  bestimmen,  ffibren  wir  — Q  ein  and 

setzen  die  aus  P  und   —  ^  entspringende  Geschwindigkeit  des  Ponktes  T  gleich 

Nnll,  welche  Bedingnng  zar  Bestimmang 

von  Q  f3r  die  verschiedenen  Lagen  von  T 

in  der  Ebene  XY  führt.    Zn  dem  Ende 

ziehen  wir  (Fig.  113)  TE  parallel  SJ  und 

bringen  au  E,    dem   Schnittpunkte   von 

^    TU  mit  SC  iwei  entgegengesetzt  gleiche 

Kräfte  —  Q  und  Q  an.    Die  Kraft  —  Q 

an  E,  welche  mit  P  entgegengeaetsten 

Sinnes  ist,  behandeln  wir  mit  P  nuam- 

men,   da«  Paar  —  Q  .  TE  appart.    Die 

Reduction  von  P  nud  Q  fflr  den  Punkt  ä' 

liefert  nun  inn&chst  dortselbst  eine  Kraft 

P—  Q  und  ein  Paar  Pd  —  Qe,   wenn 

SE  ■-  e  gesetzt   wird.    Erstere  gibt  die 

P  —  Q 
Translationsgeschwindigkeit  u  —  — -^^-^  und  letztere  die  Winkelgesohwindigkeit 

Pd  —-  Qe 
"  "  — lü't*      '*  ""^  ^''"    ^"^  beiden  zusammen  erlangt  der  Punkt  T  die  G«- 

,  wenn  b^TgS  der  Abstand  de»  Punktes 


Flg.  III. 


sobwindigkeit 

T  von  SJ  ist    Vermöge  der  Eelationen  x,I 

Aaadmck  über 


L  (P»: 


I  -  e  -  f    *"" 


Wt       u  ■    ,  L      ■,    „  Pa-Qb 

,        ,  ,,^— i—,  wobei  also  £0  unter  derFormv»  -—,;--?— 

f  JtfxJ        '  J(«jj 

erscheint.    Das  Paar  —  Q-  TE,  dessen  Ebene  der  durch  SJ  f^henden,  iiir  Ebene 
XY   senkrechten  Diametralebene  des  Centralellipeoida  parallel  ist,  eneugt  eine 
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Winkel geBcbwiodigkeit  a  am  den  za  SJ  conjngirten  Diameter  SC  dikI  weno  wir 
TE  =.  f,  den  ÄbBt*nd  TL  des  Punktet  T  von  S£^  mit  A,  S.ff'  aber  mit  *"  be- 
zeichnen, BO  wird  m  ^  —  -j^--j  ■  J'ä'.  oder  wenn  »,1'  i—  i',  —  ■=  .tj-i  anch 
»' ="  -)ji  )■  ■    Durch  m    erlangt  T  die  Geech windigkeit  —  'STT  '*'  ''•^■^'^*  '"'■' 

wie  die  von  u  und  w  herrührende.  Henkrecht  mr  Ebene  XY,  aber  jener  entgegen- 
geietzt.  Setzen  wir  demnach  die  Qecammtgescb windigkeit  von  T  der  Null  gleicht 
»0  erhalten  wir  lur  Beatimmong  TOn  Q  die  Gleichung 

J -^       f.  -  ()i  gv  _  - 

M     ^      Mx^  Jtf»'  ' 


folgt.  Q  erscheint  hier  als  eine  Function  von  h  nnd  6,  den  AbttAnden  des 
Punktes  T  von  dem  dnrch  den  Angriffepunkt  O  der  Kraft  P  gehenden  nud  dem 
diesem  conjugirten  Diameter  SJ'  and  SJ.  FQr  dasselbe  P,  denselben  Pnnkt  C- 
iind  dasselbe  6  wird  daher  Q  ein  Haiimam,  wenn  h  —  0,  d.  h.  wenn  T  in  den 
durch  C  ^henden  Diameter  flUlt.    Ist  diese  erste  Bedingnng  des  Maximums  von 

X»  +ab 
Q  erfDllt,  so  bleibt  nur  noch  der  Ausdruck  Q  —  P     j-i^'hi    '"  B^°B   *^^  ^^^ 

Abetaod  b  zu  einem  Maximum  in  machen.    Dies  fährt  in  der  weiteren  Bedingung 
2s> 
6*+  — S  6  —  kJ  —  0, 

welche  mit  HSlfe  von 

%l~aa,     --  —  j.  =  j-,      -^  =.dd 
in  e*  -f-  2<^''  —  <''''  *  ^  nmgesetst  werden  kann.    Diese  Gleicbong  liefert 

e  +  d-^±yd'  Iß-  +  <t). 
wodurch  man  den  Satz  erhält: 

Die  Fnnkte  des  Uaiimalstosses  liegen  auf  dem  durch  den  An- 
griffspunkt C  der  Kraft  P  gehenden  Diameter  des  Centralellipsoida 
und  sind  die  Schnittpunkte  desselben  mit  einem  nm  C  beschriebenen 
Kreise,  dessen  Radius  da«  geometrische  Uittel  ans  den  Abstanden 
der  Punkte  S  and  C  von  C  ist. 

Die  QrOsse 

leigt,  dass  der  Abstand  der  Punkte  des  Maximal stosses  von  der  Momentanaie, 
n&mlich  die  OrOsse  (t  -4-  d)  sin  d  gleich  dem  Trftgheitsradins  fflr  die  Momentan- 
aie ist.    Man  kann  daher  den  Satz  auch  so  ausdrücken: 

^Wenn  ein  System  eine  Winkelgeschwindigkeit  nm  eine  in  einer 
Hau pt ebene  des  Hassenmittelpunktes  gelegene  Momentanaie  be- 
sitit,  so  liegen  die   beiden  Funkte   dieser  Ebene,  mit  welchen  das- 

DigiLizedby  Google 


380  Beispiele  sur  Kinetik  der  MomenUabrafte.      IV.  Tb.,Cap.l,S.  IS- 

■elbe  gegen  einen  festen  Punkt  am  heftigaten  anstOBst,  anf  dem  sar 
Richtung  der  Momentaaaie  coujugirten  Diameter  in  gleichem  Ab- 
■  tande  von  dieser  Äse  nnd  zwar  ist  dieser  Abstand  der  Tr&gheits- 
radiuB  des  Systems  um  die  Aze. 

Beide  H&zimalpiuikte  sind  homologe  Punkte  der  Involution  des  Stiales  SC, 
da  das  Produkt  ihrer  Abstände  e,  e   von  S  gleich 

Für  die  Intensität  des  Maxim  alstosses  ergibt  sich : 

e-*p(.±l/7TD, 

der  positive  dieser  beiden  Werthe  entspricht  dem  zwischen  C  nnd  S  gelegenen 
Punkte  T,  der  negative  dem  jenseits  C  gelegenen;  für  ersteren  hat  Q  gleichen 
Sinn  mit  P,  für  letzteren  entgegengesetzten. 

Geht  P  dnnih  3,  so  wird  d  —  0,  also  g=^  \P[l  ±  1),  die  Punkte  dee 
MaiimalstOBses  sind  der  Hasaenmittelpunkt  S,  welcher  mit  der  Kraft  Q'-F  stOut, 
und  ein  unendlich  ferner  Pnnkt,  in  welchem  die  Kraft  Q  verschwindet. 

Verschwindet  P  im  ünendlicbeD,  sodass  aber  Um.  Pd  sich  einer  bestimmten 
Grenze  tdhett,  so  geht  die  Momentanaxe  durch  S  und  liegen  die  Paukte  des 
MaiimalstoBseB  nm  k,,  von  ihr  und  mithin  um  x,  :  sin  #  ■»  1  von  S  ab.    Daher: 

Die  Punkte  des  MazimatstoBses  eines  um  einen  Durchmesser  des 
Gentralellipsoids  lotirenden  Sjstems,  welches  in  eine  Hauptebene 
fällt,  sind  die  Endpunkte  des  ihm  in  dieser  Ebene  conjngiiten  Dnich- 
messers  der  Ellipse,  welche  der  Ort  der  ideellen  Doppelpunkte  der 
reciproken  Systeme  (C,  c)  ist. 

3.  Für  den  Ort  aller  Punkte  des  Hauptschnittes  XT,  in  welchen  dae  System 
mit  gleicher  Intensität  ^c— nP  stOest,  erhält  man  zwischen  h  und  b  als  Cooi- 
dinaten  die  Gleichung : 

"V  +  ,l  +  rtl       +  -i ' 

oder  wenn  man  statt  h  und  b  die  Längen  8E  «o  e  nnd  ET  =•  f  einführt  nnd  sie 
übersichtlicher  mit  £,  r)  bezeiohnet,  m>  erUllt  man  mit  Hülfe  der  BelatiMien 
a  —  d  sin  9,  b  —  {  mo  #  und  A  =  t;  sin  $  die  folgende: 

wo  für  Xg  :  sin  0  and  x,  :  sin  #  nach  Nr.  1  (Schluss)  1  und  Z'  gesetzt  ist,  sodaaa 
X  den  X,   entsprechenden  Semidiameter  der  Ellipse  der  Doppelpunkte  bedeutet 

Verschiebt  man  nun  den  Ursprung  der  |,  n  ans  S  in  den  Punkt  |»i  — ,  i]=>U, 
so  kommt  vermSge  diT  •=•  l: 

Der  Ort  der  Punkte  heftigsten  Stosses  ist  also  eine  Ellipse,  ähnlich 
der  Centralellipee,  deren  Hittelpunkt  auf  CS  im  Abstände  4  —  von  S 
liegt.    Für  |.  -  4«  {«  -  1)  -  0,   d.  h.  fflr  «  -  J  -  i  A  ±  -j/^ 
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d.  b.  fBr  du  Haximnin  [Q)  der  Stosnntensit&t  rednciii  «ich  dieselbe  Bof  einen 

oder  den  anderen  der  Mittelpankte  des  aUrkiten  StoMes  und  fBr  in  (n  —  1)  ^  -^  , 

d.  h.  fSr  n  grOuer  als  der  eben  angegebene  Werth,  vird  ne  imaginb,  weil  Q 
nicht  grOaser  ab  das  Hazimnm  der  StoisintenaiUt  werden  kann. 

4.  Als  Beispiel-EU  den  §g.  13,  13  kann  ein  ebenes  STstam  dienen,  welches 
senkrecht  ta  seiner  Ebene  von  einer  Momentankraft  P  gestosaen  wird. 

g.  14.  Stoss  eines  nnveränderlichen,  in  Bewegung  begriffenen 
Systems  anf  irgend  einen  festen  Pnnkt.  In  Bezng  anf  die  Hauptaxen  des 
Systems  als  Coordiuatenaxen  seien  x,  y,  e  die  Coordinaten  des  Sjstempnnktes  T, 
welcher  auf  den  festen  Punkt  trifit  und  —  Q  der  Homentaowid erstand,  den  dieser 
Punkt  leistet.  Wir  reduciren  denselben  fQr  den  Masseninittelpankt  S  nnd  erhalten 
als  Componenten  desselben  —  2,  — Y,  —  Z  and  als  Componenten  des  dnrcb  seine 
Verlegung  an  S  eiugefübrten  Paares  die  Azenmomeute  —  (i/Z—  eF),  — (zX — xZ), 
—  {xT —  i/X).  Sind  also  X^,  Y^,  Z^\  Xg,  M^,  N^  die  entsprechenden  Bednctions- 
elemente  der  gegebenen  Homentankrftfte  des  Systems,  so  bestimmen  die  Ei&fte 
X,  —  X,  Y^  —  Y,  Z^  —  Z  und  die  Paare  i,  ^  (yZ  —  tiY),  Jlf,  —  (eZ  —  xZ), 
JT,  —  {xY —  yZ)  die  Geschwindigkeiten  der  Systempunkta.  Die  ersteren  er- 
heilen nun  dem  Punkte  z,  y,  t  die  Translationsgeschwindigkeiten  — ^-^^^ — , 
■■'■■jü — '  °  jy — I  weim  M  die  Uuse  des  Systems  ist,  die  drei  letzten  aber 
liefern  snoKcbt  die  Winkelgeschwiudigkeitscompoaenten 

h.-~y?+*-J  M,-zX  +  xZ  N„  —  xY+vX 

'■"  Ma*    "      '       «~        Mb'  '      •■"•  jtfe« 

wenn  a,  b,  c  die  Trilgbeitsradien  fQr  die  Hauptaien  der  je,  y,  «  sind.  Dnrcb  sie 
erlangt  daher  der  Punkt  (aiyr)  die  Geschwindigkeiten  g«  —  ry,  rx — P^,  py—  9X 
und  sind  demnach  die  Componenten  seiner  Oesobwindigkeit  flberbanpt 

I'o  -   i'   , 
oder  also  mit  Hülfe  der  Werthe  für  j>,  q,  n 

•--—«-- üf?  w -'^ + »^i  +  M>  (»•- -^ + '^'' 

Diese  Componenten  mässen  in  Folge  der  Wirkung  des  Widerstandes  —  Q  ver- 
schwinden; daher  folgen  dessen  Componenten  — X, — Y, — Z  aus  den  Gleichungen: 
-{fcV'+c**'+&'c')Z  +b'xyY  +c'x^Z~-b'yy,-c*EM^~bVX^ 

—a*xyX+{eV+a*x'+<^a*)Y  —c'yeZ—chL^-a*xN^~cVY^ 

-a*xxX  -b'ytY+{a'x'+by+a'b'iZ—a'xM^'-bhfL^—a*b'Z„ 
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wozn  DOch  hiDZDkomiaen  für  —Q  and  inne  Richtang  (flßy).: 

FOr  dea  speciellea  Fall,  «elcher  Bich  an  die  Betrachtungen  des  §.  13  nn- 
mittelbar  hätte  anachlieaaen  lawen,  dau  nämlicti  der  Punkt  T  in  der  Hanptebene 
der  xy  liege  and  Z„  ^^  0,  X^  ^  ¥„  '^  0,  aleo  anch  N^  ^D  sei,  gestaltet  sich 
die  BeclmaDg  einfach.    Man  erh&lt  2=-0,  T  mm  o,  Z  ^^  Q  and 

(a'«»  +  b'y'  +  o'ft»)  V  —  o'iEJtfo  —  6*!/io  —  o't'^o  ■ 
Hierin  iat  weiter,  um  die  BeceichnnngsweiN  mit  %.  13  in  Einklaog  sn  bringen, 

Z„  -  P,    r»  — Sio^o -««^0  — j/oP,     M„'— („3; -ai,Ä„ —  —  aT.P, 
wenu  Xg,  i/g  die  Coordinaten  von  C  sind. 

g.  16.    Stosa    einea    Panlctes    von    der    Masse   m    normal   lu    einer 
Hauptebene  XY  dea  Uassenmittelpanktes  S  in  einem  Punkte  C  eioer 
Hauptaze  SX  (Fig.  114).    Wir  nahmen  iu 
f  den  gg.  10—14  an,  dass  die  Homentankrftfle 

dea  Systems  einer  einzelnen  Kraft  F  Äqui- 
valent seien,  ohne  das«  wir  Ober  den  Dr- 
sprang  dieser  Ernft  eine  VoraasBetiang  mach- 
ten. Jatxt  wollen  wir  annehmen,  dass  JP  da- 
C       T  X   dnrcli  gegeben  sei,  daaa  ein  Punkt  von  der 

_    .     —^         I  Masse  m    mit  der  Oeschwindigkeit  p   aenk- 

reoM  zu  SX  in  C  das  System  ixüR,.    Es  ist 
Big,  lu.  dann  aber  nicht  etwa  die  Momentankraft  mf, 

welche  der  Hasse  m  ihre  Geschwindigkeit  n 
zn  geben  vermag,  die  Kraft  P  selbst,  sondern  nur  ein  Theil  deraelben.  Im  Mo- 
mente des  Änprallens  bildet  n&mlich  m  mit  dem  Sjatem  ein  QeBammtejstem,  anf 
dessen  Punkt  0  die  Momentankraft  me  wirkt;  man  hat  m  bestimmen,  welche 
Geschwindigkeit  u  dieser  Punkt  C  annimmt  j  dieselbe  Geschwindigkeit  nimmt  der 
mit  ihm  lusammentreffende  Punkt  m  an  und  da  dieser  vorher  die  Geschwindig- 
keit D  besass,  so  hat  er  f  —  u  verloren.  Es  ist  mw  die  Homentankraft,  welche 
der  neuen  Geschwindigkeit  von  m  entspricht  und  m  (c  —  tt)  die  Momentankraft  P, 
welche  im  Stosse  auf  das  System  wirkt. 

1.    Es  sei  nun  g  der  Massenmittelpunkt  des  Gesammtsystems  der  Maasen  M 

und  m.    Man  hat  dann   —  ™»  -jy  =  ^^  -  - —    also,  wenn  SC  ^  x  sesetst  wird: 

m         M       M  -^  m  '  ° 

^'  ""  M  4. — '  *^  ■"  M  4. —  ■  ^^^  '**■'  Hauptaien  des  Hassenmittelpnnktes  » 
fOr  das  Ges&nuntsystem  der  Massen  M  und  m  f%1lt  -die  eine  mit  SX  tnsammen. 
die  anderen  sind  patallel  ST  and  SZ.    Die  Kraft  mv  ertheilt  nun  dem  Gesammt^ 

System  eine  Tran slatdonsgesch windigkeit  ^-r —  senkrecht  zur  Hanptebene  XT 

und  eine  Winkelgeschwindigkeit  m  ^=  rsn — ,—n  nm  die  Hauptaxe  iT',  wo  x' 

[jH  -|-  m)  K  ■ 

den  TrägheitsrodiuB  des  Gesammtsystems  fOr  diese  Äxe  darstellt.  IN^er  edugt 
der  Punkt  0  die  Geschwindigkeit 


M  +  m"^  (M  +  m 
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Qod   wird,   wenn   x   den   TiAgheitiradiiii   der   Hatse   M  für  die  Ase  i9y  dar- 
stellt, veil 
(Jf  +  m).- _».•.  +  ». fl'+»..-C*-M.'+ilf(5,'"^-J"+,».(^*. 

uad  alio 

,,       „  (Jf +  »).■  + «x> 

"  -" — (M+sr-- 

iat,  diese  Gröeee 

.'  + »■ ,        _  ^e«'_ 

■owie  endlich 

„    jff" 


Tenchwindet  für  x  —a>.     Der  Werth  de*  Manrntniu  iat  P-=vit  ■  ^i—r'    ■    ^^^ 


"•    (M +  >»).•  + mi- 
8.    Die  Kraft  P  oder  der  Tbeil  TOD  mv,  welche  die  Bewegung  det  S^Btema 
heatimnit,  ist  mit  der  Lage  des  PonkteB  C  veAnderlicb,  sie  ist  ein  Maxinmm  fOr 
X  •—  D,  wenn  rIbo  C  in  den  Funkt  iS  fftUt,  aie  nimmt  mit  wachsendem  x  ab  and 

M 
'  M  - 

kann  nun  m  und  v  »o  als  Fanetionen  von.x  bestimmen,  daas  fflc  constant  bleibt 
und  P  fflr  alle  Pnnkte  C  der  Geraden  iSX  deikselben  Werth  hat,  wie  in  8.  Hienn 
ist  vermOge  des  Aoidrucks  für  diese  OrOsse  erforderlich,  da« 

ffi  («•  +  x')  -  CoMt.  —  MB', 
wodurch 

Jlf  B'         ,  mo  «*  +  X* 

•"  -  .-^+7  """  -  "sr  -  "•  "ÄST 

wird.  Die  Constanten  B  und  tne  bequemer  auszudrücken,  seien  m„  and  v,  die 
Werthe  von  m  and  p  für  o;  ■—  0,  n&mlich  Mo  >—  — ,- ,    v„  ^  mp  -.-., ,    woraaa 


M 


und  mv  —  »igC,   folgt.    Man  erh&tt  hierdurch  für  m,  v  und  P  die 


'„'  +  X*'         "        ""        »■       '        '         "'•'''''  Af +  m. 

Diese  Kraft  P  ertheilt  dem  System  eine  Translationageschwiudigkeit  -ir^  •—  -i>-r°~  , 

Jh        vH  +  01(1 

anabhängig  von  x  and  eine  Winkelgeschwindigkeit  um  b  T",  welche  Fanktion  von 

X  ist,  nSjulich: 

deren  Ausdruck  mit  Hülfe  der  Werthe  für  m  and  v  die  Form  annimmt: 

"  ~  "•'•  («  +  «.).'■■ 

S.  Der  Theit  P  von  mv,  welcher  die  Bewegung  des  Bjstema  bestimmt,  wird 
in  dem  extremen  Falle,  doss  m  verschwindet  nnd  e  unendlich  gross  wird,  jedoch 
eo,  dass  tnv  constant  bleibt,  gleich  mc  selbst  und  mu  —  0. 

4.  Wir  nehmen  jetst  an,  das  Sjitem,  welches  von  der  Maaie  m  mit  der 
Geschwindigkeit  v  getroffen  wird,  Btosse  lugleich  auf  einen  festen  Pnnkt  T  in 
der  Linie  SX  nnd  wollen  den  Stoss  Q  auf  T  bestimmen.  Wir  fanden  g.  12,  dass 
die  Kraft  P,  welche  in  der  Entfeniung  SC  —  a  angreift,  auf  T  io  dem  Abstände 
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ST  den  StoM  Q  —  P  -j-^ — j  hetvormfl.    In  dem  TOrli^enden  Fall«  tritt  a  u 

die  SteUe  von  5,  V,  sC  —  fi  und  sT  —  ST  —  S»  =  Ä  —  S«,  wo  ST  =-  Ä,  sind 
fOr  Kg,  a  und  x  sn  setien,  aodaaa  wir  innächat  erhalten: 
j,.-'  +  {(>-s7) 
••■  +  (»  -  S.)'  ' 
worin  aber  P  den  betreffenden  Tbeit  TOn  mv  bedentet.    Nun  hat  man  aber: 
P  J«»'  ...      „(üf  +  in)  »■  +  «.«■  -i 

.     '(M  + ».)«■+ »ii"  («  +  »)•       '  Jf  +  .' 

mit  Hülfe  weicher  Wecthe  erbaiten  wird; 


.  h.  wenn  O  mit  T  ziuammenfAllt,  wird  F  >»  me;  fOr  £  =  0  itt 


•  +  (■ 


und  w&cliBt  P  TOn  (  — 0  big  {  — Ä;  für  {■— —  ^  »stP— Onnd  ebenwflir  {•»« 

P  —  0.    Gb  gibt  daiieT  ein  Maximnm  von  P.    Dasselbe  entspricht  einem  Weitlie 
£,  welcher  der  Oleichni^ 

{«  +  2fc'4  _  (fci  (i  +  ^  +  Äfc')  -  0 

genügt,  wo  -j-i—h'    ond  ft -f  h' — 1 1   gesetzt  sei.    Diese   Gleichung   ^t  iwei 
Punkte  des  MaiinialgtOBses  in  gleichem  Abstände  von  dem  Punkte  x  —  —  k'. 

Beispiel.  Es  sei  »"l.  A  —  x,  also  T  ein  Punkt  de«  HadmalatMce« 
des  gegebenen  Sjstems  (abgeaehok  von  m)  bei  der  Drehung  Ton  ST.  Ana  da 
Gleichung   |'  -|-  3x£  —  6k'  =  0  folgen   die   Abecissen    der  MaiimftUtowpnnktt 

I x±xl/6,  wofar  g^mv      ±^     . 

12  +  4  V^ 

§.  16.  Wenn  das  System  nicht  &ei,  sondern  an  Bedingungen  ge- 
bunden ist,  z.  B.  einen  festen  Pnnkt  zu  besitzen,  um  eine  feste  Aie  sich 
zn  drehen,  mit  gewissen  Theilen  feste  Flächen  zu  berOhren  u.  s.  w.,  so 
leistet  dasselbe  vermöge  dieser  Bedingungen  im  Momente  der  Einwirknng 
momentaner  ErSfte  gewisse  momentane  WideratSnde.  Fahrt  man  dieselben 
als  MomentsnkrSfte  ein  und  fUgt  sie  den  gegebenen  MomentankrSften  hinzu, 
so  kann  alsdann  das  System  als  ein  &eies  behandelt  werden.  In  manchen 
Fsllen  kann  man  jedoch  die  Bedingungen  durch  fiinfOhrung  unendlich 
grosser  lülassen  in  das  System  erBOtzen.  Diese  Idee  wurde  zuerst  von 
Poinsot  ausgesprochen  [Sw  la  manüre  de  rammer  ä  Ja  djfnamique  dt-^ 
Corps  Ubres,  ceHe  des  corps  qu'on  suppose  gSnis  par  des  obslades  fixes.  Liou- 
Tille,  Jounude  Mathöm.  S^^^Sörie,  T-IV<18S9),  p.  171];  ihrer  Wichtig- 
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keit  wegen  wollen  wir  auf  dieselbe  Uer  in  einem  Falle  etwaa  nKher  ein- 
geben. 

Das  System  beeitse  einen  festen  Punkt  A,  d.  h.  einen  solchen,  welcher 
durch  kein  Sj^tem  von  Momentankrfiften  eine  6eBchwindigkeit  erlangt.  Re- 
dnciren  wir  ein  beliebiges  gegebenes  System  ron  MomentankrSften  für  den 
Massenmittelpunkt  S  und  untersnchen  wir,  welche  llasse  der  Punkt  A  be- 
sitzen muss,  wenn  er  die  Rolle  eines  festen  Punktes  spielen  Soll,  wBhrend 
das  System  als  ein  freies  angesehen  wird.  Die  KrSfteredaction  liefert  eine 
Resultante  R  und  ein  resnltirendes  Paar  &;  erstere  ertheilt  dem  System 
eine  Translationsgeachwindigkeit  u  ^=  It :  M,  letzteres  eine  Winkelgeschwin- 
digkeit ü}  ^=  G :  JUxl  um  eine  durch  S  gebende  Axe  c  und  wenn  S  den 
Abstand  des  Punktes  A  von  der  Axe  c  bezeichnet,  so  sind  u  tind  nS  die 
Componenten  der  Geschwindigkeit  desselben.  Bildet  nnn  Ji  mit  der  Axe  c 
den  Winkel  a,  so  ist  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  von  A  gleich 
u*-j-  «*d*  —  Suudsina;  damit  dasselbe  unabhängig  von  «,  welcher  Winkel 
mit  der  Wahl  des  ErSftesystems  variirt,  verschwinde,  muss  U  ^  0  und  S  ^=0 
sein.  Dies  liefert  die  Bedingung  M  ^  oa,  i  =*  0.  Der  Punkt  A  muss 
mitbin  auf  der  Momentanaxe  liegen  und  die  Maase  des  Systems  muss  un- 
endlich gross  sein.  Da  die  Axe  c  durch  S  geht  und  je  nach  Beschaffenheit 
des  Kräftesystema  verschiedene  Richtungen  haben  kann,  A  aber  stets  auf 
ihr  liegt,  so  f&llt  A  mit  S  zusammen.  Der  feste  Punkt  muss  also  der 
Massenmittelpunkt  sein.  Legt  man  daher  dem  Punkte  A  eine  unendlich 
grosse  Masse  bei,  so  sind  alle  Bedingungen  erflltlt  und  kann  das  System 
als  ein  freies  bebandelt  werden. 

Es  sei  nun  n  die  dem  Punkte  A  zuerthellte  unendlich  grosse  Masse, 
wahrend  M  die  Masse  des  Systems  an  sich  bedente;  es  ist.ä.  der  Massen- 
mittelpunkt von  fi-\-  M  nnd  S  der  Massenmittelpunkt  von  Jlf ;  die  Ent- 
feninng  AS  wird  unendlich  klein  sein.  Das  System  kann  nur  rotiren  um 
Azen,  welche  durch  A  geben.  Auf  das  Trägheitsmoment  und  die  Winkel- 
geschwindigkeit des  Systems  um  solche  Axeu  hat  die  Einführung  von  fi. 
keinen  Einfiuss,  da  A  auf  der  Axe  liegt.  Indessen  ist  es  rSthlicb,  den 
jettt  vorliegenden  Fall  als  einen  Grenzfall  anzusehen  von  dem  Falle  eines 
Systems  (i  -^  M,  in  welchem  ein  Punkt  A  eine  sehr  grosse  Masse  fi  be- 
sitzt. Der  Massenmittelpunkt  s  dieses  Systems  fUlt  dann  zwischen  A  und 
S  und  theilt>i£^  im  umgekehrten  Verbal tniss  der  Massen  Jlf  und  ft,  sodass, 
wenn  As  =  i,  AS  '=  d,  also  s8  =•  d  —  i  gesetzt  wird: 
Md  ■        .  t^d 

ist.    Das  Trägheitsmoment  von  ^  nm  eine  Aie  des  Punktes  s  senkrecht  zu 

AS  ist  (*i*,  das   von  3f  ist  3f«J  -\-  M{d--  »)*,  wenn  %^  der  Trägheita- 

rodiuB  fllr  die  Pai'oUelaxe  des  Punktes  S  ist.    Daher  wird  das  TrBgheits- 
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moment  von  ft  -\-  M  (üv  die  Aie  des  Punktes  s: 

(^  +  jf)  **  =  p.t^  4-  af»;  +  3f  (d  —  0*  —  -M  / 


Wird  nun  jt  ■=  oo,  bo  ergibt  sich  Um  (fi  +  Af)  **  ■=  af  (»i^  +  d*),  welches 
genau  das  TrKgheltamoment  des  Systems  3f  am  die  Ate  des  Punktes  Ä  ist. 
Der  TrKgheitsradius  x  nähert  sicli  der  Nnll;  indessen  ist  t  unendlich  klein 
gegen  x,  wie  man  aus  der  Gleichung 

^^[-  +  -0  +  ^)] 

-     y^l 
ersieht,  welche  im  -5-  =  oo  liefert    Dagegen  ist 

/'  +  -:('  +  ?) 


eine  endliche  LSnge  und  bedentet  den  Abstand  des  zu  A  reciproken  Punktes. 


'(■  +  7) 
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Foinaot,  Theorie  nouvelle  de  la  rotaiion  des  eorpg  (Lionville,  Jonm.  de 
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Anhang  seinen  EUmetu  de  gtatique  beigefflgt 
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Abhandlungen  auch  in  BchlCmilch's  Zeitschrift  f.  Uathem.  u.  Physik,  m, 
B.  148  u.  274.] 

Poinaot,  Sw  la  quantüi  de  mouoement  qui  est  tranemite  ä  «m  corps  por  U 
<Aoc  (Tun  jMHnt  rnassif  qui  vient  Je  froher  datu  uns  directum  downie.  (Lionville, 
Jonm.  21*°"  S^rie,  T.  IV,  p.  161.) 

Folie,  Theorie  nouvelle  du  mowemenl  (fttn  corps  libre  [Bulletin  de  TAoad. 
des  Sciences,  des  lettres  et  dea  beaux  arts  de  Bägiqac,  2'*""  S^tie,  T.  XX  (1866), 
p.  486]. 

Chelini,  Intorw)  a  jirincipii  fondamtnttäi  deHa  dinamiea  con  applietuiom  o) 
pendolo  ed  oUa  percussion  d€  corpi  secondo  Poinsot.  [JIf«m.  deW  Accad.  di  Bologna, 
Ser.  3»,  T.  VI  (1876),  pp.  409  —  469.]  —  Sopro  alcune  questioni  dinamiOte,  Me- 
moria che  fa  seguito  a  ^ella  intorno  ni  principi*  fondamentaii  deUa  dinamiat.  [Ibid. 
T.  VIII  (1877),  p.  278-806.] 

Diese  Schriften  sind  zugleich  für  die  nUchstfolgenden  Capitel  von  Bedentong. 
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II.  Capitel. 

Kinetik  der  EtWte  erartei  Oidnimg  am  nnveEftuderliolieii  System ; 

Aeqnlvaleiu  nnd  Bednotlon  deraelben.     Die  BeTeeangsgleioImiiseii 

von  Xnler. 

§.  1.  Der  GeschwindigkeitazuBtand  eines  unvertLnderlicbeii  SyetemB 
zur  Zeit  t  wird  dnrch  den  dieser  Zeit  entsprechenden  Beachleunigasgs- 
zustand  desselben  nnendücli  wenig  geBiidert,  indem  zu  den  Geschwindig- 
keiten tr  der  Systempnnkte  die  ElementarbeschleuniguDgen  du  ^  ipät  hinzu- 
treten, um  die  der  Zelt  t  -{-  dt  entsprechenden  Geschwindigkeiten  v  xa 
bilden.  Die  Momentankrafte  mv,  welche  die  Geschwindigkeiten  v  xa  gehen 
vermögen,  geben  ebenso  in  die  MomentankrSfte  Mv'  aber,  welcbe  den  Ge- 
schwindigkeiten v  entsprechen,  indem  sich  mit  ihnen  die  unendlich  kleinen 
ErBfte  mdu  =  mydt  nach  dem  Parallelogramm  der  Krüfte  verbinden.  Diese 
Elementarkr&fte  durch  das  Zeitelement  dividirt,  'stellen  die  continuirlicben 
Kräfte  mip  dar,  durch  welche  der  Beschlennignngszn stand  des  Systems  be- 
stimmt wild.  Wir  werden  dieselben  im  Folgenden  rednciren,  den  Be- 
schleunigungszustand bestimmen,  welchen  ein  gegebenes  Kr&ftesystem  her- 
vorruft und  zusehen,  wie  die  Bewegung  des  Systems  unter  Einfluss  gegebener 
KrBfte  sich  von  Zeitelement  zu  Zeitelement  Bndert. 

§.  2.  Besitzt  das  System  zur  Zeit  t  eine  Translationsgeach windig- 
keit V  von  bestimmter  OrSsse  und  Richtung,  zur  Zeit  t  -^  dt  eine  andere 
Translationsgeschwindigkeit  von  der  Grösse  v  -|-  de  und  unendlich  wenig 
geänderter  Richtung,  so  sind  die  Beschleunigungen  ip  aller  Punkte  geome- 
trisch gleich.  Daher  bilden  die  Erftfte  m^i  ein  System  von  Parallelkriiten 
gleichen  Sinnes  und  sind  proportional  den  Hassen  der  Punkte.  Sie  sind 
daher  äquivalent  einer  Einzelresultanten  Rv  »  M^  von  derselben  Richtung, 
demselben  Sinne  und  einer  Intensität,  gleich  dem  Produkte  aus  der  Gesammt- 
masse  des  Systems  und  der  gemeinschaftlichen  Beschleunigung  aller  System- 
punkte,  welcbe  durch  den  Massenmittelpunkt  des  Systems  hindurchgeht. 

-§.  3.  Das  System  rotire  zwei  Zeitelemente  hindurch  um  dieselbe  Aze  c; 
seine  Winkelgeschwindigkeit  zur  Zeit  t  sei  m,  zur  Z«t  t-^dt  gleich  a  -\-  da. 
Naeh  B.  I,  8.  413  besitzt  ein  Systempunkt  M  in  der  Entfernung  r  von  c 
die  Beschleunigung  gi  ^  9r,  wo  #  ^  (m*  +  to'')'  ist,  unter  dem  Winkel 
Ärctg  {to' :  ta')  gegen  r  geneigt.  Sie  fällt  in  die  zu  c  senkrechte  Ebene 
des  Punktes  M  und  spaltet  eich  in  die  Tangentialbeschleunigung  u'r  senk- 
recht zu  r  und  die  Centripetalbescbleunigung  a>*r  in  der  Richtung  von  r, 
die  Aze  c  rechtwinklig  schneidend  und  ihr,  zugewandt.  Daher  zerfallen  die 
Kräfte  mip,  welche  den  Punkten  die  Beschleunigungen  tp  zu  ertheilen  ver- 
mSgen,    In   die   Tangentialkräfte   ma'r    und    die   Centripetalkräfte  txio'r, 
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erstere  senkrecht  za  den  Ebenen  (c,M),  letztere  in   diesen  Ebenen  senk- 
recht in  c  (Fig.  115). 

Durch  den  Massenmittelponkt  S  legen  wir  eine  Ebene  senkrecht  la  c, 

welche  diese  Ase  in  0  schneiden  wird  und  betrachtoa  0  als  den  Ursprung 

eines      rechtwinkligen     Coordinatensjetems, 

dessen   posltire   x-Axe  mit  OS  zusammea- 

^>!2^  ÜÜ^t,  dessen  f-Axe  e  ist,  positiv  mit  dem 

^r^  Sinne  von  u  harmonirend  nnd  dessen  ^-Axe 

dem  Sinne  der  Rotation  entspricht  ZonScbst 

X    reduciren  wir  die  Tangential-    nnd  Centri- 

petalkrKfte  fUr  den  Punkt  0.  Die  Rednction 
dei  Tangentialkräfte  mar  unterscheidet  sich 
von  der  Cap.  I,  §.  3  ausgeführten  RedncÜon 
der  UomentankrSfte  tHo>r  in  nichts,  ala  d&rin,  dass  to  an  die  Stelle  von 
ci  tritt.  Sie  liefert  daher  »an  0  eine  Einzelkraft  Maf^  wenn  f=  OS  den 
Abstand  des  Ktassenmittelpunktes  S  von  der  Aie  C  bezeichnet  und  weiter 
drei  Paare  uMk^,  — w'jlfi*,  — laM^*,  der  Reihe  nach  parallel  den  Axen 
der  2,  X,  y  und  es  bedeuten  darin  die  Grössen  x,  1,  ^  den  TrflgheitAradius 
ftli-  die  Aie  c  und  die  Deviationsrftdien  fOr  die  Ebenen  der  xz  und  ys 
wofür  die  Gleichungen  bestehen:  Mn^^Smt^,  Ml*=Zmxt,  Mii,'=£mpt 
Das  Paar  der  TangentJalkrKfte  hat  das  Axenmoment  iaM(»*  -^  k*  -\-  fi')' 
und  sind  dessen  Richtungscosinusse  proportional  —  I*,  —  (t\  x^ 

Die  Centripetalkr&fte  mm*r  haben  die  Richtungscosinasse  — xir, 
—  y :  r,  0  und  zerfallen  daher  in  die  Componenten  — ma*x,  — Mo^y,  0 
parallel  den  Coordinatenaxen.  Sie  liefern  die  Snmmen  — a^Zmx, — m*£mg, 
0  oder,  weil  ümx  ==  Mf,  Zmy  ■-  0  ist,  die  Einzelkraft  a^Mf  von  der  i^ch- 
tung  SO.  Sie  liefern  femer  Paare,  deren  Axenmomente  mia*rs  senkrecht 
sind  zu  den  Ebenen  (c,  Jlf)  und  Richtangscosinusse  y  •.r,  —  x:r,  0  be- 
sitzen, sodass  sie  sich  spalten  in  Axenmomente  mai^ys,  — mw^xe,  0  panllei 
den  Coordinatenaxen.  Die  Summation  derselben  liefert  als  Componenten 
des  Axenmomentes  der  Centripetalkr&fte  n'Mf?,  —  fo*Mi*,  0.  Das  Axen- 
moment der  Centripetalkräfte  ist  daher  u'Jtf  (i*  +  (i*)'  and  seine  Rich- 
tungscosinusse sind  proportional  ^,  — }?,  0.  Dies  Axenmoment  ist  senk- 
recht zu  dem  Axenmomente  der  Tangentialkräfte,  dessen  RichtungscoBinaBse 
proportional  —  )?,  —  ft*,  k^  sind,  indem  die  Produktensumme 

—  iV'  +  c'i"  +  **  ■  0  —  0 
wird.    Die  Richtigkeit  dieses  Resultates  erkennt  man   auch   leicht   dir«ct. 
Die  Axenmomente  ma^rz  der  Centripetalkrfifte  sind  n&mlich  senkrecht  zu 
den  Axenmomenten  mm'rz,  welche  mit  mnr*  die  Axenmomente  mw'-Oif 
der   Tangentialkräfte  bilden.     Die  Seiten   des   ebenen  Polygons  der    Axen- 
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momente  mto*rz  etehen  daher  eenkrecht  auf  den  Seil«ii  des  Polygons  der 
Äzenmomente  mei're  nnd  sind  einander  proportioiial.  Daher  si]id  diese 
Polygone  Khnlich  nnd  stehen  anch  ihre  ScblnsslinJen,  d.  h.  die  Äxenmoinente 
M*Jf  (i*  -\-  fi*)^  und  a'M  (l*  +  n*)  auf  einander  senkrecht,  von  welchen 
letzteres  ans  den  mai're  hervorgeht  nnd  mit  m'M%'  das  Gesaiumtaxen- 
moment  der  Tangentialkräfte  bildet.  Der  Best&udtbeil  m'Mx'  ist  aber 
parallel  c  nnd  mithin  ohnehin  senkrecht  zum  Axenmoment  der  Centripetal- 
krKfte. 

Die  beiden  Einzelkrfifta  a'Sff  und  ta*Mf,  von  denen  die  erste  senk- 
recht zur  Ebene  (c,  S)  ist,  w&brend  die  andere  die  Richtung  SO  hat,  liefern 
zasammen  die  Reductionsresultante  M9f,  welche  unler  dem  Winke) 
Ärctg  (a  :  a*}  gegen  f  geneigt  ist. 

Wir  fassen  das  Resultat  dieser  Untersuchung  in  den  Satz  zn- 
sammen :     * 

Die  RednctioB  der  KrSfte  m^,  welche  den  Punkten  eines 
zwei  aufeinander  folgende  Zeitelemente  hindurch  um  dieselbe 
Axfl  c  rotirenden  Systems  ihre  Beschleunigungen  ip  zu  ertheilen 
TcrmSgen,  liefert  eine  BesnUaste  E^^'*=  M&f,  parallel  nnd  glei- 
chen Sinnes  mit  der  Beschleunigung  j^/*  des  Massenmittelpunkt  es, 
proportional  der  Gesammtmasse  des  Systems  und  der  Beschleu- 
nigung des  MasaenmittetpnnkteB.  Das  Axenmoment  &"^  der  Re- 
duction,  welches  im  Allgemeinen  mit  dem  Rednctionspunkt 
variirt,  setzt  sich  zusammen  aus  dem  Axenmomente  der  Tan- 
gentialkrftfte  mca'r  und  dem  Axenmomente  der  Centripetalkr&fte 
mra^r.  Wählt  man  zum  Beductionspunkt  den  Punkt  0,  in  wel- 
chem die  Axe  c  von  der  zu  ihr  senkrechten  Ebene  des  Massen- 
mittelpunktes geschnitten  wird  nnd  betrachtet  0  als  Ursprung 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  x,  y,  z,  deren  x- 
and  :e-Axen  mit  OS  und  c  zusammenfallen,  so  zwar,  dass  der 
positive  Drehungsainn  voo  der  x-Axe  zur  jr-Axe  mit  dem  Sinne 
der  Winkelgeschwindigkeit  a  harmonirt,  so  bilden  die  drei 
Axenmomente  m'M»^,  —  w'JKi*,  —  w'Jtf;**,  parallel  den  Aien  der 
z,  X,  y  das  Axenmoment  <a'Jlf(K^-f-i* -|-fi*)3  der  Tangentialkräfte 
und  sind  seine  Richtungscosinusse  gegen  die  Axen  der  x,  y,  s 
den  Grossen  — i*,  — j**,  k'  proportional,  wo  »,  1,  |u  den  Träg- 
heitsradiuB  fUr  die  Axe  c  und  die  Deviationsradien  für  die  Ebenen 
der  xe  und  der  yz  bedeuten,  sodass  u&mlich^x'^Ztnr',  M'^=Smxe, 
Mn*  <^  Smye  ist.  Das  Axenmoment  (a*M{l* -\- n*p  der  Centri- 
petalkrBfte  ist  senkrecht  zum  Axenmomente  der  Tangential- 
krllfte,  bat  zwei  Componenten  m'Mp.',  — la'Mk*  parallel  den  Axen 
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der  X  and  y    und    eeine    Richtungsooeinusse   sind    proportional 
y?,  —  l»,  0. 

Bei  der  Uebertragnng  der  BedacÜon  auf  den  Masaenmittelpiuikt  tritt 
zu  dem  Azenmomente  m'M%*  ein  Äxenmoment  —  Ü^'^A  (Fig.  116)  hiiun, 
wo  h  der  Abstand  des  Punktes  S  von  iC"  ist. 
Da  ffl' :  fr  der  Sinus  des  Winkels  ist,  im  8 
mit  OS  bildet,  so  wird  h'=  fa  :»  nnd  da 
iJli)  =  M9f  ist,  so  erhSlt  man  für  jenes  Aien- 
moment  — m'Mf*.  Bezeichnet  x^  den  TrSglieits- 
radius  fttr  die  mit  c  parallele  Axe  c^  Att 
MassenmittelpunkteB  5,  so  ist  x*  =  «J  -f  /• 
und  hiermit  erbfilt  man  fttr  das  Äxenmoment  der  Reductlon  fUr  S  parallel 
üu  C|,  den  Ausdruck  m'Jtfx*  —  <aMf*  ^  m'JUxJ.  Da  ferner  £mxx,  yiwat 
man  mit  Beibehaltung  der  Azenricfatungen  S  zum  Coordinatenursprimg 
wihlt  durch  Zm  (f  -\-  x)  s  =  fZms  +  Smxx  =  Smxz  zu  ersetsen  ist, 
so  folgt: 

Die  KrKfteredttctioa  fttr  den  Massenmittelpunkt  unterschei 
det  sich  von  der  Rednotion  fllr  den  Pankt  0  blos  dadurch,  dies 
an  die  Stelle  des  Tragheitsradius  %  der  Aze  c  der  TrSglieite- 
radiuB  «Q  der  Axe  c^  des  Massenmittelpunktes  tritt,  welche  dtt 
Axe  c  parallel  Uuft 

Um  die  Centralaxe  der  KrOfte  und  die  Reduction  fttr  sie  zu  findeii, 
verlegen  wir  ü'^'  von  S  aus  parallel  mit  sich  an  den  Punkt  &  ifd  iia 
Richtung  OS,  den  wir  mit  0  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  S  hegend 
Bo  bestimmen,  dasB  das  aus  der  Verlegung  entspringende  Paar  —  B''^ 
das  Paar  u'Jlf  k*  tilgti  Bezeichnen  wir  OS"  mit  f,  bo  ist  sein  Arm  h'  die 
Frojeotion  von  f  auf  die  zur  Beschleunigung  des  Punktes  S  senkrecht« 
Richtung.    Daher  ist  li  •=  fa  :  Q  und  liefert  die  Bedingung 

ta'Mxl  —  E<"A'  =  0 
mit  Hfllfe  von  JJ")  =  M&f  die  Gleichung  ff  =  %l.  Die  Punkte  0,  O' 
sind  daher  homologe  Punkte  einer  Pnnktinvolution  gleichartiger  Lage  mt 
der  Linie  OS  und  %l  ist  die  Constante  derselben,  um  Sf-^^  durch  eine 
weitere  Verlegung  in  die  Richtung  slinie  der  Centralaxe  zu  bringen,  zerl^;« 
wir  die  noch  ttbrigen  Axenmomente  parallel  und  senkrecht  zu  Jfi'K  Parallel 
den  Aien  der  x,  y  haben  wir  an  Axenmomenten  M  {a'ii,*  —  »i^, 
—  JEf  ((o^A'  -j-  o'^*),  wKbrend  parallel  der  e-Aze  kein  Äxenmoment  mehr 
vorliegt.  Ihre  Frojections summe  fUr  die  Richtung  von  it"'  liefert  das  der 
Centralaxe  entsprechende  Äxenmoment  &'*).  Um  dasselbe  zu  hildoi,  sind 
die  geuumten  Axenmomente  mit  den  Ricbtnngscosinnssen  — ta*:9,  u  :  f* 
von  Jü^''  gegen  die  Axen  der  x  und  y  zu  mnltiplicir«!  und  tu  addireo. 
Wir  erhalten  hierdurch  £F''>  ^  —  »Mn^,   Die  nx>jectionBBaiimie  fttr  die  la 
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if(i)  eenbreohte  Ricbtong  gibt  dos  zur  Verlegtmg  dienende  Axenmoment  il'^'. 
Wir  erhalten  es,  indem  wir  jene  Axenmomente  mit  den  BichtongscoBinusaen 
dieser  Bicfatong,  nAmlicli  mit  u':&  und  (o*:9  multipUciren  und  addiren, 
n&mUch  H'^i  =  ~9Ml\  Die  Strecke  q,  um  welche  £!'>  in  der  Sichtung 
der  e  zu  verlegen  ist,  d.  h.  der  Abstand  der  Centralaxe  von  der  xy-Ehme, 
mit  welcher  aie  parallel  iBaft,  genOgt  daher  der  Bedingung  R^'^q  ^  S'*\ 
deren  Gntwickelung  2Ji  fq  =  —  1*  fuhrt.    Daher  der  Satz : 

Zieht  man  in  der  Ebene  der  Axe  c  und  des  Hasaenmittel- 
panktes  S  mit  c  anf  entgegengesetzter  Seite  von  S  eine  Parallele 
im  Abstände /'  von  S,  sodass  ff^=*l  wird,  so  trifft  die  Central- 
axe  der  ErSfte  diese  Linie  und  zwar  in  einem  Abstände  q  von 
der  Geraden  OS,  welcher  der  Bedingung  fq=-  —  X*  genflgi  Das 
der  Centralaxe  entsprechende  Axenmoment  —  6M(i?  ist  unab- 
hSngig  von  dem  Deviationsradius  X. 

Ist  die  Axe  c  eine  Hauptaxe,  so  werden  1?  nnd  ^  Null  und  liefert 
die  Rednction  ftir  den  Uassenmittelpunkt  I^^^  •=  M6f,  G^^^  =  m' M%\;  in 
diesem  Falle  wird  das  Axenmoment  der  Centralaxe  Null.  Daher  smd  die 
Kräfte,  welche  blos  Beschleunigung  um  eine  Hauptaxe  geben,  stets  einer 
Einzelkraft  äquivalent.  Da  1*  =  0  ist,  so  wird  q  =  0  und  fKtIt  dieselbe 
stete  in  die  zu  c  senkrechte  Ebene  von  S. 

§.  4.  Das  System  rotiie  zu  den  Zeiten  t  und  t  -\-  dl  um  die  beiden 
einander  unendlich  nahen,  parallelen  Axen  c,  c  mit  den  Winkelgeschwindig- 
keiten a  und  o>  -f-  dfa.  Da  jeder  senkrecht  zu  den  Axen  geführte  ebene 
Schnitt  des  Systems  sich  während  zweier  Zeitelemente  in  seiner  Ebene  be- 
wegt, so  ergibt  sich  nach  B.  I,  S.  450  und  S.  477  a.  E.,  dass  die  Be- 
schleunigung in  diese  Ebene  tSüli.  In  ihr  sind  die  Schnittpunkte  der  Ebene 
mit  den  Axen  c,  c  die  beiden,  den  Zeiten  t,  t  -\-  dt  entsprechenden  Mo- 
mentencentra  C,  C,  liegt  auf  CC  der  Mittelpunkt  K  der  Winkelbeschleu- 
nigung a<»  u'  und  in  ihr  findet  sieh  der  Mittelpunkt  Q  der  Bescbleuoignngen. 
Wahrend  bei  dem  Falle  des  §.  3  dieser  Mittelpunkt  mit  dem  Punkt«  C 
zugammenßtllt,  ist  er  hier  von  ihm  um  eine  endliche  Strecke  entfernt.  Da 
alle  Schnitte  senkrecht  zu  c,  c  identische  Bewegungen  ausfuhren,  so  liegen 
alte  Funkte  G,  sowie  alle  Punkte  II  auf  Geraden  parallel  c,  nSmlich  den 
Axen-  g,  h  der  Beschleunigung  und  der  Winkelbeschleunigung.  Die  Be- 
schleunigung eines  Sj' stempunk tes  M  im  Abstände  p  ^  MG  von  der  Be- 
schleunigungsaio  (j  ist  &p,  wo  #  «^  (w*  +  w'*)'  und  ist  gegen  p  unter 
dem  Winkel  Arctg  {a  :  m*)  geneigt.  Sie  zert^t  in  die  Componenten  a'p 
und  m^p  senkrecht  zu  p  und  in  der  Bichtnng  von  p,  dem  Punkte  G  zu- 
gewandt. Indem  wir  die  Er&fte  mq>  in  ihre  Componenten  map  nnd  Mto*j> 
zerlegen  und  bedenken,  dass  zwischen  dem  vorliegenden  Falle   und  dem 
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Falle  des  §.  3  nur  der  ünterBchied  besteht,  dasB  die  Beechleamgongsoxe  g 
dort  mit  der  Momentanaxe  c  znaammenfiel,  wahrend  sie  hier  in  endlichem 
Abstände  parallel  Uuft,  ttbereieht  man  leicht,  dass  das  dort  gefundene  Be- 
snltat  unmittelbar  anf  anseren  Fall  Übertragen  werden  k;ann.  Wir  erhalten 
hierdurch  den  Satz; 

Die  KrSfte  mip,  welche  den  Punkten  eines  um  zwei  aufein- 
anderfolgende parallele  Axen  c,  c  zu  des  Zeiten  (  and  t -^  dt 
mit  den  Winkelgeschwindigkeiten  a  und  u  -\-  da  rotirenden 
Systems  ihre  Beschleaiiigungen  eu  ertheileu  vermögen,  sind 
Sqnivalent  einer  Resultanten  ü*"  und  einem  Paare  (?").  Die  Be- 
sultaute  stimmt  nach  Richtung  und  Sinn  mit  der  Beschleunigung 
des  Maseenmittelpanktes  S  überein  und  ihre  Intensität  ist 
I^'i^M»f,  wo  <»=>(«)*  + <»'^)^  >8t  und /"den  Abstand  des  Massen- 
mittelpunktes von  der  Beschleunigungeaxe  i;  bedeutet.  Das  Paar 
ffW  bildet  eich  aus  den  beiden  Paaren,  welche  ans  der  Reduction 
der  Tangential-  und  CentripetalkrSfte  in  Bezug  auf  die  Axe  g 
entspringen.  Wählen  wir  den  Schnittpunkt  G  der  zur  Axe  g 
senkrechten  Ebene  des  Massenmittelpunktes  und  dieser  Axe  zum 
Ursprung  eines  rechtwinkligen  Coordinatensjstems,  dessen  x- 
und  2'Axen  GS  and  g  sind,  von  dem  Drehungssinne  in  der  xg- 
Fbene  h&rmonirend  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  oi,  so  hat  fflr 
G  als  Reductionspunkt  das  Axenmoment  des  Paares  der  Tan- 
gentialkräfte die  Componenten  a'M%',  — a'Ml',  — <o'Mf?  parallel 
den  Axen  der  z,  x,  y  und  das  Paar  der  Centripetalkr&fte  die 
Componenten  <o*Mft',  —  ai'Ml',  0  parallel  den  Axen  der  x,  y,  r. 
Darin  bedeuten  x,  l,  fi  den  TrBgheitsradius  des  Systems  für  die 
Beschleunigungsaxe  g  und  die  Deviationsradien  fUr  die  Ebenen 
der  xz  und  jfx.  Für  die  Reduction  in  Bezug  auf  den  Massenmittel- 
punkt S  tritt  an  die  Stelle  von  x  der  TrSgheitsradius  für  die  zu 
j7  parallele  Axe  g^  dieses  Punktes,  während  l,  n  dieselben  Werthe 
haben.  In  Betreff  der  Reduction  für  die  Centralaxe  hat  man 
auf  GS  jenseits  S  den  Punkt  G'  so  zu  bestimmen,  dass,  wenn 
SG'  =  f  gesetzt  wird,  die  Gleichung  ff  =  »l  erfüllt  wird;  die 
Centralaxe,  parallel  der  Resultanten  £">,  schneidet  eine  durch 
G'  zu  g  parallele  Axe/  im  Abstände  q  von  G',  sodass  fq=  —  l*  isL 
Das  der  Centralaxe  entsprechende  Axenmoment  ist  G'"=  —  93ln*. 

§.  6.  Für  ein  ebenes  Punktsystem  ist  jede  zur  Ebene  s^ikrechte  Aie 
eine  Hauptaxe  und  werden  daher  i',  p.*,  q  und  Gf*''  für  die  Centralaxe  KuU. 
Die  Centralaxe  fSllt  in  die  Ebene  des  Systems  und  sind  die  ErSft«  m^  im 
Allgemeinen  einer  Einxelresultanten  ^"  =  Jf#/*  Äquivalent.  Für  die  Re- 
duction in  Bezug  auf  8  wird  C>  ^  (o'JCk^  . 
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Eb  seien  C,  C  (Fig.  117)  der  Mittelpunkt  der  Geschwindigkeiteii  und 
der  Sohnittpunkt   der   Centralaxe  der  Momentankr&fte  mit  der  Linie  CS. 
Dum  ist  (C&p.  I,  §.  3)  aa'  — xjj.    Da  nun  auch 
ff  —  j(J  ist,  Bo  folgt  aa  =-  ff.    Daher: 

Im  ebenen,  in  seiner  Ebene  eich  be- 
wegenden System  Hegen  die  Uittelpankte 
C,  G  der  Oeschwindigkeites  und  der  Be- 
schleunigungen mit  den  Punkten  C,  G', 
in  welchen  die  Yerbindongslinieu  von  C 
und  G  mit  dem  ^aBsenmittelpunkte  S  ron 
Fig.  117.  den    Central&xen     der    Momentankräfte    mv 

und    der   continuirlichen   KrBfte   mip    erster 
Ordnang  getroffen  werden,  auf  demselben  Kreise. 

Drei  der  vier  Punkte  C,  G,  C,  G'  bestimmen  daher  den  vierten. 
Fällt  der  Mittelpunkt  C  der  Geschwindigkeiten  mit  S  zusammen,  so  rückt 
C'  ins  unendliche  und  geht  der  Kreis  in  die  Gerade  QG'  Über;  die  Mo- 
mentankrEfte  sind  einem  Paare  raJfx^  äquivalent  F&llt  C  in  S,  so  hat 
das  System  eine  Translationsgeschwindigkeit.  Aehuliches  tritt  ein,  wenn 
der  Mittel pimkt  (r  der  Beschleunigungen  mit  S  zuEammenRÜIt;  dann  rückt 
G'  ins  Unendliche  und  werden  die  KrSfte  mtp  einem  Paare  all*\  fiqui- 
valent  F&Ilt  G'  mit  S  zusammen,  so  geht  i2*"  durch  S,  rflckt  G  ins  Un- 
endliche und  werden  die  Beschleunigungen  aller  Systempunkte  geometrisch 
gleieh.  Treten  C  und  G  beide  in  S  ein,  so  wird  das  System  von  einem 
Momentifflkräftepaar  ergriffen  und  von  einem  continuirlichen  Paare  beschleu- 
nigt j  fallen  C  und  G'  beide  zusammen  in  S,  so  besitzt  das  System  Trans- 
lation sgesch  windigkeit  und  erlangen  alle  Systempunkte  parallele  und  gleiche 
Beschleunigungen  desselben  Sinnes  (Translationsbeschlennigung). 

In  dem  allgemeineren  Falle  des  §.  4  bestimmen  die  Äxen  c  und  g 
mit  S  zwei  Ebenen,  welche  von  den  Resultanten  ü  und  Ü'"  in  zwei  Punkten 
geschnitten  werden,  die  mit  c  und  g  auf  einem  Cylinder  liegen. 

g.  6.  Rotirt  das  System  zu  den  Zeiten  t  und  t -\-_dt  um  zwei  sich 
in  einem  Punkte  0  schneidende  Axen  c,  c  mit  den  Winkelgeschwindig- 
keiten <a  und  (o  -|-  ^"»t  so  ist  nach  B.  I,  S.  479  der  Punkt  0  Mittelpunkt 
der  Beschleunigungen ;  durch  ihn  geht  die  Axe  h  der  Winkelbeschleunignng 
<r  ^  (w'*, -|- M*^*'),  welche  in  die  Ebene  (ce)  ffillt  und  gegen  c  unter 
dem  Winkel  Arc%((oi(> :  ra')  geneigt  ist,  wo  ifr  die  Weohselgesch windigkeit 
der  Aze  c  bezeichnet.  Rotirt  das  System  um  zwei  sich  kreuzende  Axen  c,  c, 
so  liegt  der  Mittelpunkt  G  der  Beschleunigungen  nicht  auf  der  Axe  c,  zieht 
man  aber  durch  G  zwei  Axen  parallel  zu  c  und  h,  so  bildet  sich  die  Be- 
schlenniguDg  eines  Systeropunktes  mit  Hülfe  dieser  Axen  in  derselben  Weise, 
wie   in  dem  Falle,   dass  c,  c   sich   schneiden.    Wir  kennen  daher  uns  auf 
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den  ungemeineren  Fall  besofarinken.  Die  Beschletmigong  einei  System- 
pnnktes  M  hat  eine  centripetale  Componente  a'r  nnd  eine  von  der  Winkel- 
beschleunignng  v  herrührende  ar',  wo  r  und  r  seine  Abstände  tos  den 
Äxen  c,  h  des  Punktes  G  bezeichnen.  Die  eratei-e  schneidet  c  rechtwinklig 
und  ist  c  zugewandt,  die  letztere  ist  senkrecht  zur  Ebene  {h,  M)  und  hsr- 
monirt  mit  dem  Sinne  von  a.  Die  diesen  Componenten  entsprechenden 
Kr&fte  mm'r  tind  mar  können  fOr  den  Punkt  G  nach  den  im  Vorstehen- 
den entwickelten  Methoden  leicht  reducirt  werden.  Sie  liefern  eine  Re- 
dnctionsresnltante  ^'>  gleich  dem  Prodacte  ans  der  Masse  des  Systems 
und  der  Besohlannigung  des  Massenmittelpnnktea  S,  von  derselben  Bichtung 
und  demselben  Sinne,  wie  diese.  Sie  liefern  femer  ein  Paar,  dessen  Axen- 
moment  ans  den  Axeomomenten  der  CentripBtalkrBfte  und  denen  der  KrSfte 
mar  nach  Anleitang  des  §.  4  gebildet  werden  kann,  indem  diese  ietoteren 
sich  wie  Tangentialkräfte  in  Bezug  auf  die  Axe  h  verhalten. 

Grösserer  Ueberstcht  halber  wollen  wir  jedoch  die  Winkelbeschleu- 
nigung er  in  ihre  tangentiale  nnd  nonn&le  Componente  to'  nnd  taijt  um  die  Axe  c 
und  die  Axe  n,  welche  in  der  Ebene  (cA)  senkrecht  zu  c  ist,  spalten  und 
dabei  den  Punkt  G  als  Ursprung  eines  rechtwinkligen  CoordinatensjstemE 
der  X,  y,  a  ansehen,  dessen  ^i- Axe  mit  c  und  dessen  x-Axe  mit  n  znsammen- 
mit,  positiv  im  Sinne  von  (o  und  (o^  genommen  nnd  dessen  Drebnngssinn 
um  die  z-Axe  mit  u  harmonirt. 

Die  CentripetalkrSfte  mm'r  (Fig.  118)|  deren  Bichtungsoosinusse  — x:r, 
—  y.r,  0  sind,  haben  die  Componenten  —  mto'x,  —  mm*y,  0  und  liefeni 
znr   Bildung   der    ReduddonBreaultanteii  Jt"'   die   Com- 
ponenten 

2(')  =  ~-  a,*Zmx  =  —  ia*Mx^, 
rm M»JEmy, M'3fy,,       Z^"  "=  0, 

.  wo  x^,  y^,  e^  die  Coordinaten  des  Massenmittelpunktes 
S  bedeuten.  Dieselben  gehen  zusammen  zu  der  Kraft 
^-  "^  •  ^i)  =  „»  Jif  (x\  +  yj)*  —  »'^A  ""^^  f  d«»  AUtand 
des  Punktes  S  von  c  bezeichnet  nnd  diese  hat  die  Bichtung  nnd  den  Sinn 
der  Centripetalbeschleunigung  to^f  des  Massenmittelpunktes.  Die  Cantri- 
petalkr&fte  liefeni  ferner  Paare,  deren  Axenmomente  fnta*ris  die  Richtungs- 
cosinusse 9  :  f  I  —  X  i  r,  0  besitzen  und  sich  vereinigen  zu  den  Componenten 
parallel  den  Coordinatenaxen: 

im  =  a^Zmyt  =  Doj*,     jtfj'l  = ta*Smisx Ew\     JP''  -=  0, 

wenn  wir  die  Bezeichnongsweise  von  B.  I,  S.  104  in  Anwendong  bringen. 
Es  ist  daher  das  Axenmoment  der  Centripetalkrftfte  &(''>«  »'(l^-f-f)^ 
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und  Beine  Richfungscosmusae  sind  proportional  i>,   — E,  0;  es  eteht  also 
senkrecht  auf  c. 

Die  Tangentialkrftfte  mto'r  (Fig.  119)  besitzen  die  RichtungacoBuiutse 
—  Jf.r,  x:r,  0   ond  die  Componenten  — mra'y,  mot'x,  0;  sie  liefern  zar 
Bildung  der  Beductionsr«Bultanten  die  B^trfige 
Xl'>  =  —  m'Zmy  ==  ~  n'Myi, 
yj't  =«=  w'Zmx  =.  la'Mx^,     Zj"  =  0, 
aus   welchen  die  Kraft  ^''  =^  la  Mf  entspringt  von  der 
—^  Richtnng   tind   dem  Sinne  der  TangenlialbeBchleunigung 
uY  Ton  S,   Die  Aienmomente  mm'r .  GM  der  Tangential- 
krBfte   zerfallen  in  mm'rt  mit  den  BiohtongscoBinaaaen 
—  X  :r,   —  y  :  r,  0   nnd  mia'r*  parallel  der  e-Axe,   so- 
dass das  Paar  <?<''  der  Tangentialkräfte  zn  Componenten  hat 
X{i)  =  —  a£mex  —  —  Em,     Ä  J"  —  —  mSmye  —  —  Dm',     Wj"  -=  Cm' 

und     sein    Werth    G<'>  — ■  «'  (C*  +  i)*  +  i'*ji    ist,   mit  den  Bichtungs- 
cosinnssen  proportional  —  E,  —  B,  C. 

Die  Paare  G<"  und  G>'>  der  Centtipetal-  und  Tangentialkräfte  sind 
senkreckt  zu  einander  und  kSnnen  daher  in  ein  Paar  vereinigt  werden,  fflr 
welchea  das  Quadrat  des  Aienmomentes  (i)*  +  £*)  («*  +  «'*)  +  C*ir>'* 
ist.    Seine  RichtungscosinusBe  sind  proportional 

Dw*  —  i'w',    —  (Ew*  +  i>o»'),   Cm'. 
Die  KrHfta  ntfa^r   (Fig.  120),  welche  der  Normalwinkelbeschlenmgung 
entsprechen,  liefern,   da  sie  die  Bichtnngscosinnsse  0,   — f.r,  y :  r'  und 
die  Componenten    0,    — ma^x,   mta^ig    besitzen,   als 
Beitrag  zur  Bildung  von  i?''': 

XW  =  0,       yw  _  _  enl,£mg  =  —  onpjlf»,, 

und  treten  zusammen  zu  der  Kraft  if^'>  •=  at^Mi,  wenn 
d  den  Abstand  d  >=  (y'  -|-  z')^  des  Massenmittelpunktes 
von  der  Axe  n  bedeutet.    Dieselbe  stimmt  nach  Bioh- 
sif.  110.  tung   und    Sinn    mit   der    Beschleunigung  m^S   dieses 

Punktes  überein. 

Das  Paar   der  NormalwinkelbeschleunigungskrSfte  bildet    sich   analog 

dem  Paare  der  Tangentialkräfte.    Man  erhslt  seine  Componenten  ans  denen 

jener,  indem  man  n'  mit  raifi  und  x,x,t/  resp.  mit  x,  y,  x  vertauscht,  nlmlich 

XW  —  Amili,       Jfl_')  «=  —  miiZmx}/  ■=  —  Fa^, 

Jf»)  «  —  m^fiZmtx  =  —  JBwif. 
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Das  Axenmoment  des  Paares  seibat  ist  Gj,''  —  «t  {A'  +  E*  +  JF")*  nnd 
seine  BichtuugscoBinuBae  sind  proportional  A,  — F,  — E. 

AuB  den  Grössen  ^'\  Ä|",  Äf,";   G<",  Gj",  G<;)  setzen  sich  die  Bo- 

ductionselemente  I^^\  G'''  der  KrSfte  mq>  zasammen.    Sind  nlmlich  X''), 

r«'»,  ZtD;  icn,  a£(i),  jftD  die  Componenten  von  Ä("  und  G«»,  so  haben  wir: 

X»)  «  _  n'MXi  —  w'JKyi,  i'»'  =  Dw*  —  Eu  ■+■  Aa>i>, 

Yd) o>»3fy,  +  «i'Jtf«!  —  wtafir,,     Ä<«=  —  Z?«*—  Dw'— Fwif., 

Z(')  «  «>i>My„  Ä"!"  =  Gra'  —  Eio^. 

Die  ftlr  den  Mittelpunkt  G  der  Beschleun^ngen  ausgeführte  KiiLfle- 
rednction  können  wir  leicht  auf  den  Massenmittelpunkt  S  übertragen.  Die 
BeBultante  A'''  erleidet  dabei  keine  Aendemng,  zn  dem  resoltirenden  Paare 
ßW  tritt  aber  das  ans  der  Verlegnng  entspringende  Paar  ( — Ä'^,  B''*J 
hinzn,  dessen  Componenten 

—  (Siif"'  —  «1  y"0  —  —  o>*JUPi'i  +  w'Jf«i«i  -  «*3f  (y^  +  t\), 
~  (ä,X<"  —  a:,2('l)  =       a'Mx^^^  +  ro'JtfyiZi  +  wi>Miit/^, 
~  (a;,r("  -  ff.Xt")  =  -  m'M(x\  +  yj)  +  «,i,Mx,s„ 

sich  mit  X''',  3f''*,  A'"'  verbinden.  Um  sie  leichter  mit  ihnen  za  ver- 
einigen, wollen  wir  S  als  Ursprung  eines  Coordinatensystems  der  x,  y,  t 
von  denselben  Axenrichtungen,  wie  das  bisherige  angehen.  Dann  sind  x,  y,  s 
durch  x,+»,  y, +y,  /, +  «  zu  ersetzen  und  werden  dadurch  ^^ in» (y*-!***). 
C  =  Sm  ix*  -f  y*),  i>  —  2myi!,  E  =  ir»i«a:,  F  —  Smxy  mit  ROckücht 
auf  2mx  <»  Xmy  —>  .Sme  ->  0  fOr  die  neuen  Coordinatea  flbergehen  in 
die  Formen 
A  =  Zm{y'-\-^-\-M{y\-\-  «D,     C  =  Zm  {x*  +  y^  +  Jtf  (x?  +  yj). 

X*  =  Smyn  +  Jlfj*,i'i     E  — im«2:  +  Jlf«,a:,,     J"  =>  ^»«y  -f  Jtfa:,y,. 
Hiermit  werden  die  obigen  OrSssen  Z"*,  Jtf'**,  JT"'  zu 
i(')=      a,*Emx^  —  m'Sm^x-\-a■^il2:m(^'^-\■^•\-a>*My^t^  —  io'Mll^x^ 

+  wi>M  {y\ -\- mX), 
Jlf' "  =  —  ta*£mzx  —  a'Emyi  —  m-^£mxy  —  o>' JK"«,!,  —  w'^fy,*, 

AT)  =  w'2;w(a;»  -f-y»)  —  Mt|)i»i2a:  +«'Jlf(iJ+yJ} 

und  sieht  man,  dass  dnrcb  den  Zutritt,  von  ( — R"\  £''>)  die  Componenten 
des  resultirenden  Paares  für  S  dieselbe  Form  wie  fUr  G  annehmen  and 
die  obigen  Formeln  für  beide  FSlle  benutzt  werden  kennen,  wenn  man 
unter  A,  C,  B,  E,  F  die  Werthe  der  Tr^heits-  und  DeviaÜonsradien  ftlr 
die  betreffenden  Axen  der  x,  i  und  der  Ebene  yz,  mx,  xy  versteht. 
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Die  Betrachtungen  dieees  Paragraphen  zuBammenfasBend  «rhalten  wir 
den  Satz: 

Die  Bednotion  der  KrKfte,  welche  den  allgemeinfiten  Fall 
deB  BeachlennigungszoBtandeB  eineB  unverSnderliohen  Syatema 
mit  bestimmtem  Mittelpunkte  G  der  BeBchleunignngen  hervor- 
zurufen im  Stande  sind,  liefert  eine  ReBultftnte  J2'''  gleicher 
Bichtaag,  gleichen  Sinnes  nnd  proportional  mit  der  Be- 
BOhlennignng  des  MasBenmittelpunktcB  and'  ein  Paar  ff'^',  wel- 
ches fUr  die  Beduction  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  G-  der 
Bescbleunigangen  aus  drei  Paaren  entspringt,  dem  Paare  der 
CentripetalkrSfte,  dem  der  Tangentialkräfte  und  dem  von  den 
WinkelbeBchleuniguDgBkrSften  herrührenden  Paare,  gebildet  in 
Bezog  auf  die  durch  G  parallel  zurMomentanaie  und  zurWinkel- 
beschleunigungBaie  h  gelegten  Äien.  Die  Axenmomente  der  bei- 
den ersten  Paare  sind  unter  einander  und  zur  Momentanaie 
senkrecht.  Für  die  Beduction  bezflglich  des  MaaBenmittelpunktee 
S  behBlt  ä^''>  dasselbe  Bildungsgesetz  bei,  und  gehen  die  darin 
auftretenden  Constanten  Ä,  C,  D,  E,  F  (TrBgheitsmomente  nnd 
Deviationsmomente)  in  die  entsprechenden  Qrfissen  fttr  S  aber. 

Fallen  die  Punkte  G  und  S  zusammen,  so  werden  x^,  i/i,  ^i  und  da- 
mit XI",  r»),  ZC)  und  aUo  auch  ü("  =  0,  d.  h.  die  Kräfte  eines 
unverfinderlichen  Systems,  dessen  Mittelpunkt  der  Beschleu- 
nigungen mit  dem  Massenmittelpunkt  zusammenfallt,  sind  einem 
Paare  äquivalent  und  nmgekehrt. 

Sind  «1  und  Ji  Null,  so  werden  X'*'  =»  0,  2'''  ■■  0  und  reduoirt  sich 
fi*''  auf  y'  ■=  —  ojt^rJlf«,,  d.  h.  liegen  G  und  S  auf  einer  zur  Momentan- 
aie parallelen  Geraden,  eo  ist  JI'''  senkrecht  zur  Ebene  der  Axen  c  und  h, 
d.  h.  es  hat  Ü'''  die  Bichtnng  der  Orthogonalgeschwindigkeit  des  Systems. 

Die  Beduction  für  die  Centralaxe  ist  zwar  nach  B.  I,  8.  62  durch- 
führbar,  liefert  jedoch  für  die  Componenten  des  Paares  CF(>>  etwas  unge- 
fügige Formeln. 

§.  7.  Die  bisherigen  Untersuchongen  setzen  uns  in  den  Stand,,  die 
Wirkung  eines  KrKftesystems  zu  besUmmen,  welches  an  einem  unverKnder- 
lichen  Pnnktsystem  angreift.  Dieselbe  kann  in  doppelter  Weise  ausgedrückt 
werden.  Man  denke  sich  das  System  der  MtimentankrUfto  mv,  welches  den 
GeschwindigkeitszuBtand  des  Pnaktsystemg  zur  Zeit  (  hervorzurufen  vermag 
und  reducire  dasBelbc  fOr  irgend  einen  Funkt,  z.  B.  für  den  Massenmittel- 
punkt S  auf  Resultante  [R]  und  Azenmoment  [G].  Man  reducire  ebenso 
die  MomeutankrSf te ,  welche  den  GeschwindigkeitszuBtand  zur  Zeit  t  -\-  dt 
bestimmen,  für  :S  und  wird  erhalten  [R]  -\-  [dR]  und  [G]  -\-  [dG],  d.  h. 
es  werden  eicb  B  und  G  um  gewisse  geometrische  Differential  Jen  geändert 
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haben.  Nnn  entsteht  der  Geschwindigkeitszostaad  des  Sjetems,  weldier  der 
Zeit  (  -|-  dt  entspncht  aus  dem  Geschwindigkeitszuatand  fUr  die  Zeit  f,  in- 
dem der  Beachlennlgnnguustajid,  entsprechend  der  Zeit  t,  hinzutritt,  welcher 
sn  den  Geschwindigkeiten  der  Systempnnkte  die  Elementarbegchleanignngen 
hinznfligt.  Denken  wir  uns  mm  die  KrSfte  mqp,  welche  den  Beschleunigiuigs- 
zaatand  zu  geben  TeimCigen,  gleichfalle  ftlr  den  Pnnkt  S  anf  Besnltant«  *[£'"] 
und  Axenmoment  [G^'^  redncdrt,  so  sind  [B^'-'^dt]  und  [Q^'*dt]  die  unendlich 
kl«nen  Eraftelemente,  welche  die  Elementarbescblennignngen  geben  and 
da  dies  aneh  [dS]  uid  [dG]  leisten,  so  folgt  die  Aeqnivalenz  ([äS], 
[dG])  ^  ([^"(J^J,  [&*"(!']),  welche  sich  sofort  in  die  beiden  geometrischen 

Gleichheiten  [dS]  •=  [B<'>d(]  und  [dff]  —  [öi'>di]  oder    [^f]  =EÄ"'], 


r^]  =[e<'>]  auflöst;  d.h.: 


Die  Rednctionselemente  it*'',  0'",  nftmlich  Resultante  uod 
Axenmomest  der  KrSfte  erster  Ordnung,  entsprechend  der  Be- 
duction  für  irgend  einen  Pnnkt  sind,  die  geometrischen  Deri- 
Tirten  der  Besnltanten  B  and  des  Axenmomentes  G  der  Momentan- 
krSfte  beeüglich  der  Bednction  für  denselben  Punkt.  In  gleicher 
Weise  sind  die  Elementarreaultante  Sf^^dt  und  das  Elementaraxen- 
moment  (7"M<  die  geometrischen  Differentialien  von  R  und  Q. 

Indem  man  die  Reductionselomente  i2"\  (?">  des  gegebenen  EJrSftesystema 
mit  den  aus  dem  Beschleunigungszustande  in  den  §§.  2,  3,  4,  6,  6  entwickel- 
ten £"',  6'"  zur  AequiTolena  bringt,  erlangt  man  die  nöthigen  Bedingungen, 
welche  zur  Bestimmung  der  Elemente  des  Seschleunigangsmstaades ,  ins- 
braondere  des  HOttelpnnktes  der  Beschleunigung,  der  Winkelbeschleonigong 
and  deren  Axe  ftlhren.  Sobald  diese  Elemente  bekannt  sind,  kann  die  an- 
endliohkleine  Aenderung  des  Geschwindigkeitszustaades  und  also  der  ge- 
Snderte,  der  Zeit  t-\-dt  entsprechende  Qeschwindigkeitszustand  selbst  als 
gefunden  angesehen  werden. 

Indem  man  diese  Betracbtnngeo  von  Zeitelement  za  Zeitelement  fort- 
fOhrt,  sieht  man  deutlich,  wie  die  Bewegv&g  des  Systems  in  Folge  eines 
von  der  Zeit  oder  anderen  Grundvariabelen  abhftogigen  KrSftesjatems  in- 
finitesimaliter  zu  Stande  kommt 

§.  8.  Wir  wollen  den  Grundgedanken  des  §.  7  an  dem  einfJacheifm 
Falle  eines  ebenen  Systems,  in  dessen  Ebene  ein  Punktsystem  angreift, 
ausfuhren. 

Der  Geschwindigkeitsznstand  des  ebenen  Systems  cur  Zeit  t,  nKmlioh 
der  Mittelpunkt  C  der  Geschwindigkeiten  und  die  Winkelgeschwindigkeit  w 
um  ihn  seien  bekannt.  Beduciren  wir  das  gegebene  Kräftesystem  fVr  den 
Massenmittelpunkt  8  auf  i;<»  and  &<>>,   so  ist  6<')  senkrecht  snr  Ebene 
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Sjatems  nnd  beateben  Tennöge  der  AeqniTBleni  von  £'*)  and  0'^'  mit  den 
aus  dem  Beacbleiuiignagazuetand  entwickelten  Werthen  dieser  OrÖBaen  die 
Gleichungen 

Die  zireäte  dieser  Oleiobongen  ^bt  die  Winkelbeschleanignng  m'<»&"';MKj, 
wo  Xg  der  Trfigheitaradiae  in  Bezog  anf  die  zur  Ebene  senkreobie  Haapt- 
aie  von  .9  ist  Da  to  bekannt  iet,  eo  erh&lt  man  biermit  die  Bescblennignng  9 
in  der  Einheit  dee  Abatandes  vom  Uittelpunkte  G  der  Bescklennignngen 
durch  die  Glelchong  #  —  (ra*  -|-  a'*)^  tmd  den  Winkel  1,  welchen  der 
Stral,  dar  Q  and  S  verbindet,  mit  der  Richtung  von  #  bildet,  tülmliob 
tg  i.  =•  m' :  m*.  Dieser  Winkel  iat  niemals  stumpf.  Weiter  ergibt  sich 
hieran  aas  der  ersten  Gleichnog  der  Abstand  f  des  Punktes  &  von  S,  lOm- 
lieh  f~=  it^"  :  M^,  Xaa  kann  daher  G  constmiren,  indem  man  nm  S  mit 
f  ala  Radins  einen  Kreis  beacfareibt  nnd  ihn  mit  dem  genannten  Strale 
schneidet.  Um  za  entsobeidea,  welcher  von  den  beiden  Scbnittpankten 
Bescbleunigungsmittelpunkt  ist,  sache  man  die  Centralfue  der  gegebenen 
Krittle;  sie  achneidet  den  Stral  in  G'  und  nar  derjenige  Schnittpunkt  mit 
dem  Kreise  kann  G  sein,  welcher  mit  G'  auf  ent^gengeaetzten  Saiten  von 
S  liegt.  Auch  liefert  nach  §.  ä  ein  Kreis  durch  C,  C  und  G'  den  Punkt  G 
sofort,  wenn  man  den  Punkt  C',  in  welchem  die  Centralaie  der  Momentan- 
krSfte  des  Stral  CS  rechtwinklig  trifft,  bereits  bestimmt  bat  Indem  man 
die  Bichtnng  der  B^schlennigung  des  Punktes  C  bestimmt  (durch  Antragen 
des  Winkels  l)  erhilt  man  die  Sichtung  der  Normalen  an  die  Corve  (F) 
oder  (0)  der  Momentanoentra  und  eine  zu  ihr  in  <7  and  eine  andere  in 
CG  inG  rechtwinklige  Gerade  schneiden  sich  im  Hittelpunkte  H  der  Winkel- 
beschleunigung  m'. 

Bringt  man  die  Achtungen  der  Centralaxen  der  Uomentankrftfte  und 
der  continuirliohen  KrSfte  zum  Durchschnitt  D  und  setzt  dort  die  Resnl- 
tante  H  der  erateren  mit  der  Elementarkraft  if'"df  lasammen,  so  erhSlt 
man  die  Momentaakraft  [B]  -\-  [dB]  fUr  die  Zeit  t  -f-  dt.  Ein  Perpendikel 
von  S  auf  ihre  Richtung  liefert  den  neuen  Punkt  C,  wozu  sich  vermOge 
der  Gleichung  CS  ■  SC  — =  xj  jenseits  S  daa  neue  Uomentancentrom  C 
durch  den  Abstand  CS  bestimmt  u.  s.  f. 

Redncirt  aich  daa  gegebene  Kr&fteajstem  anf  ein  Paar  6''>,  ist  also 
ie(i)  =  0,  so  wird  A-"  0,  d.  h.  ea  fBllt  der  Mittelpunkt  G  der  Beschleu- 
nigungen mit  dem  Massenmittelpunkte  S  zusammen,  d.  b.  ein  Paar  er- 
iheilt  dem  System  Beschleunigung  um  den  Kassenmittelpunkt, 
Ist  das  System  Äquivalent  einer  durch  den  Massenmittelpunkt  gehenden 
fünielkraft,,  d.  b.  geht  die  Centralaxe  der  KrSfte  durch  S,  so  AUt  G 
ins  Unendliche  und  erlangt  das  System  eine  Translationabeaohlenmgaag 
(«.    §.  6). 
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Darch  die  BeduotionsreBultante  .B'*'  &m  Punkte  8  wird  dortselbat  die 
Resultante  R  der  Momentanki^t«  nach  Grösse  tmd  Richtung  abgeftndert, 
indem  die  Elementarkraft  B^^^äi  eich  mit  R  zusammensetzt.  Ebenso  wird 
daselbst  das  Äxenmoment  G  der  Momentankr&ße  durch  Hinzutreten  dee 
Elementarmomentes  G'-^^dt  abgeHndert.  Da  aber  G  in  allen  Fällen  zur  Ebene 
des  Systems  senkrecbt  ist,  sowohl  zur  Zeit  t,  wie  zur  Zeit  t  -^  dt,  so 
ändert  sich  G  blos  der  GrCaes  nach  und  ist  G^^'dt  das  Differential  dG  im 
gewöhnlichen  Sinne. 

§.  9.  um  den  BeschleaniguiigB zustand  zu  bestimmen,  in  welchen  ein 
r&umliches  Punktsystem  durch  ein  gegebenes  KrBftesystem  versettt  -  wird, 
reduciie  man  das  KrSitwyatem  für  den  Massenmittelpunkt  S.  Ifan  erhUi 
eine  Resultante  .ß'*'  und  ein  resulürendes  Paar  &('),  deren  Componenten 
mit  den  §.  6  gefundenen  äquivalent  sind.  Zerlegt  man  also  B*-'^  und  6*" 
nach  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen  der  x,  y,  e,  tob  denen 
die  2-Axe  die  Richtung  der  Momentanaxe  hat,  wBbrend  die  beiden  anderen 
sich  in  S  schneidenden  ixen  eine  beliebig«  Lage  haben  können,  so  genügt 
eine  Coordinatentransformation  in  der  xy-£)bene  um  die  sechs  Oleicbongca 
des  §.  6  X^'\  rl'),  Z'"  und  Xl'>,  Jf"),  JV'»  für  die  Bestimmung  der  Co«- 
dinaten  x,,  y^,  2,  des  Ifassenmittelponktes  in  Bezug  auf  das  Beschleonigsngs- 
centrnm  und  mithin  auch  die  Coordinaten  — z^,  — y,,  —e,  des  Bescbleo- 
nignngBcentmms  in  Bezug  auf  S,  sowie  der  QrÖsaen  m',  ^  und  der  Lage 
der  dortigen  x-Axe  gegen  die  jetzige  mit  Htllfe  eines  Winkels  i  10  be- 
stimmen. Man  wird  nämlich  Ä,  D,  E,  F  durch  A  und  die  entspreckHiden 
Grossen  für  die  neuen  Axen  ausdrucken  und  £<'*,  Jlf<"  durch  die  Com- 
ponenten  von  (?'"  parallel  diesen  Aien  darstellen. 

Ist  Ä<«  =  0,  also  X"»  =  r<^l  ~  ZO>  —  0,  so  verBchwinden  i,  y, .-, 
d.  h.  yerschwindet  die  Resultante  der  Eräftereduction,  so  fllll 
der  Mittelpunkt  der  Beschleunigungen  mit  dem  Massenmittel- 
punkte zusammen,  d.  h.  ein  Paar  G^^^  ertheilt  dem  System  Be- 
schleunigung um  den  MassenmittelpunkL 

Ist  &'■'■''  =  0,  so  erlangen  alle  Systempunkte  geometrisch  gleiche  Be- 
schleunigungen B^^'^ :  M. 

'  Sind  jR('>,  a<')  Null,   so   bleiben   die  Resultante  R    und   das  Axen- 
moinent  G  der  Momentankräfte  ungeändert  nach  QrtSase  und  Richtung. 

§.  10.  Die  bisherigen  Reductioneu  der  Kräfte  geben  uns  eine  d«at- 
liche  Eineicht  in  den  Vorgang  der  Bewegung  des  Systems,  liefern  «ber 
vermöge  der  speciellen  Wahl  der  Coordinatanaxeo,  welche  nicht  nnabhäa^ig 
von  dem  Besohlennigungszustande  gewählt  sind,  unsymmetneche  Formoln. 
um  die  Darstellnngsweise  symmetrisch  zu  gestalten  und  insbesondere  die 
Componenten  des  resultirenden  Paares  in  einer  für  die  Rechnung  zweek- 
mässigeren   Gestalt  zu   erhalten,  wählen  wir  drei    beUebige  rechtwinklig 
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Cootdinatenaieii  des .  UasBenniitteilpuiiktes  S,  welche  im  System  fest  und 
mit  ihm  beweglich  sind.  Indem  wir  die  Elementarbewegimg  des  Systema 
zur  Zeit  t  anflttBen  in  eine  Tranelation,  welche  dnrch  die  Bewegung  dee 
Haaaeninittelpunktes  S  angegeben  wird  and  eine  Rotation  um  die  durch 
diesen  Punkt  zur  Momentanase  parallel  gelegte  Ase  c,  (s.  B.  I,  8.  284)  und 
dasselbe  zur  Zeit  t  -\-  dt  gleichfalls  ausführen,  zer^lt  der  Beschleunigungs- 
zustand  des  Systems  in  eine  allen  Punkten  gemeinsame  Bescble unigang, 
gleich  der  Beschleunigong  des  Punktes  iS*,  die  Centripetalbescblennigung 
nach  r,  hingebend  und  die  von  der  Winkelbeacblenniguug  um  eine  zur  Axe 
der  Winkelbeschlenuigung  parallele  Aze  \  des  Punktes  S.  Die  Rednction 
der  KrSfte  fUr  S  liefert,  wie  bisher  «ine  Resultante  Ä"'  an  S  gleich  dem 
Produkt  der  Masse  des  Systems  und  der  Beschleunigung  von  S,  indem  die 
TOQ  den  Centripetal-  und  Winkelbescbleunigungskrltften  herrührenden  Be- 
standtheile  der  Beductionaresnltanten  vermöge  der  Eigenschaften  Emx'^0, 
£my  =  0,  £me  =  0  verscbwinden,  Die  Componenten  der  centripetalen 
Beachleunigong  des  Systempunktes  (xye)  sind  nach  B.  I,  8.  494 

o>i  (mait  +  yw,  +  g6i,)  —  et'x, 

lOf  (xox  +  ffwy  +  gm,)  —  m'y, 

CO,  (aroji  +  yug  +  ea,)  —  o>*2 

und   ebenso   sind  die  von  der  Winkelbeschlemiigung  herrOhrenden  Compo- 

(JOx     da>v     dfot 
nenten,  wenn  ftlr  «,,  «„  a,  ihre  Werthe  — ^,   -jr^t  -^r^- eingesetzt  werden 


d(  '    dt  '    dt 

da,  dia,        da>,  da^       dati  äta, 

—  -  e  —  — —  V.    —  —  X X.    — ~  V ■■ 

dt  dt  *'     rf(  dt     '    dt  ^       dl 


Die  C'omponenten  der  Kraft,  welche  dem  Punkte  diese  Bescbleunigungs- 
componenten  ertheilt,  sind  daber 

X  =  m  l^u,  (aro.,  +  ywj,  +  z<o.)  —  a^x  +  {—^  e  —  -^»jj  , 

Ihre  Summen,  Über  das  System  erstreckt,  verscbwinden;  dagegen  liefern 
sie  die  Paare  yZ  —  s¥,  zX  —  xZ,  xY  —  yX,  welche  gleichfalls  durch 
das  ganze  System  hindurch  zu  summiren  sind.  Bilden  wir  zunSchst  die 
Bestandtbeile,  welche  von  der  Winkel  beschleunigung  herrühren.  Sie  liefern 
in  die  Summe  £{yZ  —  e¥)  die  Qlieder 


Ümfs'+O-^Y-S»"^!'-    j^- 


Utubanik.   IL 
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welche  mit  BUcksicht  auf  die  Bezeichnungsweise 

Z«tO»  +  e»)  +  ^,     ^«(**  +  ^)=B.     Zm  (a^ -f- j^  =  C, 
2mSB  =  D,  i:mex  =  E,  £mxg  =  F 

in  der  Form 

dt  dt  dl 

geschrieben  werden  können.    Ebenso  enthalten  die  Sammen  Z{eX  —  xZ) 
und  S{xY  —  yX)  von  Seiten  der  Winkelbeschlennigung  die  Bestandtheile 
diür  do}„  dtD±  diOr  ddOtt  diüm 

dt  ^      dt  dt  dt  dt  ^      dt 

Die  Vergleichimg  dieser  Ausdrucke  mit  den  AnsdrUcken  Cap.  I,  S.  366  seigt 
aber,  dasa  diese  Grössen  die  Differentlalqnotienten  der  Componenten  des 
resultirendeu  Paares  ö  der  Momentonkr&fte  nach  der  Zeit  sind,  nSmUeh: 

dt  dt  dt  dt 

n^^x  -n^^X  -r^^'"'  ^^H 


„  dtOx       „  dtiv   ,    „  dta,       d  Q-, 

Fttr  die  Bestandtheile,  welche  die  CentripetalkrSfte  in  jene  Summen  liefern, 
erhalten  wir,  wenn  wir  resp.  mu^  ■  x*,  mta,  •  t^,  moix  •  e*  im  Hinuend  und 
Subtrahend  addiren  und  subtrahiren,  z.  B.  fUr  die  erste  Summe: 
»y  [—  e>i-£mex  —  tUgZmyz  +  m,Z»»  (x*  +  }'')], 

—  a,  [—  Wj  ■  Smxy  +  «»■£w  («*  +  ^*)  —  a.Zmye^ 
=  a^  [—  Em,  ~  Dia„  +  Ca.], 

—  a,  {—  Fa,  +  Betg  +  Da.  ]  —  m^G,  —  m.Gg. 

Ebenso  fUr  die  beiden  anderen  Summen  m,Gg  —  i»^G„  to^Gy  — w^Gi. 
FUgen  wir  alle  Theile  zusammen,  so  ergeben  sich  die  Componenten  G^J\ 
(?''',  G<"  des  resultirenden  Paares  G"*  für  den  Massenmittelpunkt 


«i"  =  ^^  + 


dl     '    \G^  Q,\' 

IG,  I  M,   (fl*  I 

dT"*"  Ö,  GJ' 


dt    '  |e,  G,\ 

Wählt  man  die  Hauptaxen  des  MassenmittelpuiikteB  sn  Coordinaten- 
asen,  so  werden  die  Componenten  des  Paares  G  der  Uomentankrtfle 
ff,  "=  Atoi,  Gy  —1  Sag,  G,  <—  Ca,  (Cap.  I,  §.  9),   oder,  indem  wir  nach 
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der  Üblich ea  Bezeichnangsweiae  Wx^p,  af=^q,  m,'=^r  eetsen,  &x^Ap, 
Q^  ^  £q,  Gr,  =  Cr  und  nelimeii  die  Componenten  des  reBultireudeu  Paares 
der  oontinnirlicben  ErKfte  die  Form  an: 

■  -B). 

ei''-c~;+j,8(£-.i), 

welche  Form  zneret  von  Euler  gegeben  wurde. 

Es  ist  von  Wichtigkeit,  den  Inhalt  und  die  Bildungsweiee  der  Aus- 
drücke fOr  (?^'>,  Cr''),  £F^*>  genau  zu  kennen.    Die  Bedeutung  der  drei  ersten 

Glieder   — — ,  —-^ ,   — — ^     welche  von  der  Winkelbesohleunigimg  herrtlhren, 
dt        dt        dt 

ist  sehr  einfach.  Construirt  man  im  Beductionspunkt  das  resultirende  Aien- 
moment  Q  der  MomentankrSfte,  ho  sind  Gx,  Gy,  G,  die  Coordinaten  vom 
Endpunkte  der  Strecke,  welche  dies  Jhloment  in  Bezug  auf  die  beweg- 
lichen Azen  darstellt  Dasselbe  ändert  aber  mit  t  seine  Grösse  und  Lage  im 
System,  und  es  stellen  die  drei  Differentialquotieuten  die  relativen  Ge- 
schwindigkeitscomponenten  des  Bndpunktes  dieser  Strecke  dar.  Nicht  viel 
complicirter  ist  die  Bedeutung  der  drei  Glieder  co^Gj  —  m^Gj,  w,Qx  —  WiG,, 
<OxGy  —  oiyGx.  Zieht  man  nftmlich  durch  den  Endpunkt  von  G  eine  Gerade 
parallel  der  Momentanaxe  und  trOgt  eine  Strecke  geometrisob  gleiofa  to  auf 
'  ihr  und  die  entgegengesetzte,  — u,  an  5  auf,  so  erhfilt  man  ein  Paar 
((»,  — I»),  dessen  Moment  eine  Trans lation^gescb windigkeit  darstellt,  nach 
derjenigen  Seite  der  Ebene  des  Paares  gerichtet,  von  welcher  aus  gesehen 
die  Stellung  der  Pfeilspitzen  mit  der  ührzeigerbewegung  harmonirt.  Das 
lioment  desselben  ist  das  Produkt  taK  aus  ta  und  der  Projeoüon  K  des 
Äxenmomentes  G  auf  eine  zur  Momentanaxe  senkrecbte  Ebene.  Da  K  gleich 
dem  Abstände  des  Endpunktes  von  G  von  der  Momentanaxe  c,  des  Be- 
ductionspunktes  ist,  so  ist  atK  zugleich  die  Geschwindigkeit,  welche  der 
mit  dem  Endpunkte  von  G  zusammenfallende  Sjstempnnkt  der  Winkel- 
geschwindigkeit (0  um  c^  verdankt.  Mit  HUlfe  der  Componenten  ca,,  cd,,  ta, 
von  a>  und  der  Cooi'dinaten  G,,  G,,  G,  des  Endpunktes  von  G  erhält  man 
die  Componenten  dieser  Geschwindigkeit  oder  des  Axenmomentes  caK  in 
Bezug  auf  die  beweglichen  Axen  nach  B.  I,  8.  273,  nttmlich 

\g,    G.y  \g.   g^Y  \gx  g,  I ■ 

Sie  stellen  die  zweiten  Glieder  in  den  obigen  Ansdrtlcken  fOr  G^",  G'",  G^'^ 
dar.    Demnat^  drücken  die  obigen  Gleichungen  Folgendes  aus: 
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Das  resultirende  Paar  der  contiunirlicben  ErSfte,  ent- 
sprechend der  Er&ftereduction  für  den  Massenmittelpunkt,  stellt 
die  Gescbwindigkeit  des  Endpunktes  vom  resultirenden  Aien- 
momeute  der  UomentankrSfte  dar,  wenn  dasselbe  im  Bednctioit- 
punkte  construirt  wird  und  zwar  stellt  die  Componente,  welche 
Ton  der  Winkelbeschleunigung  veranlasst  wird,  die  reUtue 
Geschwindigkeit  dieses  Punktes  im  System,  die  Companenle 
aber,  welche  von  den  CentripetalkrSften  herrtlhrt,  die  GeschiFin- 
digkeit  des  mit  diesem  Punkte  zusammenfallenden  Systempank- 
tes  dar. 

Auch  kann  man,  wenn  man  will,  bei  der  Bildung  der  drei  obigen 
Gleichungen  von  dem  eben  verfolgten  Gesichtspunkte  ausgehen,  gleich  ein- 
fach fUr  die  allgemeine,  als  für  die  Euler'scke  Form.  Da  nSmlieh  G'"ifl 
das  geometrische  Differential  von  6^  ist,  so  ist  C'  die  absolute  Geechwindig 
keit  des  Endpunktes  des  Asenmomentes  G.    Die  relativen  Coordinaten  des- 

dv 
selben   sind    nun    für    die    Hauptaien    z.  B.   Äp,  Bg,  Cr,     miUmi  Aj. 

S  -— ,    C  -TT  äie  Componenten  seiner  relativen  Ge  ach  windigkeit.  Das  Sjstea 

besitzt  aber  die  Winkelgeschwindigkeit  oi  um  die  Homeatanaxe  nnd  p,<l,' 
sind  deren  Componenten.  Sie  ertheilen  mithin  dem  Systempnnkte,  der  mit 
jenem  Endpunkte  zusammenfallt,  die  Geschvrindigkeitscomponenten 

1/,    jJ-^^(^~^)' 


'  d(    '    ^    ^         "        dt    '   ■'^  ^"       "^^    "  dt 
die  Componenten  G^\  ff''\  G]"  der  absoluten  Geschwindigkeit, 

Saint-Qnilhem,  dessen  Abhaudluugeo  [JVoutwOe  itude  aur  la  IMorw  du 
forces  in  Liouville,  Jonm.  de  Mathöm.  T.  XVI  (1861),  p.  347  nnd  A'owrf' 
dAermination  synihetigve  du  movvement  c^un  corps  solide  atttour  d'un  pwni  für. 
Lioaville,  Joom.  T.  XIX  (1861),  p.  366]  diese  Betrachtougen  m  Grunde  lieg"' 
gibt  noch  folgende  Methode  bd,  um  an  demselben  Resoltate  sn  gelangen.  Hu 
denke  sich  durch  den  Beductionspunkt  drei  Coordinatenaien  der  x\  y',  t  tm 
fester  Richtung.  Durch  die  Rotation  dei  Systems  am  die  Homentanaxe  erlvif< 
nun  dasselbe  gegen  diese  Azen  lur  Zeit  t  -^  dt  dieselbe  Lage,  die  ea  gegen  p' 
emnehmen  wOrde,  wenn  es  nicht  rotirte,  dagegen  jene  Aien  sich  u 
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oxe  JD  entgegengeietEtem  Sione  nm  deQBelben  onendlich  kleinen  Winkel  gedreht 
hätten.  Nimmt  mau  uon  anf  einer  dieBei  dtei  Aien,  z.  B.  anf  der  Axe  der  x, 
eben  Punkt  m  an  und  bezoichnet  mit  £,  tj,  £  «eine  Coordiuaten  bezOgUch  der 
Aien  der  x,  y,  z,  bo  sind  —  (m^t  — .  w^ij),  —  {»,  J  —  io,£),  —  ((o^>|  —  «^S)  seino 

GeBchWindigkeitBcomponenten  nnd  da  dieselben  auch  durch  ^  i  -A  <  -^  dargestellt 
werden,  bo  bestehen  die  Qleichungea : 

d^  .        dij  .  ,  dt  . 

Nan  seien  a,  a,  a"  die  BichtongHCosionsae  der  Axe  der  x'  mit  den  Axen  der  x, 
t/,  s  and  &^' ,  Q  ■,  Gj  die  Componenien  von  G  bezQglich  der  Axen  der  x,  y\  z, 
sodass  K.  B. 

G^-  =  aG^  +  aG^  +  a"(?. 
und  folglich 

dt  dt  ^      dt  ^      dt  ^  ^  dt  ^    y  dt  ^    •  dt 

wird.  Nimmt  mao  nun  ni  in  der  Entfernung  gleich  der  Einheit  Tom  Rednctions- 
punkte  an,  so  werden  g  ■■  a,  rj  =  a,  £  ■-  a",  also  naeh  den  obigen  Formeln: 


Da  man  aber  Bber  die  Wahl  der  Axen  x\  t/,  t'  beliebig  TerfQgen  kann,  so  lass 
wir  die  Axe  der  z'  mit  der  Axe  der  x  svsammenfiillen,  woduroh  a  i^  i,  a'  =  o"  <a 

und  folglich  ---  ~  0,  ^7  —  —  «, ,     -TT-  •—  «i_  wird.    Hiermit  erhält  man 
dt  dt  '        dt  ' 

dG^       dG^ 

-3f  - -ST +%«. -"■.«.- 


parallel  den  festen  Axen,  d.  h.  die  abBolvte  Oeschwindigkeitscomponeute  des 
Punktes,  welcher  im  System  die  Coordiuaten  G^,  G  ,  G,  besitzt,  d.  h.  de«  End- 
punktes von  G  und  diese  ist  zugleich  ö^''.     Daher  folgt 

Aehnlich  ffir  die  anderen  Componenten. 

§.  11.  Die  Reduotion  derKr&fte,  wie  wir  sie  §.  10  aufgestellt  baben, 
gibt  nniuittälb&r  die  Bogenannten  Differentialgleichungen  der  Bewegung  des 
unveränderlichen  Sjstems.  Sind  ia  Bezug  auf  ein  festes  CoordinatenBjstem 
der  gs,  t/,  B  die  Coordinaten  des  Massenmittelpunktes  S  zur  Zeit  t  gleich 

(Px,     t^y,     d*z, 
■^1'  1*11  ^1.   80   smd   -TTy  "3j"»   ~Jä   *^   Componenten    seiner    Bescbleu- 

niguug.  Sind  daher'^Z,  £r,  SZ  die  Componenten  der  Eeduotionsresul- 
tanten  KO  der  gegebenen  Kräfte  fUr  S,  so  bestehen  die  Gleichungen r 

«5^=-^.  -&=--.  ^S-^--- 
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Hierzu  treten  die  Boler'Bchen  GkichnDgen 

Ä^  +  (A-C)rp-0';', 

A~  +  (s-A)p,-e';>, 

welche  sich  auf  die  Hauptazen  dea  Illueeiimittelpunktes  beziehen.  Diese 
aechs  Oleichungeu  stellen  die  Aequivalenz  des  gegebenen  RrAftesyst^ms 
mit  dem  aus  dem  Beschleunigungszustande  entwickelten  System  der  Erftfle 
m^  dar.  Sie  können  daher  in  gewissem  Sinne  auch  als  eine  Darstellung 
des  Beschleunigungszustandes  atrgeseben  werden.  Ist  das  KrBfteaystem  für 
alle  Zeiten  gegeben,  so  gelangt  mau  durch  ihre  Integration  zur  Kenntnis« 
des  Geschwindigkeitszustandes  und  des  Ortes  des  Systems  fUr  jede  Zeit, 
sobald  noch  die  Lage  der  beweglichen  Eauptaxen  mit  HtUfe  der  Winkel 
V>  i>i  ^  (^  ^-  I>  ^'  ^T^)  gegen  das  feste  oder  auch  gegen  ein  in  Trans- 
lation begriffenes  Coordinatensyatem  der  x,  y,  f  bestimmt  wird.  Zugleich 
sind  dann  die  Componenten  p,  q,  r  der  Winkelgeschwindigkeit  lo  durch  die 
B.  I,  S.  279  angegebenen  Formeln  auszudrücken: 


dl  '  dt 
Endlich  sind  G^",  G<",  ff^"  gleichfaUs  durch  <p,  ^,  9  darzustellen.  Sobald 
dies  geschehen,  liefern  die  Kuler'achen  Gleichungen  in  Verbindung  mit 
den  Ausdrucken  für  p,  q,  r  durch  eine  zweimalige  Integration  <p,  ifi,  9 
und  p,  q,  r  als  Functionen  der  Zeit  und  ebenso  geben  die  drei  ersten 
Gleichungen  die  Coordinateu  x,  ff,  s  und  die  Componenten  der  Geschwindig- 
keit des  Massenmittelpunktes.  Die  zw^lf  Constanten,  welche  die  Integration 
der  sechs  Bewegungsgleichungen  einführt,  sind  durch  die  Werthe  tod 
dtp     d»fi     d#     dx,     dffi     ^"i  ^    .        ,    .      „  ., , 

»■'♦■*•  '"«'•  ''■'  Tf  TP  Ji'  Ti'  dl-  Tt  f»"'S«-i»"Z«>".. 

d.  h.  durch  die  Stellung  des  Systems  und   die  Componenten  seiner  Trans- 
lations-  und  seiner  Winkelgeschwindigkeit  zu  dieser  Zelt  zu  bestimmen. 

g.  12.  Um  auf  reiu  aualytiHchem  We^e  zu  den  BewegnngsgleiohuDg^  lo  ge- 
langen, vecfabrea  wir  folge ndermasBeu: 

Da  die  CompoueDten  der  BeachleuniguDg  91  des  Ponktea  m  {xi,yi,a) 
parallel  dreien  rechtwinkligen  Coordinatenaxeu,  die  wir  im  Räume  fest  annehmeii 
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wollen,    diB     w«rtha    -ttt-,    —irr,    -ttt-    sind,    ao    itelten    m -ttt  .    w -rnr . 
oC        dt'       dP  dt'  dt' 

d'a 


CompoDenten  dec  Kraft  m<pi  doi  nnd  liefern,  indem  wir  üe  füi  den 
CoordinatenonproDg  rednciTei),  eine  Beiattante  von  den  Componeuten  Smi  -jn"' 
Stm  -j^^- ,    Snti  -TTj-  nnd  ein  reanltirendes  Paar  von  den  Conponenten 

wobei  die  Snmmationen  Qber  alle  Punkte  des  Sjüteins  zu  erstrecken  sind.  Sind 
andererBeits  X4,  Yi,  Zi  die  Componenten  der  gegebenen,  am  Pantt«  {xiyiSi) 
angreifenden  Kraft  Pi,  ho  liefert  die  Rednction  dieser  Kräfte,  die  sich  Uk  irgend 
weichen  Pankten  anch  auf  Null  redncirea  kOnnen,  ebenso  eine  Resultante  von  den 
Compooenten  SXi,  ^Yi,  SZi  und  ein  reaultirendes  Paar,  desaeo  Componenten 

S(]/iZi  —  iiYi),    Zl^SiXi  —  XiZi),    S{xiYi-~ytXi.) 
sind.   Die  Aequifaleaz  beiderlei  Kräfte,  oder,  was  dasselbe  ist,  das  Gleichgewicht, 
welches  zwischen  den  ersteien  und  den  im  entgegengesetEten  Sinne  genommenen 
Kräften  der  zweiten  Art  bestehen  mnss,  ergibt  daher  die  folgenden  sechs  Be- 
wegnngBgleichnngen : 

Zm  ^  -  HXi,      £m  {yj-J,r  -  ""^{r)  =^(S'Z,  -  n  Yi), 

Smi  ^jj-  =  ZZi,        Zm  {xi^^f,'  -  Ji^^'j')  -.£<*/  Y<  -  y,  i)- 

In  dieser  Form  sind  die  Bewegongsgleichungen  tnr  LtSsong  eines  Problems 
nicht  nnmittelbar  zn  verwenden,  denn  sie  enthalten  die  Coordint^eQ  aller  S^stem- 
pnnkte,  während  die  Eenntniss  der  Bewegung  dreier  Sjstempnnkte  hinreicht,  um 
die  aller  flbr^n  ta  bestimmen.  Sie  mOesen  demnach  so  transfonnirt  werden, 
dass  blos  Beeümmnngsstflohe  der  Bewegung  dreier  Pnnkte  darin  vorkommen.  Als 
solche  Bestimmnugaetemente  kQnnen  die  Coordinaten  solcher  drei  Pnnkte  gelten. 
Deren  sind  neun.  Da  aber  die  drei  Pnnkte  nn veränderliche  Abstände  behalten, 
welches  dnrch  drei  Bedingungsgleichungen  ausgedrückt  wird,  so  bleiben  blos  sechs 
jener  Coordinaten  als  erforderlich  flbrig  nnd  zu  ihrer  Bestimmung  reichen  die 
sechs  Bewegnngsgleich engen  hin.  Die  drei  Punkte  sind  beliebig  wählbar.  Ver- 
mSge  seiner  ausgezeichneten  Eigenschaften  empfiehlt  sich  fQr  den  einen  vor  allen 
iler  Hassenmittelponkt  S.  In  der  That  lassen  sich  mit  Hülfe  derselben  die  drei 
ersten  Oieichnngen  sofort  so  umschreiben,  dass  in  ihnen  seine  Coordinaten  a^,  jf,,  e, 
allein  vorkommen.  Setien  wir  nämlich  Xi  ^  x^  -{-  {,- ,  y,-  >—  (/,  -\-  rji ,  ti  •••  i,  -\-  ii , 
Bodass  ii ,  iji ,  it  die  Coordinaten  des  S^stempunktes  Xi ,  yi,  m  in  Being  auf  ein 
dem  festen  Coordioatensjstem  paralleles  bewegliches  Cootdinatensjstem  sind, 
dessen  Ursprung  im  Massenmittelpnnkt«  {x^ ,  y^ ,  £,)  liegt,  so  wird 
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da  £mi  £.-  ~  Sm  tu  c=  Xnu  £>  =  0  ist.  Hau  erhält  demnach  an  die  Stelle  der 
drei  ereteu  BeweguugsgleicbaDgen  die  folgendeo: 

if^'y-sx,.    jf^-2;r„     x^-zz,. 

dt*  '  dt'  dt'  ' 

welche  die  BeBchlennigungscompoDenteii  des  Hassenmittelpanktes  gleich  SKi:M, 
S  Yi :  M,  EZi :  M  geben  und  dnrch  ihre  Integration  die  Bewegnug  dieses  Punktes 
beBtimmen.  Diese  Qleichnngen  sind  die  eines  Pnaktes  von  der  Hasse  M,  an 
welchem  die  EAfte  ZXi,  SYi,  SZi   angreifen.    Mui  drackt  dies  gewöhnlich 

Der  MaBBenmittelpnnkt  dee  Syatema  bewegt  sich  so,  als  ob  alle 
Etäfte  des  gegebenen  Er&fteayBtems  mit  denselben  latenait&teu  nnd 
nach  denselben  Richtungen  an  ihm  angriffen. 

Legen  wir  dnrch  den  Maasenmittelpimkt  S  zwei  zu  einander  «enkrechte  Aien, 
welche  dem  beweglichen  Systeme  asgehOren  und  wählen  wir  aof  diesen  in  der 
Einheit  der  Sotfernnng  von  S  jene  beiden  noch  fibrigen  Punkte.  Sind  a,  b,  c; 
a,  b',  c  die  RichtungscosinasBe  dieser  beiden  Äxen  gegen  die  Äxen  der  £,  i],  £ 
oder  der'iC,  y,  t,  so  stellen  diese  QrOtsen  zagleicb  die  Coordinaten  g,  >i,  £  der 
beiden  Pnnkte  dar.  Grosserer  Symmetrie  der  Formeln  wegen  nimmt  man  noch 
die  dritte,  zu  jenen  senkrechte  Ase  hinin  und  bexeichnet  ihre  BichtongBcotintuae 
mit  a",  b",  c".  Znt  Wahl  dieser  drei,  dem  System  angehOrigen  Axen  empfehlen 
üch  ihrer  angezeichneten  Eigenschaften  hinsichtlich  der  Kräfterednction  wegen 
die  Hanptaxen  des  MassenmittelpunkteB,  deren  wir  uns  daher  im  Folgenden  fort- 
während bedienen  werden. 

Fahren  wir  znn&chst  die  Substitution  «j «-  «,  +  5,- ,  jfi  —  y,  +  1'  i  '( ■"  »i  +  fc" 
in  den  drei  letzten  Oleichungen  aas,   so  wird  s.  B.  die  linke  Seite  der  enten 

_      /    d*ii  d'yi\       _      /    d'ti        „d'ijA   ,    „/    (i'j.  d*jf,\ 

und  die  rechte  Seite: 

Wenn  man  aber  die  bereits  transformirten  drei  erstoi  Qleichnngen  benntit  nnd 
die  Rechnung  Tollständig  durchfahrt,  so  fallen  x^,  y, ,  t,  herwu  nnd  nehmen  die 
drei  letzten  Bewegungsgteichnngen  die  Form  an : 


.»,(„?^ 

-b^)-2:i„Z,-t,Y,), 

.-(.f^ 

-t.^)-z^x,-S,z,>. 

.-(£.^ 

-•«^)-^i.t,r,-„x,) 

Um  nun  die  QrCssen  a,  b,  c;  a,  b',  c'\  a",  b',  c"  in  diese  Gleichungen  ein- 
lufQhren,  nehmen  vir  die  Eauptazen  des  Massenmittelpunktes  als  Coordinaten- 
axen  der  x,  y,  z ,  sodass  die  Coordinaten  £>,  i)f,  £j  durch  x^,  yj,  «^  mit  fifllfe 
der  Formeln  ausgedrückt  werden: 

i,  - «.;  +  a-j;  +  o"<, 
,,_s.;  +  6-j; +  »•■«;, 
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norük  je|  ,  y| ,  t\  die  Lage  des  PaDktea  im  SjBtem  gegen  die  Hanptaxen  feebeteeD 
nnd  von  der  Zeit  TinabhäDgig  sind.  Die  Linken  Seiten  der  so  tronsfoimiTenden 
GleichoDgen  aiad  nnu  die  Derivirten  der  Componenten  des  resDltireodeD  Paares 
der  MomentankiilAe,  n&mlich  tob 


soduB  Enn&chst  diese  Änsdracke  nmEngestalten  Bind.    Nun  liefert  die  Differentiation 
der  TOTstebenden  Formeln; 


dt  '  dt  ^  "'  rf(   ^    .  ät  ' 

dvi  ,db   -        db'  dh" 

dt   ~    '  J(  ■•■  "*  dt    "T"    .   dt  ' 


worin  aber  die  Differentialqnotienten  der  RichtungBcoBinoBie  durch  die  Compo- 
nenten p,  q,  r  der  Winkelgeschwindigkeit  nach  den  Haoptaien  auBiadrflcken 
sind  mit  Hülfe  der  Formeln  (B.  I,  S.  278) 

da         .  ,.         da-         ..  da 

-^at^aq,      ^  -  a  j,  -  ar.      _-«g-ap, 

«iö        ..         ..-         db-        ...         ,  AV        . 

__&r-bg,      __6j._6r,      -^-h^-hv, 

de        ,         ..        de         „  de" 

jj-„-c,,      __cp-.,,      __cg_.j._ 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Derinrten  von  £{ ,  iji,  £i ,  hildet  hieranf 

die    Grossen    Smi  {tu  -^  —  £.-  -~)  a.  s.  w.  nnd  beracksichtigt  die  Eigenschaften 

J?wi(aKyJ  —  0,    £(n,.y'j*|.  —  0,    Zm^tJ;^,  —  0  der  Hanptaien,  bo  kommt  z.  B. 

2:m;  {„,  :^  _  E..  ^)  _  [(6c'  -  b-e)  r  -  (6c"  -  6"c)  5]  Zm,^,*, 
+  [(f,-c"  -  b'-e)  p  -  Ib-e-be-)  r]  £fB,y;'. 
+  [(!."»  -  6c")  q  -  (b"d  -  h-c")p]  Sm,z-,', 
welcher  Aiuklraok  a^r  mit  HQlfe  der  Relationen  (B.  I,  S.  371) 

b"c  —  6  c"  ■■  a,      c"a  —  e  a"  —  fc',      a"  b  —  a  6"  =-  c', 
bc-  —  6'c  —  o".     Ca    —  e'a  ■-  b",     ab'  —  a'b  -■  c" 
abergebt  in 

Smi  (v^  -  t'  ^  -  («'3  +  «"'■)  ■S'»-'^'  +  {»"'■  +  «l»)  ^•».y;' 
+  (.ap  +  a-q)Sm,e'*. 
oder  mit  Hfllfe  der  Qbtichen  Bezeichnung  der  fianptträgheiUmoment« 

■Sw,  (!/;•  +  <*)  —  -i,     S",  (<•  +  a^j»)  =  B,    Zm^  {«:>  +  y^")  —  C, 
und  den  darans  folgenden  Relationen: 

ar«.;»;'  — B  +  (7— 4,  tSmi^'f*  —  C -\- A  —  A,  iSm^/,*  —  A  +  B  -  C 
nebst  den  beiden  analogen  Ausdrücken  die  Form  annimmt: 
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-  Äpb  +  Sqb-  +  Crb". 

^*»i{^^  -  m^f)  ^  -ipc  +  Sqc-  +  Orc". 

Man  erkeimt  in  dea  rechten  Seiten  dieur  GleichoDgen  die  pTOJectionen  der  Com- 
pouenten  Ap,  Bq,  Cr  des  reBoltirenden  Paare«  G  der  Momentanbäfte  mal  die  Axen 
der  x,  y,  t.  Mit  Hfllfe  der  Deririrtea  dieser  AnsdrOcke  erhalten  wir  daher  fQr 
die  drei  letzten  Bewegnngagleichnngeu  zan&chat: 

^  (ip.  +  Bsa  +  Cra-)  _  Z  („Z,  _  f,  Y,), 
^  (Jft  +  BjS-  +  Ci-6")  -  i(£,i,  -  i,Z.-), 

Vollzieht  man  die  Differentiationen  nnd  combinirt  die  sich  so  ergebenden  Glei- 
chnngen,  indem  man  sie  der  Reihe  nach  mit  a,  b,  c;  a,  b',  c';  a",  b",  e"  molti- 
plicirt  ond  addirt,  dabei  aber  die  HelAtioneu  o'-|-6'+c*— 1,  aa'+bb'+ee'^O,... 


,dö-' 


+  =  7 


dt 


dt  ^     dt  "^    dt  '         dt  ^      dt  ^     dt        "'  ■" 

(B.  1,  S.  273)  berficksichtigt,  so  erhBJt  man  mit  Rücksicht  darauf,  dasa  die  ent- 
etebenden  vechteu  Seiten  der  neuen  Gleichnogsfonnen  die  Componenten  des  resul- 
tirenden  Paares  der  contionirlichen  KrElfte  hezilglioh  der  Haaptaxen  und,  die  vir 

früher  G^",  G'^\  G^''  nannten: 

J^  +  (C-B)3f-GW. 
J  +  (A-C)rp-Of\ 
C^/'  +  tB- J)p3  =  G;". 
Dies  sind  aber  die  Euler'scben  Gleichaogeu,  wie  S.  103. 

§.  13.  An  die  Bedncüon  der  continuirlichen  Kräfte  schliesGea  wir 
einige  Satze  an  über  den  ZuBammenbang  dieser  KrSite  mit  den  MomeDtan- 
krHften. 

1.  Das  System  der  Kr&fte  m<p,  welche  den  Systemp^iakten  M  ihre 
Beschleunigungen  tp  zu  verleihen  vermCgen,  ist  Squivalent  dem  System  der 
KrKfte  P,  welche  &m  Punktsystem  angreifen.  Beduciren  wir  daher  beide 
Krtlftesysteme  fflr  desselben  Punkt  0,  so  stimmen  die  RedactionBresnltUitcn 
und  die  resultirenden  Axenmomente  nach  (irÖBse,  Bichtnng  und  Sinn  Dber- 
ein  und  haben  mithin  auch  gleiche  Componenten  oder  Projectionm  in 
Bezog  auf  irgend  welche  Axen.  Projiciren  wir  zunSchst  die  Bednctäonf- 
resultanten   anf  irgend  eine  Axe  X,  80  erhatten  wir,  da  ilire  Prqjeolionen 
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die  Projectionssaminen  ibrer  Goioponenten  sind,  die  Qlwchnng  £M»g>a=>£P«f 
wo  der  Index  x  die  Projection  bezeichnet.    Eb  ist  aber  ip^  =  — ,    mithin 

erhält  man  weiter: 

d-£(mv^)  =  £P,dt 
and  indem  man  diese   Gleichnng  über   ein  beliebiges   Zeitinterrall   t  —  t^ 
integrirt: 


£mv^—  2(mV:,)==S  j  P^dt. 


Es  stellt  hierin  aber  Smv^  die  Projection  der  Beductionsresultanten   der 
Momantankr&fte  anf  die  Axe  x  znr  Zeit  t  imd  £  (mvx)   dieselbe   Gröaae 

für  die  Zeit  fg  dar  nnd  ist  P^dt  der  Elementarantrieb  der  Projection  der 
Kraft  P  (Tgl.  S.  12).    Daher: 

Die  Aenderung,  welche  die  Projection  der  Resaltanten  der 
Momentankr&fte  auf  irgend  eine  Axe  im  Laufe  der  Bewegung 
wShrend  irgend  eines  Zeitinterralles  erleidet,  ist  gleich  dem 
Totalantrieb  aller  anf  diese  Axe  projicirten  Krfifte  wHhrend 
derselben  Zeit. 

Uan  kann  das  System  salbst  auf  die  Axe  projicirt  denken,  jedem  Pro- 
jectionspnnkte  die  Masse  des  Hauptpunktes  beilegen  und  den  Satz  als  einen 
Satz  ffir  das  lineSre  veränderliche  Sjrstem,  welches  die  Projection  des  ge- 
gebenen ist,  anffaesen.  Die  Qleichnng  d  •  ZmVx  ^  ZPxdt  sagt  im  Gmnde 
nichts  weiter  aas,  als  dass  \dltx\  -»  [R^^dil,  wenn  R,  ü^'^  die  Resultanten 
der  UomentankrBfte  und  der  continoirliohen  KrSfte  sind. 

Ist  SP:^  =  0,  so  bleibt  Smv^  constant,  d.  h.: 

Wird  das  System  nicht  von  continuirlicben  Krfiften  oder 
nur  von  Paaren  afficirt,  bo  bleibt  wKhrend  der  Bewegung  des- 
selben die  Projection  der  Resultanten  aller  Momentankrfifte  auf 
eine  beliebige  Axe  und  mitbin  diese  Resultante  selbst  constant 
□  ach  Grösse  und  Richtung. 

2.  Projiciren  wir  das  resultirende  Axenmoment  der  Kräfte  mtp  und 
das  der  KrSfte  P  auf  die  Axe  x.  Wir  erhalten  die  Projectiouen  dieser 
GrBssen,  indem  wir  m<p  und  P  auf  eine  Ebene  senkrecht  zu  x  projiciren 
und  die  Momente  ihrer  Projectionen  für  den  Schnittpunkt  dieser  Ebene  mit 
der  Axe  x  nehmen.  Sind  9,,  Q;  TS,  q  die  Projectionen  von  qo  and  P  und 
ihre  Abstilnde  von  der  Axe  x,  so  besteht  demnach  die  Gleichung  £m  91, 7!r=£Q  9. 
Nun  ist  aber  nach  B.  I,  8.  330,  wenn  v,Pi  dos  Moment  der  Geschwindig- 
keit ist,  — -—^  "-»qo,?».  Daher  erhalt  man: 
d-Smv^Pi  =  SQqdt 
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und  folglich  durch  Integration: 

Smv^p,  —  ,£(»1«,^,)  =  ^  j  Qqdl. 
"  *. 

Hierm  etellt  mv^Pi  das  Axenmoment  der  Momentaiikraft  mt>,  und  folglich 
2mv,Pi  die  Projection  des  resuttirendeu  Axenmomentes  der  Momentan- 
krSfte  auf  die  Axe  x  dar.    Daher: 

Die  Aenderuttg,  welche  die  Projection  des  reeultirenden 
Axenmomenteg  der  MomentankrSfte  auf  irgend  oine  Axe  im  Laufe 
der  Bewegung  des  Systems  während  irgend  eines  ZeitinterTalles 
erleidet,  ist  gleich  der  Summe  der  Ifomente  aller  Kraft  an  triebe 
in  Bezug  auf  dieselbe  Axe  wKhrend  derselben  Zeit. 

Uan  kann  diesen  Satz  als  einen  Satz  aber  die  Projection  des  Systems 
auf  die  zur  Aie  x  senkrechte  Ebene  auff^sen,  wenn  man  den  Frojections- 
punkten  die  Masse  der  Hauptpunkte  beilegt.  Das  Projectionssystam  ist 
wShrend  der  Bewegung  Teränderlich.  Die  zn  Grunde  liegende  Gleichung 
sagt  nichts  weiter  aus,  als  dass  [döi]  =  [GiJ'd']>  wenn  G-  und  ö'*'  die 
resultirenden  Asenmomente  der  Momentankrfifte  und  der  continuirlichen 
Kräfte  für  den  Punkt  0  bedeuten.  Ist  i^g  =  G^'>  =  0,  so  bleibt 
2?mi:^j)j  >—  ü,  eon^tant  für  alle  Azen. 

3.  Uau  kann  den  vorigen  Satz  etwas  anders  formnliren.  Zu  dem  Ende 
ziehen  wir  vom  Beductionspunkte  0  aus  nach  allen  Systempunkten  JU  die 
Radienvectoren  OM  und  betrachten  die  Elementarseetoren  OMJW  =  dS, 
welche  sie  im  Zeitelemente  ät  durchstreifen.  Da  die  Projection  des  Bog^i- 
elementes  MM'  gleich  Vidt  ist,  so  stellt  ^Vidt-pi  den  Inhalt  der  Pro- 
jection dSj!  von  dS  auf  die  zu  x  senkrechte  Ebene  dar   und   ist   mithin 

t^ijPi  =    ■■■■" .    Hiermit  erhält  man  die  Ansdrücke  in  2.  unter  der  Form: 

d.  h.:  Zieht  man  von  irgend  einem  Punkte  0  nach  allen  Funkten 
des  in  Bewegung  begriffenen  Systems  Badienvectoren  und  pro- 
jicirt  das  System  sammt  ihnen  auf  eine  Ebene,  so  ist  die  Bumme 
der  Produkte  aus  den  Sectorenbescbleunigangea  der  projicirten 
Radienvectoren  und  den  Uaasen  der  Systempunkte,  auf  welche 
sich  letztere  bezieben,  gleich  dem  halben  resnltirendeB  Axen- 
momente  aller  Krfifte  fflr  den  Pnnkt  0  als  Reductionspunkt, 
projicirt   auf   die   zar   Ebene   senkrechte   Axe.    Die  Aenderunjr, 
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welche  di«  Sntnme  der  Produkte  aus  den  Massen  und  den  See- 
torengeschwindigkeiten  der  projicirten  Radienvectoren  im  Laufe 
irgend  einer  Zeit  erleidet,  ist  die  h&lbe  Aenderung  der  Projectiou 
dee  resaltirenden  Axenmomentes  der  Momentankr&fte  auf  die- 
selbe Axe,  über  denselben  Zeitraum  erstreckt. 

Ist  insbesondere  G^^'>  =  0,  so  bleibt  die  Grösse  £m  -~  constont  and 
wird  £mSi  der  Zeit  proportional.    Also: 

Ist  die  Projection  des  resnltirenden  Aienmomentes  fUr  einen 
Bednctionspunkt  0  auf  eine  Axe  wHbrend  der  Bewegung  Null, 
so  ist  die  Summe  der  Produkte  aus  den  Massen  der  System- 
punkte  und  den  Sectoren,  welche  die  Projectionen  der  von  0 
nach  ihnen  gezogenen  Radienvectoren  aaf  eine  zur  Axe  senk- 
rechte Ebene  während  Irgend  einer  Zeit  beschreiben,  dieser 
Zeit  proportional.  (Prinoip  der  FlSchen  fOr  die  zur  Axe  senk- 
rechte Ebene.) 

4.  Ist  ff''l  =  0,  also  G^''  fllr  jede  Axe  Null,  d.  h.  reduciren  sich 
die  KrBfte  des  Systems  auf  eine  blose  Besnltante  E^'^>,  so  gilt  der  vor- 
stehende  Satz  für  alle  Ebenen.  Ist  aber  G'*'  =  0,  so  bleibt  das  resal- 
tirende  Paar  &  der  Momentonkräfte  nach  Orösse,  Richtung  und  Sinn  un- 
veränderlich   nnd   gilt   dasselbe   fUr  seine   Projection   Gx   auf  irgend  eine 

Axe.     Da   nun   £m  -xj  =  \  Emv^p^  =  i  ff. ,    ako    in     diesem     Falle 

EfnS;c  ~  Z  («tfi^J  =  £m  (S,  ~  8^™\  ff,  (*  —  Q,  so  wird  die  Summe 
der  mit  den  Massen  mulUplicirten  Sectoren  mit  ffj,  gleichz^tig  ein  Maxi- 
mum. Der  grSsste  Werth,  den  ff.  annehmen  kann,  ist  aber  ff  selbst 
Daher : 

Wenn  die  Kräfte  des  Systems  sich  auf  eine  bloae  Resul- 
tante B"'  reduciren,  so  gilt  das  Princip  der  Flachen  für  alle 
Ebenen  des  Raumes.  Fllr  die  zur  Axe  des  resultirenden  Paares 
der  Uomentankräfte  senkrechte  Ebene  ist  die  Summe  der  mit 
den  Massen  multipUcirten  Sectoren  ein  Maximum.  Diese  Ebene, 
welche  sich  wfihrend  der  Bewegung  des  Systems  fortwährend  parallel  bleibt, 
heiast  die  invariabele  Ebene  des  Systems. 

5.  Die  Gleichung  Zm<px  =  SPx  in  Nr.  1  wollen  wir  durch  'P*^^~rf 

~  dt  * 
ist,  welches  der  Systempunkt  Jif  im  Zeitelemente  beschreibt,   umgestalten. 

=  ^ — _ji ;  unfl  weiter  also: 


DigiLizedbyCoOJ^Ic 


414  S&Ueab.d.Zn8amiaeiihuiKd.cODtiii.Kiiin:em.d.MomeDt«Dkr.  iy.Th.,Cap.lI,S.l3. 

Wenden  wir  das  Projiciren  noch  auf  zwei  andere  Äxen  der  y,  e  m  gleicher 
Weise  an,  so  kommt: 

dZ^mvy*  —  ZP^dy,     d-S^mv]  •=  SP.ds 
und  durch  Addition  aller  drei  Gleichungen  mit  RUckaicht  anf 
Zi^mvl  +  ^imf;  +  Zi^mvl  -=  i  Smv* : 

d  •  i  Srnv*  =•  S  {P^dx  +  P^dy  +  P.dz). 
Die  rechte  Seite  stellt  nun  die  Summe  der  Elementararbeiten  der  Kiaft- 
componenten  P^,  P^,  P,  von  P  dar.  Diese  Grögae  ist  die  Elementftrarbeit 
von  P,  welche  mit  Pdp  bezeichnet  werden  mSge,  länge  des  Weges  ds, 
den  der  Angriffspunkt  von  P  im  Zeitelemente  beschreibt.  Integriren  vrir 
die  vorstehende  Gleichung  nnd  bezeichnen  die  den  Wertben  fig  enteprechoi- 
den  Wertbe  oder  Bogenabst&nde  s  mit  s^,  so  erhalten  wir 


J  Zmv*  —  i  Zmvl  =£  f  Pdp, 


d.  h.  die  Aenderung,  welche  die  halbe  lebendige  Kraft  beim 
üebergange  des  Systems  aus  einer  ersten  in  eine  zweite  Lagt 
erleidet,  ist  gleich  der  Totalarheit  aller  Er&fte  iKngs  der  Wege 
ihrer  Angriffspunkte.    (Princip  der  lebendigen  Kraft) 

'^-dW' 


In   Khnlicher  Weise   kann  man   die   Gleichung  £m  —^  =  \  G'^ 


umgestalten.    Setzt  man  nSmlich,  wie  B.  I,  S.  331   die  SectorengeBchwindig- 

keit  -r~  =■  ijx,  die  Sectorenbesohleunigung  -^  •=  -j^  =  ^i,     eo     wirf 

rf*&        di)^        ri^dr,^        «^-i'i        j-j  V  ■        j 

■■■  "^  ■  ^  — —  = -^  = *—  und  mdem  man  noch    zwei  ander«  Aiic 

dr  dl  dSx  dox 

der  y,  e  hinzonimmt,  sodass  Qq^  durch  yP,  —  gPy  dargestellt  werden  kasa, 

-  so  gebt  die  obige  Gleichung  über  in 

d  ■  Smnl  =  S  (^P,  —  zPy)  dSr 

und  ebenso  erhfilt  man 

d-£mt}i  =  £{sP,~xP,)dS^,     dZmij*  »=£(a;iV  —  yP^)dS,. 

Durch  Addition  dieser  drei  Gleichungen  folgt  dann,  wegen 

ni  +  »)J  +  »)?  =  *iS 

wo  1)  die  Sectorengeschwindigkeit  des  Bodinsvectors  OJIf  darstdlt: 

d-2:mi)*  =  2l(jfP.~ePf)dS^-^(_siP^—xP.)dS,-i-(xP,~yP,)dS.]. 

Eh  sei  nun  dS  der  Elementarsector,  den  der  Badiusrector  von  0  nach  des 

Angriffspunkte  M  von  P  im  Zeitelemente  beschreibt,  dann  ist,   wenn  d^r 
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Normale  seiner  Kbene  die  Richtungswinkel  a,  ß,  y  beeitet: 

dSt  —  (iS-  cos  a,     dS^  =  dS- cos  ß,    dS.  -=  dS-coB  y; 
ferner  wenn  das  Axeomotnent  T  des  Paares  (P,  —  P)  die  Kchtnngswinkel 
a,  b,  c  hat: 

yP.  —  ePy  —r-  cOBo,  ePx  —  xP.  =r-cosb,  xPy  —  yP„  =  r-coBC 
Hiermit  wird,  wenn  1  den  Winkel  zwischen  jener  Normale  und  F  bezeichnet, 
der  Inhalt  der  Klammer  unter  dem  Snmmenzeiclien  rechts  gleich  J^diS-O»  il 
und  folglich 

d  ■  Zmri*  =■  ir  coB  i  ■  dS, 


i-^fr 


£»11)'  —  £miil  —  -i^  /  -TcM  X  ■  dS. 

Die  Grösse  F  cos  l-dS  kann  der  Analogie  mit  der  Arbeit  von  P  wegen 
die  Klementararbeit  des  Paares  F  am  Sector  dS  genannt  werden.  Denkt 
man  dS  auf  der  Normalen,  wie  ein  Axenmoment  aufgetragen,  so  kann  die 
Elementararbeit  F  cos  l-  dS  definirt  werden  als  dag  Produkt  aas  dem 
Elementarsector  dS  und  der  Projection  des  Axenmomentea  F  auf  seine 
Ebene  oder  als  das  Produkt  von  F  und  der  Projection  von  dS  auf  die 
Ebene  dieses  Paares.  Die  GrOsse  mi;'  spielt  die  Bolle  einer  „lebendigen 
Sectorenkraft",  doch  durfte  der  Gebrauch  dieses  Ausdrucks  nicht  zu  em- 
pfehlen sein. 

§.  14.  Ist  das  System  nicht  &ei,  sondern  gewissen  Bedingungen  unter- 
worfen, Bo  wird  man  dieselben  durch  Krfifte  ausdrucken  und  dem  gegebenen 
Kr&ftesystem  binzuRlgen,  Die  Darstellung  der  Aequivalenz  der  Kräfte  m^ 
und  der  gegebenen  KrSfte  einschlieBtlich  der  zuzufügenden  Bedingungs- 
krKfte  fuhrt  zur  Ermittelung  der  Bewegung  des  SjBtems  und  der  Intensität 
und  Richtung  der  Beding ungskrBfte.  Besitzt  das  System  einen  festen  Punkt 
oder  eine  feste  Äie,  so  kSnnen  diese  Bedingungen  auch  durch  nnend- 
liob  grosse  Uassen  eingef&hrt  werden,  wie  Cap.  I,  §.  16.  Im  Uebrigen 
wifd  man  je  nach  der  Bescbaffenbeit  der  Bedingungen  die  Bewegungs- 
gleichnngen  transformiren.  So  z.  B.  wird  man,  wenn  das  Syst«m  einen 
festen  Punkt  besitzt,  diesen  statt  des  Massenmittelpunktes  zum  Ursprung 
und  seine  Hauptaxen  zu  Axen  des  beweglichen  Coordinatensystems  wählen. 


m.  Capitel. 

Probleme  der  freien  SvwBgans  des  nnTerftaderllohen  Syrtema. 

S.  1.    Gin  ebenes  unTer&nderlicbes  System  bewegt  sich  unter  Ein- 
luii  TCn   Kr&ften,  deren  Ricbtnugslinien  in  seine  Ebene  fallen;  cur 
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Zeit  t.  ist  der  OeacbwindigkeitszuBtand  so  beschaffen,  daaa  die  Ge- 
Bchwindigkeiten  aller  Ptinltte  ebenfalls  in  dieEbene  dea  Sjitems 
hineinfallen.  Man  soll  die  Bewegung  des  Systems  beatinmcii. 
Den  Massenmittelpnnkt  S  wUhlen  wir  mm  Uriprang  und  Beine  Hanptaitnia 
Axen  deB  beweglichen  CoordinatensjBtems  der  x,  r/,  /  mid  zwar  die  beides  ii 
die  Ebene  dea  Systems  feilenden  Hanptaxen  zu  Aren  der  x',  y',  soduB  die  in 
der  e  znr  Ebene  aenkiecht  ist.  Die  Lage,  welche  S  nnd  diese  Aien  zm  ZtAI, 
einnehmen,  seien  der  Drspmiig  und  die  Axen  des  festen  Coordtnat«nBjsteiii>  der 
X,  jr,'«.  Da  die  gegebenen  Kräfte  für  S  als  Bednctionsponkt  eine  m  allen  Zntei 
in  die  x'y'-Ebene  fallende  Besaltante  Ri')  liefern,  bo  kann  der  Haseeioiitlelpniikt 
die  fest«  xy-Bbene  nicht  verlassen.  Von  seinen  Coordinaten  x,,  y,,  I,  iit  dabn 
2,  zu  allen  Zeiten  Null.  Da  ferner  die  Kräfte  ein  Axenmoment  ßli)  liefern,  K^- 
recht  sur  x'y'- Ebene,  so  sind  von  den  drei  Componenten  ff^'',  G^'',  G^''  deaaelben 
die  beiden  ersten  stets  Nnll  nnd  ist  also  Gd)  stets  senkieclit  m  dieser  Ebene 
Da  endlich  GW  stets  mit  einer  Hanptaxe  snsanunenAllt,  so  werden  B,  E-F 
fortwährend  Null,  redncirt  sich  das  aus  den  Beschlennignngen  dargestellte  Aiu- 
moment  anf  das  von  den  Tangentialkräften  herrührende  Axenmoment  Ny''=Cii 
(§.  6)  nnd  iat  die  WechBelgeBchwindJgkeit  V  Null  Eb  findet  daher  blos  Winhl- 
beschleuDignng  a  •=  a  ='  dm  :  dt  am  die  /-Aie  statt  nnd  kann  die  Momentuiit, 
welche  zur  Zeit  („  senkrecht  zur  Axe  der  tc'y'-Ebene  ist,  sich  nicht  neigen.  D" 
Sjatem  bewegt  sich  daher  fortwährend  in  der  icy-Ebene  nnd  ändert  ndi  iu 
Aienmoment  G  der  Momentonkräfta  nur  nach  GtOsse,  jeden  Augenblick  nm  eiv 
nnendl ichkleine  GrOsse  <?(')ill  •—  Cm'dt.  FOr  die  Gleichongen  der  Bewegung  iai 
daher  für  alle  Zeiten  e,  •=  0,  ei  ^0,  Zi  =  0,  p  =  ^  =  0,  r  ^  m  und  sind  dif 
selben,  wenn  C=M)iJ  gsetset  wird,  wo  «,  den  Trilgheitsrodins  des  Sjatenut" 
die  zn  seiner  Ebene  senkrechte  Hauptaxe  Ton  $  beseichnet,  die  drei  folgenda<: 

M^-SX,      M^Ji-ST,    M.-^-Gm. 
dC  <J(*  0  dt 


Die  beiden  ersten  Gleichongen  bestimmen  die  Bewegung  des  Hossenmittelpas^ 
nnd  fahren  vier  Int^prationsconsbmten  ein,  welche  darch  die  Loge  dieses  PanMei 
Kur  Zeit  t^  und  die  Componenten  der  GeBohwindigkeit  ta  deraelbea  Zeit  beiliinat 
werden  kOnnen;  die  dritte  Gleichung  liefert  die  Winkelgeschwindigkeit  and  da 
Winkel  fr,  welchen  die  Hanptaxe  der  x  oder  auch  eine  beliebige  Gende  in 
Masse omittelpnnktea  in  der  Ebene  der  x,  y  mit  der  a:-Ax6  bildet.  Die  beiden 
durch  die  Integration  dieser  Gleichung  eingeführten  Constanten  ergeben  ifl 
ebenso  durch  die  Lage  nnd  die  Winkelgeschwindigkeit  des  SystemB  cur  Zeit  (>"' 
Die  Integration  der  Gleichungen  liefert  die  Coordinaten  x, ,  y,  nnd  die  Compo- 
nenten v^^\  vj,"  des  Pnnktee  S,  sowie  die  Winkelgeschwindigkeit  a  mit!  den 
Stellunga Winkel  fr  des  Systems  für  jede  Zeit  t,  abb&ngig  Ton  8  Constanten,  «ekh^ 
die  Specialwerthe  dieser  6  Gcassen  snr  Zeit  f  c—  f ,  sind. 

Sobald  die  Gleichungen  integrirt  sind,  hat  man  fQr  die  absolaten  Coordinal« 
x,  y  eines  beliebigen  Systempunktes  (x'y)  nach  bekannten  Formeln 

^  =  K,  -|-  x'  ooa  fr  —  y'  sin  fr,       y  =  y^  -\-  x'  sin  fr  +  y'  cos  fr 

und  hiermit  durch  Differentiation  mit  Rücksicht  auf -~  =  p"*>  -~  ^  ^''i  jr  =^ 
fOr   die  Componenten  v^,  t     der  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  ix'y)  panllrl 
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den  fetten  Azen 

»^  —  fjW  _  («'  ain  »  +  y"  coh  fr)  a,    v^  —  pj,''  +  [x  cos  fr  —  y'  «in  fr)  <d. 

Für  du  Momentancentrom  (C,  F)  sind  o^  und  v^  Null  nnd  wenn  t";,,  y'^  deaaen 
Coordinaten  im  Sjetem  lind,  so  folgt 

a  (x'o  sin  fr  -1-  y'o  cob  fr)  =  e^'' ,  raai'o  —  t>^^'  sinfr  -  e^''  cos  fr, 

»(ai'ocoafr-y^rinfr) »;?>    «"^«^     »yi -»!?>  cosfr  +  pf,'»  sinfr. 

Eliminirt  man  ans  diesen  Oleichimgen  (,  so  erUllt  man  den  Ort  (T)  aller 
Momentaneentra  im  System.  Setzt  man  die  Cootdinatenwerthe  fär  a/^,  j^^ 
in  die  GleichaDgen  fOr  x,  y  an  die  Stelle  «on  ^',  y  ein,  so  e^eben  sich  die 
Coordinaten  x^,'*/,  der  Lage  C  dea  Uomentancenbnms  in  der  fetten  Ebene, 
nUmlich : 

Eliminirt  man  hieran«  t,  so  eth&lt  man  den  Ott  (C)  aller  Homentancentia 
in  der  feiten  Ebene. 

Weiter  eih&lt  man  fQr  die  Componenten  der  BeBcUeanigimg  des  Sjstem- 
pnnkte«  {x'y)  parallel  den  festen  Azen: 

'*  ""  jTi  ~"  vi''  —  {^'  "in  *  +  y'  cos  fr)  «'  —  (x'  cos  fr  —  y'  sin  fr)  <•*, 
qjj,  —  ~  —  9*"  +  (x'cos  fr  —  y'ain  fr)  »'  —  (x' ein  fr  +  y' cos  fr)  a>'. 

FOr  den  Hittelpnukt  G  det  Beschlennignngen ,  dessen  Coordinaten  X},  y',  im 
Sjstem  seien,  venchwinden  9,,  ip  ;  daher  hat  man  fSr  ihn 

(m*  cos  fr  4-  <•'  "in  fr)  x'j  —  (m'  sin  fr  —  o>'  cos  fr)  y',  •■■  gi^'> , 

(m*  sin  fr  —  »'  cos  fr)  x',  +  (o»  cob  fr  +  a>'  sin  fr)  y',  —  g>^" 

(»'  +  <»'•)  x',  —  »i^'  (o)'  CO«  fr  +  o>'  ab  fr)  +  g)^"  (m*  ain  fr  —  m'  cos  fr), 

(»*  +  DJ-»)  y;  =.  -  9.^"  (»•  Bin  fr  -  »'  cos  fr)  +  fl^'  (ra'  cos  fr  +  <.'  sin  fr), 
wo  m    fOr  -—  geschrieben  ist 

Die  Elimination  von  1  ans  dieeen  Gleichungen  fDhrt  znr  Kenntniss  des  Ortes 
aller  Beschlennigangsmittelpnnkte  im  System.  Setzt  man  die  sich  er- 
gebenden AnadrOoke  fSr  x',,  y*,  in  die  obigen  Gleichungen  fOr  x,  y  ein,  so  er- 
geben sich  ebenso  die  absolnten  Coordinaten  x, ,  y,  dea  UitteLpnnktes  der 
BecohlennigungeD  lor  Zeit  (  und  noch  Elimination  von  t  der  Ort  aller  Be- 
Bchlennigangsmittelpnnkte  in  der  festen  Ebene. 

Noch  wollen  wir  erwähnen,  dasa  durch  Qoadriren  nnd  Addiroi  der  ÄusdrQcke 
fOi  ox'fi,  ny'a  sich  für  den  Abstand  des  Momentancentroma  Tom  Hasaenmittel- 
pnnkt  ergibt:  (af^  -f  y'g')*  —  e,  :  o,  wo  c,  die  Geschwindigkeit  dea  HaMenmittel- 
pmiktea  iit.  Die«  Besnltat  ist  selbatTetaOndlich,  denn  die  Winkelgeschwindigkeit 
mnttiplicirt  mit  dem  Abata^de  eines  Punktes  vom  Homentamcentrom  gibt  deeaen 
Geschwindigkeit.  Ebenso  erh&lt  man  ans  den  AnadrQcken  tOi  (a*  -|-  m'*)  x\  nnd 
(o*  +  n'*)  y*}    für  den   Abstand   dea   Mittelpmiktes    der  Beachlennignngen    TOm 

Scsau.,  U«hulk.  u.  87   r',Ai^<il,- 
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Massenmitteipankte:  (x",*  +  t/j')'  ='9,  :  (to*  -(-  0)'*)'.  Denn  anch  die  Beschleo- 
nigung  eines  Sjatempnuktes  ist  proportional  seinem  AbatiUide  vom  HittelpnnVte 
der  BeHchlennigUDgen.  Ist  c,  :  10  oder  qif  ;  {o*  -f*  <°'*)  conetant,  so  Ut  du  lie- 
treffende  Ort  ein  Kreia  um  S  vom  Radius  t,  :  m  oder  ip,  :  (w*  +  »'')'. 
Wir  wollen  einige  specielle  hierher  gehörige  Au%abeu  bebandeliL 
g.  2.  Es  sei  die  Bewegung  des  ebenen  Systems  so  nntersnchen  tflr 
den  Fall,  das«  auf  dasselbe  keine  continnirlichen  Er&fte  oder  nur 
solche  wirken,  welche  sich  fortwährend  Oleicfagewicbt  balten. 

df  'dt'      ' 

^   —  0,  worans  x  •=  at  +  ä,   y  =  6t+  jj,  w  —  w,,  #  —  at^t  +  *,  folgt   P« 

MasBcamittelpnnkt  beschreibt  eine  gerade  Linie  mit  constonter  Geschwicdigktit 
und  das  System  dreht  sich  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  am  den  Msssea- 
mittelpnnkt  zugleich  nm.  FQr  die  Anfangslage  des  Massenmittelpunktea  tii  ^i- 
sprang  und  eine  durch  ihn  hindurchgehenden  Gemden  als  x-hie  ist  ai— p— S^^^O, 
also  X'=at,  f  —  &(,  4  >■  lOgt.  Hau  hat  für  einen  beliebigen  SyitenpuiU 
{x'y)  die  absoluten  Coordinaten 

X  =•  at  -\-  x   cos  at^t  —  y   sin  a^t,     y  =—  6*  +  x'  sin  «„(  +  y  coi  <■>,' 
und  fflr  die  Coroponenten  seiner  Geschwindigkeit  parallel  den  festen  Aren: 
tj^  =  o  —  («'  sin  (Sgl  -(-  y   cos  <a^t)  ma,       Oj,  -=  6  +  {x  cos  (■>(,(  —  y'  sin  •„()■;, 
sowie  fflr  die  seiner  Beschleunigung: 

9^  —  —  {x  cos  fliof  —  y'  sin  «„()  m^,      g>^  =  —  (:F'sin  Ugt  -{-  y'coa«(f)»' 
Hiermit  ergibt  sich  für  das  Homentanoeutrum : 
»„a/o  =•  a  sin  m^i  —  6  cos  n^t,     x^  =~  at ,     x'^  +  /„'  "■  —  i"~  ™  (!,'' 

o^y'g  ^  a  cos  »o*  +  ö  *in  »gf,      yo  ="  ^'  H 1     ^'^a  —  "Vo  H *-  ■■  0, 

d.  h.  der  Ort  der  Homent^ncentra  im  beweglichen  System  iit  «i< 
Kreis  nm  den  Massenmittelpunkt  S  vom  Radius  t>,  :a,,  wenn  r,  i» 
Geschwindigkeit  des  letzteren  ist;  der  Ort  der  Momentancentrs  i> 
der  Ebene  der  Bewegung  ist  eine  Gerade,  welche  Ton  8  um  di«i» 
Radius  absteht.  Die  Bewegung  des  Syitems  ist  demnach  BqniralrDt 
dem  Rollen  eines  Kreises  des  beweglichen  Syitems  auf  einer  G^ 
raden  der  festen  Ebene,  welche  zur  geradlinigen  Bahn  des  Usucd- 
mittelpnnktes  parallel  ist.  Sie  ist  also  eine  Cjcloidenbewegnng 
Ohne  von  den  Gleichaugen  Gebrauch  ta  machen,  kann  man  diese  Resultate  iä*" 
so  gewinnen.  Da  Ei'>  und  GO  Null  sind,  so  Sadert  die  Resultante  R  »  aX' 
der  Momentankrftfte  weder  Grösse  noch  Richtung  nnd  bleibt  das  Paar  O  =  aHt- 
der  Momentankiäftereduction  fSr  S  constant  Daher  ist  m  und  die  GeeehwiiKlif- 
keit  toa  des  Punktes  S  constant,  letztere  nach  GFtOsse  nud  Richtung.  Der  Hsikd- 
mittelpunkt  beschreibt  dabei  eine  Gerade  gleichförmig.  Da  aa  constant  i>t.  K 
bleibt  auch  der  Abstand  a'  des  Punktes  S  vom  Momentancentrum  oonstMit.  Dabei 
ist  der  Ort  aller  Momentancentra  im  System  ein  Kreis.  Nac^  der  Gleichaif 
aa  •—  xj  ist  auch  der  Abstand  der  Centralaxe  der  Momentankttite  TOn  ä  tw- 
Staat  Dud  da  diese  stets  die  Riohtong  von  R  hat  ond  diese  Riohtncg  die  der  ^■ 
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Bchwindigkeit  von  S  ist,  «o  folgt,  daas  der  Ort  de«  MomentancentromB  in  der 
festen  Ebene  eine  Gerade  ist,  welcbe  mit  der  geradlinigen  Bahn  Ton  S  im  Ab- 
stände a  parallel  isi  Demnach  besteht  die  Bewegung  dea  Systema  in  dem  gleich- 
förmigen Rollen  des  Ereiaes  der  Homentancentra  auf  einer  Geraden  und  ist  alao 
eine  Cjcloidenbewegong. 

Für  den  Mittelpunkt  der  Beschletmigangen  hat  man,  da  ip^^  ^  0,  ^''^  ^  0 
sind:  x'j  =.  0,  /,  ~  0,  d.  h.  der  Mittelpankt  der  BeachlennigoDgeD  fällt 
fortwährend  mit  dem  Uaasenmittelpnnkte  zDaammea. 

lat  nicht  der  Qeechwindigkeitsztistand  d.  h.  Uomentancentriini  ond  Winkel- 
geschwindigkeit Eor  Zeit  t  =  0,  Bondem  ein  System  von  Momentankraiten  ge- 
geben, welche  denaelben  im  Folge  haben,  so  dient  Cap.  I,  §.  11,  S.  370  zur  Be- 
stimmung dieses  Zostandea. 

§.  3.  Das  System  erhalte  sar  Zeit  (  —  0  von  einer  Momentankraft 
£,  welcbe  in  seine  Ebene  f&llt,  einen  Impuls  nud  aei  der  continnir- 
lichen  Einwirkung  eines  Paares  in  seiner  Ebene  von  conatantem  Mo- 
mente GW  ~  N  nnterworfen.     ^ 

Die  Bewegnngagleiohangen 

liefern ,  wenn  die  Lage  von  iS  inr  Zeit  t  ^  0  der  ürapmng  und  die  Richtang 
seiner  Qeachwindigkeit  e  zu  dieser  Zeit  die  Aze  der  x,  die  mit  dieser  z 
&llende  Oerade  des  Systems  die  Ase  der  x  ist, 

N  ,      .    _  N 

'  af»r 

X,  —et,  y,  =  0,  *■  —  »o(  +  \nt'. 
Der  Moseenmittelpnnkt  beschreibt  eine  Gerade  gleichförmig  nnd  das  System  rotirt 
zugleich  nm  ihn  mit  gleicbfSrmig  veränderlicher  Winkelgeach windigkeit.  Haben  a, 
nnd  N  gleichen  Sinn,  bo  wird  a>  beschleunigt,  bei  entgegengesetztem  Sinne  venOgert. 
Zor  Zeit  t  =  —  a)„  :  ft  wechselt  im  letztem  Fall  m  den  Sinn  nnd  wächst  von  da 
an  fortwährend.  Die  Conetanten  c  und  oig  bestimmen  aich  mit  Hülfe  der  Mo- 
mentankraft E,  deren  Abatand  von  S  gleich  a  sei,  nach  Cap.  1,  §.  11.  Es  wird 
nämlich  cüf  =  K,  »^ÜtiI  »  Ka,  alao  c—  K:  M,  »^  —  Ka-.Mni  nnd  atimmt 
e  nach  Bichtnng  und  Sinn  mit  K  ttberein.  Das  Momentancentmm  für  ra,  ent- 
aprechend  (  ^^  0  liegt  anf  dem  küneaten  Abalonde  von  K  nnd  S  nnd  mit  K  auf 
entgegengesetsten  Seiten  von  S;  der  Sinn  von  a>,  ist  der  Sinn  des  Paares  Ka. 
Für  einen  beliebigen  Systempnnkt  (a^,  y')  hat  man 


.»>_0,      „-..+  ^<-..  +  ^.,   , 


(»•«. 

,»  +  JC 

0.»)- 

(.■.« 

.»-„■d 

b»)' 

+  »■ 

0..»,^, 

>-s- 

.ine)^ 

a;— ct  +  x'coaft  —  y  ainfl-, 
y— 1        a'sinft  +  y'coB&, 


V,  =  -  (ß-  sin  *  +  ycoa  #)  (^)   + 

Für  das  Momentancentrura  (i'o,  y'»)  anr  Zeit  (  im  System  erhält  man  hiermit,  i 
dem  man  v,  —' v    =0  setat ; 


D.g.-.^'bv  Google 


K  +  *»*)*  W  +  vi)  =- «*.       ^  -<«*{«-,  +  f t)  * 
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K  +  f^O  y;  =  c  coa  (»„(  +  i^o,      y,  =-  z-4-7- 

Die  Elimination  von  t  aus  x„  and  y^  liefert  für  d^n  Ort  der  HomenlaiKentn  a 
der  festen  Ebene  niuili  einer  VeiBcbieboDg  de«  ürapmngs  im  Binoe  d«T  i  mi 
a>,c  :  fi  die  gleichaeitige  Hyperbel  (tx^y^  =•  c'.  Behafs  Elimina&Hi  loi  I 
B.nB  den  Qteichangen  fOr  x'g ,  y'g  ersetze  man  diese  dnroh  die  CombinatioDsa 

y; 

und  betntdite  S  als  UnpTong  eines  Polarcoordinateneystema  der  (,  ip,  [BrinlckH 
die  Axe  der  y'  die  Polartue  ist  Dann  wird  i'„'  +  /„*  ^—  e*,  a^p  =  y»  —  *8  *  °^ 
erh&lt  man  die  Oleiobongen  (ii>,  -f-  f(()  ^  —  c,  2^  — (2(s,  +  p')  *  tii^d  am  diew> 
für  den  Ort  der  Uomentancentra  im  Syetem  die  Spirale  (—1  — »J+V* 
Verleget  man  die  Polaraxe  nm  den  Winkel  |-^,    ao    nimmt    ihre   Qleidumg  & 

Form  an  ty^fi  —  a,  wo  a  =  c  :  VSfi.  Die  Cntve  heisat  der  Litnni  [Ziitt- 
S.  Roger  Cotes,  Eanmmia  mensuramm  (1728),  p.  SK,  sowie  Magnni,  Sui» 
tnng.  Ton  Aofgaben  nnd  Lelirafttien  ans  der  analyt.  Geometrie,  Berlin  1831,  S.3i^ 
nnd  S46.  Sie  bat  die  Polaraxe  tm  Asymptote  nnd  windet  sich  asymptotiid  ^ 
Pole  sn.  Ihre  Gleiohong  i/*ip  —  n'  drQckt  die  Eigenschaft  tiOM,  da«*  der  3«to 
eines  mit  dem  Badiusveotor  q  um  den  Pol  beschriebenen  Heises  swiadieB  t  "^ 
der  Asymptote  constanten  Inhalt  bat 

§.  4,  Ein  UDveränderliches,  schweres,  in  einer  rerticalebtst k 
wegliches  ebenes  System  erh&lt  znr  Zeit  t=0  von  einer  IloDi»t»- 
kraft  R  im  Abstände  c  Tom  Hassenmittelpankte  S  nutet  der  N«igD)| 
a  gegen  die  Horiiootale  einen  Impuls  in  «einer  Ebene  nnd  iit  *U- 
rend  seiner  Bewegung  continnirliob  Ton  einem  conatanten  PairiX 
welches  in  seine  Ebene  f&Ut,  afficirt;  man  soll  die  Bewegsng '« 
System«  bestimmen. 

Die  Bewegnngsgleichnngen  sind,  wenn  die  ^Aie  horisontal,  die  jf-Axe  iwtiBL 
positiT  Bu^ärta  gerechnet  wird, 

sie  liefern 

at    '"'""'  dt  ''f  "       "'■       "-"o+M^  --.+•' 

und  Xi  ^  at,  !fi  ^  bt  —  \gt',  S'  am  a„t  -j-  ^»''t  wenn  die  Anfongslag«  ^o"  ' 
Ursprung  der  x,  y  iat  nnd  ff-  far  t  ^^  0  verschwindet  Die  Constanten  «t,  b,  •,  ^^ 
ans  der  Homentankraft  K,  deren  Abstand  c  von  S  und  ihrer  Neigung  ■  ^'■ 
die  Horizontale  mit  HtUfe  der  Oleichongen: 

Jtfa  — JTcosff,     Mb^Küna,     MxJ»,  —  Kc. 

Der  Uassenmittelpnnkt  beschreibt  eine  Parabel  mit  Tertikiii' 
Hauptaie  nnd  die  Winkelgeschwindigkeit  nimmt  gleiohfSriaig  <' 
oder  ab,  je  nach  dem  Sinne  TOn  N. 

Für  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  nnd  Besobleonigung  folgt: 
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v^^a-(x'Ka»-i-y'aoid')ia,         y^  — —  (xBrnfr+yctw*)«'  — (a:'ooaff  — j/'Bin*)fl>», 
B^— 6— jt-]-(jj'o(w*— j^einfr)»,  qs  —  — y+{ir'ciM*— y'iin#)(o'— («'BÜiö-fy'co»*)»', 
ond  hienuit  für  daa  Momeatancentnim: 
nx'^  -m  a  ÜB  »  —  (b  —  gt)  coB  »,    ■  ~  oig  -f  nt,     x,  =•  at =^^ 

ray'o  —  «»C0e*  +  {6  —  j()dii#,    &  —  •>,(+ 1»*',     y»  —  61  —  ifll*+ — • 

Indem  aum  a'!)'  -4*  yi  *~  p!  >  ^n  '  "^o  "  'S  <''  Betit,  erUlt  man  fQr  die  Polarcoor- 
dinAt«n  du  Momentancentnimi  im  System  als  Fnnctionen  der  Zeit, 

„.       «'  +  (6  -  gt)'         t„.        o  +  ^ffOtgK(-|-_i»(*) 
"  K  +  ni)'     •       *'*'■      otg{«.,(  +  i»t')-C6-ffO 

FSr  den  Mittelptinkt  der  BeBchleanignngen  wird  ebenso 

(»'  +  »'")  0^,  -      g  (»■  »D  *  -  «'  eoi »),     ft ?-p-r  -  ,       ■  /.rix^.. 


(»*  +  »'•) y; -- 9 (-'w«« »  +  »'"«>*).  tgifr,---i 


Die  CnrTen  beider  Centra  im  Sjetem  sind  tranacendeDte  Spiralen,  welche  eich 
dem  Punkt«  S  Mymptotiaoh  n&beni;  die  entaprecheaden  Corren  in  der  featra 
Ebene  aind  algebraiicbe  Corven  dritter  Ordnung. 

S.  A.  Das  System  sei  schwer  und  der  Einwirkang  einei  Paares 
(^(ij  _  _  K>#  nnterworfeu,  proportional  dem  Botationswinkel  #,  so- 
dass die  aieichnmgen  der  Bewegungen  sind 

^__ . 


r--9,     zn  +  ninr^~^ 


%.  6.  Ein  kOrpeilicbes,  nnvcrlliiderlicbes  System  bewegt  sich 
ohne  Einwirkung  von  continnirlichen  Kr&ften,  man  soll  die  Bewegung 
desselben  ermitteln. 

1.  Da  keine  Bedoctionsresnltant«  HCl  vorbanden  ist,  so  beschreibt  der  Massen- 
mittelpunkt S  eine  Gerade  mit  constanter  Geschwindigkeit  und  bleibt  die  Resul- 
tante S  der  Momentankrftfte  nach  OrOsse  and  Richtung  coastant.  Weil  das  resul- 
tirende  Paar  QW  der  eontjnnirlichen  Kiftfte  Null  ist,  so  ^st  auch  das  Axenmoment 
G  des  resultirenden  Paares  der  HomentankAfte  nach  ClrSsse  und  Richtung  con- 
stant  (invariabete  Aze)  und  besitit  das  System  eine  ioTariabele  Ebene,  die  Ebene 
des  Paares  O,  die  wir  uns  dureh  den  Massenmittelpunkt  gelegt  denken  wollen. 
Der  Diameter  des  CentraleUipsoids,  welcher  ed  der  mit  der  inTariabelen  Ebene 
«uammetifalleuden  Diametralebene  deiaelbeu  coigugirt  ist,  ist  die  Momentanaze 
(S.  86S).  Da  dieselbe  im  Allgemeinen  schief  geneigt  ist  g^^n  die  Diametral- 
ebene, so  tritt  diese  in  Folge  der  Elementarrotation  um  die  Momentanaxe  aas  der 
invariabelen  Ebene  heraus  und  gelangt  eine  andere,  ihr  unendlich  nahe  Diametral- 
ebene  in  dieselbe,  deren  conjugirt«r  Diameter  dadurch  rar  Momentanaxe  fQr  den 
folgenden  Zeitmoment  wird  u.  s.  f.  Obgleich  also  Q  nach  GrCise  und  Richtung 
onTerOnderlich  bleibt,  so  wechselt  die  Momentanaxe  doch  von  Moment  zd  Mo- 
ment. Bios  im  Falle,  dass  sie  eine  Hanptaie  und  mithin  eo  der  ihr  co^jngirten 
Diametralebene  senkrecht  ist,  bleibt  sie  fortwährend  dieselbe.  Sollte  also  einmal 
im  Laufe  der  Bewegung  eine  Haaptaae  senkrecht  inr  invariabelen  Ebene  werden, 
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BD  müute  de*  Sjstem  ücb  aUdann  fortwährend  um  diese  umdrehen  und  vürde 
die  RotationMxe  im  Sjiteme,  wie  im  absoluten  Baame  conatuite  Kictatimg  bt- 
halten,  während  im  Allgemeinen  die  Uomentanaie  sowohl  im  Sjstein  als  in  itn 
iotuten  Ranme  fortw&hreod  wecheelL 

Da  keine  continnirliehen  Eififte  wirken,  bo  iet  die  lebendige  Kraft  il 
während  der  Bewegung  constant  (Cap.  II,  g.  13,  S.  414)  und  iwu  mit  Bäck- 
sicht' auf  Cap.  I,  §,  T,  S.  367,  sowohl  der  Beetondtheü  S  T^ ,  welcher  aas  der  coo-    , 
Btanten  Geschwindigkeit  dea  Maas en mit telpnnktes  S  entspringt,   ala  auch  AetBt-    \ 
standtbeil  2T,  ™  a'Smr',   welcher   von   der   Rotation   nm   die  Momentanaio  Jb 
Uusenniittelpanktea  herrührt,  jeder  fQr  sich.    Sind  p,  q,  r  die  Componeiitni  ia    | 
Winkelgeschwindigkeit  <a  in  Betng  auf  die  Eauptaxen  von  S,  so  wird  nacbS.te^ 

sr,  —  Ap*  +  Bq'  +  Cr'  ', 

und  kann,  weno  )  den  Semidiameter  SJ  des  Caachy-Poinsofacben  CentnUlIipwid! 
bezeichnet,  welcher  in  die  Richtung  der  Momentanue  fällt,  nnter  der  Form 

dargestellt  «erden.  Daher  bleibt  während  der  Bewegung  dieürSsttBl 
conetaut  nud  u  proportional  dem  Semidiameter  I,  nämlich 


f*  V    M 


Ans  der  Oleichnog  taG  cosv  =  3T,   {S.  3G9)  folgt  femer,  dau  m  cos  #  — !!,:'> 
d.  h.  dass   die   Componente    der  Winkelgeschwindigkeit  um  diel" 
des  resnltirenden  Paares  der  Uomentankräfte  constant  bleibL 
Es  ist  femer  nach  8.  361  wegen  Gx  —  Ap,  Gg  —  Bq,  G,  r-  Cr 
G*  =-  A^p*  +  B'g'  +  Cr* 
und  kann  ü  unter  der  Form  „        .,  ,  "» 

dargestellt  werden,  wo  S  den  Abstand  der  Tangentenebene  des  Centialellipui^ 
im  Schnittpunkte  J  desselben  mit  der  Momentanaie  Tom  Uaaeenmittelpnnlrte  '"■ 
deutet.  Hiermit  folgt  weiter,  da  u:!  oonttant  ist,  dass  auch  4  constant  ist  D'^^' 
behält  die  Tangentenebene  des  Centralellipsoids  im  Punkte  J,  «el^^' 
mit  der  sn  I  conjugirten  Diametralebene,  also  anch  mit  der  inriri^ 
belen  Ebene  parallel  und  senkrecht  eu  G  ist,  während  der  Bewegt'^' 
Constanten  Abstand  TOm  Massenmittelpunkte.  Legt  man  alioim  Abrtu^ 

von  S  eine  Ebene  senkrecht  inr  Axe  des  resnltirradeii  Paues  der  HosrnW 
kräfte,  so  wird  dieselbe  während  der  Bewegung  vom  Cenbalellipsoid  in  inuv 
anderen  und  anderen  Punkten  berührt.  Das  Parallelepiped  coqjugirter  DiiiMts 
dea  Ellipsoids  ist  constant  Da  9  die  HChe  eines  solches  ist,  so  folgt,  dsei^'' 
Flächeninhalt  der  Schuittellipse  der  iuTariabelen  Ebene  mit  i(^  \ 
Centralellipsoid  während  der  Bewegung  constant  bleibt  (PoioMl         1 

Hierdurch  ist  die  Bewegung  des  Centralellipsoid  s  und  damit  die  Bew^r^x  | 
dea  Systems  selbst  vollständig  klar  und  hat  man  den  Satt: 

Ein  freies  nnveräDderlicbes  System,  welches  nicht  von  cm» 
nuirlichen  Kräften  afficirt  wird,  bewegt  sich  ao,  dass  sein  Misx: 
mittelpunkt  eine  Gerade  gleichförmig  beschreibt  und  da«  Canth; 
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Poinsot'Bche  Centralellipsoid  auf  einer  tuTariabelen  Ebene,  welche 
in  couatantem  Abstände  S  vom  Uaaaenmittelpnnkte  parallel  mit  sich 
fortrückt,  hinrollt.  Wahrend  der  Bewegung  bleibt  die  Retnltante  E, 
wie  das  resaltirende  Aieninoment  O  der  Homentankräfte  geometrisch 
oonstant.  Erstere  bestimmt  die  GeBchwindigkeit  des  Massenmittel- 
pnnktea,  jenes  die  Winkelgeschwindigkeit  nm  die  Momentan ase 
dieses  Punktes;  die  invariabele  Ebene  ist  seakrecht  an  6.  Die  leben- 
dige Kraft  des  Systems  bleibt  w&hrend  der  Bewegung  constant  nnd 
Ewar  sowohl  der  von  der  Bewegung  des  Maesenmittelpiinktes,  als 
anch  der  von  der  Botation  um  diesen  Punkt  herrührende  Bestand- 
theil  derselben,  jeder  für  sich.  Das  System  dreht  sich  jeden 
Augenblick  nm  einen  anderen  Diameter  21  des  Centralellipsoids, 
nämlich  nm  denjenigen,  weichet  durch  den  Berührungspunkt  J 
mit  der  invariäbelen  Ebene  geht,  auf  welcher  es  rollt;  die  Winkel- 
geschwindigkeit <o  ist  J  proportional,  sodass  m:l  constant  bleibt. 
Die  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  nm  die  Axe  des  resni- 
tirenden  Paares  O  bleibt  constant. 

In  dem  besonderen  Falle,  dasa  ta  irgend  einer  Zeit  dos  System  um  eine 
Hanptaie  des  CeutralelUpsoids  rotirt,  bleibt  diese  Axe  fortwährend  Rotationaaxe 
und  die  Winkelgeschwindigkeit  constant.  Die  Hanptazen  des  Central ellipsoids 
heiseen  daher  auch  permanente  Rotationaaxen  dea  Syitems.  Die  Existenz 
solcher  Axen  wurde  «uerst  von  Segnei  (Programma  sistens  specimen  theoriae 
tnrbinum.     Halae  17GG,  4°)  nachgewiesen. 

Nach  Cap.  I  bestimmt  man  leicht  den  anfllnglichen  Qeschwindigkeitsznstand 
dea  Systems  aus  deu  Momentankiftften,  welche  dasselbe  in  Bewegnng  setzten. 

2.  Nach  B.  I,  S.  364  ist  die  Bewegung  eines  unverElDderlichen  Systems  äqui- 
valent dem  Bollen  eiiiee  gewissen,  dem  beweglichen  System  angehörigen  Kegels, 
zu  dessen  Mittelpunkt  ein  beliebiger  Systempunkt  gewählt  werden  kann,  anf  einem 
anderen  Kegel  mit  demaelben  Mittelpunkte,  welcher  eine  Tranalationabewegung 
beaitst,  wie  sie  durch  die  Bewegung  dea  Syatempunktea ,  welcher  gemeinacbaft- 
licher  Mittelpunkt  beider  Kegel  iat,  bestimmt  wird.  Der  erste  Eegel  ist  der  Ort 
(F)  aller  Momentanaxen  fflr  die  Botation  um  den  Sjatempunkt  im  System,  der 
zweite  der  Ort  (C)  aller  mit  den  MomoDtanazen  parallelen,  sich  in  jenem  Mittel- 
punkte schneidender  Geraden.  In  unserem  Falle  ist  der  Hittelpunkt  beider  Segel 
der  Maasenmittelpunkt.  Der  Eegel  (T)  scheidet  das  Cauchy-Poiusot'ache  Central- 
ellipsoid  in  einer  Cnrre,  welche  die  Berüh- 
rungspunkte ■Tdeaaelben  mit  der  invariäbelen 
Tangentenebene  enthält,  der  sweite  schneidet 
diese  Ebene  in  der  Cnrre  aller  Punkte  7, 
in  welchen  dieselbe  im  Laufe  der  Bew^ung 
von  dem  Centralellipsoid  berührt  wird.  Die 
'^ix  Curve  anf  dem  Ellipsoid  nennt  Poinsot 
die  Polodie  (von  «olec  und  Stos,  Weg 
dea  Poles  J  der  Momentanaie,  nicht  „Po- 
loide", wie  man  zuweilen  findet),  die 
andere  ebene  Cnrve,  auf  welcher  während 
der  Bewegnng  die  erste  berührend  hinrollt, 
ihrer  echtangenactigen  Windungen  wegen  die  Eeipolodie  (von  F^ntiv,  kriechen, 
schleichen)  (Fig.  121).    Durch  beide  Cnrren  wird  die  Bewegung  des  Systems  in 
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aoBKeieichnetor  Weise  cbarakteriairt  Sie  hängen  vod  den  Hanptasea  dea  Centnl- 
ellipioitl«  und  von  dem  Alwtande  dei  MaaBenmittelpnnkte*  von  det  iDfuübelen 
TangeutenebeDe  ab. 

Um  die  Polodie  eu  bestimmen,  hat  man  aof  dem  CentialellipHiid  den  Ort 
aller  Punkt«  zu  enchen,  deren  Taogentenebene  TOm  Hitlelpnnkte  denselben  Ab- 
stand d  beutst.  Sind  a,  ß,  i  die  Halbaien  dieses  Eltipsoids,  so  bestehen  mithin 
für  diese  Carve  die  Oleichnugen: 

S  +  |t  +  S-i-o,    ''+%  +  ---1,-o. 

a  p  y'  «•        p*        y*         ff" 

Sie  ist  daher  die  SchnittcnrTe  des  Centralellipsoida  mit  einem  anderen  eoncen- 
trischen  nnd  coazialen  EUipsoide,  dessen  Halbaien  n' :  4,  ß*  : ',  7' :  4  und. 
Holtaplicirt  man  die  zweite  Qteiohang  mit  d*  nnd  sabtrabirt  sie  hierauf  von  der 
ersten,  so  ergibt  sich  die  Oieiobang: 

^(-S)+i^('-P+?('-?)-«. 

welche  die  Eegelfl&che  (F)  der  Uomentantuteo  darstellt.  Die  Polodie  ist  denmach 
der  Schnitt  eines  ElUpsoids  mit  einer  concentriachen  Eegelfl&che  zweiter  Didniing. 
Diese  Banmcnrre  vierter  Ordonng  lerfUlt  in  zwei  getrennte  Theile,  von  denen  jeder 
ffir  sich  aof  einer  iuvariabelen  Ebene  rollend  angenommen  werden  kann,  um  die  Be- 
wegung vollkommen  zu  charakterieiren.  Jeder  dieser  Theile  hat  zwei  Paar  Scheitel, 
welche  dnich  die  Hanptebenen  des  Ellipsoids  bestimmt  werden.  Der  Abstand  i  der 
Tangen tenebene  ist  ann  nicht  kleiner  als  die  kleinste  and  nicht  grOeser  als  die 
grOsste  Halbaie  des  Ellipsoids.  Es  sei  n  >  ß  >  y.  Ffir  8  —  a  rednclrt  sich  der 
Eegel  auf  die  Gerade,  welche  die  Axe  a  enthUt  nnd  die  Polodie  auf  iwei  Punkte. 
FOr  d ^y  reducirt  sich  der  Eegel  anf  die  Axe  y.  In  diesen  FUlen  rotirt  das Sjstem 
fortwährend  um  die  längste  oder  kflrzeete  Axe  des  Ceatialellipsoida.  Ist  «>-d^ß, 
so  enthält  die  yt-Ebene  keine  reellen  Qecaden  des  Kegels  (F)  und  nmgibt  der- 
selbe also  die  x-Axe,  d.  h.  die  grOaste  Axe  «  des  ElUpsoids.  Ffir  P>4>y 
schneidet  der  Eegel  die  a^y-Ebene  nicht  in  reellen  Geraden,  also  umgibt  derMlbe 
die  kürzeste  Axe  y.    Für  S  •=  p  lerßllt  der  Kegel  in  awei  Ebenen 

5;(,_i;)  +  ^(,_s;)_o, 

welche  durch  die  mittlere  Axe  ß  hindurchgehen  nnd  gleich  geungt  gegen  die 
Ebene  (uff)  sind.  Die  Tangente  dieser  Neigung  ist  ±  ^  Vt ät*  ^'^  schnei- 
den das  Centralellipsoid  in  swei  Ellipsen,  von  denen  jede  als  Polodie  gelten  kann 
nnd  welche  beide  sich  selbst  in  den  Scheiteln  der  mittleren  Axe  treffen. 

In  allen  Fällen  ist  die  Polodie  eine  geschlossene  Cnrve,  welcher  Umstand 
sich  in  der  Periodicitftt  der  Bewegnng  des  Systems  ausspricht. 

Die  Polodie  kann  nach  Obigem  als  der  Ort  der  Berührungspunkte  'einer  Ebene 
mit  dem  Centralellipsoid  definirt  werden,  welche  zugleich  die  Kugel  x*-|-y'-{-2*^f 
berührt.    Der  Ort  der  Berührungspunkte  mit  der  Kugel  ist  der  Schnitt  dieser  mit 

dem  Eegel  (l  — -fi)  «*  +  (l  —  fi)  S*  +  (l  —  jr)  ^' —  0|  «««  sphärische 
Ellipse.  Denn  sind  die  Coordioaten  des  Berührungspunktes  mit  der  Kugel  und 
dem  Ellipsoid  resp.  z,  y,  ^;  x,  ;*',  '',  so  werden  die  Oleicbungen  der  Taogenten- 
ebene ^,-  {xi  -f  y-i  +  ti)  - 
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^  —  ^'   -Jr  — 4-.   ■^  — T-'     "orwjs    mit    Hfllfe     des    Ellipeoida    folgt: 

K*  ß*  V* 

-jj  *'  +  ^  y*  +  M  *^  ^  **■    Diese  Gleichnng  fBhrt  in  Yerbindnug  mit  der  Glei- 
chting  der  Engel  la  dem  gensnntea  Kegel. 

FKllt  mMi  Tom  HMaeniiiittelpDiikte  8  anf  die  iuT&ritibele  Ebeoe  du  Perpen- 
dikel SP,  *o  iet  PJ  die  ProjectioD  dee  Semidiameten  8J,  welcher  naoh  dem 
.Berfihmngspnnkte  der  Polodie  mit  der  Herpolodie  hinfQhrt.  Nna  liat  SJ  eän 
Hazimnm  und  ein  Hininmni ,  entaprecbend  den  Scheiteln  der  Polodie,  daher  liat 
anch  der  Radiaerector  der  Herpolodie  ein  Maximom  und 
Misitnom  und  sieht  man  leiebt,  daaa  diese  Cnrre  noh 
welleniScmig  swiedten  ewei  nm  P  in  der  invariabelen 
Ebene  mit  dem  Haiimom  nnd  dem  Hinimnm  von  PJ 
beicbriebenen  Bjeiaen  lünwindet  (Fig.  IBS).  Der  Eegel 
((7),  anf  welchem  der  Kegel  (r)  rollt,  seigt  daher  Ca»- 
oelimngen  nnd  iet  iwiaehen  iwei  concentritchen  Kreii- 
kegela  enUialteu.  Derselbe  ist  im  Allgemeinen  tranacen- 
dent  nnd  kehrt  nnr  in  besonderen  F&llen  in  sich  selbst 
zorfick. 
In  dem  Falle  8—  ß  ist  die  Herpolodie  eine  Doppelspirate,  welche  in  an- 
endlich vielen  Windongen  von  beiden  Seiten  sich  dem  Pnnkte  P  asymptotisch 
n&hert. 

Ist  dae  Centralellipsoid  ein  Rotatioasellipsoid,  so  werden  beide  Cnrren  Kreise; 
iet  es  eine  Kogel,  so  AUt  die  Homentanaxe  mit  der  Axe  des  resnltirenden  Paares 
der  Homentankr&fte  snsammen,  beide  Corven  sind  Ponkte,  welche  fortwährend 
vereinigt  bleiben, 

Die  beiden  Ellipsen,  welche  dem  Falle  S  ^  ß  als  Polodie  entspTechen,  ser- 
legen  die  Oberfläche  des  Ellipsoids  in  zwei  Paar  Scheitel rftome ,  welche  in  den 
beiden  Scheiteln  der  mittleren  Aie  snsammenetofsen  nnd  von  denen  das  eine  die 
Scheitel  der  kleinsten,  das  andere  die  der  grSssten  Axe  enthUt  Die  Ellipsen 
trennen  die  Schaar  Polodien,  welche  nm  die  Scheitel  der  kleinsten  Axe  henjm- 
laofen,  von  denen,  welche  die  Scheitel  der  grOsaten  Axe  nmechliesaen.  Wird 
eine  der  beiden  Aren,  die  grOsate  oder  die  kleinete,  der  mittleren  nahem  gleich, 
so  wird  der  Scheitelranm,  der  ihr  zngehOrt,  sehr  eng,  der  andere  sehr  weit. 

Die  Rotation  nm  eine  Hanptaxe  ist  permanent;  indessen  haben  die  drei  Haapt- 
axen  nicht  gleiche  Stabilität  in  Being  hieranf.  Wird  die  Bewegung  ein  wenig 
gestOrt,  so  tritt  die  Momentanaxe  aixf  eine  benachbarte  Polodie  Aber.  ünU&uÄ 
diese  Polodie  eine  Hanptaxe  in  einem  engen  Umring,  so  entfernt  sich  die  Mo- 
mentanaxe niemals  weit  von  ihr  nnd  ist  aaoh  die  Herpolodie  auf  einen  engen 
Boom  eingeschränkt,  soiSass  diese  Aie  nicht  viel  von  einer  festen  Richtang  im 
Baome  abweicht  In  diesem  Falle  bezeichnet  man  die  Rotation  als  stabil.  Um- 
gibt aber  die  Polodie  die  Hanptaxe  nicht  sehr  eingeengt,  so  kann  die  Uomentan- 
axe  in  Folge  einer  kleinen  StrOrong  sehr  weit  von  der  Hanptaxe  abweichen;  in 
diesem  Falle  iet  die  Rotation  labil.  Rotirt  das  System  nm  die  Hanptaxe 
des  mittleren  Trägheitsmomentes  B,  so  laufen  die  benachbarten  Polodien  nicht 
nm  sie  hemm,  sondern  kehren  ihr  alle  ihre  Convexität  zn.  Daher  ist  die  Rotation 
um  diese  Axe  labil.  Nur  in  einem  Falle  kehrt  die  Momentanaxe  naob  der  Stdmng 
in  die  Haaptoxe  cnrflck;  wenn  B&mlich  die  BtOmag  Uogs  der  Polodie  statUndet, 
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welche  am  den  beiden   sich  auf  der  mittleren  Hauptaxe  achneidenden  EllipKB 
besteht    In  diesem  Bpecielleo  Falle  kann  man  die  Rotation  stabil  nennen. 

Die  meisten  der  bis  jetzt  durchgeführten  Betraj^tongen,  inibeaonden  den 
8al2  aber  die  Bewegung  des  Centrale llipsoida  auf  der  inrariabelen  Ebene  Terdukt 
man  Foinsot  (Theorie  nowidle  de  la  rotation  des  eorpa\  pret.  A  FIiutiM  It 
19.  mai  ISSi;  aach  als  Anhang  zu  den  ftQheren  Auflagen  der  flemmti  de  Slnli- 
que  des  VerfasserBj  in  erweiterter  Form  in  Lionville,  Journal  de  Malhim. 
T.  STIl  [1861]  und  Addüümg  ä  la  Connaütantx  des  temps  p.  IMS). 

3.    Die  beiden  CentralellipBoide  --,+  ^  +  -,  —  1 ,  ^,  +  ?,-  +  ^  =  1.  « 
«         p         y*  a"       6"       e' 

aa^^bß^  ey  ^  t*  ist,  sind  in  Bemg'anf  die  mit  dem  Radius  t  nm  ihren  gemeii- 

samen  Mittelpunkt  beschriebene  Kngel  reciprok  und  iwar  speciell  nach  den  Venrudi 

Schaft  der  reciproken  BadieuTectoren.  Sie  sind  für  alle  oorreapoodirendeu  Lagen  «ili- 

rend  der  Bewegung  des  Systems  homologe  Fl&chen  aweier  involntorisch  liegeDdeiTiua- 

licher  reciproker  Sjrateme,  dem  Baume  angehorig,  welcher  in  Translatiombeweggif 

begriffen  ist,    wie  sie  durch  die  Bewegni^  des   Massenmittelpuaktea  bestinii 

wird.    In  diesen  Systemen  entspricht  jedem  Punkte  M  des  einen   eine  Ebene  >' 

des  andern,  welche  lenkrecht  zu  dem  Radiusveotor  SM  ist  und  diesen  in  öoen 

Funkte   M'   schneidet,   sodass  SM-  SM'  —  t*  wird.  .  Ebenso    entapricht  jedn 

Ebene  fi  des  ersten  ein  Punkt  M'  des  zweiten,  auf  dem  zu  fi  senkrechten  Stnii 

Ton   S    so    gelegen ,    daaa    wenn   M'    sein    Schnittpunkt    mit    n    ist ,    ebtuUli 

SM  ■  SM'  ^  E*  wird.     Allen  Punkten  M  einer  Ebene  a   entsprechen  Ebenes  •, 

welche  durch  den  der  Eb«ne  homologen  Pankt  A  gehen  und  umgekehrt  ifi" 

Geraden  als  einer  Punktreibe  entspricht  eine  Gerade  als  Axe  eines  Ebenenböwliirk 

den  Punkten  einer  Fläche  sind  die  Tangentenebenen  einer  anderen,  der  redimka 

Fläche,   homolog   und   umgekehrt;   dem    Berübrnngspunlite  der  TaDgenteneUu 

einer  Fläche  ist  homolog  der  Schnittpunkt  des  lur  Tangentenebene  senkrednE 

Strales  von  S  mit  der  reciproken  Fläche  n.  s.  w. 

Der  invariabelen  Ebene,  welche  TOn  dem  Cauohj-Poinsot'schen  Ellipsoiii  b^ 
röhrt  wird,  entspricht  ein  Punkt,  welcher  auf  deren  Normalen,  nÄmlicb  der  i>* 
des  Paares  G  der  Homentankräfte  liegt.  So  oft  eine  Tangenten  ebene  dit«i 
Ellipsoids  in  die  iavoriabele  Ebene  eintritt,  ^llt  der  ihr  homologe  Punkt  i«» 
ciproken  Ellipsoids  mit  jenem  Punkt  auf  der  Axe  von  G  zusammen  and  m  <^ 
ein  Punkt  der  Polodie  mit  einem  Pnnkte  der  Herpolodie  ineammen trifft,  gebt  if 
ihm  homologe  Tangentenebene  des  reciproken  Ellipsoids  durch  denselbra  P<n^' 
hindurch.  Das  reoiproke  Centralellipaoid  bewegt  eich  daher  10,  <!>'■ 
es  fortwährend  durch  einen  bestimmten  Punkt  anf  der  Axe  desPisic 
G  der  Momentankräfte  hindurchgeht  Der  constante  Abstand  l'  die- 
ses Punktes  von  iS^  genügt  der  Bedingung  l'i  —  «'.  Wir  nennen  iks  dt* 
invariabelen  Punkt    ' 

Nach  S.  36S  hat  die  Momentanase  die  Richtung  der  Normalen  4',  «el^ 
von  S  auf  die  Tangentenebene  des  reciproken  Ellipsoids  gef&llt  werdeo  ksu 
welche  dasselbe  in  seinem  Schnittpunkte  mit  der  Axe  von  G  berflhit  und  xA  ^t 
Winkelgeschwindigkeit  m  der  Länge  S'  dieser  Normalen  umgekehrt  proportioiil 
Da  V  constant  bleibt,  so  ist  das  Produkt  fa,  —  G:MV  conitant  ^ 
Momentanazen  bilden  im  System  einen  Kegel  zweiten  Grades  mit  S  als  MiUt- 
punkt.  Da  die  Tangentenebenen  de«  reciproken  Ellipsoids  im  inTariabeloi  Pn"^ 
auf  den  entsprechenden  Momentanaien  senkrecht  stehen,  so  nmhOllen  sie  gW'C^ 
SaMt  einen  Kegel  aweiten  Grades,  welcher  zum  Kegel  der  Uomentaiuuai  npp'^ 
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mentfir  ist.  Diese  Ebeoen  bewegen  sich  momentim  in  eich  selbstj  vir  neoDen  eie 
Momentan  ebenen  der  Bewegung  und  sagen  ans:  Die  Momantanebenen  der 
Bewegung,  welche  durch  den  invariabelen  Punkt  hindurchgehen, 
nmhfiUen  eineiT  Kegel  zweiten  Qrades,  desien  Mittelpunkt  der  in- 
variabele  Punkt  iet.  Die  Parallelebenen ^ta  diesen  Ebenen  in  S  sind  gleich- 
falls Homentanebenen  der  Bewegung  and  bilden  einen  Kegel  zweiten  Grades  con- 
grnent  mit  dem  eben  genannten. 

Die  Momentanaien  ron  S  bilden  im  Räume  einen  tranacendenten  Kegel,  wel- 
cher die  invariabele  Ebene  in  der  Eerpolodie  schneidet.  Die  ta  ihnen  senkrechten 
Momentonebenen  des  inrariabelen  Ponktes  (oder  auch  die  des  Punktes  S)  nm- 
hdllen  daher  gleichfalls  einen  tianscendenten  Kegel  und  da  ihr  Abstand  if  von 
S  (oder  Tom  invariabelen  Punkt)  zwischen  den  Grenzen  a  und  c  vuiirt,  so  ist 
der  Kegel  ahnlich  caonelirt,  wie  der  der  Homentanaxeu.  Dieser  Kegel  wird  von 
dem  Eegel  der  Momentanebenen  im  System  fortwährend  berflhrt.  Daher:  Wäh- 
rend der  Bewegung  des  Systems  berflhrt  der  Kegel  sweiten  Grades 
der  Homentanebenen  des  inTariabelen  Punktes  im  System  einen  ge- 
wissen transcendenten  Kegel,  welcher  Ton  den  Lagen  der  Momentan- 
ebenen  im  Künme  umhQUt  wird.  Dieser  Kegel  entspricht  der  Berpolodie, 
wie  der  Kegel  zweiten  Grades,  der  ihn  berührt,  das  Änologou  zur  Polodie  ist. 

Während  der  Bewegung  gehen  immer  andere  und  andere  Punkte  des  reci- 
proken  Centcftlellipsoids  durch  den  invariabelen  Punkt  hindurch.  Da  olle  gleichen  Ab- 
stand 9'  von  S  haben  mflssen,  so  liegen  sie  ausser  auf  dem  Ellipsoid  auch  noch  anf 
der  nm  S  mit  dem  Abstände  l'  des  invariabelen  Punktes  von  8  beschriebenen 
Kugel.  Sie  bilden  daher  einen  sphKrischen  Kegekohuitt  anf  dem  reciproken 
Ellipsoid,  der  in  gewissem  Sinne  ein  Analogen  cur  Polodie  ist.  Ist  l'  gleich  der 
mittleren  Axe  b  des  Centralellipsoids,  so  geht  der  Kegelschnitt  in  das  System  der 
beiden  Kreiasohoitte  Aber. 

Die  Behandlung  der  Bewegung  des  freien  Systems  ohne  Einwirkung  von 
Kräften  mit  Hülfe  des  reciproken  Centralellipsoids  wurde  zuerst  gegeben  von 
MacCullagh  (Oh  tte  rot<aion  of  a  lolid  body.  Proceed.  of  Oie  Iridi  Academy, 
Vol.  II  [1840—«],  pp.  620-626,  5«— 644;  Toi.  III  [1846-47],  pp.  370— 371).  — 
On  Ihe  rotation  of  a  »olid  body  round  a  fixed  poitU;  being  an  account  of  the  lote 
Professor  MacCuüagh's  lectures  on  that  »ubject.  Compikd  by  the  Ren.  Samuel 
Haughlon.  Tramact.  of  the  Irüh  Academy,  Vol.  XXII  {18ÖB,  read  the  28.  Apr. 
1849),  p.  189  —  164.  MacCullagh  hat  fil>erbaupt  incrst  dos  reciproke  Central- 
ellipsoid  angewandt.  Die  Eanpts&tze  der  vorliegenden  Theorie  finden  sich  auch 
bei  Clebsoh,  Zur  Theoria  der  Trägheitsmomente  und  der  Drehung  um  einen 
Punkt  {Cralle  Joum.  B.  67  [1880],  S.  78-77). 

4.  Die  invariahele  Axe  des  Paares  G  beschreibt  im  System  eine  Kegel- 
flache. Es  war  Ap'  -{-  Bq'  +  Cr*  —  ST,  und  A^p'  +  B'q*  +  CV  =  G*  oder, 
wenn  man  A  —  Mt*  :  n',  B  —  Mi*  iß',   C  —  Äff*  :  y'  setzt. 


K 


',  +  $)-^^.,  («••)•  (S  +  $  +  $)-"'■ 


woraus  mit  Hülfe  toh   ^*^" '  ^'  —  «'  (•.  Nr.  1)  folgt 
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Ffir  die  Paukte  (xyi)  dar  inTariabeleo  Aze  Ut  abei 

—  — ^«—      dh     ?!5-.^_?!f. 
Äp       Bq        Cr'''p  q  T 

Daher  wird  die  Qleiehnng  det  Kegels  der  iDTuriabeicD  Aie  nach  Elimination 
odei 

(«*  -a^x»  +  (p»  -*•)!<'  +  (r'  -  a») .'  -  o. 

Diese  Gleiohnng  ist  identisch  mit  der  nater  Nr.  8  angefQhrten  Eegelflftche,  welche 
die  Berabningspiuikite  der  TangeiiteiiebeiieD  des  Cenbalellipioids  Ifings  der  Pidodie 
mit  der  Sng^j^ohe  x'  -|-  y*  -f  '*  ~  ''  enthUt.  Die«  ist  aelbstrervtftndlich;  dorn 
die  beiden  Linien,  welche  in  die  Lagen  der  Momentanaie  nnd  det  invariabelea 
Aie  antammen  eintreten,  treffen  das  Ellipsoid  nnd  die  Kagelflftohe  in  iwei  Fiakteu, 
deren  Tangentenebenen  in  der  invariabelen  Ebene  nuammen&Uen. 

In  ähnlicher  Weise  h&tte  oben  Ni.  3  der  Kegel  der  Homentuiaxen  entwickelt 
werden  kOnnen,  indem  man  behnfe  Elimination  Ton  p,  g,  r  die  Proportion 
—  •—  i^  iH  — ,  welche  die  lUchtnngacosinnBse  der  Momentanaie  bestimmt,  be- 

nntzt  hätte. 

Beschreibt  man  nm  S  mit  den  Badien  «r,  |9,  y  drei  Kngetn,  sieht  durch  5 
einen  Stoal  3PQS,  welcher  die«e  Kogeln  in  den  Punkten  P,  Q,  U  echnddei 
nnd  legt  dntoh  diese  Paukte  Elbenen  resp.  senkrecht  so  den  Haaptazen,  eo  schnei- 
den diese  Ebenen  sieb  in  einem  Punkte  {xyi}  des  Ceatialellipsoids.  Denn  die 
BiebtnDgscoainnsBe  des    Strals   gegen  die   Azen   sind  x  :  a,   y  •■  §,  '  :  r,   sodass 

ÄnE  diese  Weise  entspricht  jedem  Funkte  dee  EUipsoids  ein  heetjuunter  Stial, 
den  man  den  excentrischen  StrfJ  dieses  Punkte«  nennen  kann.  Den  eämtnUichai 
Punkten  derPolodie  entsprechen  Stralen,  welche  einen  Kegel,  den  excentrischen 
Kegel  der  Polodie,  bilden.  Sind  X,  Y,  Z  die  Coordinaten  eines  Punktes  anf 
dem  excentrischen  Skale  des  Punktes  x,  y,  jr  der  Polodie,  so  ist 


•  «  "  (i  "  r 

oder  x:aX  —  y:(IY  —  t:yZ. 

Non  geuBgeu  x,  y,  t  der  Qleiehnng  (s.  Nr.  3)  des  Polodienkegels.  SeM  man 
daher  in  dessen  Qleiehnng  aX,  pT,  yZ  fOr  x,  y,  f,  so  erhält  man  fitr  den  ex- 
centriacben  Kegel  der  Polodie,  wenn  man  wieder  k,  y,  i  statt  X,  T,  Z  »chnibt, 
die  Gleichung: 

(._-)..+  (,_-),.  +  (._-).._.. 

Wir  wollen  die  Coefficienten  in  den  Gleichungen  der  drei  Kegel, 
des  Polodienkegels  (SJ): 

±(,-?;)..+±{.-p),.+,L(.-^)..-o, 

des  Kegels  der  inrariabelen  Axe  (SP): 

D,j.u,.db,  Google 
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011(1  det  excentrischeii  E^ela  (S£): 

('-?)•■  +  (-?)»■  +  {'-?)■•  =  » 

durch  die  beiden  Cmuttanten  8T,  und  G  aaBdrflcken.    Wii  ümdeD 
iT,         f  X,'  M,'  M,' 

-W-xT'-     ^ 7--     »-TT.     "--JT. 

hiermit  verden 


-5)- 


-s- 


l--i 7^-.    et«. 


ÄQ*  — 


und  liod  kIio  die  QleichDiigeii  der  drei  Kegel,  nämlich 
die  des  FolodienkegeU  ißJ) : 

A{(P  —  ar,jl)  a;*-(-S(G'  —  8r,^y>  +  0  fß* --  2  2',C)«*=.0, 
die  dea  Segeli  der  inTariHbelan  Aie  {ßF): 

•   -j-  (O'  -  8  r,  j)  «•  +  -1.  (ff*  -  8  r,  B)  y»  +  -1-  (G'  -  2  r,  C)  «•  -  o 

und  die  des  eicentrischen  Kegele  {SE): 

CG'  —  2T^A)  X*  +  (ß*  —  tt,B)  y^  +  (G'  —  2r,C)«'  —  0. 
Wenn  mau  will,  kann  man  dieiea  Kegeln  eioen  weiteren  hincnfOgen,  den 
escentritchen  Kegel  der  invariabelen  Aie,  denen  Gletohimg  man  erhUt,  indem 
man  ax,  ßy,  fX  ffir  fc,  y,  «  in  der  Oleichang  dea  E^ela  der  invariabelen  Äse 
aetit.  Ei  ift  übrigens  nicht  im  Gebrauoli.  Dagegen  ist  ein  anderer  Kegel  von 
Bedentang.  Nach  Nr.  1  iat  die  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  m  um 
die  Momentonaze  in  Being  anf  die  inTtwiabele  Aie  SP  oonitant,  nftmlich 
m  cos  t  ~  ar,  :  G,  wenn  t  die  Nmgnng  von  8J  gegen  SP  beieichnet  Legen 
wir  durch  die  inTariabele  Aie  tmd  die  Homentanaxe  eine  £!beiie,  so  schneidet 
dieselbe  die  inTuialiele  Ebene  des  Punkte«  S  in  einer  Geraden  SH,  sodass  die 
Winkelgeschwindigkeit  m  lerfUlt  in  die  genannte  oonstante  Componente  nm  SP 
und  eine  andere  variabele  Componente  «  sin  «  am  SH.  Dnrcb  die  Elamentar- 
rotation  nm  SH  tritt  eine  Linie  des  Systems  ans  SP  heraus  nnd  beschreibt  das 
Flftohenelement  des  Kegels  der  invariabelen  Aie.  SH  ist  m  demselben  senk- 
recht W&hiend  der  Bewegung  des  Sjstems  wechselt  die  Linie  •S'^  im  System; 
der  Ort  derselben  ist  eine  KegelflAohe,  deren  Erseagongslinien  eq  den  Tangenten- 
ebenen  des  Kegels  der  invariabelen  Aie  senkrecht  sind.  Diese  beiden  Kegel  sind 
daher  reciprok  m  einander.  Um  die  Oleichnng  dieser  Fl&cbe  cn  finden,  bat  man 
blos  die  Gleichang  der  Tangentenebene  des  Kegels  der  invariabelen  Aie  in  bilden, 
die  Eichtungscosinnsse  von  8H  sind  den  CoefScienten  derselben  proportional. 
Sind  daher  X,  Y,  Z  die  Coordinaten  eines  Punktes  von  SH,  so  folgt 

nnd  indem  man  hieians  die  den  as,  y,  s  proportionelen  OrOasen  in  die  Oleichnng 
jene*  Kegels  einsetzt  nnd  wieder  ai,  y,  t  statt  X,  T,  Z  schreibt,  wird  die  ge- 
suchte Qleiohnng  des  Kegels  (5S}: 
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Während  der  Bewegung  des  Systeme  geht  der  Kegel  {SP)  durch  die  iaT&riabele 
Aie  SP  hindurch  und  da  SP  Donual  znr  Segelfläche  (SS)  nnd  aenkrecbt  zur 
inTariabelen  Ebene  dw  Punktes  S  ist,  bo  ist  letztere  stets  Tongentenebene  des 
Kegele  (SH).  Daher  bleibt  w&hrend  der  Bewegung  der  Kegel  {SR) 
dauernd  in  Berahruag  mit  der  invariabelen  Ebene  des  Punktes  5 
Die  Bewegung  des  Syetema  um  S  iat  daher  äquiTaleot  dem  Bollen 
dea  Kegels  (SH)  anf  der  invariabelen  Ebene  dea  Punktea  S  in  Ver- 
bindung mit  einer  gleichförmigen  Rotation  am  die  invariabel« 
Axe  SP. 

In  dem  Falle,  dass  der  Kegel  {SP)  in  zwei  Ebenen  zerföUt,  redncirt  aich  der 
Kegel  (SH)  anf  die  eine  von  swei  zu  diesen  Ebenen  aenkrecht^n  Qeraden. 

6.  Die  drei  Kegel  {SJ),  {SP),  {SE)  liegen  symmetrisch  gegen  die  Haupt- 
aien  des  Punktes  iS  nnd  schneiden  eine  um  iS  mit  der  Einheit  als  Badios  be- 
schriebener Kugel  in  drei  aphl- 
risohen  Kegelschnitten  (J),  (P), 
(E)  (Fig.  133),  welche  gemein- 
schaftlichen  Hittelpunkt  und 
gemeinschaftliche  HauptAen 
haben. 

Bezeichnen  wir  die  mittlere 
Aze  des  Centralellipsoidi  mit 
ß,  die  grOaste  mit  a  nnd  die 
kleinste  mit  y,  aodaes  also 
A  <^  B  <^C  iat,  und  nehmen 
wir  an,  es  liege  d  zwischen  a 
und  ß,  BO  umgeben  die  drei  Kegel  die  Axe  a,  welche  in  obigen  Oleiehnngen  zur 
x-Aie  geirtlhlt  iat.  Die  Lagen  grOsater  Kreise,  welche  in  die  Ebenen  der  zz  und 
yt  fallen,  enthalten  die  aph&riachen  Halbaien  {ai ,  b,),  {ap,  bp),  {ot,  bt)  der  drei 
Kegelachnitte  {J),  (P),  {E).  Setsen  wir  x  —  0,  resp.  y  —  0,  bo  stellen  y  :  x  und 
g  :  X  Aie  OrOeaen  ig  a  und  tg  h  dar  und  werden 

tgat       tg^ 

tgti    ...  tg  6;.    ^  tg  6. 


n«.  its. 


tgt.        igbp       tg^*^  _  _i_  -i/iT^A  —  G' 

C    ~    A    °"v3ö     vacVg'—2T,c' 

Aehnliches  gilt  fOr  die  Qbrigen  FUle. 

6.  Indem  das  System  sieh  um  die  Momentanaze  SJ  dreht,  rückt  die  mit 
der  invariabelen  Aze  i9  P  msammenfallende  Aie  des  Syntema  aus  dieser  Aze 
berana  nnd  tritt  eine  andere  in  sie  ein.  Sind  wieder  J,  P  die  Schnittpunkte  von 
SJ  und  SP  mit  der  Kugel  vom  Badins  Eins  im  System,  ao  ist  das  Bogenelemeat, 
welches  P  beschreibt,  senkrecht  znm  Bogen  JP  und  die  Qeschwindigkeit  e  dea 
Punktes  P  wird  c  —  in  ain  t.    Ea  ist  aber  (s.  Nr.  1)  die  Conponent«  von  a>  nach 


der  Aze  SG  conatant,  nämlich  -7^  =>  m  cos  «.    Hiermit  wird 


G 
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Die  Norm&le  JP  dei  sphäriicheD  EegelBchnitts  (P)  echneide  die  Hauptue 
diegea,  welche  die  Breunpankte  enthält,  in  N\  wir  wollen  den  Bogen  PN  Buchen. 
In  BeiDg  anf  die  Hanptazen  sind  die  RichiungBcosinnaae  von  SJ  nnd  SP  prO' 
portioDftl  p,  q,  r  und  Ap,  Sq,  Cr;  daher  lind  die  RiohtnngfconnnsBe  der  Nor- 
malen der  Ebene  JSP  proportional  (S  —  C)  qr,  [C  —  A)  rp,  (Ä  ~  B) pq  nod 
iat  die  Qleichung  dieeer  Ebene  {B  —  C)  gric  -(-  (C  —  .4)  rpy  +  (A  —  B)  pqe  =  0. 
Sie  schneidet  die  xy-Ebene  in  der  (Geraden  8N.  Setzt  man  daher  <  ••■  0,  lo 
Bind  die  KichtongscoeiQuaae  von  SN  proportional  (A  —  Op,  {B—  C)  q,  0.  Hier- 
mit erUlt  man 

CO.  (Pif)  -  ^i^-  -_C),1+ B  (B  -  C)  ,-  . 

o[(j-C)'p' +  (!!-(;)■,•]* 

Der  Z&hler  dieses  Anadrockee  ist  gleich  " 

A^p*  +  B'g'  +  Cr»  -  C  (Jp*  +  JBg'  +  Cr*)  —  G'  —  2  T,C. 
Im  Nenner  aber  ist  der  Inhalt  der  Klammer  gleich 

A*j)»+B>3'+Cr'— 2(7(^j)'+£s'+Cr')+G»0)'+9'+r')-C*-4r,C+C'o>'. 
Hiermit  wird 

-  2l\0 

Da  coa{JP)  =  co«»  — sr,  iffa,  so  wird  tg  i  —  (O'«' —  47?)^  =  ST,  and 
folglich 

sodass  das  Verhältniss  der  Tangenten  der  Winkel  JSP  and  P8N  w&hrend  der 
Bewegung  constant  bleibt  In  ähnlicher  WeUe  ergibt  sich  die  Bedeutung  der 
GriSesen  G*:2T^A,  G':ar,B. 

Indem  man  dies  Reeoltat  mit  dem  TOrbin  gefundenen  Äiudracke  für  die  G%- 
schwindigkeit  e  de»  Punktes  P  Terbindet,  folgt  noch,  wenn  PN^n  gesetzt  wird, 

C—  ar.c, 

" CG—^'*- 

7.  Nach  Nr.  4  iit  die  Bewegung  des  System*  HqniTalent  dem  Rollen  des 
Eegeli  (,SH)  auf  der  invariabelen  Ebene  des  Pnnktes  S  in  Verbindang  mit  einer 
gleichfltrmigen  Botation  om  die  invariabele  Aze  SP,  in  Folge  deren  der  Eeget 
anf  dieser  Ebene  anch  gleitet.  Dnrch  die  Rotation  nm  SH  tritt  eine  folgende 
Erzeognngslinie  iSif  des  Kegels  in  die  invariabele  Ebene  ein;  beide  Enengnngs- 
linien  bilden  mit  einander  einen  Winkel  HSR'  =  di,  den  wir  nachher  bestimmen 
wollen.  Durch  die  Botation  am  SP  wird  SH'  in  der  invariabelen  Ebene  um 
den  Winkel  IT  SH"  ^  d^  gedreht.  Die  Snmme  beider  Winkel  bildet  die  Ge- 
eammtdrehnng  H8H"  ^  dtf,  welche  SH  erleidet,  sodass  dtfi  -^  d^  -\-  dz  iat. 
Da  SP  senkrecht  zur  invariabelen  Ebene  ist,  so  hat  man  d^  =^  at  cos  i  .  dt  und 

da  m  cos»  >oi  2T,  :  «7  ist,  so  wird  dtfr  —  —~dt,  woraus  der  Winkel  V  gefanden 

werden  kann,  nm  welchen  sich  der  Kegel  SH  auf  der  invariabelen  Ebene  O  fort- 
gewälzt hat.  dif  ist  der  Winkel,  nm  welchen  sieb  die  Projection  der  Homentan- 
axe  SJ  aof  die  invariabele  Ebene  um  die  invariabele  Axe  umdreht,  d.  h.  der 
Winkel,  welchen  zwei  anf  einander  folgende  Radienvectoren  der  Herpolodie  mit 
einander  bilden,  welche  von  dem  Mittelpnnkte  dieser  Curve  nach  den  BerOhrangs- 
pankien  des  Centralellipsoids  gezogen  werden.    Sobald  dieser  Winkel  gefimden, 
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ist  aoob  dx  bekannt.  Der  Winkel  dip  ist  aber,  vie  man  leicht  neh^,  anoh  der 
Winkel,  welchen  iwei  anocesBive  Normalen  JP,  J' P'  der  EphSdochen  Cnire  {P^ 
mit  einaoder  biUeo.  Denn  die  ICbenen,  welche  darch  SH  und  SP,  iowie  dorch 
8H"  und  SP  gehen,  sind  zwei  anf  einander  folgende  NorinalebeDen  von  (P),  tob 
denen  die  iweite  durch  die  Botation  nm  SS  an  die  Stelle  dei  eraten  tritt,  am 
BOdann  durch  Rotation  nm  SP  die  Lage  BPH"  aoEimehmen,  wom  erfordert 
viid,  daaa  sie  lich  nm  den  Winkel  drehe,  welchen  beide  Normalebenen  mit  ein- 
ander bilden.  Die  beiden  Nortnalebenen  tob  {P}  ichneiden  nch  in  der  £riini- 
mnngsaxe  SK  dieser  Cnrre  (b.  Fig.  123),  welche  auf  der  Eugslfl&che  den  Punkt  K 
bestimmt,  welchen  man  als  den  DarchBclmitt  der  sphärischen  Normalea  PK, 
P'K  den  sphftriichen  Krflmmimgsniittelpnnkt  nennen  kann,  woiu  der  Bogen  PK 
als  Bph&riacher  Erflmmnngshalbmeeaer  gehSrt.  Bedeutet  f  diesen  Bogen  PK, 
n  den  Normalbogen  PN  iwisohen  P  und  der  Eauptaxe  der  Brennpunkte,  eowie 
SI  den  Parameter  des  Kegelschnitts  (P),  d.  h.  die  sp&neobe  Sehne  im  Brennponkt, 
senkrecht  in  dieser  Axe,  endlich  2a,  26  die  L&ngen  der  Hanptaxen,  m  bestehen 
nach  den  Lehren  der  SphSxik  die  Gleichungen 

(s.  Qudecmanu,  Grondriss  der  aDaljtiachen  Spb&rik,  KOln,  1880,  S.  78). 

Nun  ist  die  Componente  der  Geschwindigkeit  dee  Punktes  J  in  Folge  der 

Rotation  am  SP  gleich  -—  un  t.    Sie  ergibt  sich  auch,  wenn  man  das  Element 

JJ'  der  Cnrre  J  geometrisch  zerl^  nach  J P  und  senkrecht  hierzu  und  leMere 
Componente  durch  dt  diridirt.  Ist  J^J"  diese  Conqwneute,  so  gibt  die  Aetanlicb- 
keit  der  Figuren:  J J" :  PP' —  sin (j  +  i) :  sin p  nnd  daher,  weil  PP';d(  — ^tgi 


und  JJ"  :  dt  ^  ~  sin  t  ist, 


4t  6    \    ^tgp/' 

oder  weil  tg  »  —  (b'T"/'  —  i)  *B  *  >^  (Nr.  6),  wenn  nnn  t  nnd  i  elininirt 

1?     g^t  ,  (»r,-^  —  6*)(»r,B  —  g')(»r,c— q^      , . 

dt  ~    a   '^'^  ~iJBCGT}  "^  '• 

Hiermit  erhalt  man  endliah 

il       ^  _  ^       (8^1-^  —  G^(2r,B  —  G")^(«r,C  — ^»J        ,  . 

dt  "dt  Ö    ~  iASCGt*       "  "***   '■ 

8.  Behufs  der  rein  analytiechen  Behandlongs weise  unseres  Probleme  gdien 
wir  von  den  Ealer'schen  Gleichungen  aus,  in  welchen  (r^''  =  G'''  —  G^'  =  0 
ist,  sodass  sie  lauten: 

B^  +  U-CIrp^O, 
C^  +  (JS_  J)p3-0. 
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a)  Htm  erb&lt  sofort  swei  Integrale  detselbeo,  indem  man  sie  daa  eine  mal 
mit  Ap,  Bq,  Cr,  dos  andere  mal  mit  p,  q,  r  mnltiplieirt  nnd  addirt,  nlmlicb: 

A'p*  +  B*q'  +  CV  =  G\ 

Ap*  +  Bq^  +  fJr'  =  27,, 
wo  Q*,  2T,  die  iDtegrationacongtanten  bezeichnen.  Die  Bedentang  derselben  er- 
hellt ana  Cap.  1,  §.  9,  S.  369;  n&mlich  G  stellt  das  Azenmoment  der  Homentan- 
kc&fte,  3  3*,  die  lebendige  Kraft  der  Bewegung  nm  den  Maasenmittelpunkt  dar. 
Ans  §.  8,  S.  369,  folgt  zngleicb,  dass  ET^  -.ß-^lt  die  Componente  der  Winkel- 
geschwindigkeit am  die  Axe  von  O  danteilt,  welche  statt  2  7\  als  Constante  ein- 
gefahrt  werden  kann. 

b)  Behandelt  man  die  Honptazen,  deren  Trägheitsmomente  A,  B,  C  sind,  als 
Aien  der  x,  y,  t,  so  erhält  man  ans  diesen  beiden  Integralen  die  Qleichnng  des 
Folodienkegels,  indem  man  bedenkt,  dass  fflr  die  Fnnkte  der  Homentanaie 
—  ^X^ —    ist   nnd  p,  q,  r  eliminirt.    Ebenso   ergibt  sich   mit  Hülfe   Ton 

— —  ■»  ^-  —  -,—  der  Kegel  der  invariabelen  Aie  dnrch  Elimination  derselben 
Ap       JSq       or 

QrOssen.    Die  Gleichmigen  der  Kegel  sind  bereits  in  Nr.  4  angegeben. 

c)  Iit  *  der  Neigungswinkel  der  Momentanaxe  gegen  die  Aie  des  Paares  G, 
so  ist  h  =  CD  cos  %  nnd  wenn  wir  die  andere  Componente  der  Winkelgeschwindig- 
keit, lAmlich  a>  ÜQ  t  =  n  setsen,  sodass  m>  «  A<  -f  s'  wird,  so  werden  die  drei 
Strecken  SJ  —  l,  SP  »  i,  PJ  >—  v  (Fig.  ISI)  den  GrOsaen  m,  h,  m  proportional. 

d)  Da  die  Axe  SP  des  Paares  G  nnveiAnderliche  Richtnng  bat,  so  wollen 
wir  sie  inr  Axe  £  eines  beweglichen  BSlfecoordinatensystems  mit  dem  TJmpmnge  S 
wählen,  dessen  )]-Aze  wir  parallel  dem  Badinsvector  P.J  der  Herpolodie  w&hlen, 
w&hrend  die  £-Axe  senkrecht  znr  Ebene  SPJ  sein  soll.  Zunächst  wollen  wir 
nun  die  Loge  der  Hanptaxen  a,  p,  y  gegen  die  Azen  der  £,  ij,  £  kennen  lernen. 
Da  Ox  =  Äp,  Gy  —  Bq,  G,  —  Ct  ist,  so  wird 

Um  cos  (q«),  cos  (.vP),  cos  (ijy)  ta  finden,  genügt  es  a  auf  die  Hanptaxen 
a,  ß,  y  zn  pnjiciren  und  die  Projectionen  dnrch  D)  sd  dividiren.  Es  ist  aber 
[18]  =  [o]  —  [A],    mithin    ist   die    Projeotion    von   13    auf   die    Axe   a    gleich 

p  —  Acob(|b)  =  p  — ^p  ^ ^ — p  = -q\—~P-   Hiermit  und  mit  Hflife 

cjcUecher  BuchstabenTertansehnug  werden: 


«  (-J7)  - 


COS  (11 P)  —  - 
1T,C     r 


Da  endlich  die  Axe  der  £  eenkrecht  zu  G  und  oi  ist,  so  bildet  sie  mit  der 
Axe  «  denselben  Winkel,  welchen  die  Ebene  des  Dreiecks  ^ha  mit  der  Ebene 
(ßy)  bildet.   Daher  ist  die  Projection  dieses  Dreiecks  auf  diese  Ebene  iAtacoB(£a); 
indem  man  dieselbe  aber  durch  die  Coordinaten  der  Ecken  darstellt,  wird 
ihBq     hCr\ 


.,  Haohulk.    IL 
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«orana  mit  Hülfe  ojoliacher  VeifanBcbuiig  «ich  die  Formeln  etgebeo: 

"■«")--^--^.    .-(r«.2i^.'i,  o..«„-i-J.'-'. 

e)    Wir  wollen  jetit  die  Componenton  p,  q,  r  der  Winbelgeachwindigkdt  m 
am  die  Momentanoxe  als  Fnnotioiieii  von  lu  dBisteUen.    Hienn  Bind  die  Glei- 


P'+a'  +  r'- 

«•, 

Ap'  +  Bq*  +  Cr' 

—  27,, 

A*p*  +  B»«'  +  Cr"  - 

G' 

.    Dia  Anflösnng  gibt 

BO 

>       i»^          I 

CA 

(»*  -  (•*), 

U-B(A- 

-O^"       '^'     ä  ~ 

(B 

-~C)(B- 

-A) 

AB 

■■        (^0-A){C-B) 

„   . 

wo 

,'-'-^ 

B  +  0)-G 

,       2T,IG+A)- 

-ö' 

»•'=- 

ST, 

(A  +  2f)- 

ff' 

Indem  man  die  AnadrOcke  fflr  p\  q',  r*  in  die  voratehenden  Oleichongea  e 
setzt,  ergeben  aioh  nigleioh  die  Identiaten: 


•          „ 

!■                       IT, 
{A-B){A^C)           ABC 

AI'                      G' 
{A-B)I^A-C)           ABC 

(^-iO(A-C)      -■ 

(.A-miÄ-O)-'' 

wobei  die  Olteder  der  Summen  darch  e7oUBcbe  Vertanachnng  von  A,  B,  C»m 
eimmdar  hervorgehen. 

Aus  den  Formeln  für  jj',  j',  r',  i',  (»',  *'  folgt 

,"_1»_  (C~  A)  (2r,Ä  —  G').ABC, 
nnter  der  Annahme  ji  <B<G  ist  mithin  i-'  — 1'>0,  **  — i'<0,  »'  —  1*  =  *. 
je  nachdem  G»<8r,B,  Ö'>2J',B  oder  O'— ar.B  iet  Fflr  «  —  ^  »ird 
2  •»  0  nnd  fflr  la  ^  fi  wird  3  imaginär,  daher  ist  fi  das  Maiimnm,  weichet 
CD  erreichen  kann.  Ist  v  >  1,  so  kann  m  nicht  kleiner  als  *  werden,  «eil 
sonst  r  imagin&r  werden  wflrde;  ist  1  ^  r,  lo  kann  m  nicht  unter  Z  faerabtinka. 
weil  dasselbe  sonst  mit  p  sich  ereignen  würde.  Daher  ist  das  UinimDa, 
welches  cd  erreichen  kann,  die  grOsste  von  den  beiden  QrOssen  1,  f. 

Da  der  Rodinsvector  PJ  —  I  der  Polodie  proportional  la  ist,  so  folgt,  da» 
derselbe  zwischen  zwei  Grenzen  Tariirt.  Dieselben  ergeben  sich  ans  der  GleichnDg 
ST,  —  Jtfe' (m:!)*;  t^  10  =- f,  erb&lt  man  das  "Maiimom ,  fOr  m  gleich  dv 
grOssteu  der  beiden  QrOssen  1,  «•  das  Minimnm  von  I. 

Da  der  Badinsvector  PJi^v  der  Herpolodie  der  Qleichnng  c*— I* — Abgenagt, 
so  folgt,  dass  ancb  er  zwischen  zwei  Grenzen  enthalten  ist  and  daas  seine  Manm» 
ond  Minima  gleichzeitig  mit  den  Haximia  nud  Hinimis  von  I  eintreten. 

f)  Ans  der  Formel  fOr  p*  erhält  man 

dp       BC dn 

^dt^(A  —  B){A  —  C)'' 
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Indem  man  diei  mit  dem  aas  dei  ersten  Euler'schen  Oleichong  folgenden  Werthe 
rff  *~  — .  —  a»"  combinirt,  folgt 

da  (C  —  A)IA  —  B)  (B  —  C) 

"dt ABC ^*S'" 

oder  nach  Einaetsnng  der  Werthe  von  p,  9,  r: 


">  j7  =  ±  VC"'  -  !•)  Cf '  -  "')  (»'  -  -'). 

wobei  das  Zeichen  (-f-)  oder  ( — )  gilt,  je  nachdem  m  wachst  oder  abnimmt.  Es 
ist  dm -.dt  die  Oeaehwindigkeit,  mit  welcher  aioh  der  Endpunkt  der  Strecke  o 
vom  Punkte  S  entfernt  oder  sich  ihm  annähert.  Ans  den  Qleichnngen  iT,l^-~Mi*m* 
nnd  J' t=  e' +  *'  ei^ben  «ob  hierzn  2T,ldl  •^  Mt^mdm  nnd  Idl^vdv  die 
entapiechenden  QoBchwindigkeiten  für  die  Entfenmng  des  Poles  J  nnd  des  Pnoktea 
der  Herpolodie  von  iS  nnd  P. 

g)  Eb  sei  ds  dos  Bogenelement,  welches  der  Endpunkt  der  Strecke  m,  welche 
die  Winkelgeschwindigkeit  darstellt,  im  Ranme  oder  anoh  im  System  beschreibt 
(beides  ist  gleich,  wie  ans  der  Bewegnng  des  Poles  J  anf  der  Polodie  und  der 
Herpolodie  sich  ergibt,  deren  Bogenelemente  gleich  sind).  Es  ist  d$  das  geo- 
metrische Differential  von  a  nnd  folglich 


,.BC[..--(|.-  +  .')  .■  +  !.■»■] 

lodern  man  bemeikt,  dau  man  antaea  kann: 

!•■ +  »•-(!■ +  !■'  +  •■■)-»■.   ^■.•-(JV  +  l'"''  +  '''')-l"(>'  +  c'  +  »')  +  "*, 

,.       „M  +  B  +  C)-Jl]2T,  -«■ 

"  SC' 

nnd  die  eben  erw&hnten  Identit&ten  betflekaiehtigt,  erhält  man  fSc  dae  Qnadiat 

der  Geschwindigkeit  des  Endpunktes  der  Winkelgeechwindigkeit  a>: 


•  +  (J'  +  ,■-!-,■).■_  (IV  +  ,■,.  +  .■!■) 

+  ' 


42';  jA  +  B  +  C)  _  4G'T, 
ABC  ABC' 


Die  Differentiation  dieses  Ausdruckes  gibt: 

ds  d»s       „,   ,      ,   ,      ,      „    „      da 

Da  nun  l»+n'  +  p'-2in»>l'+;('  +  ».'  — 8(»»,  d.h.  i'+(i'  +  »'— 2ia'>l'-)-».'  — ^« 
nnd  diese  letztere  QrOsse,  wie  wii  sogleich  teigen  wollen,  positiv  ist,  so  folgt, 

dass  I*  +  («' -f  »' — ■  2«'>  0    nnd  folglich  der  Differentialquotient  von  {^\ 


stets 

positiv 

ist. 

Daher 

Die 

Oesch« 

ind 

tgkeit 

des   Endpunkte 

s   von    n 

and 

folgli 

ch     8 

nch   di 
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l    Dass  X'  +  r'  — 

fo^'^l 
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ist,  ersieht  man  ao.    Man  findet; 

ABC(l'+v^—li^=-iT^ÄC—(Ä+C'-S)G*~{iT,C~G*)Ä+iT,AO+(,S—A)G\ 
Ans  den  GleichuDgen  Ap*  +Bg*  +  Ct*  —  ST,  und  A^p^  +  B'fi*  +  Cr'  —  G' 
folfft  2r,C—  G'>  0  tmd  wegen  ^<B<Ci«tB  — J  positiT. 

h}  Zwei  auf  einander  folgende  Momentanaien  SJ,  SJ'  des  Panktoa  S  mit 
den  WinkelgeBchwindigkeiten  oi  (j>,  q,  r)  nnd  a  -^-  dm,  (.p-\-äp,  q-\-  dq,  r-^-dr) 
bilden  mit  einander  einen  nnendlicbkleinen  Winkel  da  und  «shlieuen  die  Strecken 
a>,  CD  -|-  dta  mit  einander  einen  unendlichkleinen  Sector  \ot'd<t  ein,  deseen  Pn>- 
jecttonen  aaf  die  CoordinatenebeneD  der  Hanptoien  doppelt  genommen  sind: 

gdr  —  rdq,  rdp  —  pdr,  pdq  —  qdp. 
Die  Fiojection  dieiee  Seotors  anf  die  inToriabele  Ebene  wird  von  dea  beiden 
onf  einander  folgenden  Badienvectoien  der  Herpotodie  eingescUauen  tind  iit 
^B'iiti,  wenn  du  dea  onendliebkleinen  Winkel  iwi*chen  diewn  Rodienveototen 
bedeutet.  Das  Doppelte  dieser  Projection  iet  die  Somme  der  ProJQotioneai  von 
qdr  —  rdq,  rdp  —  pdr,  pdq  —  qdp  anf  die  invariabele  Ebene  and  daher 
B«<l«  =  {qdr  —  rdq)  cm  (£«)  +  {rdp  -  pdr)  cot  ««  +  (pdq  —  «dp)  cos  (£7) 

=-  [r  cos  (S|J)  —  «  CM  (iy)]  dp  +  [p  cob  (Jy)  —  r  coe  (1«)]  dq 

+  [qao»(ia)-pooB(ißy]dr. 
Subititnirt  man  die  in  d)  gefnndenen  Werthe  fOr  coe  (£a),  coa  (£^,  cos  (£y},  so 
ergibt  eich  mit  Hfllfe  der  Bnler'schen  Gleichungen : 

,  d«       B  —  C       dp   ,    C  —  A       dq   ,   A  —  B        dr 

(B  ~C)*     ,  ,  ,    (C—A)'    ,  ,  ,    (A  —  B)''    ,  , 

Hierans  folgt,  indem  man  die  Werthe  von  p*,  q*,  r*  «iniekt, 

Da  (o'  —  ft'  -H  ^*i  erhKlt  man  filr  den  Zähler  unter  dem  Sommenseichen 
{«•-^*)(»'-»'H(A'+o'-p')(Ä"-H»'—')-o'+C2A'-f'"— '}«»•+ (fc'-fi*)(V-»') 

=  Cffl'+2A»~l»— p»— »■)»'+l»«+(ft*-p')(Ä»-»'). 
Nun  ergeben  sich  aber  leicht  mit  Hfilfe  der  unter  e)  gefondenen  WerÜie  nnd  mit 
RQcksicht  auf  h  —  ST,  :  G  die  folgenden  Relationen: 

,_       {g*— 2r,B)(fi'  — ar.C)         ((?'—  2  t^a)  (O'  —  2  t,B)  (O'-  är.o 

BCQ*  '  ABCG* 

(g*  —  2  r,g)  (g*  —  2 T,A) 
~CÄQ* 
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Indem  mui  hieram  (h*  —  ft*)  (1*  —  »*}  esbniinrat,  ergibt  äch 

(m'  -  p»)  (Ol'  —  j.«)  —  («•  +  27.«  _ i'  _  ^'  —  «•)  o«  +  l'o»  +  a  (^  _  äJ  , 
Daher  wird  jetzt  unter  Znhilfeiulime  der  IdeatiUten  nutet  e) 


Hierin  ist  i  >  0,  A  =  0,  A  <  0  je  nachdem  ö'  —  2T,B  <  0,  —  0,  >  0 
ist.  Die  OrOwe  -jt  i*^  ^^i^  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher  m  und  der 
RodiuBTCctor  v  dar  Eerpolodie  nm  SP  rotiien;  eie  w&chat,  nimmt  ab  oder 
bleibt  conatant,  je  nachdem  ß*  <  iT,B,  O*  >  2T,B  oder  ff»  —  iT^B  ist. 

Um  ^Y ,  nämlich  die  Geeobwindigkeit  za  finden,  mit  «eichet  sich  der  Radius- 

vector  SJ  nm  S  dreht,  denke  man  sich  das  anendlich  schmale  Dreieck,  dessen 
Seiten  tu,  dt  und  »  +  dat  sind  und  ffllle  Tom  Endpunkte  von  es  aof  die  Seite 
ca  -i-  dm  ein  FerpeodikeL  Man  erl^t  dann  ein  nnendlichkleines  rechtwinkliges 
Dreieck,  dessen  Hypotenase  ds  nod  des«en  Katheten  todl  und  dia  sind,  sodass 
ai'(I(('  -\-  dm*  =-  d»*  nnd  mithin 

li?/  ■"  ^  l\dt)   ~~  \Äi)  J 
wird.     Setzt  man  hierin  die  fSr  -tt  und  -^  gefundenen  Wertbe  ein,  so  erhält  man 


de        \^  fir, 
dt™  ta   \_ABC 


[{A-YB  +  OT,- 


m'- 


i]  Wir  wollen  jetzt  die  Componenten  p,  g,  r  der  Winkelgeschwindigkeit  to 
als  Functionen  der  Zeit  t  darstellen.  Wir  werden  dies  dadurch  erreichen,  daas 
wir  p,  q,  r,  t  dnrch  einen  gewissen  Winkel  ip  ausdrücken  und  die  Qleicbong 
zwischen  tf  nnd  t  nmkehren.  Dieser  Winkel  ip  ist  wohl  zu  unterscheiden  von 
dem  in  Nr.  7  mit  ^  bezeichneten  Winkel.  Dabei  genügt  es,  den  Fall  6''<2  2',£ 
aasiafOhren  nnd  dabei  ^  <  B  ■<  C  vorauszusetzen,  denn  für  den  Fall  G'  >  2  T,  JB 
gelten  dieselben  Gleichungen,  wenn  man  nur  die  Benennungen  der  Axen  des 
grOssten  nnd  kleinsten  Trägheitsmomentes  vertauacht,  d.  h.  A'^  B"^  0  vor- 
aussetzt 

Da  der  Radiusvector  SJ  und  die  Winkelgeschwindigkeit  m  einander  propor- 
tional sind,  so  beschreibt  der  Endpunkt  von  m  eine  der  Polodie  ähnliche  Corve 
auf  einem  dem  angenommenen  Centrolellipsoide  Uinlicben  CentralellipHoide ,  zu 
welchem  man  gleichfalls  eine  variabele  Ebene  durch  den  Endpunkt  von  h  legen 
koui,  auf  welcher  dies  Ellipeoid  rollt.  Für  den  Endpunkt  von  u  sind  p,  q,  r  die 
Coordinaten  und  besteben  die  Gleichungen  Ap*  -|-  JBg*  -]-  Cr'-»  ST,  und 
jI'P'  +  S'a'  +  Cr'  ■—  G'.    Die  Curve  der  Endpunkte  von  n  umgibt  unter  der 
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■i  +  r,-''    si 


I  A  <!_B  <iC  die  Ase  a  und  ihre  Projaotion  auf  die  Ebene  ßy  wird 
darcb  EliiDtnation  von  p  sub  diesen  beiden  Gleichnogen  erbalten.  Sie  wird  dtUter 
doTgeBtellt  dnroh  die  Gleiciiiing 

S  (B  —  A)  q'  -^  C  (0  —  A)  t'  ~  G*  ~  iT,A, 

C  —  iT,A  j  G*~iT^A 
°  B{B  -A)'  *■'  ■"  C  (t^  —  J)  ■ 
Die  Projection  ist  daher  eine  Ellipse  mit  der  groaaen  Halbaxe  g,  und  der  kleinen 
Halbaxe  r,  in  den  Bichtangen  der  Axen  ß  and  y.  'Während  derEndpankt  von  a  die 
dar  Polodie  ähnliche  Cuive  aof  dem  Ellipaoid  beaobreibt,  dorchl&aft  seine  Pro- 
jection die  Ellipse  in  demselben  Sinne.  Nehmen  wir  an,  diese  Bewegung  beginne 
im  Punkte  g  ^  0,  r  ■■  r,  und  erfolge  im  Sinne  des  TJeberganges  von  der  posi- 
tiven 3-Aze  zur  positiven  r-Ase.  Dann  kann  man  9  und  r  durch  du  Comple- 
ment  9>  der  eicentrischen  Anomalie  ansdrücken,  d.  h. 

9  ^  g,  sin  7,       r  mt  Tx  cos  tf 
setzen.    Indem  man  in  die  Formel  j*  —  7^1 — /nm      ^^  "^^n  Werth  q~q,äa^ 

(iJ  —  O)  (i(  —  A) 

cinfBbrt,  ergibt  sich 

oder  nach  den  Relationen  in  h) 


da  der  Coefficient  von  ein*  91  gleich  fi' —  v*  wird.  Han  erkennt  hieraus,  dass 
wahrend  tp  von  ^  co  0  bis  ^  =•  jjx  wächst,  m  von  dem  Mazimnm  fi  mm 
Minimnm  v  herabsinkt.    FQbrt  man  den  gefundenen  Ausdrack  für  o'  in  die 

Formel  J)'  =-  .,  _  p-  ,  ■  —  j^  C"*  ~  **)  ein,  so  erhalt  mBn 


{A-B)iA-0 


P  =- 


(A  —  B)  {Ä~Cj  \         fi^  —  1' 


,)■ 


Ist  p,  der  Werth  von  p,  welcher  tp=.o  cntapricht,  so  wird  p\ 


°  (il-  B)(J,— O 
,  .    ,  .      ,       fi'  —  •■       C  —  B    ff »  -  2 1',  .d      ^  , 

und  indem  man  noch  »'  ■-  ~-'i*  °"  B~-^ri  "  2T  O  —  O*  '*"'''  B«'"nnt  nun 

p  unter  der  Form  _____^ 

p  =  Pi  yi  —  «'  flin'  9> , 

wobei  zu  bemerkeu  ist,  daas  p  immer  positiv  ist,  da  die  Polodie  die  Axe  der  « 
umgibt  und  also  p  stets  auf  die  positive  Axe  ßUlt. 

Bildet  man  nun  mit  Hülfe  vou  lo'  —  jt'  —  (p*  ~  *')  sin'  q>  und  mit  Racksicbt 
auf  die  Bedeutung  von  b*  die  Grössen  ai*  —  1'  =  (p"  —  1*)  (1  —  x*  sin'  9), 
j,'  —  m'  ^  (((*  —  v*)  sin'  q>,   ra'  —  »'  ^  {(i'  —  »>')  cos'fi,  so  wird 


"  57  -  VC"'"-1*) (*''-»')(»'*-»'')  -  {|i''-»')y(»'-i'-Binvcos9|/n^'Bi 
und  da  die  Differentiation  des  Ausdruckes  fOr  «>>' 

da  ,  ,        ,.    ■  df 
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liefert,  so  ergibt  die  Vergleicbnog,  wenn  man  nocb 

ABO  ^ 
setzt, 

«yi-»'iin'9' 
wo  das  Zeichen  (— )  anzeigt,  dass  tp  mit  wachsendem  t  abnimmt.    Ist  ^g  der 
der  Zeit  t  —  0  entsprechende  Winkel  qo,  so  hat  man 


-i    J'        -  f'y  -  - 
«  ^/  Vi  —  »•  sin'  9> 

9 

t,  die  Zeit  bedentet,  welche  verfliesst,  bis  9  —  0  wird,  so  dus 


-  '0 ' 


a  erhttit  man 


-— ij,.^ 


-  F  (9,  k),  »od.  H 


für  die  Zeit,  in  welcbei  der  Winkel  ip^  —  tp  beschrieben  wird.    Hientus  folgt 
dann  9  als  Function  Ton  t,  n&mlich 


V  ABC  ^^^'^     ^^'  "      Kb^TI  ar.c-G' 


Die  Zeit,  welche  erfordert  wird,  bis  der  Pol  J  ein  Viertel  der  Polodie  von  Scheitel 
ZQ  Scheitel  beschreibt,  entspricht  der  Winkeldifferens  4  *  '"■^  wenn  man  sie  mit 
T  bezeichnet,  so  wird 

."  J  yi-x'ön>        « 
0 
Diese  Zeit  ist  für  alle  Viertel  dieselbe. 

k)  Ei  ist  O  •>-  y»'  —  h'.    Indem  man  den  Werth  m'  —  (t*  —  ((»'  —  **)  sin'  ip 
einsetzt,  wird 


B  —  yiji*  _  ft»)  —  (^'  _  »»)  sin' q>  —  V^»  —  Ä»  ■  1/1  —  1-i r-,  «in'?»- 


^^.-rTÄi  .  j/l  -  4^ 


Man  sieht  hieraoB,  dass  du  Mazimnm  toh  a  gleich  f^fi'  —  A'  und  das  Uioimnm 
|/v<  „  h'  ist  und  dass  dem  MaTimTim  die  Werthe  9  i—  0,  n,  2«,  Sx,  4s,  .  .  . 
dem  Minimum  die  Werthe  91  —  ^x,  4»,  4*t  )")■•■  entsprechen.  Da  der 
Radiusrector  v  der  Herpolodie  a  proportional  ist,  eo  folgt  hierans  die,  Fig.  12S 
angegebene  wellenfSrmige  BesohaffiiDbeit  dieser  Corve ,  vermOge  welcher  sie 
zwischen  zwei  concentrischan  Kreisen  um  den  Fnukt  P  eingeschlossen  ist.  Jo 
nachdem  der,  einer  Welle  entsprechende  Centriwinbel  mit  2  x  commensorabel  oder 
incom  mensurabel  ist,  wird  die  Herpolodie  in  sich  Enrflckkehreo  oder  nicht  zorOck- 
kehren,  d.  h.  algebraisch  oder  tronscendent  sein. 
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Setzt  man 
Bji  =  p»  —  A»  = 


(g'  —  %T,A)i2T,C~G^)        ,      y'  — >■       ff«        C—B 
A'  C^  (C  —  2  r,  J^ 


r 

I  mit  Hflife  der  unter  li)  entwickelten  Formel  37  *~  A 


(1  —  g'  ein'  g?)  yi  —  x'  Bin'  q> 
eodasB  alao   der  Winkel  u  durch  ein  eUiptiachea  Integral   dritter  Gattung  dar- 
gestellt werden  kann.    Entspricht  dem  Winkel  v>  —  q>g  der  Werth  f»  —  ftg ,  so  wird 


-AC( 


-"  +  ^/ti 


/  (1  —  ff*  sin'  9)  yi—  x'  I 

und  wenn  «  ■=  «,   wird  fflr  t  =.  (, ,   9!  —  0,  so  folgt 


«0  =  A  (*.  ^  '0)  +  /" 


J.1^ 


-  jf*  »in'  tf)  yt  —  x'  sin*  7 

und  hiermit 

._«,_»('-  i.)  -  f  f ''", 

J  {i—g*  sin»  91)  yi  —  X*  sin'iji 

1)  Es  bleibt  noch  der  besondere  Fall  zu  erOrtem  übrig,  doss  G*  —  iTiB^O 
ist.    HierfQr  hat  man,  wie  sich  ans  den  Formeln  h)  ergibt, 


i-*_Ä,    it  —  by-^jiC  +  A-B),   A~0,  g~0,   »~l,    f'-l, 
.  ,  T /B    C-B  ,  ,  1  /B    B  —  A  ,  1  /(C^BHB— Jl 


Hiermit  wird 

cos'  qp         1  —  sin*qp  1  —  sin  <p 


und  wenn  man  integrirt  und  qp  •=  0  der  Zeit  f  ^  0  entsprechen  Iftest, 
sin  9)  ^    ^^  ,     cos  f  —  — ■^—  ■ 

Ferner  wird 

p  '=  pi  eoBtp,    g  ^  A  sinip,    r  =  r,  cos  91 
und  wenn  man  1»'  +  r*  =-  i"!  +  J-?  —  "'  setzt 

welche  Gleichung  sich  leicht  in  eine  Gleichung  für  die  beiden  Ellipsen  umsetzen 
läBst,  in  welche  sich  die  Polodie  in  dem  Falle  C  —  2T,B  =  0  auflSst.  Man 
eibfi.lt  weiter  du  ^  hdt,  es  =^  n  cos  qi,  also 


*=.At,     0=--— t^ 
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Es  lotdrt  mithin  der  Badiasveotor  dei  Herpolodie  mit  conitanter  Winkelgesohwindig- 
keit  tun  den  Funkt  P  und  seine  Länge,  welche  a  proportional  ist,  nähert  sich 
fortwährend  der  NoU.  Die  Herpolodie  iat  daher  eine  Spirale,  welche  dch  dem 
Pole  P  aaymptotdach  annähert 

m)    Wir  wollen  die  Resnltate  der  TOretehenden  UnterBuchnug  nebat  leichten 
Folgemngen  flbeisichüich  tiuanuuenBtellen : 

I.    G»  — 2r,B<0,    J<B<C 

,r, .    ■  .  ,       2T,C—a'        .,  1  dip 

0  ae  «.  V 1    —   *     Bin    Ol.      DJ    ^  _       -  —  .        dt  -^ . 

p       p,  Kl       .    «n  »,    p,        j((,_^,  .  »y,  _,.,!„>• 

r  =  r,  COS,,  r'-^'-"-^       ,.  ^  (?J=^  .  Ö^ZllI^ 

'         C(fl—A)  '  B-   A    ar.C—  G»' 

O  —  O,  )/l  —  p"  sin«  9 ,  d«  -  Alf  f (^^_^r=^=,  A=-2r,:ö, 

(l-3'sin'q))Vl-x*8in'qp 

,  ^(G'-2r..^)(2r,c-o')  c.j       (c— 2r,B)*     ,    g*.  o--b_ 

'  C^G"  '  '   ~B(B-^)0»(2rjC-Ö')' *  ""b    22\C-G* 

In  dem  Specialfalle  3=^0,  d.  b.  wenn  das  Coutralellipsoid  ein  Rotationsellipsoid 
um  die  Axe  er  ist; 


«=• 

■  0,    ndt 

=  dv. 

g  — 

.  0,    rfp  = 

=  hdt- 

-fdv 

=  (ft- 

-  M  dt. 

Pl- 

2r,B- 

-G' 

a;=f 

.-"; 

-,T,A 

-  A(B- 

-  J)  ' 

I.S-A) 

(G'-2r,^)(2  2',B— G*) 
^BG' 

II.  G'~22\B>0.  Dieser  Fall  reducirt  sich  auf  1.,  indem  man  die  Be- 
zeiclmang  ändert,  d.  h.  das  kleinste  Banptträgbeitamoment  mit  C  bezeichnet,  so- 
dass ^  >■  B  >  0  vorausgesetzt  wird, 

III.  G'  -  2r,B  —  0. 

,      ^,B(C  —  B)       ,         .j,  2» 

p=p,coBp,    i)?— A'-jTp j-,     du  —  hdt,    0=.  _ 


h  ndt  — 

B{B-A) 


n)  Es  bleibt  nun  noch  der  letzte  Theil  unserer  Aufgabe  übrig,  die  Bestim- 
mung der  Lage  des  beweglichen  Systems  gegen  das  feste  Coordinatcnsyatem  der 
X,  y,  z  zur  Zeit  (.  Dies  kann  geschehen,  indem  wir  die  Cosiunsse  o,  b,  c; 
a,  b',  c'i  a",  b",  c"  der  Uicbtnngswinkel  der  Hauptaien  de«  Centralellipsoids 
oder  indem  wir  die  Euler'schen  Winkel  <p,  ifi,  9  (s.  B.  I,  S.  278)  als  Functionen 
der  Zeit  darstellen.  Wir  wählen  die  constante  Richtung  der  Axe  des  Paarea  O 
zur  2-Axe,  also  die  xy-Bbene  parallel  der  infariabelen  Ebene.  Dann  erhatten 
wir,  da  die  Richtungscosinasse  c,  c,  c"  dieser  Axe  gegen  die  beweglichen  Haupt- 
axen  die  Werthe  haben  ; 

c  ==  sin  9>  sin  fr,     e'  =  cos  91  sin  #,     c"  =>  cos  d 
□sd  Ap,  Bq,  Cr  die  Componenten  von  G  sind: 

Ap  ^  G  ein  7  tin  fr,     Bg  —  G  cos  9  sin  fr,     Cr  ■-  G  cos  fr,. 

■,:uju  Google 
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BodaM  also  sogleich  angegeben  werden  kann: 

.       Cr         .  Ap 

coeft--^,       tg,-^. 

Um  f  %a  finden,  geben  die  beiden  enten  der  drei  Gleicbongen  am  Ende  von 
■fl,  1,  8.  878 

pein^  +  gooaqp  — amff^ 

und  folglich  mit  Rücksicht  auf  die  voratohenden  Gleichnngen,  wenn  man  mit  ain  i 
beideraeitB  mnltiplicirt: 

0(Jl,'  +  Ba")-(G'-C*r«)^, 

oder  mit  HQlfe  der  Gleichung  Ap*  -[•  Bq*  -f  Cr*  —  2r, 

Ea  ist  2  r,  —  Cr*  —  Ap*  +  Bg'  ateta  poaitiy,  ebenao  0*  ~  Cr'  —  A'p*  +  B'q'; 
miüiin  w&chat  ip  mit  t  gleichceitig.  Diea  heiaat  soviel,  ala  die  Enotenlinie  der 
beweglichen  Hauptebene  (a  ß)  dea  Centralellipaeida  mit  der  invariabeleD  Ebene 
dreht  aich  fortwährend  in  demaelben  Sinne  am  die  Axe  des  Pwe*  G.  Nach 
Snbstitotion  dea  Werthes  Ton  r*  aoa  e),  wodarch 

2T,-Cr'       jA  —  C)  (B  -  0)  tT^  —  ABC  (m*  -  v*)         g  -  «' 
Ö'~-  Cr'  ^  (A^C){B  —  C)  G*  —  AB C  (»»  —  »')  ™  C  (/-««) ' 
wird,  wenn  man  abkftrzend 

(A  —  C)(B-C)h  —  ABC  ■  V»  =  ABC  ■  H, 
{A  -C){B-  C)  G»  -  ABC  ■  »'  -  ABC  ■  J 
aetxt,  kommt: 

a     H  —  m*   ,,        G     H—at*  ad« 


dtp  B- 


C     J  —  a*  C    J  ~  a>*    yjüt  —  i>)  0*'  —  m")  (»•  —  ►')  ' 


wodoToh  ^  mit  HOlfe  eines  elliptischen  Integrales  erster  and  eines  solchen  dritter 
Oiattnng  dargestellt  werden  kann. 

o)  Den  apeciellen  Fall  B  =  A  kann  man  leicht  direct  behandeln.  Die 
Enler'schen  Gleichnng^i  werden  hierfür,  wenn  man  (A  —  C):A^{A — C)-.B—f 
aetst: 

dp  da  dr 


Es  bleibt  aUo  die  Componente  r  der  Winkelgeschwindigkeit  in  Besng  auf  die 
Rotationaaxe  y  des  Centralellipaoida  conatant:  r  — r^.   Ana  den  ersten  beiden  Glei- 

chongen  erhält  man  P  jf + 9  jf  ™  *  """^  mithin  p' + a' "-  uj ,  wo  «,  eine  weitere 
Conetante  bezeichnet,  i^mlich  die  Winkelgeschwindigkeit  nm  die  Projection  der 
Homent&naxe  anf  die  E!bene  dea  Aequatora  dea  Centntlellipaoida.  Demnach  ist 
die  Winkelgeechwindigkeit  m  aelbat  conatant,  m*  —  p'  +  g'  +  r*  ^  «J  +  r;. 
Mit  den  Axen  «,  ß  bildet  die  Momentanoie  veAnderliche  Winkel,  ibr  Winkel 
mit  7  aber  iat  constant  and  «ein  Coainns  r,  :  cd.  Demnach  ist  der  Kegel  der  Mo- 
mentanazen  im  System  ein  gerader  Kegel  am  die  Axe  y  nnd  die  Polodie  ein  Kreis; 
in  Folge  dessen  behält  der  Semidiameter  I  des  Centralellipsotda,  welcher  in  die 
Momentanaxe  fUlt,  conatant«  Länge  and  ist  die  Heipolodie  gleiäi&lla  ein  Krda 
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in  der  ükTariabelen  Ebene  um  den  Fnesponkt  P  der  Aze  de«  PanreB  G  mit  einem 
Badins  gleich  dei  Pngection  von  J  auf  diese  Ebene;  der  Eegel  der  Homentan- 
axen  im  Banme  ist  mithin  eben&lla  ein  gerader  EreiBkegel  nm  die  Ase  von  G. 
Da  beide  Eegel  sich  berühren,  eo  folgt,  dasi  die  Homentanaze  fortwährend  in 
die  Ebene  der  Aze  y  nnd  der  Axe  dei  Faaiea  O  fSllt 

Differentiirt  man  die  erste  Enlei'sohe  Qleichnng  nnd  eliminirt  ^  mit  Hülfo 
der  zweiten,  so  kommt:    ' 

rf'P    .      *   ,  «  l     dp 

^(i+P-^np-^,     W0ZU2=.--gf- 

Demnach  werden 

p  ^  a  cos  firgt  -|-  h  Bin  fir^t,    9  •—  —  a  sin  ftrgt  -{-  b  cos  fir,t. 
Die  Constanten  werden  dnrch  die  Anfangawerthe  p^,  q^  von  p,  q  beatimmt  nnd 
wenn  «  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Aze  w^  ffir  t  =  0  mit  der  Aze  ß  bildet, 
ao  ist  Po=M,  »in  E,  g„  — «oCos*.   Daher  wird  o— p,  =  U(,  sin  e,  6  —  j,  — •  H,  coa c 
und  folglich: 

p  —  «0  ain  {nrj  +  1),     3  =  «a  cos  (liT^l  +  »). 
Weiter  hat  man: 

CO.»-?;,   .,,-i-ig(«.  +  .),  ^»-?^ri--i,ffe*.. 

Hierana  ergibt  sich,  wenn  man  den  Anfangawerth  von  gi  mit  <pa  bezeichnet, 
T  =  %  +  ffo'i  sowie  ip  =  C'  —  f"  '  '  "'"  ^'  ^^  bewegt  sich  mithin  die 
Enotenlinie  des  Aeqoators  und  der  invariabelen  Ebene  in  letzterer  mit  oonstontet 
Winkelgeschwindigkeit  nnd  entfernt  sich  ein  beliebiger  ßadini  dea  Aeqnators  Ton 
dieaer  Enotenlinie  gleichförmig.  Die  Neignng  der  A  eqnatorebene  gegen  die  in 
variabele  Ebene  bleibt  conatant 


Von  Schriften,  welche  ffir  die  Entwickelnng  dea  Problema  der  Rotation  ohne 
Binfluu  von  continuirlichen  Erftften  von  Bedentang  aiud,  führen  wir  folgende  an : 

Eni  er,  L,,  Du  mouvement  de  rotation  de*  corpg  solides  autour  d'tm  axe 
variabk.  Jtfön.  de  VÄcad.  de  Berlin  175S,  pp.  16*  — 193  (1765  gedruckt).  — 
Desgl.  eine  Abhandlung,  ebendaa.  1760.  —  Theoria  motue  coTporum  3olidorum. 
Rostock  186&. 

Cayle;,  Itqiroductioti  of  Euler' a  Memoir  of  1768  on  the  rotation  of  a  solid 
body.  Ö^tarterly  Jottmal  ofpure  and  appl.  Matliem.  Vol.  IX  (1868),  pp.  361—378.  — 
On  the  geomüricai  rqiresentation  of  the  motion  of  a  solid  bodif.  Cambridge  and 
Dublin  mathem.  Journal,  Vol.  X  (1848),  pp.  1S4  — 167.  —  On  the  roMion  of  a 
solid  body  round  a  fixed  point.     Ibid.  pp.  167—173  und  264—274. 

Foinsot,  Theorie  de  nouveUe  de  la  rotation  des  corps  1834  n.  1861.  3.  S.  426. 

MaoCnllagh.  S.  S.  427  woselbst  sammtlicho  Arbeiten  dieaes  Autors  Ober 
die  Rotation  angefahrt  sind. 

Bueb,  A.  §.,  Rotterdamens.,  Specimen  inauguraie  de  motu  gyralorio  corporis 
rigidi  nuüa  vi  aceeleraUce  loüicitati.  Tnyecti  ad  Rhennm  1834.  Erste  Darstellung 
der  CoefSdenten  a,  6,  c,  ...  als  Functionen  der  Zeit. 

Legendre,  Tratte  des  fimctiona  eBiptigues.    Paris  1826—28,  T.  I,  p.  366— 410. 

Jaoobi,  Sw  la  rotation  (Tmm  corps,   lettre  adresste  ä  VÄcad.  des  Sciences. 
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Crelle's  Jonin.  B.  89  (18M),  8.  289—860.  Die  AbbatkUang  ataainit  aoa  dem 
J.  1819. 

Silvester,  On  Ou  aotion  of  a  rigid  bodg  aeted  an  bj/  m  aetemai  forea. 
rhOoto^.  Transaet.  Yol.  IM  (186S;,  pp.  T6T-779. 

WeierBtrase'  Uethode  iit  im  Anscugo  mitgeüiflilt  von  NoUni  im  Artikel 
„KotaüoD"  in  EoffmiDii'B  moüiem,  WOrtetbuch. 

Schellbacb,  die  Lebie  toh  den  elliptischen  Int^^en  und  den  Theta- 
functionen.    Berlin  1664,  S.  «04—440. 

Brill,  Sul  problema  deßa  rotaxione  dei  corjii,  Cremona,  ÄfmaU  di  autUm. 
pwa  ed  <^l.    Serie  U,  T.  lU  (1869),  p.  33. 

Chelini,  Determinanone  analitica  deBa  rotoiione  de'  corpi  liberi  aecondo  i 
conceUi  dtl  Signor  Pointat.  Memorie  dOe  Accad.  di  BoIopiM,  T.  X  (1S59), 
pp.  688 — 620.  Dieier  Arbeit  folgt  neben  der  Abhandlung  von  Poinaot  vorragt- 
weise  nnsete  Dantellimg  des  Problems  der  Rotation. 

Eircbhoff,  Vorlesnngen  aber  matheuuttisube  Fh^eik.  Leipng,  Tenbner  18T6. 
8.  62—77. 

Greenhill,  Solution  of  the  equaHons  of  motio»  of  a  rigid  body  moftdbk 
about  a  fixed  point  undtr  the  tuAion  of  no  forees.  Quarttrly  /owm.  of  pure  md 
appl  Mathem.  Vol.  XIV  (1877),  p.  182.  Im  AnsobloBa  an  EirchhofifB  VoEleaaugeo. 
—  Solution  of  Evler's  equattons  of  matüm  by  means  of  efiipttc  fttncUota.  Ibid. 
pp.  266—271. 

Siacci,  Udla  rotaeitme  dei  corpi  liberi.  Memoria  !■  «  II'K  Napoli  1871. 
(Mem.  deOa  Societä  dei  XL,  Serie  lU,  T.  IV.) 

Hoppe,  Ueber  die  freie  ^wegnng  eines  KSrpers  ohne  Einwirkung  einei 
KrfiAepaars.  amnert-Hoppe,  Archiv  für  Mathem.  nnd  Phydk  B.  64  (1879), 
S.  363— 87S. 

Bonr,  Cows  de  mäcanique  et  maehinea.  Paris  1866—74.  Fase,  in,  p.  147—166. 

Roath,  An  eletnentary  treatiee  on  the  Dynanica  of  a  «ys(«M  of  rigid  bodiee. 
S'i'  edit  London  1877,  p.  404—443. 

Battaglini,  Trattato  elementare  aulia  uteecanica  rationale.  Napoli  1673. 
VoL  II,  p.  317—864. 


§.  7.  Freie  Bewegung  eines  unveränderlichen  schweren  Systems. 
Wenn  Kräfte  das  System  afficiien,  welche  einer  Einzelkraft  fortwährend  äqui- 
valent sind,  die  durch  den  Massenmittelpunkt  hindurchgeht,  so  bestimmt  diese  die 
Bewegung  des  Moasenmittelpanktes  und  damit  die  TranalationsbeweguBg  des 
Systems,  bat  aber  keinen  Einflass  auf  die  Rotation  desselben  um  eine  durch  diesea 
Punkt  gehende  Axe.  Das  Centralellipsoid  rollt  zagleich  auf  der  invariabelen  Ebene, 
wie  bei  dem  Falle,  daas  gar  keine  conti nuirli eben  Kiifte  wirken.  Ist  das  System 
■i.  B.  schwer  und  wird  demselben  ein  Anfangsgeachwindigkeitszustaiid  ertheilt, 
indem  es  s.  B.  einen  Stoss  erhält,  so  beschreibt  der  Massenmittelpunkt  eine  Pa- 
rabel,  welche  die  Richtung  des  Stosses  zur  Tangente  hat  und  dreht  sich  nscli 
den  Sätzen  des  g.  6  um  diesen  Massenmittetpnnkt.  Erfolgt  der  Stoss  c  B.  ia 
einer  Hauptebene  des  Massenmittelpunktes,  so  ist  dos  Paar  O  der  HontentaokriUte 
senkrecht  zu  der  dritten,  eu  dieser  Eanptebene  senkrechten  Hauptoxe  nnd  draht 
sich  das  System  fortwährend  nm  diese.  Ist  es  eine  homogene  Xugel,  so  ist  jede 
Ebene  des  Massenmittelpunktes  Hauptebene  und  dreht  sich  die  Kugel  fortiriUiread 
um  den  Durchmesser  senkrecht  m  der  Eb^e  des  Hassemnittalfranktes,  welche 
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die  Stoflsricbtaiig  enUiUt,  Anziehungen  ier  Kogel  doicb  andere  Huaen  ändern 
nicht«  an  dieser  Bewegung,  da  rie  immer  einet  Binaelknift  Kquivalent  sind,  welche 
dnrch  den  Massemnittelpnnkt  geht.  Ist  das  System  eine  schwere  Linie  (dQnner 
Stab),  Bo  dreht  ne  sich  nm  ihren  Hassenmittelpiinkt  und  bleibt  dabei  ateta  in 
einer  durch  diesen  Ponkt  gehenden  Ebene.  Wird  das  schwere  S7«tem  von  einem 
momentaflen  Stosspaare  afficirt,  ao  sinki  der  llassenmittelpunkt  in  einer  Verti- 
kalen und  dreht  sich  das  Sjstem  um  ihn  vm,  wie  in  §.  6. 

S.  6.  Ein  nBTerKnderliohea  System,  dessen  Centralellipsoid  ein 
Rotationsellipaoid  ist,  bewegt  sich  unter  Einwirkung  eines  conti- 
nuirlichen  Kr&ftepaares  vom  Axenmomente  (?(»;  man  soll  die  Be- 
wegung desselben  um  den  Massenmittelpunkt  S  bestimmen. 

1.  Es  sei  (Fig.  121)  SC  die  Kotatdonsaxe  des  CentraleUipsoids,  O  das  Trftg- 
heitsmoment  nm  sie  und  A  ^  B  das  gemeinschaftliche  Tr&gheitemoment  um  alle 


FlB.  114. 


zu  SC  senkrechten,  die  Aequatorebene  erfflllende  Axen;  es  sei  ferner  SG  die  Aie 
des  Axenmomentes  O  der  HomentankAfte  cox  Zeit  (  und  werde  senkrecht  zu  ihr 
die  Tangentenebene  an  das  Ellipsoid  gelegt,  welche  im  Ponkte  J  berührt  und 
die  Momentsnaie  SJ  bestimmt.  Da  die  Normale  des  EUipsoids  in  J  parallel  SCf 
ist  nnd  die  Botationsaxe  SC  schneidet,  so  follen  SC,  SO,  SJ  in  eine  Ebene. 
Ist  das  Ellipsoid  ein  Sph&roid  (abgeplattetes  BotatiooseUipsoid),  so  fUlt  SO 
zwischeb  SO  nnd  SJ  und  ist  C  >  ^ ;  ist  es  ein  Terl&ngert«s,  so  liegt  SJ  iwisohen 
SC  und  SG  und  ist  C  <  A  Beseiobnet  t  den  Winkel  ^SG,  SJ),  u  den  Winkel 
(SO,  SC)  nnd  o  den  Winkel  (SC,  SJ),  so  wird  Mr  das  Spharoid  o  —  m  +  », 
fflr  das  Terl&ngerte  Ellipsoid  o  »  u  —  t;  man  kann  aber  o  r^  u  —  i  fQr  beide 
Fälle  gelten  lassen,  indem  nuui  t  als  negativ  ansieht  im  Falle  des  Sphäroids. 

Das  Trilgheitsmoment  H  am  die  Homentnnaxe  SJ  ist  if->.<isin'o-{-  Ccos'o; 
nach  der  Theorie  der  HomentankiSfte  ist,  wenn  cd  die  Winkelgeschwiedigkeit 
des  Sjrstems  bedeutet,  die  Componente  von  0  um  die  Homentanaxe  <aII~Gcoai 
und  sind  ta  und  O  von  gleichem  Zeichen,  da  t  stets  ■<  ^  n  ist.  Zerlegt  man  die 
Winkelgeschwindigkeit  in  die  Componenten  m  cos  o  nnd  ra  sin  o  nm  die  Hanpt- 
axen  SC  nnd  SA  und  ebenso  dos  Axenmoment  0  in  die  Componenten  G  coa  u 
uDd  G  sin  w  naoh  denselben  Axen,  so  hat  man  nach  Cap.  I,  %.  9,  S.  369 


na  welchen  Gleichungen  man  weiter  lieht 
Cigu^Aigo,    C  — «(.a*  sin' o-fC  coa"  o)i,    w  =  G  ('-~  +  ^^)    ■ 
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Dft  die  Elementarbewegiuig  des  Sjatems  dnrch  «o  und  o  oder  auch  dnrch  G  und 
N  beBtiinmt  ist,  bo  Bind  von  den  BechB  OiOSBeD  G,  m,  H,  «,  i,  o  nnr  cwei  ron 
einander  unabhängig;  daher  bestehen  zvischen  ihnen  vier  Ton  einander  nnab- 
b&Dgige  Qleiohnngen. 

2.  Wirken  keine  continnirlichen  Eiftfte,  ao  bleibt  G  geomelriach  constant 
und  behält  die  Tangentenebene  des  Kllipsoids  constenten  Abatand  von  S.  Bähet 
liegen  alle  Fonkte  J,  welche  im  Laufe  der  Bewegung  Pole  werden,  auf  einem 
Parallelkreiae,  d.  b.  die  Polodie  iBt  ein  Parallelkreis  und  der  Folodienkegel  ein 
Rotationskegel  um  die  Axe  SO.  Ebenso  ist,  weil  SJ  constant  bleibt,  die  Eerpo- 
lodie  ein  Kreii  und  der  Herpol odienkegel  ein  gerader  Kegel  nm  die  invuiabele 
Axe  SG  als  ßfitationsaie  (Fig.  126).  Während  der  Polodienkegel  anf  dem  Her- 
polodienkegel    rollt,   liegen  SO,  SJ,  SG   stete   in   einer   Ebene.     Die    Winkel- 


geschwindigkeit m,  welche  vermOge  der  eonatanten  Beschaffenheit  TOn  SJ  con- 
stant  bleibt,  kann  in  zwei  Componeuten  n,  ^  nm  SC  nnd  SG  xerlegt  werde« 
(Fig.  124).    Dieselben  sind  mit  m  durch  die  Doppelproportion  verbunden: 


Indem  man  diese  Componenten  die  Winkelgesohwindigkeit  to  Tertreten  lässt, 
ntbatitairt  man  dem  Rollen  des  Kegels  SJ  auf  dem  Kegel  SG  aU  äquivalent  die 
Rotation  des  SyatemB  nm  die  Axe  SC  mit  der  Winkelgescbwindi^eit  n  in  Ter- 
bindung  mit  der  Rotation  der  Ebene  CSJ  um  die  feste  Axe  SG  des  Raomee  aU 
der  Winkelgeschwindigkeit  V.    Beide  Componenten  sind  consUnt 

Dnrch  die  Ckiniponente   V  wird  die  Axe  SC  nm  SG  hemmgefahrt.    Denkt 
_  mu  sich  die  isTariabele  Ebene  durch J?  ge- 

le^,  so  schneidet  die  Aeqnatoi«bene  des 
Sjatems  sie  in  einer  Geraden  SK,  der  Knoten- 
linie  der  Bewe^ng  nnd  diese  Knotenlinie 
schreitet  anf  der  invariabelen  Ebene  fort.  Hit 
lUckiicht  hierauf  nennt  mau  die  Componente 
•P  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Prä- 
cession  oder  auch  kan  die  Pr&oesaion  de* 
Systeras  oder  die  Präceasion  der  Rnotenlinie. 
Die  Lage  der  Sjstemaxe  SC  gegen  die 
inTariabele  Aie  SO,  die  wir  als  eine  Axe  äi 
'^■*  '**"  z  ansehen  wollen  (Fig.  126),  welcher  wir  in 

invariabelen  Ebene  des  Punktes  S  irgend  iwei  andere  m  einander  rechtwinklige 
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Äien  ÜB  Axen  der  x  tmd  y  hininfageo,  kami  beitüamt  verdeo  durch  den  Winkel  #, 
velchen  SC  mit  der  «-Axe  und  den  Winkel  (SC,  x)  —^  ^  \*,  welchen  die  Pro- 
jectiou  SC'  von  SC  a,al  die  xy-Ebette  mit  der  x-Axo  bildet,  wenn  man  mit  ^  den 
Winkel  beseichoet,  d^i  die  Eaatenlinie  SK  mit  derselben  Aie  bildet  Die  PAcmsioo 
wird  dann  V  =•  -^  .  Der  Winkel  &  i«t  hier  tKnutaut  gleich  «.   Im  ftllgemeinered 

Falle,  in  welchem  der  feste  Kegel  kein  Rotationakegel  iet  and  die  Aie  SG  nicht 
mit  einer  festen  Axe  (  des  Banmee  nuammenfallen  wird,  ist  derselbe  veriLnderlich 

nnd  nennt  man  die  Winkelgeachwindigkeit  9  i—  —  ,   mit  welcher   8C  Rieh   nm 

die  Enotenlinie  5  £  umdreht,  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Nutation  oder 
anch  die  Nntation  der  Aie  SC  gegen  ilie  feste  Aie  SZ.    Tn  unserem  Falle  ist 
die  Nntation  gleich  Nnll. 
Ans  den  Qieichnngen 

G  cos»  =  Ca,  C08O,        V  —  «.  ^, 


Ans  G  <—  AV  folgt,  data  d 

Li  sin  1      , 

(0  hat,  am  n  =>  m  ^  -  ,   di 


^aicHo— C^Tcosu— ((?— O^OooaN— (.>1— C)PCOB«. 
I  Präcession  gleiches  Zeichen  mit  G,  also  anch  mit 
B  n  mit  i  da»  Zeichen  wechselt,  also  negativ  wird 


für  das  Sph&roid. 

3.   Ist  das  System  zar  Zeit  t  der  Eiawirknng  des  conUnnirlichen  Paares  vom 
Axenmomente  GW  noterworfen,  so  fOgt  dieses  dem  Axenmomente  G  der  Momentan- 
kräfte das  Elementaraxenmoment  GO'=f?(i)dt  hinm  (Fig.  187),  welches  lioh  mit  <7  sn 
dem  Axenmomente  G'  der  Homentankififte 
für  die  Zeit  t  -\-  dt  geometrisch  verbindet. 
Indem  man  senkrecht  cor  Axe  von  G'  eine 
Tangeutenebene  an  das  Centralellipsoid  legt, 
findet  man  den   dieser  Zeit  enteprechenden 
Pol  J'  und  die  mgehSrige  Homentanaxe  SJ". 
Dieselbe   ftUt  in  den  Horidian    CSG'   des 
Ellipsoids,   welcher   80'   enthKlL    Je   nach 
dem  Gesetze,  nach  welchem  GW  geometrisch 
varürt,  kann  dnrch  FoTtsetnuig  dieser  Con- 
straction  die  Corre  (J),  der  Kegel  {SJ),  sowie 
der   feste  Kegel,  auf  welchem   dieser  rollt, 
die  Winkelgeschwindigkeit  m,  Oberhaupt  die 
ganze  Bew^^ng  infinitesimaliter   bestimmt 
werden. 
Für  die  analytische  Behandlung  empBehlt  es  sich  in  nnserem  Falle,  ■wo  A^B 
ist,  nicht  die  Ealer'schen  Qleichnngen  zn  gebrauchen,  sondern  drei  andere,  deren 
Bentitznng  zuerst  Sesal  (OmimaliqHe  fvre  p.  S49)  geaeigt  hat    Es  seien  Sx, 
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Sj/,  8t  (Fig.  138)  drei  feil«  rechtwinklige  Coordiu&tenaxen ,  ££,  Si],  St  abei 
drei  andera,  dem  Sjetem  angehSrige  imd  mit  ihm  bew^lichs  Axfln,  welche  wir 
folgendetmuHD  wählen.  Zar  Aze  S^  ochmeD 
wir  die  Rotatioiuaxe  SC  des  Centralellipsoids, 
zur  Aze  Sn  die  Eaotenliiiie  SK,  iu  welcher  die 
Aeqn&torebene  detselben  die  feste  xy -Ebene 
schneidet,  mr  Aze  S£  aber  die  ta  beiden  «enk- 
rechte  Projactäon  der  Aze  SC  auf  die  Aeqoatoi- 
ebene.  Diese  drei  Aien  sind  Eanptaxen;  die 
~~Jg:  erste  bleibt  wahrend  der  Bewegong,  aber  die 
beiden  letzteren  wechseln  tod  Moment  sn  Mo- 
ment, Der  Winkel,  welchen  die  Äze  iS£  mit 
der  festen    .«-Aze    bildet,    sei  %    und    folglich 

''«■™-  e  — ^    die    NnUtion    ton    SC    ge^n    die 

e-Aie,  der  WinkelXiSX  sei  V  »«''l  »l*"  *  —  i*  ^^  Winkel  CSX,  welidien  die 
Ebene  tCC  mit  der  ex-Ebene  bildet,  sodass  P  —  ^  die  PrAcessioii  derSnoten- 


linie  SK  darstellt  Wir  zerlegen  nnn  zauächst  die  Winkelgeschwindigkeit  »  mn 
die  Homentanaze  SJ  in  drei  Componenten  nm  die  Azen  SC,  St  nnd  SK.  Die 
Componente  um  SC  sei  n,  die  nm  die  2-Aie  wird  9  nnd  die  nm  die  Eaaten- 
linie  SK  wird  B  sein.  Wir  zerlegen  hierauf  weiter  V  in  zwei  Componenten 
QrcoB^  nnd  V  sin  4'  um  SC  und  SC.  Hierdurch  erhalten  wir  überhaupt  ii> 
Componenten  TOn  «a  nm  die  drei  beweglichen  Azen  SC,  SK,  SS- 
»  -f  y  cos  *  um  SC,  »um  SK,  W  ein  »  um  St. 
Da  diese  drei  Axen  Hkuptasen  sind,  so  werden  die  Componenten  ff,,  G^,  (7,  dei 
Azenmomentes  O  der  Momentankr&fte  nm  sie  eriialten,  indem  man  die  Ti&g- 
heitsmomente  dieser  Azen  mit  den  Componenten  der  '^nkelgeachwindigkeit  rndti- 
plicirt,  nämlich 

G^  —  C{n  +  VQOB»),    G,  —  A9,     G^  —  ÄVäaO. 
Dm  nun  sn  den  drei  Bewegungsgleicbnngeu  zn  gelangen,  welche  an  die  Stelle 
der  Enler'sohen  Qleichnngen  treten  sollen,  bemerken  wir,  dass  G^,  G^,  G,  die 
Coordinateu  des  Fonktes  J  im  Sjstem  der  Axen  der  £,  i],  t  darstellen,  dass  aki 
dg,      dO,     dG, 
dt  '     dt  '    dt 
die  Componenten  der  relativen  Geschwindigkeit  von  J,  dass  aber  nach  B.  I,  8.  ili 
\9    Vaia»        1  9^  sin  0    V  cos  «  1       1  V  cos  #    6  1 
I  Ö,        G,      r    I      G,  G,       \'     \      G,        G,\ 

die  der  Qwchwindigkeit  des  mit  J  nuammenfUlenden  Systempnnktea  in  Besag 
auf  dieselben  Azen  sind.  Die  Summen  der  beiderlei  Componenten  becQ^ich  der- 
selben Axe  Si,  Sfj,  St  stellen  aber  die  absoluten  GeschwindigkeitscomponenteB 
von  J  dar,  welche,  mit  den  Trägheitsmomenten  A,  C  maltiplicirt,  den  Compo- 
nenten des  Azenmomentes  GO  der  costdnuirlichen  KriLfte  äqnJTKlent  sein  mflssen, 
die  wir  mit  gJ'' ,  G^',  Gl''  bezeichnen  wollen.  Hierdurch  erbalten  wir  als  die 
gesuchten  drei  Bewegnngsgleichnu^n: 

C^{n  +  y  cos  fr)-  Gp\ 
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.B*  +  Cn 


ABm»^  +  (2A  —  C)SV  coi»--Cn9  =  G^P' - 

g.  9.  AU  apecielleu  Fall  wollen  wir  die  Aufgabe  behandeln,  daa  Paar  GW 
ao  ZQ  bestimmen,  daas  die  Pr&ceasion  W  and  die  Componente  n  um 
die  Rotationsaxe  SO  conatant  und  die  Natation  9  Null  seien. 

1.  Wegen  der  constanten  Componente  n  ist  der  Kegel  der  Momentaiiaxen  im 
System  ein  Botationakegel  um  SC  und  wegen  der  veTsch windenden  Nvtation  (dea 
conatantei)  Winkels  9)  beschreibt  die  Homentanaxe  im  absolntea  Banme  gleicb- 
faila  einen  Eotationskegel  nm  die  feate  Aie  SZ.  Die  Bewegnng  ist  äquivalent 
dem  Bollen  eines  Rotationskegela  im  Sjatem  aof  einen  B«tationskegel  im  ab' 
Bolnten  Ranme  von  g^ebener  Axe  nnd  OeSnnng.  Dieselbe  nnteracfaeidet  aich 
von  der  Bewegung  des  g.  8  darin,  dosi  die  Axe  dea  Paares  G  der  Homentankrflfte 
nicht  mit  der  festen  Axe  EOBOmmenfUtt,  sondern  eine  EegelflKohe  beachreibt. 

Aus  den  Bedingungen  0  —  0,  -^-  ^0,  -rr  —  0  folgt  mit  EDIfe    der   Be- 

wegnngBgleichungen  g.  8,  Nr.  3  Gy'  =•  GC''  i—  0,   sodass 

GW  =  Gf  —  {0  —  A)  V  KU»  aot»  +  Cn^fain* 


ntinn 


rliohe  Etäftepaar  GW  hat  daher  die  Enotenlinie  SK 
'  0  ist,  Bo  ist  m  die  Reaoltante  von  n  ond  W  und  mit  die 


Flg.  IM. 

Momentanaxe  in  die  Ebene  OSZ.    Wenn  r  den  Winkel  beieicbnet,  den  SJ  mit 
SZ  bildet,  so  bat  man  daher  (Fig.  12») 

(0  ain  r  =-«  sin  & ,    ot  oos  r  —  P  -|-  n  cos  ». 
2.    Hau  kann  dem  Aienmomente  GW  verschiedene  Formen  geben.    Ist  ina- 
beaondere  g  der  Winkel  iwischen  SG  nnd  SZ,  so  bat  mau 

G  cOB  (ft  -  j)  —  Co.  cos  (*  —  r)  —  C  (n  +  5»  cos  *), 
O  sin  (#  —  j)  —  Aü,  Bin  (fr  —  r)  =  J>F  ain  #, 


u  9  eo8  9  +  Cn« 
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6coag  —  (Ä  »in»*  +  C  ooa'»)  V  +  Gn  co&  » 
folgen.    Die  Tei^leiebaog  Ton  6  Bin  ^  mit  dem  obigen  Anadrucke  für  Cr(0  ergibt 

Gm^GVÜag. 
Dies  Reenltat  interpretirt  eich  leicht,  wenn  man  bedenkt,  daea  OO  die  Ge- 
schwindigkeit des  Endpmtktea  von  G  darstellt.  Da  G  nm  die  Axe  t  rotirt,  N 
ist  die  QeBchwindigkeit  seines  Endpanktes  gleich  dem  Abstände  G  sin  g  des- 
selben von  der  E-Axe  mnltiplicirt  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  W  nm  diese 
Axe.  Da' diese  Geschwindigkeit  senkrecht  inr  Ebene  CSZ  ist,  so  folgt,  daes  Gl'> 
in  die  Knotenlinie  SE  fällt. 

Da  s)  sin  (#  —  r)  =  9*  sin  fr  ist,  so  erhält  man  weiter  dnrch  Elimination  von 
V  die  Form 


(?(!)  — 


ßat  sin  g  üu{9  —  r) 


welche  ureprfinglich  von  Poinsot  gegeben  wnrde  (Theorie  dt»  cönea  cirmlaim 
roulonte.  Lionville,  Joum.  de  math.  T.  XVin  [IS&S],  pp.  41  —  70).  Man  ^langt 
zn  derselben  direct  auf  folgende  Weise.  TennSge  der  Eigenschaften  des  Central- 
ellipsoids  bleiben  SC,  SG,  SJ  und  7erm0ge  der  Berührung  der  beiden  Kegel 
SC,  SJ,  SZ  fortwährend  in  einer  Ebene.  Es  fallen  daher  die  vier  Geraden  SC, 
SJ,  SG,  SZ  in  eine  Ebene,  welche  um  SZ  als  feste  Axe  rotiit,  wobei  SC  gleich- 
falls einen  geraden  Kegel  um  SZ  beschreibt  Sind  nun  SC,  SG'  die  Lagen, 
welche  SC,  SG  nach  Verfiuss  des  Zeitelementes  dt  annehmen,  so  habeo  die 
F^ramideniHome  SZCC  nod  SZGG'  an  der  Kante  SZ  denselben  nnendlichkleinen 
Winkel  und  besitzen  SC  nnd  SG  gleiche  Winkelgeschwindigkeit  nm  SZ.  Zet- 
legt  man  also  die  Winkelgeschwindigkeit  m  um  die  Momentanaxe  SJ  in  iwei 
Componenten  W  und  n  um  SZ  nnd  SC,  so  sind  diese,  wenn  wieder  r  und  9  die 
Winkel  beieiohnen,  welche  SJ  und  SC  mit  SZ  bilden 

Die  letztere  ertheilt  OC  keine  Winkelgeschwindigkeit,  diese  Gerade  dreht  nch 

Tielmebr  mit  V  allein  um  SZ.    Um  die  Winkelgeschwindigkeit  von  SG  lu  finden, 

bedenken  wir,  dass  das  Azeomoment  fr  weder  seine  GrOese  noch  seine  Neigong 

gegen  die  Axe  SO  oder  SZ  ändern  darf,  wenn  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit 

welcher  der  K^el  der  Momentanazen  anf  dem  festen  Kegel  nm  SZ  rollt  und  die 

Winkel  9'  —  r  nnd  r  constant  bleiben  sollen.    Daher  mnss  die  nnendlichkleine 

Componente  GWdt  vom  Axenmoment,  welche  sich  als  die  nnendlichkleine  Linie 

GG'  am  Endpunkte  des  Axenmomente«  G  mit  diesem  zn  dem  geänderten  Aien- 

momente  G'  verbindet,  senkrecht  zur  Ebene  CSZ  sein  und  folglich  Gl",  von  S 

aus  angetragen,  in  die  Schnittlinie  der  Tangentenebene  der  beiden  K^^l  längs 

SJ  mit  der  auf  SZ  lenkiechten  Ebene,  oder,  was  dasselbe  ist,  in  die  Knotenlinie 

des  Aeqoators  des  Centrale  llipsoids  mit  dieser  Ebene  &Ilen.    Dividiren  wir  daher 

GG'^GWdt    durch    den    Abstand    G  sin  jf  A- ff  sin  (»  —  w) ,    woffSZ  — j, 

ffiSO  =  u  ist  nnd  durch  dt,  so  ertkalten  wir  die  g^chte  Winkelgeschwindigkeit 

GW  :  G  ein  g.   Daher  besteht  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  die  Oleichnng: 

Bin(&  — r)  ffC'l  -,„       Ga  siny  sin  (*  — r) 

I» '    ^    '  —  -    .       ,    worans    GH)  =- -.  ■-^-- ■- 

sin  4  G  sin  p  sin  # 

Man  ersieht  hieraus  zugleich,  da  in  diesem  Ausdrucke  blos  das  Produkt  Gs>  vor- 
kommt und  m  mit  G  gleichzeitig  den  Sinn  wechselt,  das  ffa  (■)  den  Sinn  mit  ■ 
nicht  wechselt. 
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3.  Die  Zabl  der  SpeoiBlßUe,  welche  in  Frage  kommea  kOnuen,  ist  gross. 
Wir  -wollen  annehmen,  ee  Bei  # < i »■  Sind  »,V,n  gegeben  (Fig.  139),  bo  liefert 
da»  Parollelogranim  der  Winkelgeechvindigkeiten  die  Uomentanase  SJ,  m  und 
die  beiden  Kegel.  Sobald  J  bekannt  ist,  gibt  die  Tangente  in  J  an  den  Meridian 
des  CentralellipeoidB  die  Äie  SG,  indem  diese  senkrecht  zn  ihr  igt.  Das  Tor- 
zeichen von  V  oder  der  Sinn  der  PrftceBEion  beeümmt  die  gegenBeitige  Lage  der 
beiden  Eegel,  ob  eie  nämlich  eich  gleichartig  oder  entgegengesetzt  berühren,  d.  h, 
anf  derselben  oder  anf  entgegengesetzten  Seiten  der  gemeinschaftlichen  Tangenten- 
ebene  Hegen.  Im  lelzteren  Falle  stimmt  der  Sinn  dee  Rollens  mit  dem  Sinne 
der  Rotation  V  aberein  nnd  hat  die  Enotenlinie,  wie  man  aagt,  eine  directe 
PräcesBion.  Fallen  die  Kegel  auf  dieselbe  Seite  der  Tangentenebene  und  ist 
der  bewegliche  Kegel  stärker  gekrümmt  als  der  feste,  so  tritt  das  Umgekehrte 
ein,  die  Fiäcession  wird  retrograd,  ht  er  flacher,  ala  jener,  so  wird  ele  direct. 
Ads  dem  Sinne  der  Geschwindigkeit  des  Endpnnkt«»  von  G  ergibt  sich  der  Sinn 
des  Paares  GC);  er  wechselt,  wenn  SG  aas  dem  Winkel  $  in  den  Nebenwinkel 
übertritt. 

a)  Es  sei  V>0,  m  >  0.  Die  Momentanaxe  SJ  tOlt  in  den  Winkel  » 
hinein;  die  Kegel  berOhren  sich  entgegengesetzt.  Im  Falle'  dea  Sphäroids  ((?>  A) 
fallt  SG  zwischen  SJ"  and  SC  und  ist  öd)  positiv;  im  Falle  des  Terlangerten 
Ellipsoids  (fi  <  Ä)  fällt  SG  in  den  Nebenwinkel  und  ist  GW  negatiw.  Im  einen 
Falle  drQckt  GW  die  Kegel  an  einander  an,  im  anderen  Falle  ist  die  Wirkung 
von  GW  eine  die  Kegel  aus  einander  haltende,  das  Eindringen  in  den  festen  Kegel 
hindernde.  FSllt  SG  in  den  Nebenwinkel  von  &,  so  würde  ohne  Hinzotritt  von 
<!(■}  der  bewegliche  Kegel  auf  einem  Kegel  um  SG  als  Aie  rollen  nnd  dieser 
Kegel  umschlieast  den  Kegel  mit  der  Aie  SZ;  soll  also  der  bewegliche  Eegel 
nicht  auf  jenem,  sondern  auf  dem  letzteren  rollen,  so  mnss  das  Paar  G<.')  ihn  an 
ihn  andrücken.  Foinaot  glaubte,  dass  GW  dio  Kegel  stete  von  einander  zu  trennen 
strebe.  Bour  {Ctnamunication  ä  la  SociUi  philomaihimatiqfte  de  Paris  sttr  Ua 
cönes  rotdants.  L'Instiliä,  1B6G,  p.  404)  bat  diese  Ansicht  berichtigt. 

Fallt  SG  mit  SZ  zusammen,  so  wird  GO)  —  0;  die  Bewegnng  ist  die  des 
§.  6.  fUlt  SJ  und  folglich  auch  SO  mit  SC  zusammen,  so  ist  GW  eben- 
falls Null  nnd  zugleich  *F  —  0.  Die  Rotation  findet  permanent  um  die  Hanpt- 
Aso  SC  statt 

<{'<0,  n>0  (Fig.  130).  Die  Momentanaxe  tritt  aus  dem 
,  Winkel  *  in  den  Nebenwinkel  über.  Ist  r  <  ^«, 
rollt  der  bewegliche  Kegel  gleichartig 
auf  dem  festen  (im  Innern),  SO  ßUt  gleich- 
falls ausserhalb  dea  Winkels  d;  GW  ist  negativ 
und  sucht  die  Kegel  zu  trennen.  Wird  r  =•  \n, 
i  geht  der  fest«  Kegel  in  eine  Ebene  Aber,  dar- 
über hinaus  kehrt  er  sich  um,  die  Kegel  be- 
rühren sich  ungleichartig,  GW  bleibt  negativ. 
Wird  r=-iit+.»,  so  geht  der  bewegliche  Kegel 
1  eine  Etiene  über  und  darüber  hinaus  umgibt 
r  den  festen  Kegel.  Gl*)  bleibt  negativ,  wie 
ehr  anch  immer  r  sich  ir  nähern  mSge,  wenn 
as  Central ellipsoid  ein  verlängertes  ist;  beim 
Sphäroid  kann  GW  positiv  werden  und  die  Kegel 
an  einander  pressen. 
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o)    n  ■»  0.    Die  HomeaUnaie  mit  mit  SZ  zaBammeu  und  bleibt  dieaelbe, 
ol^lcich  ne  keine  Haaptaxe  ist;  es  wird  r  =-  0,  V  =  Bt,  GW  =  Ga  ^J- 

d)  n<0.  Diese  Falte  bedürfen  keiner  besonderen  Üntennchnng;  üe  er- 
geben eicb  ans  den  FKllen  n  ]>  0  dnrch  Zeichen  Wechsel  von  ß  and  V;  GW  be- 
hillt  du  Zeichen,  wenn  9^  und  G  beide  wechseln. 

8.  Mftu  kuin  so  einem  Amdracke  fSi  das  Paar  GW  ancb  aof  folgendem 
Wege  gelangen.  Eb  seien  o  nud  r  die  halben  Oefinnngen  der  Kegel  JSC  nnd  JSZ, 
wie  früher.  Beachreibt  man  nm  S  mit  dem  Radius  1  eine  Engel,  so  erfa&lt  mau 
auf  dieser  durch  die  beiden  Eegel  swei  Kreise  s  und  o,  von  denen  der  erstere 
auf  dem  letzteren  rollt.  Der  Schnittpunkt  /  der  Momentanaie  mit  der  Kugel 
rfickt  im  S7Btem  auf  a  nud  im  absoluten  Ronme  aof  a  fort,  indem  s  anf  e  hin- 
lollt.  In  dem  Zeitelemente  d  t  dreht  eich  non  der  bewegliche  Kegel  nm  die 
Summe  der  Contingenzwinkel  äe  -\-  dt  beider  Eegelfl&chen  um,  wenn  diese  anf 
verschiedenen  Seiten  der  gemeinschaftlicbeu  Tangentenebene  liegen  (am  die  Dif- 
fereni,  wenn  sie  auf  dieselbe  Seite  falten,  welcher  Fall  aber  in  dem  der  Summe 
inbegriffen  gedacht  werden  kann,  wenn  die  Vorzeiolien  der  ConfdngeuEwinkel  ge- 
hörig gewahrt  werden),  nnd  da  dieser  Winkel  onch  mdt  iat,  so  besteht  die  Glei- 
chung ladt  ~>  (Je  4*  de.  Sind  nun  ds  and  da  die  beiden  sich  deckenden  Bt^en- 
elemente  von  s  und  a,  über  welche  der  Pol  J  w&brend  dt  binrackt  und  sind 
Q,  t  die  Etümmungsholbmesser  der  Normolschnitte  der  Kegel  senkrecht  eq  OJ, 
so    werden    de  •—  da  :  g  ,    de  —  da  :  9    und    da    da  =  de    ist,    erhält    man 

mdt  =  do  ( 1 — r)  ■    Hiensu  kommt  p  =  tg  0,  p'  »tg  r  and  hiermit  wird: 

\p         Q  / 

da  tgotgr  - 

dt  ~  tgo  +  tgr 
Andererseits  aber  ertheilt  das  Paar  GW  dem  System  um  die  Knotenliuie  SK,  in 
welche  es  fällt,  da  diese  eine  Hauptase  ist,  eine  aneudlichkleine  Winkelgeschwindig- 
keit adt,  welche  sich  mit  m  zu  der  Winkelgeschwindigkeit  m'  um  die  Momentan- 
axe  SJ'  des  folgenden  Momentes  nach  dem  Poralleiognunm  der  Winkelgeschwin- 
digkeiten Euaammensettt,  sodass  m'  dessen  Diagonale  wird.  Daher  ist 
adtno^  sin  J'SJ  :  sm  J'SK  =-da:l. 


«gotgr 


sodass  jT  =■  —  nnd  folglich; 

o  =-fl' — - — 

tgo  +  ^«'■ 

wird.  Dies  ist  der  Ausdmok  für  die  Winkel beschlennigung  a,  welche  um  die 
Enotenlinie  snr  Winkelgeschwindigkeit  a  um  die  Homeutonaxe  hinzutreten  muss, 
damit  der  bewegliche  Kegel  auf  dem  festen  Kegel  rolle. 

Es  beat«bt  nun  aber  das  Pata  0'*\  welches  die  Bewegui^  der  Kegel  auf 
einander  erhält,  aus  zwei  Componenten,  dem  Paare  der  Centripetalkrifte  und  dem 
Paare,  welches  von  den  Klüften  der  Winkelbeschlennignng  herrührt.  Ersterea  ist 
die  Geschwindigkeit  des  Endpunktes  des  Axenmomentes  O  der  Momentankräfle, 
bat  also  das  Axenmoment  ffiosin«,  wenn  i  den  Winkel  GSJ  beieichnet  nnd 
dieses  fUlt  in  die  Enotenlinie.  Wenn  dasselbe  nnn  nm  diese  Linie,  welche  eine 
Hanptaxe  ist,  die  unendlich  kleine  Winkelgeschwindigkeit  ydt  erzeugt,  so  fügt  ea 
dem  Paare  der  HomentanhrOfte  das  Blementoraienmoment  Aydf  •^  Ga  änidt 
hinzu,  woraus  folgt,   dass  die  Winkelbeschleunignng  desselben  nm  die  EnoUa- 
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linie  y  ^  —7-  sin  i  ut.    Da  nun  du  gesuchte  Paar  mit  seinem  Axenmomeote  in 

die  Enotenlinie  fftllt  nnd  der  von  den  CentripetalkAften  herrillirende  Tbeil  bereits 
in  dieeer  Linie  li^,  so  moss  anch  der  Theü ,  welcher  von  den  Winkelbeechlen- 
nigungibUteu  gegehen  wird,  in  diese  Linie  &lleu.  Ist  a  die  Winkelbeschlenni- 
gung,  welche  ihm  entspricht,  so  ist  sein  Äxenmoment  Äa.  Es  bilden  aber  y 
und  a  EUSEunmen  das  obige  o,  sodass  Q  — •  y  -j-  u  i«t.  Daher  hat  man 
,  tgotgr  _  gfl.  sin  i 
"  ~  "*   tg  0.+  tg  f  Ä 

Nun  ist  aber 

ö  cos  i=  m(Ä  sin*  0+  C  cos'  0)    und    G  —  m  (j1'  sin'  o  +  C  cos'  0)* 
(a.  §.  g,  Nt.  1),  worau«  folgt 

G  Bin  i  —  (4  —  C)  sin  0  COS  0, 

sodass  nach  einer  leichten  Reduction 


"Li  ""'**'  **** ''"  "^ "'] 


und  also  da«  gesuchte  Paar  wird: 

G<')  —  ^K  —  M*  sin  0  cos  0  [C  —  ^  tg  o  cotg  (r  +  o)]. 
Man  kann  diese  nnd  die  Poinsot'sche  Form  leicht  in  einander  Aberfahren,  indem 
man  0,  C,  A  durch  #,  g  und  O  ausdrückt 

4.  Man  kann  dieeelbe  Methode  anwenden  fUr  den  Fall,  dass  die  beiden  Eegel 
nicht  Kreiskegel,  Boadera  Eegel  tod  beliebigen  Baaen  s,  a  sind.  Man  wird  nEm- 
lich  die  beiden  sie  läng«  der  Momentenaxe  oscnlirenden  Kegel,  deren  Badien  g,  e 
seien,  construiren  und  in  der  gemeinsamen  Tangentenebene  auf  SJ  ein  Perpen- 
dikel Sn  errichten,  nm  welches  als  Aze  die  Winkelbeschlenoigang  ^ 

wie  Mher,  sich  ergibt  Dieselbe  aerfUlt  wieder  in  Ewei  Componenten,  von  denen 
die  eine,  y,  von  den  CentripetalkrRflen,  die  andere,  a,  von  den  Winkelbescblenni- 
gungskilLften  herrührt,  y  ond  «c  fallen  aber  nicht  in  die  Gerade  Sn.  Vielmehr 
hat  man  in  dem  Ceutralellipsoid  zoi  Ebene  GSJ  den  conjugirten  Diametei  la 
suchen;  nm  ihn  erfolgt  y.  Bildet  die  Aie  von  y  mit  STI  den  Winkel  ^p,  so  folgt 
a*  =m  y*  -\-  a'  —  2  Oy  coa  if.  Das  Paar,  welches  a  gibt,  i«t  so  in  bestimmen,  dass 
fs  mit  dem  Paare  Gm  sin  »  der  Centripetalkr&fte  insanimen  die  Winkelbeschlenni' 
gnng  o  nm  Sil  hervorruft. 

6.  Man  Teiduikt  die  ICntwickelnngen  dieses  und  des  vorhergehenden  Para- 
graphen giSsstenthoils  Poinsot  und  Bour  (Churs  de  mäCMtiqve  et  machinet,  Paris 
186S— 74,  fasc.  m,  pp.  166—182).  Poinsot  grQndet  auf  sie  seine  Theorie  der 
Praoesaion  der  Nachtgleichen  {Prütssüm  des  4quinoxes.  Paris  16G7).  Vgl. 
B.  1,  S.  265.  Man  betrachtet  die  Erde  ab  ein  abgeplattetes  Botationsellipsoid 
von  homogener  Beschaffenheit  oder  ans  concentrischen  Ernsten  verschiedener 
Dichtigkeit  gebildet.  Jedenfalk  muaa  dieselbe  hiernach  als  ein  System  von 
zwei  gleichen  HauptträgbeitsmomeDten  gelten.  Die  Beobachtung  leigt,  dass  dies 
Erdsph&roid  tftglich  um  seine  Rotationeaze  8C  sich  umdreht,  w&brcnd  diese  selbst 
um  die  Axe  SZ  der  Ekliptik,  wenn  auch  mit  sehr  geringer  Geschwindigkeit,  rotirt 
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und  in  Folge  deuen  die  Knotenlinie  dea  Erd&qnatore  and  der  Ekliptik  anf  dieser 
langaam  fortrückt.  Diese  Knotenlinie  verbindet  den  FrOhlings-  und  Hetbebiaeht- 
gleichepnokt  mit  einander  nnd  ihre  Drehung  um  die  Axe  der  Ekliptik  heisat  die 
PraceaaioQ  der  Nachtgleichen.  Sie  ist  dem  Sinne  nach  der  Erdrotation  ent- 
gegen geaetzt.  In  Wirklichkeit  ist  nicht  SC  die  Momentanaxe  der  Erde,  sondern 
eine  andere  Linie  SJ,  die  Diagonale  eines  Faratlelograma,  welches  SC  nnd  SZ 
an  SeitenricbtoDgen  and  die  beiden  Geschwindigkeiten,  der  Rotation  nm  SC  und 
SZ  zn  Seitenlli^eD  hat.  Die  Ase  SJ  heachieibt  daher  um  SC  einen  K«gel, 
welcher  auf  einem  Kegel  um  SZ  rollt  and  zwar  liegen  wegen  des  entgegen- 
gesetzten Sinnes  der  Rotation  die  Kegel  anf  deraelben  Seite  der  Tangentenebeae 
nnd  ist  der  bewegliche  Kegel  sehr  ecbmal. 

Sind  n  nnd  V  die  Winkelgeschwindigkeiten  um  SC  nnd  SZ  und  ist  a  die 
Winkelgeschwindigkeit  nm  die  Homentaaase  SJ,  so  ist,  wie  oben  (Fig.  125] 

n:(0:>F  —  nnr:8in»:nn(»  —  r) 
nnd  folgt  fQr  tg  r  ein  sehr  kleiner  Weith  nnd  Sit  an  V  eine  aehr  wenig  tob  1 
abweichende  Zahl.  In  Wirklichkeit  tritt  zu  der  Pr&ceasion  noch  eine  geringe 
periodische  Nutation  der  Erdaxe,  welche  hier  ansaer  Acht  gelassen  ist.  Damit 
die  Bewegung  der  Erde  in  der  angegebenen  Weise  zu  Stande  komme,  mnss  ein 
Paar  ö"'  —  a'  sin  o  cos  o  (j1  +  B  tg  o  cotg  &)  um  die  Knotenlinie  drehend  wirken. 
Dies  Paar  rQhrt  von  den  Attractionen  der  Sonne  und  des  Hondes  her.  Würde 
dasselbe  plGtzlicb  aufhOren,  so  würde  sieb  die  Bewegung  der  Erde  Andern.  Der 
bew^licbe  Kegel  JOA  würde  nioht  mehr  auf  dem  Regel  um  SZ,  sondern  auf 
einem  Kegel  nm  OG  rollen,  n&mlicb  um  die  Axe  des  resoltirenden  Paares  der 
Homentankräfte ,  welche  dann  eine  constante  Richtung  annähme.  Die  Projeküon 
der  Erdaxe  auf  die  Ebene  der  Ekliptik  nnd  in  Folge  dessen  die  sa  ihr  senkrechte 
Knotenlinie  würde  dann  nicht  mehr  eine  retrograde  Fr&cession,  sondern  nur 
eine  kleine  Oscillation  seigen.  Das  Paar  Gi^)  kann  dargesteUt  werden  nnd  er- 
geben sieb  aus  seiner  Betrachtung  für  die  Astronomie  wichtige  Polgemngen. 
In  Bezug  auf  diese  Darstellung  vgL  die  citirte  Schrift  von  Poinsot  Die- 
selbe gibt  als  Einleitung  eine  sehr  lehrreiche  synthetische  Behandlnng  einiger 
hieher  gehöriger  Eiuzelprobleme.  Deber  die  Bewegung  der  Erde  nnd  des  Hondes 
nm  ihre  Massenmittelpunkte  vgl.  Rough,  ElemeiUary  treati$e  ok  the  dynamiei  of 
a  sygfem  of  rigid  bodiei.  3»  edit.   London  1S71,  S.  497—522. 

g.  10.  Als  Beispiel  für  die  freie  Bewegung  eines  oiiTerftnderlicben  Sjatems  im 
widerstehenden  Mittel  gehört  hieher  die  Bewegung  des  Bnmerang  in  der  Lnft. 
Näheres  hierüber  vg).  bei  Erdmann,  Erklärung  der  Bahnen  des  Bomerang 
(PoggendorTs  Annalen  B.  IST  (]869),  S.  1—18}  nnd  Stille,  Versuche  ond  Rech- 
nungen inr  Bestimmung  der  Bahnen  des  Bnmerang  (Ebendas.  B.  147  (lS1i)i 
S.  1—21). 

Hieher  gehOrt  weiter  das  Problem  der  Bewegung  der  Spitigescbosss 
in  der  Luft  Vgl.  Resal,  TraiU  de  Micanique  gSniraU.  Paris  1873—79,  T.  I, 
S.  367—876  und  S.  386-39«. 
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IV.  Capitel. 
Problems  der  geswmigeiieii  Bewegung  des  nnTeräuderUohen  Byatenu. 
§.  1.  Tat  ein  unverftnderliofaes  System  Bedingungen  unterworfen,  welche 
seine  Beweglichkeit  beschränken,  so  bann  mim  dieselben  in  den  meisten 
FsUen  durch  KrBfte  ersetzen  und  hierauf  dasselbe  als  ein  freies  betrachten, 
auf  welches  die  Methoden  von  Cap.  I — III  Anwendung  finden.  Die  ein- 
zuführenden ErSfte  (Widerstände)  treten  als  unbekannte  auf,  welche  mit 
Hilfe  der  Bedingungen  zu  ermitteln  sind.  Sie  werden  im  Allgemeinen  mit 
der  Zeit  veränderlich  sein.  Auch  kann  ein  verBnder liehe s  System  oft  dui-ch 
EinfUhrang  von  entgegengesetzt  gleichen  Widerständen  und  Spannungen  in 
mehrere  unveränderliche  Systeme  aufgelöst  werden,  welche  man  einzeln 
behandeln  kann. 

Indem  man  aus  den  Bewegungsgleichnngen 'mit  Hilfe  der  Bedingungen 
und  ihrer  DifFerentialgleichnngen  die  DiSerentialquotienten  der  Coordinaten 
eliminirt,  erhält  man  die  nötbigen  Gleichungen  für  die  Widerstände.  Die 
allgemeinen  Principe  der  Bewegnng  (Cap.  II,  §.  13)  leisten  dabei  in  vielen 
Fallen  ausgezeichnete  Dienste. 

§.  2.     Eine   homogene  schwere   starre   Linie 

AB  von  der  LSnge  31  und  der  Maeee  m  (Fig.  131) 

berührt  mit  ihren  Enden  A,B  in  einer  Teitical- 

ebene    die .  horiiontale    und    verticale    Gerade 

OX'und  OT   ohne    Reibung.    Sie    sei    inr  Zeit 

t  =-  0  unter  dem  Winkel  «,  gegen  die  Terticale 

geneigt  und  gleite  ohne  anfängliche  Ein  Wirkung 

von   Momeotankräften    vermöge    der   Schwere 

länge    OZ.und    OY.     Uan    soll    ihre    Bewegung 

estimmen  und  inabesoadere  die  Zeit  T  finden, 

Fi^.131-  nach  welcher  sie  auf  die  Horizontale  OX  anf- 

fällt. 

Sind  N  und  N'  die  Widerstände,  welche  OX  und  OY  normal  ta  ihren  Bich- 

tnngen  leisten,  so  sind  die  Bewegnngsgleiohnngen  des  ebenen  Sjatema,  welches 

nunmehr  frei  ist, 

dl'  dt*  a     ■         >  ^(9 

wenn  x, ,  y,   die  Coordlnaten    des  Massenmittelpunktes   zur  Zeit  t  sind,   9  der 
Winkel,  welchen  AB  ed  derselben  Zeit  mit  OY  bildet  und  h  der  TrSgheitsradins 
fflr  den  Hossenmittelpunkt  S  ist.    Die  Axe  OX  werde  positiv  vertical  aufwärts 
und  der  positive  Drehnngssinn  dem  Ühneigersinn  en^gengeaetzt  genommen. 
Es  ist  zu  allen  Zeiten  z,  ^  I  sin  #,  yi  >=  I  cos  9  und  mithin 

Hnltipliciit  man  die  beiden  ersten  Bewegungsgleichnngen  mit  I  cos  &,  —  l  eis  9 
und  addirt  sie  inr  dritten,  so  kommt  .-.  , 
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<ii"  dt'  +     ae 


«eiche  Oleichang  mit  Hilfe  der  Anadracke  für  -^  nnd  -^  abergeht  in 

i' 

weaD  J  -|-  ~  —  o^geeettt  wird.    Aehnlich  wie  B.  I,  S.  396  erlangt  mia  daieh 

TünfJllirDDg  des  halben  Winketi  als  erateg  lategrEil  dieier  Qleicbtmg 

(^Tf)'  +  |-*— ■ 

Die  Constante  C  beBtimmt  man  mit  Hilfe  von  9  —  A-,  für  t  —  0,  woffir  n^eicb. 

da  keine  anfänglichen  Homentankrflfte  wirken,   die  Winkelgeechwindtgkeit  -  ■ 

Nall  wird,  Bodaoa  C  —  -^  coe*  ^  #,  wird. 

Hit  dem  Herabgleiteo  der  Geraden  AS  wächst  #  nnd  iat  mithin  fr,  dtr 
kleinste  Werth,  den  9  TUbrend  der  Bewegung  annimmt.  Daher  kann  mva  in  der 
sich  ergebenden  Qleichnng 

coB  ^  4  >»  cOB  ^  dg  ■  sini^  setzen ,  wo  ^  eine  nene  Integrationsvariabele  IwdenM 
Dies  fahrt  «n  -Hini»(J.i*  =  cos^#,-cos*d*  und  ^i^  — T/-^-cotl»,wi» 
oder  wegen  sin  ^  fr  =  J^T  —  cos'  \  *„  -  sin*  ^  eu 

dt  -  l/Z  „ ^4* —  . 


-  COB*  i  fro  sin'  ip 
Dem  Winkel  #  =  frg  entspricht  ip  =  ^x,  t  —  0,  daher  wird 

(  _  l/I  f         g»    ^_  -  1/ °  [iT  -  F  (V,  cos  4  ».)]- 

r  jij  yi- cos' 1  «■."*«'*     '^  ff 

Dem  Werthe  *  —  i*  entspricht  aber  if  —  i^o,  (  =-  T,  wofflr  ainifig«  V^rcmU 
ist,  und  mitbin  ist 

_    ^'• 

r    P  J  Vl-coB'^fr„8in'V        "    S 
Ans  der  Qleichnng  fQr  t  folgt 

F(^,  eoii»o)  =  A'  — (l/-^; 
daher  wird 

1,1  .z„,i,X,()OglC 
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coei»  —  ooii#.  Bin  amT/  "  (r-t),  t>,  —  I 


„_j,a,»        U.B.W. 


Die  Bewegnag  des  Systeme  um  den  Hfteseiimittelpniikt  ist  eine  Pendelbewegnsg 

TOD  der  Pendellänge  a  —  I  -f  -y-  {B.  I,  3.  S97),  wofOr  die  Anfongegeichwindigkeit 

Null  und  a  =>  }  s  —  #g    ist.     T  ist  der  vierte  Theil  der  OicillatioDBdftner.    An 
einer  gewissen  SteUe  wird  AB  die  Verticole  verlassen.    Dann  ist  N'  =•  0  and 

mithin    1         rt      >     1      _.  .   D.  .         >  ^ —  n. 


d(« 


=  0,  d.  h.  I 


(ji)  -^ 


dt* 


,    BDs   welcher  £)leiolinng   man 


■  ''■• . 


y^2C. 


vermöge  der  Werthe  für  (-rr-j    und  ^-^  findet:  coa  *  —  |  c< 

Die  Oesammtfaewegnng  ist  die  eUiptieche  Hypocycloidenbewegong  Cardano's 
(B.  I,  S.  S2T).  Die  Radien  der  Ereiie  sind  (  —  I,  q  =  ^l-;  die  Winkelgeschwin- 
digkeit m  und  die  Wechselgeschvindigkeit  u  des  Homentancentnun«  ergeben  sich 

d»       ,    a,  1 

aus  <o-^nnd----j-- 

Die  AnTgabe    ist    verschiedener  Verallgemeine- 
ZZ  rangen  fähig.    Es  kann  ein  anfänglicher  Momentan- 

stoas  angenommen  werden,  an  die  Stelle  der  atarren 
Linie  kann  ein  Botationet^linder  von  der  Länge  Sl 
und  dem  Radine  r  des  Qnerschnitts  treten,  es  kann 
die  Reibung  an  den  Wänden  berQckdcbtigt  werden 
n.  e.  w, 

e.  3.  Rotation  eines  nnveränderlichen  S7- 
^    stema    um   eine  feste   Axe.     Sind   S^,    S,   die 
'      Widerstände,  welche  zwei  beliebige  Pnnkte  0,  Q  der 
festen  Axe  leisten  müssen,  damit  dieselbe  fest  bleibe, 
'  vig.  ISS.  X, ,   y, ,  Z,  i    X,,   Y, ,  Z,   ihre   Componenten   bezüg- 

lich eines  rechtwinkligen  festen  CooEdinateosyatema, 
deseen  Ursprung  and  i/-Aie  der  Pnnkt  0  and  die  feate  Aie  OQ  sind,  SO  aind 
die  Bew^ungsgleichnngen  dea  Systems,  welche  die  Aeqnivalene  der  gegebenen 
Kräfte  einachliesslich  der  Widerst&nde  mit  den  Ei^iten  mip  tot  Zeit  t  darstellen 
(s.  S.  407) 

£m^  =■  ZX  +  X,  +  X^ 

Z«^  —  £¥+  r,  +  Y, 


sm^,^  zz  +  z,  +  z; , 


y.ft 


I  -  i  (.1  - 
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worin  OQ—A  gesetzt  ift.  Da  die  Bewegung  des Srstems  durch  die  Dewegoog  von  drei 
nicht  in  gemder  Linie  Uegeaden  Pnnkten  bestimmt  ist  und  die  Bewegung  von  0,  Q 
bereits  bekannt  ist  (ihre  Geschwindigkeit  und  Beschlennigang  ist  Nall),  to  bediif 
es  blos  noch  der  Eeoutnisa  der  Bewegung  eines  einzigen  dritten,  nicht  m  der 
Axe  liegenden  Punktes  and  mnss  es  mOglich  sein,  die  Coordinatea  oller  Funkte 
(jtyü)  durch  seine  Coordin&ten  auBzudrUckeii.  Man  wählt  hi«nn  i^«nd  eiMa 
Punkt  in  der  Entfernung  1  von  der  z-Axe.  Bildet  die  Ebene  dieser  Aie,  wcicle 
den  Pnnkt  entlAU,  die  wir  als  /^r'-Ebene  eines  beweglichen  Coordinaieniptenu 
ansehen  können,  das  mit  dem  System  det  x,  y,  t  den  Urspraiig  und  die  i-ka 
gemdn  hat  zor  Zeit  t  mit  der  fjc-Ebene  den  Winkel  fr,  so  sind  1,  fr  seine  Poisr- 
coordin&ten,  -rj™  ">  ■eüc  Geschwindigkeit,  welche  zugleich  die  Winkelgeschirig- 
digkeit  des  Systems  darstellt  und  -j-^-  ^  -^-r     seine     Tangentialbeschleaiiigiiiig, 

welche  zugleich  die  Tangeutialcomponente  der  Winkelbeuhleunignng  nnd  da  em 
Neigung  der  Aze  ausgescblossea  ist,  die  ganie  WinkelbeBohleonigung  des  Sjitemi 
darstellt.  Die  Lage  eines  Systempouktes  (scys"),  dessen  Coordinaten  in  Beug 
anf  das  feste  CoordiDa.tenByateni  cor '«Zeit  t  gleich  X,  y,  e  sind,  wird  im  Sjetm 
durch  den  Abstand  r  von  der  Axe ,  dessen  Neigung  ^  gegen  die  bewegliche  Aie 
der  x  nnd  seinen  Abstand  s  von  der  x'^'-Ebene  bestimmt  nnd  sind  r,  ip,  i  toi 
der  Zeit  unabhängig.    Behufs  Rednction  der  Bewegongsgleichnugen  ist  daher: 

«  =  r  CO»  (fr  +  *),         ^ r  Bin  (fr  +  ¥)  ^ «iy. 


d^y  dm  ,  d*y  d'x       d  l    dy 


Mit  Hülfe  dieser  Relationen  nehmen  vennöge  der  Eigenachaften  Jlfx,  =  -"'. 
Jf  y,  =  £my  des  Hoesenmittelponktes  nnd  wenn  Smr*  ^  M*'  geaetit  wird,  dk 
Uewegnngsgleichungen  die  Form  au: 

-  Jfy,  ^-  Jf  X.  aj' =  i;J£  +  Jf,  +  J^ 

Mx,  ^  —  Jif y,  (o'  =  z  r  +  y,  +  r, 
0  —  sz  +  z,  +  z,, 

—  Smxe  ^■]-  £myz-oi*  =  Z(i,Z~zY)~  Y^h 

—  Z»iy«  .  ^^  —  Zmxi  ■  m'  —  £(sX  —  xZ)  +  X,h 

M%'-^'~£(xY-yX). 
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Von  diesen  Oleichnngen  entldlt  die  leiste  nichts  von  den  Widerständen  R,,  M,; 
die  fdnf  flbrigen  enthalten  deren  Componenten.  Wenn  die  sechste  Qleiohuog  ta 
and  6  and  in  Folge  dessen  x  und  y  als  Functionen  der  Zeit  geliefert  bat,  geben 
e  fünfte  und  Tierte  die  Werthe  von  X^  nnd  f , ,  hienof  die  erste  und  nreite 
a  von  Xi ,  ¥,  und  dann  die  dritte  die  Summe  Z,  +  Z,,  welche  in  zwei  belie- 
^  Snmmanden  xerlegt  werden  kann,  in  Wirklichkeit  aber  nur  als  eine  einzige 
Kraft  auftritt,  welche  läng«  OQ  angreift. 

Die  dnrch  die  Integration  dieser  Gleichangen  eintretenden  Constanten  werden 
mit  Hülfe  der  Anfangslage  nnd  der  anfänglichen  Winkelgeschwindigkeit  bestimmt,  * 
indesa  kann  xa  dieser  Bestimmimg  anch  ein  anAngtiches  System  von  Momentan- 
ktäflen  gegeben  sein,  welches  den  Anfangsznstand  herbeiführt.  Ist  letateres  der 
Fall,  bezeichnen  S,  H,  Z  die  Componenten  einer  am  Punkte  (xi/r)  znr  Zeit 
t  —  0  angreifenden  Homentankraft  und  drücken  Si,  H^,  Z, ;  S,,  H^,  Z,  die  Com- 
ponenten der  Momentuiwidergt&nde  ans,  welche  die  Punkte  0,  Q  der  Wirkung 
de»  Momentanki^ftesjrstems  entgegensetzen,  so  hat  man  TermOge  der  Aaqnivalenz 
dieser  Er&fte  mit  den  Kräften  mu  die  Qleichongan  für  den  Anfangazustand: 

r«^  =  ZZ+Z.  +Z..        Z^{.lf-/^^)-Zi.H~,j^, 
oder,  wenn  man,  wie  oben  redncirt: 

—  JW(a„y,  =.ZS  +  S,  +  S,,       —  Zjnxs!  ■  o>„  —  S  (yZ  -  *H)  -  H,ft 

Mm^x,  —ZH  +  H,  +■  H„      —  Smyz  ■b>^  =  S{sS  ~  xZ)  +  S,Ä 

0  —  ZZ  +  Zi  +  Zj,  M»»  -  <B,  —  £  {xH  -  yÄ). 

Die  Interpretation  der  reduoirten  Qleichnngen  ist  sehr  einfach.  Nach  Cap.  I,  %.  3, 
S.  364  stallen  nämlich  MtOi^y^ ,  Mm^x^j  —  Smxi  ■  m^,  —  Smj/B  ■  ta^ ,  JV»'  m^ 
die  Componenten  der  Uesultanten  und  des  resultirenden  Azenmomentee  der 
Momentankräfte  Air  Zeit  (  —  0  dar  und  nach  S.  394  sind  —  üfy,  >»'  —  JUo'x,, 
Mx\  ta  —  Mlo'y^ ,  0;  —  Zmxi  ■  a  +  £myx  ■  a',  —  Emyz  ■  «'  —  Zmxx  ■  m", 
M%'  m'  die  entsprechenden  Elemente  der  Redncüon  der  Tangential-  und  Oentri- 
pctalki&ft«  für  die  Zeit  t  dar,  wobei  dto  ;  dt  •—  a>  gesetzt  ist  Da  nämlich  die 
Eotationsaxe  nicht  wechselt,  so  ist  der  dortige  Winkel  V  *~  ^  »od  kann  jeder 

Punkt  der  Axe  als  Mittelpunkt  der  BeschleupigDugen  angesehen  werden. 

Am  Anfange  der  Bewegung  erleidet  das  System  einen  Stoss  und  während 

der  Bewegung  einen  Tiontinnirlichen  Drack,  beide  Ein&Qaae  werden  durch  die  an- 

t'äu  glichen    Momentan  Widerstandskräfte    und    docch   dii    continairlich   wirkenden 

Widerstände  der  Aie  getilgt. 

§.  4.  Rotation  um  eine  feste  Aie  ohne  Einwirkung  von  continuir- 

lichen  Kräften,    Ein  System  sei  zur  Zeit  { ■->  0  von  Momentankräften  ergriffen, 

nachher  aber  sich  selbst  Qberlassen  worden.    Die  Gleichungen  seiner  Bewegung 

Y-WT  Zeit  t  sind  dann: 

^^Vi  ^7+  J*'*i'»'  +  -^1  +  X,  —  0,      Smxs'^^  —  Smuz  ■  w'  — Y,Ä  =  0, 
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-Mx,  ^  +  Jtfy.co'  +  r,  +  r,  —  0,       Zmy«-^  +  2;mxa-«.»+J^A  — 0, 

□ad  fSr  den  Anfuigsinatand  gelten  die  folgenden; 

ZS  +  My,m„  +  Si  +  St  —  O,        £(3fZ  —  iH)  +  £mxB  ■  «,  —  ^&  =  0, 

ZH  —  Mx,m^+  H,  +  H,  —0,        £(iSC~xZ)  +  Xmys  -  «„  +Ä,Ä  — 0, 

j:Z+  Z, +  Z,  =0,        £(«»— j/S)  —  Jtf»'«„, 

worin  a>„  die  anlängliche  WinkelgSBChwindigkeit  bezeichnet    Du  System  d«r  sech* 

ersten   Gleicbnngen  seigt    1.  dass    die  Winkelgeschwindigkeit    constant,   m  -■  m, 

ist;   2.  dasB  die  Axe  in  ihter  Richtung  keinen  Widerstand  lu  leisten  hat,   also 

auch  keinen  Dmck  erleidet,  sondern  blos  senkrecht  zn  ihr  ein  solcher  stattfindet 

Die  beiden  Paare,  welche  die  Axe  nmEastOizen  drohen,  sind  wegen  tt  =~  0= 


sie  bilden  ein  Paar,  dessen  Axenmoment  <»*V'(Xf?ias*)'  +  (Smys)'  znrAie  senk- 
recht ist  Dasselbe  ist  nur  Null,  wenn  die  feste  Axe  eine  Haaptaxe  ist;  in 
diesem  Falle  braucht  sie,  da  alsdann  X,,  Y,  Null  sind,  noi  in  einem  einiigen 
Poakte  fest  zu  sein,  d.  b.  rotitt  das  System  um  eine  Hauptaze  eines 
festen  Punktes  zn  irgend  einer  Zeit,  so  bleibt  diese  Axe  permanent 
Rotationsaxe,  ohne  in  einem  weiteren  Punkte  geatfitet  werden  in 
mflssen  (permanente  Rotationsaxe);   3.  der  Dmck  im  Pookte  (0,  0,  h)  ist 


yxi  +  rj  =.  -r-  y  (tmx's)'  +  iZmi/t)',  der  im  Ursprung  bat  iQ  Componenten 

—  Xi  =  Mx^n*  —  JC„     —  r,  —  Jtfy,»'  —  F,;  beide  werden  Null,  wenn  die 

Axe  eine  Haaptaxe   des  Uassenmittelpnnktes,  d.  h.  x,  -^  0,    Vi  ^  0  iat,   d.  h. 

rotirt  das  System  zu  irgend  einer  Zeit  um  eine  Haaptaxe  des  Masien- 

mittelpunktea,  so  bleibt  diese  Axe  permanent  Rotationsaxe,  ohne  in 

irgend  einem  Punkte  gestütet  werden  eu  mfissen  (freie  Botationsftxe). 

Aus  dem  System  der  sechs  fQr  den   Änfangscustand  geltenden  Gleichungen 

£(xH  —  vS) 
erhält  man  zunächst  die  Winkelgeschwindigkeit  a,  =  M*    — ;  sie  i"t  die 

Componente  des  resnltireuden  Paares  der  stoBsenden  Homentanki^fle,  deren  Aie 
parallel  der  Rotationsaie  ist,  dividitt  durch  das  Ti^heitsmoment  des  Systems 
in  Bezug  auf  die  Rotationsaie.  Sodann  liefern  diese  Gleichungen  die  Beantwor- 
tung aller  Frt^en,  welche  die  anOngliche  Erschütterung ^der  Axe  betreffen.  Soll 
insbesondere  die  Axe  keine  ErschQtterung  erleiden,  so  müssen  S^,  It,,  Z,;  S,, 
Hj,  Z,  a&mmtlich  Nnll  sein.    Dies  fQhrt  eu  den  Bedingougen : 

SS+  AfjiiDo  =-0,  Z(yZ  ~  nH)  -\-  Smxi  ■  nif,  —  0, 
ZH—  Mx^a^  =  0,  S{iS  ~  xZ)-\-  Zmyi  ■  u,  =  0, 
SZ  =~  0,  Z{xH—yS)  -  Zmr*  ■  •,  —  0. 

Die  Gleichung  SZ  •—  O  zeigt,  dass  keine  Stosscomponeute  parallel  der  Rotations- 
aie TOrbanden  sein  darf,  dass  also,  wenn  man  die  Stosskr&fte  fflr  einen  Punkt 
der  Axe  redncirt,  die  Resnltaute  derselben  senkrecht  zur  Axe  sein  mnas ;  die  erste 
und  zweite  GlcichuDg  zeigen  ferner,  dass  SH :  ZS  =■  —x,:y,  sein  mnss;  faieraus 
folgt,  dass  diese  Resultante  senkrecht  zu  der  durch  die  Axe  und  den  ICassen- 
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mittelpnnkt  <Jes  Sjitems  geführten  Ebene  uin  mnBs.  Die  vierte  und  fOnfte  Qlei- 
chnng  liefern  die  Bedingung  für  die  Biolitang  der  Äze  des  Stoupasfes,  welches 
Benkreoht  cur  Rotationsaze  gerichtet  iat.    Denn  die  Tangente  der  Neigung  dieser 

Wir  wollen  annehmen,  der  Stoae  rOhre  von  einer  einzigen  Kraft  (£,  H,  Z) 
her,  velche  im  Punkte  9;=-«,  y  =  ^,  £  —  y  —  0  das  System  treffe.  In  ilieHem 
Falle  rednciren  sich  die  Qleichangen  anf: 

S  -\-  Jfy,  iDg  ~  0,        Smxt!  =•  0, 

H— Jlfa;,  105  ™  0,         Zmj/i-=0, 

Z  =  0,  '  aY  —  ßX--  JlfH»t8„. 

Diese  Kraft  muss  also  senkrecht  zur  Ebene  sein,  welche  durch  die  Ase  und  den 
Hassenmittelpnnkt  geht.    Bezeichnen  wir  sie  mit  P,  so  wird 

P  =.  y  S'  -flP  —  Mm^  V'^r+Vf  =  Mwod, 
wenn  d  den  Abstand  des  Masseomittelpnnktes  von  der  Aie  bedeatet  und -wenn  f 
der  Abstand   der  Kraft  von  der  Aze  ist,  aY  —  ßX=  P    f.    Eierdorch  liefert 
die  letzte  Gleichung  Pf~  Ma^df—  M-k*  <Og  oder 

Zieht  man  durch  den  Massenmittelpunkt  eine  Aie  parallel  der  BotationBaxe  und 
setzt  das  TAgheitsmoment  in  'Bezog  auf  sie  gleich  3f  xj ,  so  wird 

.■--!+  i' 
und  folglich  ethUt  man  für  den  Abstand  f,  welchen  eine  Stosskraft  haben  muss, 
wenn  aie  die  Aie  nicht  erschüttern  soll : 

Der  Schnittpunkt  der  Stouricbtung  mit  der  Ebene  durch  die  Aie  und  den  Hassen- 
mittelpunkt  heint  Hittelpnnkt  des  Stoisea. 

Die  hier  entwickelten -Eigenschaften  der  permanenten  Eotationsaxen  folgen 
mit  grSsEerer  Evidenz  und  Allgemeinheit  aus  den  allgemeinen  Untersuchongen 
aber  die  Reduction  der  Homentankr&fte  und  coDttunirlichen  KriLften  in  Cap.  1 
nnd  n.  Die  Momentanki&fte  liefern  am  Hasnenmittelpnnkt  S  die  Reduction 
(J!,  Cf)  nnd  sind  äquivalent  (ü,  O,)  fflr  die  Centralaze.  Wirken  keine  continoir- 
lichen  KAfte  auf  das  System,  so  bleiben  diese  Elemente  geometrisch  constaot. 
Die  .Bewegung  des  Systems  hat  f3r  8  reducirt  die  Reduction  (o,  a)  nnd  bleibt 
auch  ff  irilhrend  der  Bewegung  geometrisch  constant  gleich  R  :  M  von  der  Rieh* 
tong  nnd  dem  Sinne  von  R,  wahrend  m  geometrisch  variirt.  Die  Bewegung  ist 
eine  Windungsbewegung  um  eine  wechselnde  Homentanaze.  Sind  v  nnd  m  senk- 
recht zu  einander,  so  reduciit  sich  die  Windungsbewegung  auf  eine  blosse  Rota- 
tion und  ist  dann  anch  B  senkrecht  zu  m,  sind  R  und  ß  zn  einander  recht- 
winklig, so  reduciren  sieb  die  Homentanki^fte  fortwährend  auf  eine  Einzelkraft 
B  ^  Me  in  der  Richtungslinie  der  Centralaxe.  Im  Falle  einer  blossen  Rotation 
ist  B  senkrecht  zu  der  Ebene,  welche  den  Massenmittelpunkt  und  die  Eotations- 
Bie  enthält  und  trifft  diese  Ebene  in  eineni  bestimmten  Funkte  C.  Legt  man 
dnrcb  S  (s.  Fig.  104,  S.  S6T]  OSff  senkrecht  zur  Rotationsaie  nnd  bezeichnet  mit 
a,  a   die  Abstftnde  SO,  SO'  de«  Ponktes  S  von  dieser  Aze  nnd  der  Protection  0 
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von  C  «Ulf  OS,  »0  wird  aa  =  «J.    Der  Ponkt  C  ist  der  obige  Mittelpunkt  des 

Stosaee  nnd  Offt=f^a-\-d'^a-\ — - ,   übereinBUmmend    mit  dem  Obigen, 

wo  blos  d  für  a  gescbrieben  iat.  Noch  S.  367  ist  der  Abstand  CO  =i  b  m  be- 
schaffen, dua  ab  constant  •— —  1*  ist.  Die  Projection  P  des  Mittel pttnktei  f 
des  Stoeaes  anf  die  Eotationaue  wollen  wir  den  Knotenpunkt  der  Botatianuie 
nennen.  In  Bezug  anf  S  als  Ursprung  sind  a  und  h  für  ibo  rechtwinklige  Coor- 
dinaten.  Da  die  Rotation  in  Folge  des  Stouea  Irei  am  die  Rotationsaxe  erfolgt, 
■0  erleidet  dieselbe  keine  Erachätterung.  Ist  sie  eine  Hanptaie,  so  wechHit  m 
nicht  im  System  und  braucht  daher  nicht  weiter  in  einem  zweiten  Punkte  gntütit 
zu  werden,  wenn  ihr  Enotenpmikt  P  fest  iat  Ist  sie  eine  Haaptaxe,  so  bleibt 
die  Winkelgeschwindigkeit  a  um  sie  constant  ond  iat  von  Beschlennigong  bin 
die  ceotripetale  Componente  a*  vorhanden.  Ist  sie  eine  Hauptaxs  ihres  Enoteo- 
Punktes  P,  so  liefern  die  Centripetalkräfte  mm*  noch  8.  S94  bei  der  Reductiaii 
für  Pbloa  eine  Beaultante  m'Jlf/' parallel  und  gleichen  Sinnea  mit  der  CentnpeUI- 
beacblennigong  des  Haesenmittelpunktea,  da  die  Paare  ta'Smye  und  — a'L*': 
verschwinden.  Daher  bat  P  bloa  den  Drack  dieser  Resultanten  anazuhalten  Dui 
braucht  bloa  die  Axe  in  P  befeatigt  zu  werden,  wenn  die  Rotaticai  pennius* 
nm  sie  erfolgen  soll.  Ist  f  =—0,  d.  b.  ist  die  Axe  eine  Bauptaxe  dea  JIsucd- 
mittelpunktea ,  so  Mit  auch  dieser  Dmck  hinweg  und  rotirt  daa  System  mn  ät 
ganz  frei. 

Chelini,  dessen  Abhandlungen:  1.  ZntorNO  ai  prineipii  fondameutali  dält 
dinamica  am  applicasioni  al  pendolo  ed  <äla  percutgion  de*  corpi  teetmdo  Ais"^ 
(Jlfem.  delV  Accad.  di  Bologna.  8er.  3«»,  T.  VI  (IB76— 76),  pp.  409—459),  i.  W 
täeune  questüme  dinamiche,  memoria  che  fa  seguiio  a  queüa  intomo  O)  jTi»ij"' 
fondatnmliäi  deüa  dinamica  (Ibid.  T.  VIII  (1877),  pp.  8T3-306)  eine  ausfahrUrbe 
Theorie  der  permanenten  Rotationsaxen  enthalten,  nennt  eine  Hauptaie  in  Bemj 
auf  den  Fnnkt,  fOr  welchen  sie  Hanptaze  iat,  eine  permanente  Axe  nnd  dietoi 
Pankt  aelbat  „pemo",  waa  wir  mit  „Knotenpunkt"  wiederg^eben  haben.  Ufbn 
verschiedene  Orte  der  Euoienpunkte  e.  insbesondere  die  i.  Abhandlung  8. 176  n.  ?|. 

g.  6'.  Rotation  am  eine  feste  Axe  unter  Einfluss  einea  Pasrc!. 
deaaen  Axe  der  Rotationaaie  parallel  ist.  Wirkt  auf  das  System  um  ein 
Paar,  deaaen  Aie  der  Botatäonsaie  parallel  iat,  so  sind  ZX  »  £Y  ~  £2  =  i^' 
2:(j/if  —  üFj  —  O,  £  {eT  —  xZ)  =-  Q  und  werden  demnach  die  Oleicbung«)  i*' 
Bewegung: 

^Vi  j*!  +  ^i'i  m*  +  X,  +  Z,  =  0, 

-  JUce,  ^"  +  jlf y,  fli>  +  r,  +  r,  —  0, 

Ä,  +  Ä,  =  0, 

Emxt  ■  -—  —  Zmyz  ■  m*  —  r,A  —  0, 


Emys  ■  -r-  —  Smxe  ■  b>*  +  X,ä  — 
0. 

g  ebi 
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Soll   die  Axe   wiUirend   der   Bewegung  nur    in   einem  Funkte,  dem   ünpnof 
der  Coordinaten,  Dmck  erleiden,  also  die  Bewegung  ebenao  erfolgen,  wie  «tot 
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die  Axe  in  jenem  Pachte  alleia  befestig,  im  Üebrigen  aber  frei  beweglich  wäre, 
eo  ist  X,  =■  y,  =-Z,  =  0  lu  Betzen,  Dann  tiefem  die  vierte  und  fQnfte  Oleicliuiig 
die  BedingDügeii 

Ztnxt  ■  -TT  —  Smy^  .  m'  =  0, 

Smyz  ■  -^  +  £mxz  ■  w»  —  0, 

HiTia  denen  man  durch  Elimination  TOn  -r-    findet:    et'  [(ümxi)'  •}■  (_Smyty]  i^  0, 

d.  L  Smxz  •-  0,  Umt/i  —  0.  Die  Axe  muas  mithin  eine  Hanptaxe  dee  Punktes 
sein,  in  welchem  ete  fest  ist.  Der  Dnick  anf  die  Aze  ergiebt  eich  ans  den  drei 
enteu  Oleichnngen ;  er  ist,  da  Z,  =>  0,  senkrecht  zur  Ase. 

'Soll  der  bis  jetzt  noch  ah  fest  angenommene  Pnokt  gleicbfalb  keinen  Drack 
erleiden,  bo  mnfla  anoh  X,  =  X,  ■=  0  sein.    Dies  gibt  die  Bedingungen: 

Vi  j^  +  *."■*  =  0.  —  ^1  ^  +  y.  "*  —  0, 

aae  welchen  man  durch  Elimination  von  -r-  findet:  m*  (xj  -{-  y})  =  0,  d.  h. 
X,  =1  0,  y,  •a  0.  Demnach  kann  die  geforderte  Bedingung  nur  erfüllt  werden, 
wenn  die  Äie  durch  den  Hassenmittelpunkt  geht  Wenn  aleo  ein  nnver- 
änderlichcB  Sjatem  sich  anfänglich  um  eine  Hauptaxe  des  Hassen- 
mittelpunktei  dreht  und  der  continnirlicheu  Einwirknng  eines 
Kräftepaares  unterworfen  ist,  dessen  Axe  mit  der  Hauptaxe  parallel 
ia.aft,  so  lotirt  es  fortwährend  um  diese  Aie  weiter,  auch  wenn  die- 
selbe frei  wird. 

Die  Winhelbeachleunigong  ergibt  sich  in  allen  Fällen  ans  der  letiten  Olei- 
chnng.    Bezeichnet  Fp  das  Paar,  so  wird 

da        Pp_ 
dt  ~  M%'' 
Die  Integration  dieser  Gleichung  liefert  »  nnd  den  Rotations winkel  9;   der  An- 
fangswerth  «g  wird  wie  beim  vorigen  Problem  bestimmt. 

g.  6.  Rotation  eines  schweren  Syiteme  um  eine  horiiontale  Axe. 
Zusammengesetites  Pendel  (Fig.  133).  Ein  unver- 
änderliches schweres  System,  welches  nuter  alleinigem 

=f     Binfluss  der  Schwere  sich  um  eine  feste  horiiontale  Axe 

dreht,  beisst  ein  ragammengesetites  Pendel.    Die  hori- 
-v,  zontale  Rotation^axe  nehmen  wir  znr  Aze  der  t,  die 

^^^  Richtnng  der  Vertikalen  zur  y-Äxe,  positiv  abwärts  ge- 
rechnet, die  x-Aze  horizontal.  Es  sind  alsdann  die 
Componenten  der  gegebenen  Kräfte  X  —  0,  Y  ^^  mg, 
Z  —  0  und  folglich 

SX  —  O,        SY^gSm  —  gM,        272  =  0, 

S(3/Z  ~  tY) gSmz  —  -gMi,, 

£  (bX  -xZ)^Q,     Z(xY~gX)~  g£mx  —  gifx, , 
wenn  Jlf  die  Hasse  des  Systems  nnd  x,,  y, ,  e,  die  Coordinaten  des  Massenmittel- 
punktes S  bedenten.    Legen   wir  die  xy-Ebene  durch  den  Massenmittelpunkt, 
\  wir  erhalten  daher  als  Gleichongen  der  Bewegung  des.  Fendete: 

)y  Ic 
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ffMy,  ^  +  gMx,  .  „•  +  X,  +  X,  -  0, 

-.gM-ffMx,^  +  g]ay,.  <»'+¥,  +  F.  =  o, 
Z,  +  Z,~  0, 
Zmxt  ■  —  —  Zmj/z  ■  o>'  —  Ä  T",  =  0, 

Smyä  ■  ^  +  £mxt  ■  »■  +  AX,  -  0, 

Eb  sei  nun  a  der  Atwtaiid  8Ä  den  Hasaenmittelponktea  vod  der  Aie,  a  der  Winket 
den  dieee  Linie  int  Zeit  t  ^  0  mit  der  Vertikalen  bildet;,  6  derselbe  Winkel  mr 
Zeit  i;  mau  hat  dum: 

Ferner  ziehen  wir  darch  den  MasBeumittelpmikt  eine  P&nllele  lor  Axe  ood  be- 
zeichnen den  Tr&gheitaradiua  dee  Systemi  in  Bemg  aof  sie  mit  k,  .  Dadurch 
wird  da«  Trflgheitemoment  für  die  Rotationsaze  M{a'-]-%l)  und  wenn  wir  diesen 
Werth  in  das  OleichnogsBystem  einfähren,  so  geht  EtmKchst  die  letite  Gleichnng 
aber  in 

'    a 
Sie  ist  die  eigentliche  Oleichung  der  Bewegnng,  indem  aie  den  Winkel  #  md 
die  Wittkelgeachwindigkeit  tu  aU  Functionen  der  Zeit  bestiuimt.    Sie  hat  aber 
dieaelba  Form,  wie  die  Gleichung  ' 


welche  die  Bewegnng  eine«  einfiichen  Pendela  von  der  Länge  I  beatimmt.    FOr 

I  —  a  -{ — s.  erhalten  wir  folglich  ein  ein&chea  Pendel,   welchea  in  denaelbeo 

Zeiten  dieselben  Winkel  &  mit  der  Vertikalen  bildet,  wie  die  Linie  AS  in 
nnaerem  znaammengeaetzten  Pendel,  welchea  also  mit  diesem  gleiche  Schwin- 
gungen anaführL  Es  ist  daher  znnächst  nur  nOthig,  dies  einfache  Pendel  weiter 
zu  untersuchen. 

Sümmtliche  Punkte  dea   zusammetigeaetiten  Pendele   machen  SchwingusgCD 

von  deraelben  Art,  wie  das  einfache  Pendel  Ton  der  Länge  J  —  o  -j — -■  Denkt 
man  aich  einen  Augenblick  die  Verbindung  der  Punkte  unter  einander  gel&st  ond 
jeden  für  aich,  onabhängig  von  den  fibrigen,  um  die  gemeinsame  Aie  schwingend 
so  werden  alle  Punkte,  deren  Abstand  von  der  Aie  kleiner  ist,  als  I,  echndler, 
alle  die,  welche  weiter  von  ihr  abliegen,  langsamer  schwingen,  als  das  losammen- 
geaetzte  Pendel;  di(^enigeu  aber,  welche  den  Abstand  I  von  der  Axe  begitien, 
werden  frei  dieselbe  Bewegnng  haben,  die  aie  im  System  beaitzffli.  Alle  Punkte 
der  ietetecen  Art  liegen  auf  einer  um  die  itotationsoxe  mit  dem  AbaUade  t  be- 
■chriebenen  Cjlinderfläehe.     Eine  Ebene  durch  den  Haasenmittdpnnkt  nnd  die 
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BotatioDsoie  geführt,  aclmeidet  dieae  Cylinderfl&die  in  iwei  Oeraden  ^,  ^', 
welche  von  der  mit  der  Sotationsaxe  parallelen  Madaennuttelponkteaze  die  Ab- 
stände 

haben.  Die  ernte  dieser  Oeraden  nennen  wir  die  zur  Retatjoasaze  (Aufhängonga- 
aie)  gehörige  Schwingungiaxe  nnd  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Linie  AS  den 
SchwingongBinittelpniikt.  Zwischen  der  eingehen  Pendellange  I,  dem  Abitande  a 
der  AnfhSLtignngB  -  nnd  dem  Abstände  a  der  Schwingungsaxe  vom  MaBBenmittel- 
ponkte  bestehen  die  Rotationen: 

Zwischen  der  Anfhängnogs-  und  Schwingnngsaxe  besteht  Reciprocitftt  in  der  Art, 
daaa  die'  Schwingongsoze  zur  Aufhängnogsaze  werden  kann,  ohne  daas  die  ein- 
fache Pendellänge  l  sich  ändert.  Denn  es  vertaaschen  dadurch  a  and  a  blos 
ihre  Bollen  und  da  lie  in  beiden  vorstehenden  Gleicbnngen  symmetrisch  vor- 
kommen, so  ändern  sie  bei  dieier  Vertauachnng  nicht  die  OrOese  der  Pendellänge. 
Es  iat 

AtifULDgnngi-  nnd  Sebwingangeaze  liegen  immer  aof  entgegengeaetitAn  Seiten 
der  UasMomittelpnDhteaze  in  solchen  Abständen  von  letzterer,  daas  deren  Pro- 
dukt conetant,  n&mtich  gleich  dem  Quadrate  des  TAgheitsradius  nm  die  Haasen- 
mittelpnnktiaze  ist.  Die  Ponkte  A,  A  bilden  daher  anf  A8  uoei  gleiohliegende 
InTolution,  deren  Mittelpunkt  S  und  deren  Consta&te  xj  ist. 

Es  gibt  unendlich  viele  Axen  im  Räume,  um  welche  ein  schwereres  System 
als  mn  horizontale  Aien  schwingend,  diesetben  Schwingungen  macht  Dm  sie  tu 
finden,  liehen  wir  durch  den  Hassenmittelpnnkt  eine  Axe  y,  deren  TAgbeits- 
radins  Xg  sei.  Nehmen  wir  alsdann  im  Abstände  a  von  y  irgend  eine  zn  y 
parallele  Axe  A  zur  AnflAngeaie,  w  ist  die  ihr  EngebOrende  einfache  Pendel- 

länge  1 1^  a  -\ — -  nnd  bleibt  constant,  wenn  a  conatant  bleibt.    Demnach  erb&It 

man  für  jede  Qerade  anf  einer  nm  y  mit  der  Länge  a  beschriebenen  Cyliuder- 
fläche  dieselben  Schwingungen.  Weil  aber  AnfhäDgonga-  und  Schwingnngsaxe 
reciprok  sind,    so  liefern   auch  alle    Qeraden,   welche  anf  einer   zweiten   um  y 

mit  dem  Abstände  a'  ••  —  beschriebenen  Cjlindeifiäche  liegen,  dieselben  Schwin- 
gungen; denn  jede  von  ihnen  ist  Schwingungaaie  zn  derjenigen  Geraden  des 
ersten  Cjliadera ,  welche  mit  ihr  und  y  in  einer  Ebene  anf  entgegengesetzten 
Seiten  von  y  liegt.  Jedem  Abstände  a  entsprachen  zwei  solche  Cylinderflächen, 
um  deren  Qeraden  als  Axen  das  Pendel  Schwingangeo  deraelben  einfachen  Pendel- 
lange  l  =  a-\-  --  ausfahrt.  Je  nachdem  man  a  wählt,  ändern  sich  diese  CjUnder- 

fiächen.  Es  kann  gefragt  werden^  fGr  welchen  Werth  vob  a  die  Länge  I  ein 
Minimntn  werde.  Da  l  =  a  -\-  a  nnd  ad  ~  kJ  ist,  so  kommt  diese  Aufgabe 
darauf  hinaus,  unter  allen  Becht«oken  desselben  Inhaltes  *\  dasjenige  vom  kleinsten 
UrnÜange  n  finden.  Da  das  Quadrat  diese  Eigenschaft  allein  besitzt,  so  folgt, 
dass  a-aai^K,  sein  musi,  welchem  Wertbe  die  Pendellänge  I  —  Sk,  ent- 
apricht  Die  beiden  Cjlinderflächen  &llen  niaammen.  Unter  allen  Axen 
s™-.,*««».  n.  D.riäb,  Google 
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also,  welcher  einet  gegebenen  HaHBenmittelpQnktBaze  y  Ton  gege- 
benem TragbeitBcadiaa  h,  parallel  lanfen,  liegen  die  Azeu  der  kflr- 
zesten  OscilUtionsdaner  anf  einem  um  y  mit  dem  Abit&nde  i,  be- 
schriebenen Cjlinder. 

Durch  den  Maaaenmittelpnnkt  kann  man  eine  Eegelfl&che  zweiten  Gcadea 
legen,  welche  alle  Azen  desBelben  TiOgbeitemdiiu  Xg  entbUt.  Eb  ^bt  daher  eine 
Schaar  von  Cylindern,  welche  der  Ort  der  Aien  kfliieBter  Oscillationsdaner  iit, 
dem  TtftgbeitsnuiiaB  x,  onttprecbend. 

Da  I  =>  Sko  das  Hioirnnm  der  Petidell3.nge  fSr  den  Tr&gbeibn«dinB  x,  ist,  M 
ecbält  man  das  abaolate  Minimum  tou  I  fär  da«  Hinimom  Ton  %„.  Die  Azen 
alBo,  nm  welche  ein  Pendel  die  küneBte  OBcillationsdaner  beBitit, 
liegen  auf  einem  nm  die  MagBenmittelpnnktBbanptaze  des  kleinsten 
TrElgbeitsmomenteB  mit  dem  Abstände  gleich  dem  Trägbeitsradini 
dieaea  letzteren  beachriebenen  Cjlinder. 

g.  ?.  Bewegung  dea  Pendels  im  widerstehenden  Mittel.  Der  aof 
ein  Element  de  der  Oberfl&cbe  eines  EOrpers  in  einem  Punkte  A  wirkende  Wider- 
stand des  Mittels  seHUllt  in  eine  tangentäelle  und  eine  normale  Componente.  Die 
eratere  iat  im  AUgemeineu  aebr  klein  und  aoU  gleich  Null  angenommen  werden; 
die  letztere  nimmt  man  gleich  einer  Funotion  der  Geschwindigkeit  v  des  Ponktes  A 
BD  und  drfickt  ihn  durch  kf(e)d9  ans.  Die  Consttuote  I;  hängt  ron  der  Dichtigkät 
des  Mittels  ab;  die  Function  f  kann  nur  ezperimentell  beaSrnrnt  werden.  Die 
Qescbwindigkeiten  der  Punkte  A  haben  zum  Theil  Richtungen,  welche  nach  dem 
Ansaenranme,  zum  Theil  solche,  welche  noch  dem  Innern  des  EOrpers  hmgeben, 
fflt  gewiase  Punkte  fällt  die  Richtung  der  Oeschwindigkeit  in  die  Oberfl&che,  ffir 
andere  endlich  ist  sie  Nall.  Die  Wetthe  der  E^ctioa  /'  fOr  die  drei  letrteren 
Arten  von  Punkten  nimmt  man  gleich  Null  an,  indem  man  von  dem  Binflnaie 
der  Wirbel,  welche  auf  der  Rflckseite  des  EOrpera  entstehen,  abaielit.  Beim 
Pendel  sind  die  Oeachwindigkeiten  t>  '=  rot  und  indem  man  fOr  f  eine  Petem 
annimmt,  erlangt  der  Wideratand  die  Form  kr'aii'de  nnd  wird  sein  Momoit  be- 
iflglicb  der  Rotationaaze  kr^+iio'da.  Das  Oeiammtmoroent  aftmintlicher  elemen- 
taren WidersUnde  ist  daher  ka'J'r*+^da  =-  ft«",  wo  das  Integral  über  aUe  in 
Frage  kommenden  OberftKcbentheiLe  des  KOrpecs  ansiadehnen  ist,  so  daos  ft  eine 
von  der  OherSELchenbeschaffenbeit  abh&ngige  Constante  wird  Indem  wir  diesen 
Widerstand  in  die  Hanptgleichnng  der  Pendelbewegung  einfuhren,  wird  dieselbe 


dC 


-  +  ^r.D--»- 


Dies  ist  aber  die  Gleichung  fOr  die  Bewegung  eines  ein&ohen  Pendela  vpn  der 
Länge  I  im  widerstehenden  MitteL  Man  kann  sie  ähnlich  wie  B.  I,  S.  411  ge- 
zeigt wurde,  durch  zwei  andere  ersetzen,  auf  welche  die  dort  angege'beoe  Methode 
anwendbar  ist. 

§.  8.  Eine  homogene  schwere  Fallthflr,  deren  Angellinie  gegen 
die  Horizontale  unter  dem  Winkel  »  geneigt  ist  (s.  die  An^be  S.  66. 
Fig.  13),  schwingt  ohne  Anfangswinkelgeachwiudigkeit  von  einer 
Lage  ana,  in  welcher  si«  mit  der  Gleichgewichtalage  den  Winkel  ■ 
bildet.     Die  Bewegung  der  Thflr  zu  nnterauchen. 
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Hit  Beibehalttiiig  der  Beuioliniuigen  S,  66  und  dea  dort  angewoadtoD  Coor- 
dinatensyeteniB,  deuen  Äien  Hanptaxen  iind,  erhalten  wir  die  Bewegnngsglei- 

cboDgen: 

^Vi  ^  +  Mo,'x,  +  MgcoBn+X+X'~0,    bMgnmp  tion  +  HY  —  Y')=0, 

~Mx,  ^  +  Jfoj'y,  +  r+  r'  —0,    bMg coe <p  lian +  HX—  X')  —  0, 

—  Mgüan  +  Z+Z'  =0,     "*  j7  +  ^l»  coiMMn*  — 0. 

Die  letete  Oleichimg  pbt,  wenn  hJ  der  TrAgheitaradiaB  des  Sfatems  Kr  die  znr 
ÄngeUinie  paallele  Axe  des  MaaHimiittelpiuikta  ist 


Die Thflr  ichwingt  tUiet  iioohian  mit  einem  Pendel  von  der  LKnge  {b  -f-  -rj  *ee n, 

g.  9.  Botfttioa  eines  nnverUnderliolien  Systems  nia  einen  festen 
Funkt,  Sind  X^,  Y^,  Z^  die  Componenten  des  Widentandes,  welchen  der  feste 
Ponkt  im  Laufe  det  Bewegung  bq  leisten  hat,  parallel  dreien  rechtwinkligen 
Coordinatenazen  dieses  Punktes,  »o  aisd  die  Gleiohnngea  der  Bewegung  in  der 
uraprflDglichen  Form: 


Von  diesen  sechs  Gleichungen  sagen  die  drei  ersten  ans,  daas  die  Besnltante  der 
gegebenen  Krilfte  P  in  Verbindung  mit  dem  Widerstände  ftquivalent  ist  der  Be- 
snltante aller  £t&fte  m<p.  Letstere  ist  girach  dem  Produkte  ans  der  Gesammt 
masse  Jlf  und  der  Beschleunigung  des  HsMenmittelpunktes  und  kann  leicht,  wie 
bei  der  freien  Bewegung,  dargestellt  werden.  Die  drei  letzten  Gleichungen  ge- 
statten dieselbe  Transformation  anf  die  Ea  1er' sehe  Form,  wie  bei  der  freien  Be- 
wegung, mit  dem  Unterschiede,  dass  A,  S,  C  die  Trägheitsmomente  fflr  die  Haupt- 
axen  des  festen  Punktes  werden,  die  Mcmeutanase  fortwährend  durch  diesen  Ponkt 
geht  nnd  G^'',  (?*",  ff^*>  sich  anf  jene  Hanptazen  beziehen. 

Ist  das  System  coutinnirliohen  Ei&ften  nicht  unterworfen,  so  rollt  das  TrKg- 
heitsellipsoid  des  festen  Punktes  auf  der  invariabelen  Ebene,  wie  bei  der  freien 
Bewegung  das  Centralellipsoid.  Der  Widerstand  ist  ein  continuirlicfaer  und  am 
AufJang  der  Bewegong  eine  Homentankraft,  welche  die  Besnltante  der  anfäng- 
lichen UoroentankiVte  vernichtet.  Das  anfBngllche  Paar  G  der  Momentankr&fte 
bestimmt  die  Bewegung. 

§.10.     Botation   eines    unveränderlichen   schweren   System«,  ffii 

,  30'         ..DOglC 
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welches   das   CentralellipBoid    ein   BotaiioDBetlipaoid   ist,  am  einen 
festen  Pankt  auf  desBen  BotatioaBaxe.' 

1.  Eb  sei  0  (Fig.  184)  der  feate  Punkt,  S  der  MasBenmittelpnnkt,  also  OSO 
die  OotationBoie  des  CentralellipBoids  oud  OS^h.  Durch  O  ziehen  wir  die 
Vertioale  OZ,  poaitiT  anfw&rU  gerechnet,  and 
legen dnrch  sie  die  Verticalebene  ZOC,  welche 
die  Axe  OC  enthält;  in  ihr  liegt  der  Hnta- 
tioniwinkel  ZOO  ^>  &  der  Axa  OC  gegen  die 
Verticale.  Die  Verticalebene  ZOO  bilde  mit 
irgend  einer  festen  Verticalebene  ZOX  den 
Winkel  ^,  BodasB  ff  -\-  \t  den  Pr&ceBuous- 
.  Winkel  der  Knotenlinie  der  zn  00  aenkr&hten 
Ebene  mit  der  Ebene  XOY  d&nteUen  wDrd«. 
Dnrcb  0  ziehen  wir  femer  in  der  Vertical- 
ebene ZOO  die  Aze  OA  senkrecht  eo  OC, 
sowie  senkrecht  zur  Ebene  COA  die  Axe  OB. 
Die  Axen  OA,  OB,  OC  sind  Haaptaxen  dea 
Fanktes  O  and  iwor  sind  die  Tifigheitsmomente 
fSt  OA  und  OB  einander  gleich,  während  das 
Trägheitsmoment  um  OC  von  ihnen  Terschieden  ist.  Es  sei  A  der  gemeinsame 
Werth  des  TAgh eitern omentea  för  OÄ  und  OB,  C  der  des  Tragheitemomentes 
für  OC. 

Wir  wollen  die  Bewegung  dea  Systems  auf  diese  Axen  beziehen.  Sind  G', , 
(t,  ,  G^  die  Compoaenten  des  resnltiienden  Axenmomentes  der  Homentankräfte 
und  sind  <D,,  CD,,  CD,  die  Componenten  der  Winlcelgeschwindigikeit  um  sie,  so  ist, 
mit  Bflcksicht  darauf,  daqs  das  Axemnoment  des  Gewichtes  Jlf^,  nämlich 
ilgheia^  in.  die  Axe  OB  fSllt  und  seine  Coipponenteii  in  Besag  aof  OA  and 
OC  Nall  sind,  wie  S.  102 


rig.  lu. 


+  <^G,- 


0,0,  —  0, 


dg, 
dt 


"ißi  —  »i^t  —  ^9^  « 


Da  OA,  OB,  OC  Hauptaxen  sind,  ist  6,  —  Aia^,  G,  —  A,<a^,  O, 


dt' 


dt 


.    Die  dritte  Gleichung  redndrt  sieh  auf 
constant,  nämlich  o,  ^  n  ist,  d.  h.  die 


^  ^  0  und   folgt  aus   ihr,  dass 

Winkelgeschwindigkeit  um  die  Rotationsaxe  des  CenirftlelHpsoidi 
ist  ooDstant.  Dies  ist  selbstverständlich,  da  das  Axemnoment  des  Paare* 
0(1)  ■■  ügh  sin  fr  senkrecht  zu  dieser  Axe  ist. 

Fflhrt  man  diesen  Werth  und  die  Ausdrücke  fOr  a, ,  m,  in  die  erste  der  Be- 
wegongsgleichungen  ein,  so  nimmt  sie  die  Gestalt  an 

_^^#__2Xcos&j^^- 

oder,  indem  man  sie  mit  —  sin#  multiplicirt, 

.0 


i  +  ^'i 


dt 


[A  sin'* 


+  Cn 
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folgt,  mit^  E  eine  Conataate  Terabuiden,  Der  Sinn  dieses  Integnles  ist  der, 
dasB  die  Componente  des  AzeumomeDteB  dei  Moment ankiäfte  in 
Bezog  auf  die  Verticale  O Z  während  der  Bewegung  constaat  bleibt. 
Diea  leuchtet  direot  ein,  da  GW  aenkiecbt  zu  OZ  iit  nnd  also  die  Componente 
Yon  G  in  Being  auf  OZ  oicbt  ändern  kann.  Daa  dritte  Integral  wird  dnich  die 
Gleichnng  der  lebendigen  Kraft  gegeben.  Hultiplicirt  man  nKmlicli  die  BewegnngB- 
gleichnngen  mit  m, ,  ra,,  m,  und  oddirt  sie,  so  wird 

also,  wenn  man  integriit, 

i  {Aa>\  -I-  Äa>\  -f-  Ca>\)  -f  Mgh  coa  9  ~  H, 
oder  nach  Einfflhmng  der  Wertbe  von  iv, ,  10,,  0, 

i  Ä  (^)'  +  i  ^  Bin'  *  (^^)'  -I-  4  C»'  +  Mgh  008  *  -  H. 

Die  CoDttanten  E,  H  der  beiden  Integrale,  welche  die  Principe  dei  Momente  und 
der  lebendigen  Kraft  geben,  kOnnen  durch  die  Anfangslage  #,,  1^,  and  den 
anfänglichen  Oeachwindigkeitaauatatul  ji,  e_  n,  gg,  r,  dai^ostellt  werden. 

2.  Um  die  Integrale  zweckm&aeiger  zq  gestalten,  suchen  wir  anf  der  Axe  0  C 
(Fig.  tSfi)  jenseits  S  den  SchmiegoDgsmittelpDnkt  P  und  die  lAnge  OP  »  I  des 
einfachen  Kreispendels,  welches  mit  dem  Sritem  um 
die  AzeOf  isochron  schwingen  würde,  Es  ist  l^A-.Mh. 
Wflrde  daa  System  in  irgend  einer  Weise  nm  O  ge- 
schlendert, ohne  dass  es  nm  OCrotirt,  sodass  also  n— 0, 
•0  wllrde  es  sich  bewegen,  wie  ein  sph&iisches  Pendel 
yon  der  L&nge  l.  Für  C  <-  0  geht  dos  Sjstem  in  eine 
unveAnderliche  Strecke  Aber,  welche  selbst  ein  spHri- 
sohes  Pendel  daratellL  Sind  n  nnd  C  nicht  Null,  so 
findet  noT  Analogie  swischen  der  Bewegung  des  Systems 
Flg.  13t.  .  ^       ^^  '^^'   ^^"    spUrischeii    Pendels    statt ,    nicht    Coin- 

Auf    der    Verticalen    OZ    wollen    wir    die    Längen    OU  c- ^  —  a    and 

Mgh 

legen,  welche  TOn  der  Verticalen  des  Punktes  f  in  Jtf  und  11  geschnitten  werden. 
Die  beiden  zaletit  entwickelten  Integrale  nehmen  hierdurch  die  Formen  an 

^Ji-^ T 


*1 

J 

V 

V 

M 

~~^ 

P 

y'^ 

O  V  —  ~ — ^^~ —  b  auftragen  und  durch  U  nnd  V  zwei  Horizontalebenen 


Mhl  sin«  *  j^  +  Cn  cos  «■  =  {7n  - 

Aus   dem   ersten   von    ihnen   e^bt  sich   für  die   horisontole   Qeachwindigkeits- 

.     ,   ■     „  (** 
componente  1  sin  d  ^ : 

1«,.»^^—^^     a  —  'cos»  _  Cw  ._  ,,,P 
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in  der  zweiten  bedenkt  die  linke  Seite  du  b&lbe  Quadrat  der  Geicbwindigkeit  r 
dea  Pnnktea  P,  aodasB 

i  »*  —  i7  {*  —  '«•■  *) 
wird.  Die  QeBcfawindigkeit  von  P  fakn^  äaiier  ab  von  der  Tiefe  b  —  I  cm  • 
deBBelben  unter  der  Horiiontolebeue  von  V  und  ihre  borisoatale  Componente  i«t 
proportional  der  Tangente  dei  Winkels,  welcheo  VP  mit  der  HorixontaiebeDe 
bildet.  Befindet  nch  P  unter  der  Horiiontalebene  Ton  U,  aber  Ober  der  von  0, 
M>  ist  diese  Tangente  positiv  und  dreht  nch  die  Terticalebene  ZOP  im  pomtiren 
Sinn  (Bbereinatimmend  mit  n);  tritt  P  fiber  diese  Ebene,  so  tritt  ein  Wecheel  des 
Sinnes  dieser  Botatioa  ein.  Ebenso,  wenn  F  unter  den  Eoriiont  von  O  gelangt 
Die  horiiontale  Geschwindigkeit  wird  im  Niveau  von  ü  gleich  Nnll,  die  gaoie 
Geschwindigkeit  im  Nivean  von  V.    Hoher  als  das  Niveau  von  V  kann  P  nicht 

Die  Elimination  von  ~  aus  den  beiden  Integralen  liefert  die  Gleichung 

mit  Hülfe  deren  der  Nutatjonswinkel  &  als  Fnnction  der  Zeit  gefanden  werden 
kann.  Sobald  dies  geschehen,  liefert  das  andere  Integral  f  gleichfalls  ab  Fanetioii 
der  Zeit.  Bevor  wir  hierzu  ilbeigehen,  wollen  wir  ans  vorliegender  Differoitial- 
gleiohoDg  fOr  O  die  wichtigsten  Folgerungen  dehen  und  sie  geometrisch  intei- 
pretiren. 

Schreibt  man  die  Gleichung  so: 

so  sieht  man,  dois  &  nicht  Null  werden  kann,  ausser  wenn  a  <—  J  ist.  Die  Noth- 
wendigkeit  hiervon  erkennt  man  aach  direct,  wenn  man  die  Bedeutung  von  a :  I 
berücksichtigt  Es  ist  u&mlich  a:  J  o.  E :  Cn,  d.  h.  gleich  dem  VerhAltnioM  der 
Componenten  des  reenltirenden  Aienmomentes  der  Homentankr&fte  nm  die  Verii- 
cale  OZ  nnd  die  Eotationsaxe  OC  des  Central ellipsoids.  Da  aber  JE  die  Pro- 
jectioDSBumme  der  AzenmomeDte  nm  OA  und  OC  auf  OZ  ist  (OB  ist  senkrecht 
tn  OZ)  und  für  0  c- Q  auch  OÄ  senkrecht  sn  OZ  wird,  so  mnss  E-^Cn  werden, 
nilmlich  gleich  dem  Axeamomente  nm  00- 

Ist  nun  &  ~  #g  der  anf&ngliohe  Werth  von  #,  so  nimmt  #  von  diesem  Wertbe 
an  ab  oder  zu,  je  nachdem  d9 :  dt  negativ  oder  positiv  ist  und  erreicht  seinen 
gr{)s4ten  und  kleinsten  Werih,  wenn  die  rechte  Seite  der  vorstehenden  Oleichmig 
verschwindet,  d.  h.  für  diejenigen  reellen  WerÜie  von  oos  0,  welche  sie  annolliren. 
Für  cos  0  e-  —  I  'wird  sie  negativ,  für  cos  9  =  cos  &^  ist  sie  positiv,  nknlich 
^  sin'  i  (i")',  für  ooB  #  —  -|-  1  wird  sie  wieder  negativ  nnd  Rlr  cos  #  —  a  positiv. 
Daher  liegen  die  Wnrzeln  der  Gleichung,  welche  man  eihUt,  indem  man  den 
Ausdrock  zur  Rechten  gleich  Null  setct,  cwischen  cos  t  •=  '—  i  nnd  cos  #  ^  9,,, 
zwischen  cos  4'  »•  cos  t^  nnd  cos  9  ^  -(r  1  and  cos  fr  t—  -f-  i  and  cos  fr  >—  x. 
Die  letctere  Wursel  ist  dem  Probleme  fremd,  da  sie  keinen  reellen  Werth  fllr  fr 
liefert.  Es  oscillirt  also  fr  zwischen  einem  Uinimalwerthe  a  und  einem  Haximal- 
werthe  ß.  Um  die  geometrische  Bedeutung  dieser  Grenzen  za  ermitteln,  berück- 
sichtige  man,  dass  die  obige  Gleichung  mit  Bdcksicht  auf  die  Figni  den  Sion  hat: 


{'-. 
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deren  Hiuiptftie  VO  veitictil  abw&rtt  gerichtet,  deren  Scheitel  in  O  nad  deren 

Parameter  x—  l-^zr)    i"^-    ^i^  Verticale  des  Fanktea  P  achneide  üe  in  S,  bo- 
2g\Mh/  ' 

dus  MB  —  X,  UM  •-•  y  die  Cootdinaten  Ton  R  lind.    Hau  bat  dann 

PM  ^  FR        PN—  MN  ^  X-  PM       {PN  -  MN)  x  —  PM' 

oder  ' 

Kar  die  Qrenzlagen  von  P  Terachwindet  ('ijt)  no^  folgt,  dau  fOx  jede  von 
ihnen  dae  hannoniscbe  Mittel  ans  ihren  Äb*tftnden  von  M  und  S  gleich  —  %■  MN 
ist.  Um  die  Pnnkte  JR  auf  der  Parabel  ta  finden ,  die  diesen  Lagen  entaprechen, 
setze  man  daher  in  der  Glricbnng  ffli  I  I77)  dieae  QrOne  gleich  Nnll  und  wenn 
UV-.  MN—eitt,  PN  —  e  +  x,  PM  —  x,  ÜM~y,  wodurch  lie  in  die 
Gleichung 

einer  cnbischen  Cnive  übergeht,  welche  dorch  U  hindurchgeht  nod  YN  zax 
Asymptote  hat.  Die  Schnit^onkte  derselben  mit  einem  Kreise  am  0  vom  Ba- 
dins  I  liefern  die  Pnnkte  B,  wozu  sich  sodann  mit  Hülfe  de*  harmonischen  Mittels 
die  Qrenzlagen  für  P  ergeben. 

3.    Mit  Hülfe  Ton  r  und  ^  hat  man 

*-'-ei)"-f(^-»)<'—*'-t3S::;.(T— »)■ 

=  f{»--(,7S^,  +  T)-*+(fl^-'}--(f,^-ü) 

d.  h. 

isin»»  i^   —  -*-(coe#  —  i)  (cos  »  —  oos  «)  {cos  »  —  cos  ft , 

wo  d  gefunden  wird,  indem  man  d  -\- tMt  u  -\-  co%  ß  dem  CoeEBoienton  von  cos'  9 
mit  dem  nmgakehrten  Zeichen  gleichsetit. 

Da  1^  swisohen  «  nnd  ^  liegt,  so  kann  man  setzen 
coB  4^  —  cos  |3  —  (cos  p  —  cOB  u)  sin*  qt  —  cos  |}  eos*  qp  +  cos  n  sin*  ip. 

Die  geometrische  Bedentung  dieser  Substitation  erhellt,  wenn  man  nm  die 
Projection  p,  p,  des  Abstandes  (Fig.  186)  der  Qrendagen  des  Pnnktes  P  aof 
die  Verticale  OB  als  DarchmcMer  eine  Engel  beschreibt  and  sie  mit  der  Eori- 
zautalltnie  Pq  von  P,  welche  OZ  trifft,  schneidet.  Ist  Q  der  Scbnittpnnkt,  so 
ist  -^  Pipt  Q  "^  f-  Denn  es  ist  j),  9  ^  j  (cos  9  —  cos  ß)  und  zngleich 
Pia  —PiPi  sinpiPiö- wuPiöa  — HcosB  —  cosp)  Bin*p,p,^. 
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Dem  Wertbe  #  —  ^  entspricht  qi  •—  0  waA  9  —  a  det 

Werth  tp  =  ^«. 
^  r"^;:: — y"?  Die  DiffeTentiatiou  liefert 

0      ^i4/ff  j»      und  zugleich  wird 

a  ^"X^^^^  C«  *  -  cos  tt  =.  -  (008  ..  -  «W  p)  COB*  V. 

O  nni  indem  man  diese  Werthe  in  die  Gleidmog  einfahrt. 

eihUt  man 

(j|)'-  i  -f  («i-  0OS&)  -  i  i-  [d  -  COB  p  -  (CO.  B  -  coa  (J)  rin»  v3 

HieraoB  ergibt  üch  weiter,  wenn  man  t  von  dem  Moment  an  rechnet,  wo  P  äne 
tiefste  Lage  erreicht 


CV   9  J  Vi-  »'«!>»> 


und  wenn  T  die  Zeit  ist,  entsprechend  dem  Uebergange  des  Ponktes  P  ans  e 
tiefsten  in  die  nächstfolgende  hOchste  Lage,  d.  b. 


"    ?  ./  Vi  —  «■  sin'  9        ycoi  o  —  cos  p  "     ff 


YcoB  «  —  cos  jj 
BO  wild 

-^(-f(9,  «),     g>  -  «»  (-^  t,  ») 
nnd  hiermit 

coa  #  X  COB  p  cos' am  -s,-  (  +  cob  o  sin*  am  -=-t,     y^^  —  i  j»  (eoett —  coepi. 

Die  OscillationadaDai  der  Notation  des  SystamB  ist  2T  und 
stimmt  die  Nntationsb^wegang  überhaupt  Qberein  mit  der  Bewegnofr 
dea  Kreiipendels,  so  zwar,  daee  der  Punkt  P  schwingt,  wie  der 
Punkt  Q  eines  einfachen  Pendels  um  die  Mitte  C  von  p,,  p,  von  der 
Länge  CR  —  Z2:(ooB(t  —  cos  p)  =-  j<  :  CQ  und  der  Oscillationedaaer  S7 

4.    Die  Qleichnng 

(jt  ~  3fhl      sin'* 

gibt,  wenn  man  ain'  fr  -.  1  —  cos'  fr  —  (1  +  cos*)  (1  —  co«  fr)    eetst  nod  den 
Bruch  lerlegt 

dV        ,J 

i   "'Mhl    Li  +  COB  fr  "^   1  -  COB  frj 

UDd  daher  vermOge  cos  fr  —  coa  fl  —  (coa  p  —  cos  n)  ain'  f  nnd 
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hl  y  s  \ 


I:(1  +  C0.«  l-f-ll,(l-».|I) 


I  (i+"":|:;^.a'»))'i-.'««V    (i-?5^-~8oi.>)vr-i-iC 

sodass  der  PrftceBaioniwinkel  ^  dnrch  elliptische  Integr^e  dritter  Qattnng  dai- 
geatellt  wird.  Die  CoefEcienteD  derselben  kann  mau  vermOge  der  Vieta'soben 
S&tze  über  die  Coefficienten  algebraischer  Gleicbongen  durch  d,  cob  a  nnd  cos  ß 
ToJlst&ndig  ansdracken.  Hau  bat  näiolich  dnceh  Ve^leichmig  der  obigen  Formen 
des  Integralea  der  lebeodigea  Kraft 

.       ,    a     C'n«  6 

BezQglich  der  Rednction  des  ganzen  Probleme  auf  die  canonische  Form  Tgl.: 

Lotto  er,  Rednction  der  Bewegung  eines  schweren,  um  einen  feiten  Pnnkt 
rotiienden  RevolntioDskOrpeTs  auf  die  elliptiBoheD  Traoscendenten  (Crelle's  Jonrn. 
B.  50  [1855],  S.  111—126). 

Riohelot,  eine  nene  LOsung  des  Problems  der  Rotation  eines  featen  EOrpere 
am  einen  Pnnkt  (1851)  (Mathem.  Abhandlongen  der  Aoademie  zu  Berlin  a,  d.' 
J.  1860,  S.  1—60;  Crelle's  Jonrn.  B.  44  [1852],  5.  60-60). 

Semmler,  Rednction  der  Bewegung  einea  schweren,  um  einen  festen  Pnnkt 
seiner  Axe  lotirenden  Rotation skOrpera  anf  die  elUptischen  Traoscendenten  mit 
HOlfe  der  Sigmafnnctionen.  GOttingen  1874.    (Dissertation.) 

Qreenhill,  On  the  motion  of  a  top  and  aUied  probkmi  in  dt/namüx  (Quar- 
terly  Journal  of  pure  and  appl.  mathem.  Vol,  IQ  [1878]  pp.  176—196).  Die  erste 
Rednction  des  Problems  anf  Quadraturen  wurde  von  Lagrange  gegeben  {Mdcani- 
que  analytique,  p.  II,  sect.  IX,  Nr.  35). 

6.  Die  TolUtKndige  Discussion  des  Problems  erfordert  die  Betrachtung  des 
Einflnsses  des  anf9jiglichen  Geschwindigkeitsznstandes  und  umfiust  viele  Einzel- 
f^e.  Mut  kann  dieselbe  mit  HStfe  der  geometrischen  Conatruction  in  Nr.  8 
fuhren  oder  auch  direct,  indem  man  die  dortigen  Constanten  oder  die  Constanten 
E  und  H  durch  die  Anfangswerthe  Po  —  "i  3o,  r^  Ton  q  und  r  ausdröckt.  Resal 
hat  in  seiner  Cinimalique  pure,  p.  319  u.  ffg. ,  die  Diicnssion  durchgeführt,  indem 
er  q  nnd  r  aus  den  lotegntlen  dea  Problems  sucht  nnd  alsdann  verschiedene 
Voraussettungeo  Ober  n,  q„,  r^  emtreten  l&sst. 

Sind  a  und  b  gleich,  so  fiillen  die  Horizontalebenen  von  U  nnd  F  insammen 
und  ist  c  ^  0.  Die  obige  cubisohe  Curve  geht  in  die  Parabel  ÜB  und  die  Ge- 
nie UM  Aber.  Der  Pnnkt  P  osoillirt  iwischen  der  Parabel  nnd  der  Horizontal- 
ebene von  ü. 

Sind  pg  nnd  q^  —  O,  so  wild  E  —  CncoaSg,  F  ■--  C%'  =~  igh  cos^^,  wenn 
9,  den  Anfangswerth  von  #  beteiohoei  Man  nh&lt  a  •—  6  =-  j  cos  #„ .  Setzt 
man  G*n* ;  ZgMh*  —  2al,  sodass  S<rJ  den  Parametei  der  oben  benutzten  Parabel 
bedeutet,  lo  werden  dije  Wntseln  der  cnbischen  Gleichung  tOi  9  gleich  coifrg, 
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o  ±  yj  —  2«  cOB  «■„  +  «',  von  denen  •  +  ^1  —  80  cob  *„  +  «'  dem  Ptoblem 
fremd  ist,  weil  sie  giSsser  als  1  iet,  indem  die  Wnrael  Beibat  für  cos  9,  "  1 
nicht  kleiner  als  1  wird.  Ist  n  sehr  groBs,  so  wird  anch  0  sehr  groas  and  wenn 
man  die  WaiEelgrOaee  entwickelt,  so  siebt  man,  da»  ooa  9  iwiachen  cos  fr,  und 

cos  frg  —  ~  ein*  #0  ~l~  "  '  •  t^"  ü°  Allgemeinen  Ewischen  engen  Grensen  oacillirt. 
üeber  einige  andere  mit  dem  Torliegenden  verwandte  Probleme,  £.  B.  über 
die  perimetrischen  Etotationen  von  Sire  vgl.  Besal,  Cinimatique  pttre,  Note  IV, 
pp.  S4G— S74  oder  TraiU  de  Meamique  ginirtüe,  T.  1,  pp.  3GS— acö. 

Die  bier  gegebene  Bearbeitung  des  Problems  sdiliesst  sich  an  Eontb,  Trto- 
tite  on  the  dytiamics  of  a  »j/tltnt  of  rigid  bodies,  Chp.  X ,  p.  444  sq.  aod  die  oben 
citiiie  Abbandlang  von  Greenhill  an.  Tgl.  aocb  Poisson,  traüä  de  nUeamqitt. 
Paris  1888,  T.  II,  pp.  162—178,  sowie  Tontnaire,  Sur  la  rotaOon  de«  corps  pe- 
gmU.    (Comptes  rendns,  T.  60  [1860],  pp.  476—481.) 

wegnng  einer  bomogenen  schweren  Engel  auf  der  Eori- 
mit  Beibang  (Fig.  IST).  Die  Kogel  besitie  eine  anfan^ielie 
Translationsgescbwindigkeit  parallel  der  Horisontalebene  oud  eine 
Winkelgeschwindigkeit  am  den  hoiiiODtalen  DarchmeeMr,  wel- 
cher senkrecht  ist  za  der  Verticalebene,  welche  der  Ttva- 
latioQ^^Echwindigkeit  parallel  ist.  Weder  die  Schwere,  noch 
der  Normnlwidentand  der  Ebene,  noch  die  Reibung  vennOgen 
die  Richtung  der  Tränst ationsgesch windigkeit  oder  die  Aie  der 
Winkelgeaoh windigkeit  su  ändern,  wie  sich  schon  ans  der  Symmetrie  der  Kgnr 
ergibt  Nehmen  wir  an,  der  Sinn  der  Rotation  sei  so  beiohaffen,  daaa  der  Tküt 
der  Normalen  des  Berührnngspanktes,  welcher  oberhalb  des  Hittelponktes  liegt) 
dnrcb  sie  QeBchwindigkeiten  erlangt,  welche  der  Translationsgesohwiodigkeit  ent- 
gegengesetst  sind.  Dann  wird  Heibui^  an  der  Horizoötalehene  stattfinden,  dem 
Sinne  noch  der  Translation  ent^egengeaetit.  Ist  M  die  Haase,  alao  3fg  du 
Gewicht  der  Engel  and  mithin  der  Druck  aof  die  Ebene,  so  iat  die  Reibung 
11  Xg,  wo  it  den  Beibongscoefficienten  bezeichnet.  Dieselbe  vermindert  MwobI 
die  Geschwindigkeit  v  des  Uaasenmittelpanktes,  als  anch  die  Winkelgeecbwindig- 
keit  fo  um  ihn,  sodass  die  beiden  Oleichungen  bestehen 
dv  -      ,    dm  „ 

^  —  —  Ctfi     ■^"•♦'  ■  J7  —  —  p^Mga, 

wenn  a  den  Badins  der  Engel  bedeatet.  Mit  Hfllfe  des  TiELgheitsmomentea  der 
Kugel,  oäinlich  Smr'  ^  i^f^t  geht  die  zweite  Gleiobnng  Aber  in 


Die  beiden  Gleichnngen  liefern,  wenn  Dg,  d,  die  Werthe  von  t>,  0)  sind,  welche 
der  Zeit  (  =—  0  entsprechen: 

V  —  v„  —  itgt,     m  V  m,  —  i^t. 

Man  sieht,  daaa  e  und  <o  fortwährend  abnehmen.  Nadi  einiger  Zeit  wird  es  daliis 
kommen,  dass  eine  dieser  GrSsaen  Null  wird  nnd  hierauf  in  entgegengeaetstem 
Sinne  wächst,  wtlhrend  die  andere  noch  in  demaelben  Sinne  abnimmt.  Ee  wird 
daher  aoch  in  einem  gewissen  Momente  der  Fall  eintreten,  das«  v+am^O 
wird,  d.  h.  dass  der  Berflbnmgapnnkt  der  Eogel  mit  der  Ebene  die  Geachwindig- 
keit  Nall  erlangt.   Dann  hSrt  das  Gleiten  der  Engel  anf  der  Ebene  aof  oad  wiid 
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die  Kugel  von  jekt  an  blos  auf  der  Ebene  rollen.  Sieht  man  von  dem  meiat 
kleinen  Reibangawiderstande  gegen  daa  Bollen  ab,  so  «iid  dai  EoUen  gleich- 
förmig lein.   Ist  ty  die  Zeit,  m  welcher  das  Bollen  eintritt,  eo  wird 

t.  +  a«  -  B,  +  a«,  -  i  (.«(,  -  0, 
woraoB  folgt 

°       ^        ^9 

Diese  Zeit  (,  liegt  zwibcIi^ii  den  Zeiten  (,  —  -S-  nnd  (,  —  4  — - ,   fflr   welche   v, 

lesp.  a>  verachwindet.  Ist  t,  >t,,  d.  h.  c,  >  Ja«,,  so  wiid  a  frflhet  Nnll,  als  f , 
wechselt  den  Sinn  nnd  die  Kugel  rollt  im  Sinne  der  TransUtionsgesch windigkeit 
fg ;  ist  f,  <^  {, ,  eo  wild  v  früher  Null,  als  <d,  und  rollt  die  K'ogel  Korßck ;  ist  aber 
ti  =-  ^,  so  verachwinden  v  und  m  ungleich  nnd  gelangt  die  KngeL  mt  Bube. 

Complicirtete  FUle  der  Bewegang  der  Kogel  aof  der  Horizontalebeae  werden 
wir  spUer  behandeln. 

§.  IS.  Bewegnng  eines  echwerrn,  homogenen  Kreiscylinders  auf 
der  HKhiefea  Ebene.  Der  Cylinder  bewege  sich  die  schiefe  Ebene  hinab,  so, 
dan  seine  Axe  der  Schnittlinie  der  schiefen  Ebene  mit  dem  Cylinder  parallel 
bleibt.  Ist  a  die  Neignng  dieser  Ebene  gegen  den  Boriiont,  M  die  Masse  and 
a  der  ßadiot  des  Cjlinders,  R  der  Beibungiwiderttand  ohne  Bücksichtnahme  anf 
den  WideifUmd  gegen  daa  Bollen,  »o  sind  die  Qleichnngen  der  Bewegnng  des 
Massenmittelpimktes  imd  der  Bewegnng  nm  denselben 

X^~Mgaina~-S,     IJtfa'g^ B« 

dv  .  It       dat  iB 

dT"*'"""-«'     di--M-a- 
Wir  onterwheidea  Kwei  FKlle. 

1.  Wenn  e  -f-  an  >»  0  ist,  so  rollt  der  Cjlinder  auf  der  Ebene  ohne  zu 
gleiten.    Damit  dies  stattfinde,  mnss  -^  -\-a  jj  •—  0,  d.  h.  <)  ein  k jrf  "^  0, 

also  ü  °-  J  Mg  sin  a  aeiii.  Die  Reibung  des  Gelinden,  wenn  er  die  schiefe  Ebene 
hinabgleitet,  wflrde  itüg  cos  a  sein  nnd  da  B  nicht  grosser  sein  kann  als  diese, 
so  hat  man  ^  Mg  sin  <[<^  l^Mg  cor  «,  d.  h.  tg  a  <^  9^  als  die  Bedingung,  anter 
welcher  das  Bollen  des  Crlinders  stattfindet  Die  diesem  Falle  entepreohenden 
Werthe  von  e  nnd  m  e^ben  sich,  wie  in  g.  11. 

3.  Wenn  v  -i-  am  nicht  Nall  ist,  lo  gleitet  und  rollt  der  (^linder.  HierfOr 
ist  S  >-  ftJtf^  CO«  a. 

In  dieeen  Betrachtongen  ist  der  Einflnss  des  BäbnDgswideiwtMideB  gegen  das 
Rollen  (die  rollende  Beibong)  nicht  berfloksichtigt.  Soll  derselbe  berfloksichtigt 
werden,  so  ist.  sn  bedanken,  dass  derselbe  einem  Paare  Kqnivalent  ist,  welches 
aber  die  Bewegnng  des  Maasenmittelpnnktse  nicht  beeinflnsit,  sondern  nur  die 
Botationsbewegang  nm  diesen  modificirt  Das  Ajceumoment  desselben  (parallel 
der  Cjlinderaxe)  kann  dnich  kMg  cos  a  dai^^estellt  werden,  wo  it  ein  von  der 
Natnr  der  sich  reibend  berahrenden  Oberfiächen  abhängiger  Coefficient  ist.  Daher 
sind  die  Gleichungen  der  Bewegung  des  Cylinders  in  diesem  Falle 

M  ^  —  Mgnaa  —  B,    £mr' -^  •=—  Ba  -  kMg  ooaa, 
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Soll  nun  bloa  Holiec  etaittfiudeu ,  »o  mnss  o  -l-  <*<»  ~*  0,  d.  h. 

Ä-JAfg  (aino  +  ^coB«) 
«ein-  * 

§.  13,  Bewegung  eines  nnverKuderlichen  S7BtemB,  welche*  uii 
einer  FUche  (Oberfl&che)  fortwährend  eine  feste  Ebene  E  beTShiL 

1.  Wir  wollen  zunächst  annebmen,  dass  die  Berühning  der  Fl&clie  mit  £ 
nur  in  einem  einzigen  Punkte  stattfindet,  welcher  im  AUgemeinen  in  der  FUcbt, 
wie  auch  auf  der  Ebene  wechseln  wird,  Hodaas  die  Fl&cbe  anf  der  Ebene  rolll 
oder  rollt  und  gleitet.  Wir  legen  der  Untersuchung  ein  festes  Coordi[iat«iujrieB 
der  X,  y,  i  xa  Grunde,  in  Berug  anf  welches  t,  i,  i"  die  BiohtongscosioQSM  der 
Normalen  der  festen  Ebene  and  S  ihr  Abstand  vom  CoordinatennrspmDg  uio, 
sodaae 

ihre  Gleichnng  wird,  i,  «',  b"  sind  dann  zugleich  die  BichtungEconnoMe  ia 
Widerstandes  R,  welchen  die  Ebene  ia  Berühmngspnnkte  B  leistet  und  RfX.. 
Bt'  ^  Y^,  lir"  =•  Z^  eind  dessen  Componenten  parallel  den  festen  Coordiulu- 
axen.  Bezeichnen  x, ,  y, ,  c,  die  Coordinat«n  des  Hasse Dmittelpunktes  i?,  so  htt 
man  aU  die  drei  ersten  Qleichnogen  der  Bewegung: 

M^^-~SX+X„       M^-SY+Y^,       M^  ~  EZ  ■{■  Z,.   {y 

Wir  nehmen  weiter  die  Eauptaxen  des  Masaenmittelponktes  als  CoordinatcDun 
der  x,  y,  /  an  und  bezeichnen  mit  o,  6,  c;  a,  V,  c'j  a",  6",  c"  die  Biehhuip- 
Cosinusse  dieser  Axen  gegen  die  festen  Coordinatenazen.  Die  drei  Enler'Kbci 
Gleichungen  der  Bewegung  sind 

^  ^f  +  CG  -  B)  gr  -  //  +  {y'iT,  -  z  r.) , 

C^  +  (B  -  Jjpg  -  Jf'+  (x'r,  -  y'X,), 

worin  L\  M',  N'  die  Componenten  des  resnltirenden  Paares  der  gegeben»,  m 
SfsteiD  angreifenden  ErOfte  in  Bezug  anf  die  Hanptaxen,  x',  y',  «'  die  Coordinstn 
des  Berflbrnngtpnnktas  B  und  7,,  Y\,  Z",  die  Componenten  des  Widerstsodeifi 
parallel  denselben  Axen  bedenten.  Setzt  man  die  Componenten  de«  resoltimdR 
Pa»es  der  gegebenen  Krftfte  bezflgUch  des  Has«enmitt«lpnnktei  nnd  der  den  ii« 
der  X,  y,  e  parallelen  Axen  dieses  Punktes  gleich  L,  M,  N,  so  sind  L',  M',  ^ 
die  Projectionen  von  L,  M,  N  auf  die  Azen  der  x,  y,  t,  nftmllch: 

r  — oL  +  fcJK  +  ciV,    jr  — b'X  +  6'M  +  c'ä',    JV'  — a"i  +  6'Jf  +  c"-V 
und  ebenso  werden: 

Beteichnen  noch  x,  y,  x  die  Cootdinaten  Ton  JB  bestiglicb  der  feriea  Aieo,  «" 
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X  —  x^  —  asc'  +  ay   +  a"e\ 
y-y^-^bx  +  h-y  +  ft"/,       (3) 
z-  z,  =  cx  +  cy-  +  c-z, 
weil  ferner  dieser  Punkt  aof  der  fetten  Ebene  liegt,  so  gilt  die  Qleichnng 

,35  +  E'y  +  ."«^«-0        (*) 
und  EQgleich  besteht  fQr  ihn  in  Bezog  auf  die  Uauptaxen  die  OlMchnng  der  be- 
rührenden Fläche,  welche 

F  ix,  y\  z)  -  0         (6) 
sei.    Endlich  hat  man,  da  S  die  Richtnog  der  gemeinaohaftlichen  Normale  dieser 
FlSche  und  der  Ebene  besitzt,  die  Gleichungen 


-[(I3"+(I? 


\dy)    ^\dzl  S 

Denkt  man  sich  die  nenn  CosinaBae  n,  6,  c;  .  ,  .  durch  die  Ealer'achen  Winkel 
ip,  V,  #  dargestellt,  eo  hat  man  alii  unbekannte  des  Pioblems  dorch  Fnnctionen 
der  Zeit  adsEudrScken :  die  Winkel  tp,Tp,^;  die  Componenten  p,  g,  r'  der  Winkel- 
geeoh windigkeit  nm  die  Hanptaxen;  die  Coordiuateo  x,,  y, ,  «,  des  Maseenmittel- 
punktea  S\  die  Cooidinaten  x',  y,  t  des  BetOhrongapunktee  B  Im  beweglichen 
System ;  die  Coordinaten  x,  y,  i  desselben  Punkte«  im  absoluten  Baume  oder  auch 
statt  dessen  die  Coordinaten  x  —  x^,  y  ~  yi ,  «  —  't  bezüglich  eines  dem  festen 
Coordinatensjatem  parallelen  durch  S  gelegten  Systems,  sowie  endlich  den  Wider- 
stand R  oder  seine  Componenten  Z*,,  X\,  Z\.  Zur  Bestimmung  dieser  achtzehn 
Grössen  liefern  die  Gleichungen  (1)  bis  (6)  dreizehn  BediDgangen,  wozu  aber  noch 
die  AnadrfiDke  S.  406  fflr  p,  g,  r,  sowie  die  Belationen:  . 

y,     _     _   _r; _^t_    __ 

kommen,  welche  man  erhftlt,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  drei  Nenner  die  Cosi- 
nusse der  Neigung  des  Widerataudes  gegen  die  Haaptaien  sind.  Man  hat  daher 
im  Gassen  wirklich  die  nOthigen  achtzehn  Bedingungen  zur  LOsung  des  Problems. 
Wenn  die  Flache  F  die  Ebene  fortwährend  mit  einer  Spitze  berShit,  so 
bleiben  x,  y,  t  constant  nnd  hOrt  die  Bedingung  auf,  das«  £  die  Richtung  der 
Fiaohennormkle  besitze,  denn  diese  wird  an  einer  Spitze  unbestimmt;  x,  y,  i' 
sind  bekumt  nnd  hat  man  also  nur  ffln&ehn  unbekannte.  Es  tallen  Ton  den  acfat- 
sehn  obigen  Bedingungen  aber  auch  die  drei 

weg  (die  erste  ist  von  selbst  erfüllt). 

Es  kann  aber  auch  der  Fall  eintreten,  dass  F  die  Ebene  l&ngi  einer  Geraden 
berührt.  Da  in  diesem  Falle  die  Ebene  in  allen  Punkten  der  Geraden  Tangenten- 
ebene  ist,  so  sind  die  Widerstände  in  allen  Punkten  parallel  und  haben  eine 
Eineelresultante  mit  bestimmtem,  aber  von  Gerade  zu  Gerade  wechselndem  An- 
griGTspunkte  x',  y,  /.  Dieser  vertritt  die  Stelle  des  obigen  Berührungspunktes 
B  nnd  Ändert  sich  die  Anzahl  der  Gleichungen  nicht  Dieser  Fall  tzitt  ein,  wenn 
F  abwickelbar  ist.  Ist  aber  F  windschief,  so  findet  die  Berührang  nur  in  einem 
Punkte  der  Geraden  statt. 

Besitzt  die  Fl&che  F  eine   scharfe  Kante,  mit  welcher  sie  auf  der  Ebene 

gleitet,  so  fallen  F  —  0  and  X',  :  Y'.  :  Z'.  =  5— i  :  d— '  =  -.=  -;  hinweg,  treten  aber 

Ox     Oy      öt  ,--  T 
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AD  die  Stelle  dieser  drei  Bedin^nngen  die  beiden  Gleichnngeo  der  Kante  and  die 
Bedii^gung,  dus  die  Kante  in  die  Bbene  lUlt,  velche,  da  der  Angriffipnnkt 
X ,  jr',  ''  des  Widentandes  bereits  in  ihr  liegt^  eich  darauf  rednciit,  dan  die  &ate 
anf  der  Eicttnug  (te't")  aenkreclit  eteht. 

2,  Eine  Tereinfachimg  kann  mau  in  TOittehenden  Gteicbiuigen  einbeten 
lawen,  wenn  man  die  feste  Ebene  znr  xy-Ebene  wUilt.  Dann  ist  e  —  e'  —  0, 
c"  c—  1 ,  4  •«  0  nud  hat  man 

^  ^  +  (C  -  B)  ar  =  L'  +  (y-Ä-,  -  f'r,), 

B  j|  +  (4  -  C)  rp  -  jr  +  (e-i;  -  a!'2\),        (S) 

C^  +  (B  -  J)P2  =  Jf'  +  («'3",  -  yx",), 

ar  —  «,  =  aa:'  +  o'y'  +  a"«',  r  =  0  (*) 

y-y,  —  fty'4-&y +  6'V,     (8)  JF  (a:',  y,  «*)  —  0 ,       (6) 

£-*, -e^'  +  cV  +  c"«. 

Ad  die  Stelle  dei  Gleichungen  (S)  wird  man  oft  mit  Erfolg  die  entapreofaenden 
Qleiohongen  treten  laaeen,  welche  sioli  anf  dae  dem  festen  CeordinateuaTitni) 
parallele  System  dea  Mauenmittelponktes  beüehen  und  die  Componenten  dei 
reenttirenden  Paares  der  continnirlicbeu  KrlLfte  darstellen.  Diese  Componenten 
erh&lt  man  durch  Frojeotion  der  QiOssen  A.p,  Bq,  Cr,  der  Derivirten  dae  resol- 
tireuden  Paaiea  der  Momeutanki&fte  auf  jene  Axen,  nftmlich: 

Äpa  +  Sqa  +  Cra" ,    Apb  +  Bqb' +  Crb" ,     Afe  +  Bqe'  +  Cre". 
Da  B  die  Riohtong  der  i-Axe  hat,  to  sind  X,  -^  0,  T,  ^  0,  Z,  ->  S,  redaainn 
sich  die  Componenten  des  Paares  von  B  anf  ~B(tf  ~  y,),  S  (fc  —  x^)  nnd  wer- 
den miäiin  (8)  vertreten  durch: 

^  (Apa  +  Bqa'  +  Cra")  -  i  -  B  (y  -  y,), 
^  {^jpb  +  Bqh'  +  Crt")  =  af  4-  B  C«  —  X,), 

^,(-4pc  +  Bje'  +  Crc')-.i>r. 

8.  Es  sei  das  System  der  Schwere  unterworfen  und  finde  Baibong  an  der 
feiten  Ebene  statt  Letztere  sei  unter  dem  Winkel  i  gegen  den  Horiaont  geneigt. 
Hon  hat  dann,  wenn  die  :e-Axe  in  der  festen  schiefen  Ebene  horizontal,  die  y-Aze 
positiv  die  gchiefe  Ebene  binnntei  und  die  positive  e-Axe  oberiuQb  derselben  an- 
genommen werden,  der  positive  Sinn  der  x-Aze  aber  so  bestimmt  ist,  does  die 
positive  Drehung  nm  die  «-Aze  die  positive  x-Axe  zur  positiven  y-Aze  führt,  in- 
dem man  die  Componenten  der  Beibang  nach  den  Azen  der  x,  y  mit  Mf,  Mf 
bezeichnet,  aodaes  f,  f  ihre  Veihältniese  eut  Hasse  Jf  des  Systems  darsteUm: 

HX^Uf,    xy  — itfy  sini-f  Af/",    i:Z~  —  MgoMi, 
nod  da  der  Punkt  B  in  Besng  anf  die  Axen  des  PnnUet  S  puallel  denen  der 
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',  y,  X  die  Coordiuaton  x  —  ^,y  —  yii'~'j  besitzt,  so  siitd  L,  M,  N  dnreli 
-  (js  ~  »,)  Mf,  (e  —  *,)  Mf,  {X  —  ie,)  Mf  —  (y  —  »,)  if/"  m  awetien.  Setsen 
rir  al(o  noeh  die  lelatiTen  Coordinftt«i)  des  Pnnktee  B  in  Bezug  anf  S  und 
lie  «ben  genannten  Aien  gleich  aT,  y",  *",  lodui  sr"  —  a:  —  «, ,  ^'  —  y  —  y,, 
"  =-(«  —  <,)  n  —  7i ,  eo  wird  dM  obige  01eiohi)Dgsa7iteni : 

J^  —  /■  ^-,  C-dpa  +  Baa'+  Cra")  -  -  M^'f  -  Sy', 


Vi 


gäni  +  f  J^  (Jp6  +  Bib-  +  Crb")  =~       M/'f+By", 

-  j  Bin  i  +  ^  ^j  (^pc  +  Bf«'  +  Cre")  -       Jtf  («"/-  -  y"n , 


^'  =.  bx'  +  jy  +  vy      ^^''^  "'•  ''^  -  **      H  "  li  "  I? 
„         „    y,      r.      j?. 

a:  —  *,  — X,      y-y,  — y,     «-«,—/",     e—  0,     -J.=--^_^^. 
Die  Componenteo  der  Oetchwindigkeit  des  BerühmngipaDktes  B  sind : 
dx       dx,       dx"       dx,    ,     .da   ,      .da    ,     .da" 

dt^~di+-dr^l't+''di  +  ^'di  +  ^~dT 
tfe       di  ''"ir     "tfi  "^ *■  dt  "*"*  "d(  "•" '  "dT 

dM       ds,    ,   dg"       dz,    ,      .de   ,     .de'         .de"        „       „ 

d7-dt  +  -5r"w  +  ^rf7+i' d(-  +  ^-5r-«'  ^'-»- 

Seine  Geiobwiadigkeitsconiponente  lenkrecht  zur  festen  Ebene  der  x,  y  ist  stete 
Null,  da  er  in  dieser  Ebene  bleibt.  Er  gleitet  anf  dieser  Ebene  nnd  die  Qe- 
ecbvindigkeit  dieses  Qleitens  wird  dorch  die  Beibnng  verftndert  Er  gleitet  aber 
nnt  so  lange,  als  die  Reibung  nicht  seine  Getoh windigkeit  tn  veniehten  vermag; 
aowie  dies  letztere  eintritt,  liegt  der  Ber(lhniDgq>ankt  in  der  Momentuiaxe  nnd 
beginnt  das  Sfitom  auf  der  Ebene  ca  rollen  oder  sa  bohren,  je  naebdem  die 
Momentanaie  in  die  Ebene  f&llt,  oder  nnter  einem  spitsen  oder  rechten  Winkel 
gegen  sie  geneigt  ist.  Wenn  £  gleitet,  so  ist  die  Reibnng  seiner  Tangeutial- 
beachlenDigoDg  direet  enigegengesetit  and  verhalten  sich  daher  ihre  Componenten 
Mf,  Stf  wie  die  Bichtnngscosinnsse  seiner  Geschwindigkeit  oder  also  auch  wie 
Compsnenten  derselben,  d.  h,  ^^  ''^  f-  'TT  "^  f  '■  ;Ä  """^  ^  ^  IMbniig  dorn 

Drocke  proportional  ist,  so  hat  man  sogleich  ISYf'  +  f*  —  f>£,  wo  fi  den 
constanten  Reibnngscoefficienten  zwischen  der  Ebene  nnd  der  fl&che  F  bedeutet. 
Beicht  aber  die  Beibnng  hin,  die  Geschwindigkeit  von  B  zn  tilgen,  so   werden 

■,-T  —  0 ,  j  (  •"  "  i"*^  i*'  i"  VerhaitnisH  der  Componenten  der  Beibnng  on- 
baetimmt,  dos  äjstem  hCrt  aof  zn  gleiten.  Wir  setzen  hier  voraas,  dass  sobald 
du  Qleiten  aofhOrt,  anch  keine  Reibnng  mehr  stattfindet,  d.  h.  dass  die  Beibnng 
nch  nm  nf  eine  Besoltante  ohne  Paar  rednolre  oder  die  wälzende  Beibang  NnU 
bei.  Die  Wirknng  der  Reibnng  ist  Qberhanpt  Bqoivalent  einer  Kraft  F  in  Ter- 
buidong  mit  einem  Paare  0;  die  erstere  wirkt  in  der  Tangenten  ebene ,  entgegen 
der  TtBgentJalbesoblevnignng  des  BerflhrongBpnnktes ,  wenn  ixK  B«ffl)>'°'''E  ^ 
einsm  einislnen   Punkte   stattfindet  odet   ist  bqriiTalent  einer   Q^daKtasn^**^    '^™^ 
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ReibungBkTfiftea  in  dieeer  Ebene  bei  Berfiliraiig  längs  einer  Linie  oder  inneibalb 
eines  FlächenranmeB  j  das  AieomomeDt  des  Paares  ist  im  Ällgemeiaeii  gegen  die 
gemeinacbafüiche  Normale  der  BerührnngeflächeD  geneigt  und  kann  dasselbe  lerfikllt 
werden  in  ein  Axcnmomeut  parallel  der  Taogentenebene  tind  ein  Axeomoment 
parallel  der  Normalen.  Dae  Aieunioment  parallel  der  Tangentenebene  stellt  die 
Wirkung  der  rollenden  oder  wälzenden  Reibung  dar,  das  parallel  der  Normalen 
gibt  einen  Widerstand  gegen  die  Bewegung  parallel  zur  Taogentenebene.  Die 
wälzende  Reibung  und  der  letzi^naonte  Widerstand  sind  im  Allgemeinen  «ebr 
klein  und  werden  gewöhnlich  ausser  Acht  gelassen. 

§.  14.  Als  Beispiel  zur  vorstehenden  Theorie  behandeln  wir  die  Bewegung 
einer  schweren  homogenen  Engel  auf  einer  schiefen  Ebene.  Hau  hat 
hierfOr,  da  der  Maasenmittelpnnkt  S  »gleicb  der  Kngelmittelpunkt,  also  i,  oon- 
stant  ist,  zunächst: 

'S'-'''        'üf.'- 9  •"'  +  ''.    «-S-JfS"i»i.        (1) 
Femer  ist,  dg,A'^S='G  =  i  Jtfs',  wenn  »  den  Radina  der  Kugel  beieichaet, 

da  zugleich  x"  .—  y"  ^  0,  «"  -=  a  ist; 

»■^,(»5 +  •'«  +  •"') f. 

!.^-(Sp  +  i«  +  6"r)-/, 

»■^(<P  +  ='2  +  «"')-0. 

Nun  sind  p,  q,  r  die  Coroponenten  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  im  System 
festen,  mit  ihm  beweglichen  Axen  der  x',  y,  s'  und  da  diese  gegen  die  Axen  der 
x",  y",  i'  die  Richtungen  dbe,  äh'c',  a"b"c"  haben,  eo  stellen 

ap  +  aq  +  a'>  •" Pi,  '  bp  +  b'q  +  h"r  =  9, ,     cp  +  c'g  +  c'V  =  r, 
die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  nach  den  Azen  x",  y",  t'  «on  feater 
Richtung  dar,  fflr  die  wir  aber  von  jetzt  p,  q,  r  schreiben  wollen,  da  keine  7er- 
wechaeluDg  zu  befOrchten  ist.    Demnach  lauten  diese  Gleichungen  jetzt: 

»•ff  —  '-,  i'r,-''    i-l'i-'-    «■ 

Die  Componenten  -jr,  jr  ^™  Geschwindigkeit  des  Punktes  B  laaaen  siich  eben- 
fall* einfacher  darstellen.  Zunächst  benutzen  wir  die  Formeln  B.  I,  S.  818  fUi 
~,   4*^  ,  .  .  .,  mit  deren  Hälfe  sich  findet: 


1  +  (<*' r  -  a"ä)  a:'  +  {ap  -  ar)  y'  +  (ag  -  a'p)  i*. 


da:       dXi 
dt"  dt  ' 

^  -  ^  +  {fc'r  -  6"  9)  «'  +  iV'p  -  br)  y'  +  (&2  -  f>'v)  ^' 


)  aber  p,  q,  r  die  orsprOngliche  Bedentang  haben. 

Nun  sind  aber,  da  die  Richtung  BS  die  eines  Kngelradins  ist: 


d.  h.  X  ~  CS,  y  °—  c's,  e'  -=  c"«  nnd  folglich,  wenn  man  diese  Wertbe  in  die 
Toratehenden  AnsdrOcke  einsetct  nnd  nach  ji,  q,  r  ordnet: 

D,g,-.,zeclbvC00J^IC 
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Sf  -  ^  +  *  [(<•"«!'  -  <.'c")p  +  (ac"  -  ac)  8  +  {a-e  -  ac')  r], 

ij-^+'  [(*"«'  -  i-'"")  P  +  (t*^"  -  ^"«)  9  +  (*•'<=-  &■:')  *■!. 
welche  AaedrOcke  aber  mit  Hülfe  der  Formeln  B.  1,  S.  QTl  (Ibergehen  in 
^^U  +  Hbp+b-q  +  b"r), 
jf  —  «  —  ■  («P  +  "»>'  +  a"p")i 

wobei  xnr  ÄbkOnnDg  noch  -jj-  —  h  ,    ~  —  «  geaetat  worde.    Setzen  wir  nun 

wieder  p  und  g  an  die  Stelle  von  ap  +  a'q  +  o"r,  6p  +  b'q  +  6'V,  bo  werden 
die  Componenten  der  Qeach windigkeit  des  Ponktes  B: 

dx  ,    . 

^-«  +  »5.    ■ 

Die  Richtigkeit  dieser  Formelo  leuchtet  auch  aotott  ein,  wenn  man  bedenkt,  dsM 
sq,  — tp  die  QeschwiudigkeitsbeBtandtheile  sind,  welche  TOn  den  Botationen  nm 
die  j/-  aad  x-Aie  herrOhreii,  während  u,  t>  die  Tranilationsgeachwiadigkeiten  dee 
Systems  sind. 

Für  den  Fall,  daas  der  Punkt  B  tmt  der  Ebene  gleitet,  gelten  demnach  die 
(ileichangeu : 

n-f-              i'rt--!''    '^Vr  +  r-^B. 
.H.,        -L L, 


Für  den  Fall  de»  Rollens  u.  s.  w.  aber  treten  an  die  Stelle  der  beiden  OleichuDgen 
M  Yr  +  r'  —  (iB  nnd  /■;/'-=  (u  +  83)  :  («  -^  <p)  die  beiden 
«  +  »3-0, 
f  —  sp  — •  0 , 
welche  auidr<lokeii,  dus  der  Punkt  S  jeden  Aogenblick  in  der  Uomentaoaxe  liegt 
oder  eeine  Geschwindigkeit  Nntl  iit. 

Tn  beiden  F&llen  hat  man  zca  Bestimmung  TOn  p,  q,  r,  u,  c,  f,  f,  R  die 
acht  nüthigen  Gleichnngen. 

Ans  dem  Gleichnagssjstem  ergibt  rieh  nun  Folgendet: 

1.  Der  Widerstand  ist  ü  ^  Jlfp  cos  i,  also  coidtant  wBbrend  der  gansen 
Uewegoug, 

2.  Die   Componente  r   der  Winkelgeichwindigkeit    nm    die    Vertikale    dea 
Massenmittelpunktes  ist  constant. 

3.  Die  Eliminatioa  von  f,  f,  im  Falle  des  Gleitens,  gibt: 

du 
it 


-'•ü 

m'-^^-'-"" 

r-.v».-, 

«bMlk.   II. 

I  <i«   1  , 

»tüubvLjOOglC 
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Sind  nun  u„ ,  v,  die  ComponeDten  der  Geschwindigkeit  dea  HaAsenmittelpnnktti 
lur  Zeit  (  •-  0,  p^,  q^,  die  Componenten  der  WinkelgeBchwindigkeit  Dm  die  Aien 
der  x',  y  tu  dereelben  Zeit,  so  liefert  die  Integration  der  beiden  ersten  GUi- 
ohnngeo : 

»  "  «ö  +  i  *  (P  —  Po)  —  ?  «°  •  ■  t- 
Bilden  vir  hiermit  die  OrSisen  w-j-sg,  v  —  Mp,  welche  die  Componenten  der 
Geschwindigheit  des  Berühr ungspunkt^ea  B  sind,  nämlich 


»+.ä-i«- 

-»«.+•5. 

.}(„ 

-♦».+♦•5. 

-i 

^^ 

f-T-l»- 

-igMDi-t- 

-*".- 

•p.-H'- 

gäa 

•  i-t». 

sodaw  alao 

-jr+ 

prin 

■■(, 

-  +  •1 

-Jf. 

U^a 

-t« 

+♦•«., 

0—  «p 

-iV  +  s 

eini-t 

Y  —  V 

-«■ 

ni-l-t 

80  kOnnen  wir  zunächst  V  und  F  durch  die  Zeit  dorEtellen,  hiermit  alte  utb 
w,  d,  sowie  p  nnd  g.     Wir  fQhren  sn  dem  Ende  ü  und  F  in  die  beiden  letitei 

der  obigen  DiffeientiaJgleichnngeD  ein.    Da  nun  tt  ""  tt  i   tt  —  «  iin  »  —  -tt 
at         at       at  dt 

wird ,  Go  nehmen  diese  Gleichnngen  die  Gestalt  an : 


(^)' +(-dD'" '*'*'«"■' •• 


U  dt        V  +  ^gtdai-  t     df 
oder,  wenn  wir  behufs  weiterer  Vereinfachung  ng  cos  i-t^B  nnd  i  g  am  i-l'~t6 
setzen ,  wobei  also  »  •—  f  '^—  ist : 


o'+m-a-- 


l_dU  1  dF 

Ü  dt  —  F+«ö'  <jt  ' 
Behufs  der  Integration  fQbrea  wir  eine  Hfllfsvariabele  0  ein,  derart,  dua  die  entt 
dieser  Gleichungen  von  selbst  erfüllt  wird;  wir  betzen  nämlich 

du^ds    .        dv     de 

Hit  Hülfe  dieser  Werthe  wird  die  zweit«  der  Gleichungen 

F+»«-  tr-cotg«. 
Sie  gibt,  diffurentiirt 

dj  ,      de       dU  U    de 

dt'^*dt~di'^^'      «n'adt 
nnd  8palt«t  sich    vermtSge  der  Substitut! onsgleichnngen  für  «,  ans  denen  fulgi 
dV  ^dV  cotg  a.dU  —taue-  de,  in  die  beiden 


1  diesen  liefert  cunOchst  die  letzte  du  Integral  %lü  +  I  tg  ^  o  -f-  Cotat  =•  V 

T  ü"  =-  c  .  cotg  4«, 

:io  c  die  Integrationgconstante  bedeutet    Weiter  ist 


dV  =.  dU  •  cot^ 


1  man  alto  behufs  Entfernung  von  o  die  Combi  Datioae.n 

Lc-,:...abvC00J^Ic 
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cotg  i  a -f  tg  ^  fl  -  J  -  -  i- tr«  +  c  F — 

C0tgiff-tg^*-2cotg*-.^  tT'-ctr-«       . 
mit  HQlfe  des  gefandeaen  Integrales  bildet, 

,    2de  —  (i-  tr»  +  cv-'^j  du,    idv—  (y  U'  -  cü-')  dU, 

wonas  Ewiachen  V,  V,  8  die  beiden  Qleicbungen 


2©  —  ^  t-'  4- 1  ■  r«  +  c,    2  r  —  ^  t7»  -  i  -  r/f  +  c, 

wenn  x  ^  1.     Sobald  die  Constanten  C,  C,  c  bestimmt  sein  werden,  bestimmen 
diese  beiden  Integrale  vermöge  9  •=  (i;  cos  i  ■  1  die  GrSasea  U,  V  ond  durch  sie 

„_a  +  4«,_|,g„o_r  +  swni.(4.^«.  +  |»A,'«>wiea=-4'^^-'*>' 
p  mm  —  (ti  —  I  F  —  9  sin  t  -  f)  als  Functionen  der  Zeit  f. 

dm  dieee  Constanten  lu  bestimmen,  seien  U^,  F,  die  Werthe  von  U,  V  fQr 
(  <->  0;  man  hat  dann,  da  9  =  0  wird,  ffir  t  —  0: 


■  ^  1   nnd 


0  —  -  -  i;j  + 1 .  IT,  +  c,  2  F„  =  ^-  Ti  —  ( ■  t^;  +  c, 

wenn  %  =  l.  Die  Constante  c  ist  aber  eine  QberäUiUge  und  kam  in  die  Rech- 
nung dnrch  die  Integration  nach  0,  welche  einer  Differentiation  folgte.  Die  beiden 
«n  integrirendcn  Qleichnngcn 

/dtA'       (dVy       Id «\»        \_  dir  1  dV 

\dt)    "•"  \d(/    "Xdt/'       U   dt"  V  +  %9'  dt 

verlangen  nnr  xwei  Conetanten  nnd  hUngt  also  e  von  C,  C,  also  von  U„,  F,  ab. 

Diese  Abh&ngigfceit  ergibt  neb,  indem  man  mit  HQlfe  der  beiden  Integrale  die 

QrOaee 

2  (F +  »»)  —  -    üi  +  '  ^  cm-'  +  G'  +  C% 
bildet,  welche  verm<^  der  DifferentialansdrOcke 

2de-(l  U'-  +  cU-')du,   2<jr-(i-  U'-cU-'')äu 

auf  die  Form 

2(r  +  ,e)_2f/^JJ  +  o'  +  c, 

gebracht  werden  kann  nnd  sie  mit  dem  ans  der  Differentialgleichung 


".oogic 
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1  iE  ^ iZ  ' 

U    dt  ~    V+xB    dt 
folgenden  Werthe  V  +  *e  =•  Ü  jj=    vergleicht.      Dies    liefert    C  +  C»  =-  0, 
welche  Gleichung  aber  durch  die  Gleichungen  der  Con«tantenbeBtimmang  Qbtr- 
geht  in  2F,  =  —  ^,',1+"  —  eU^i-',  oder 

c»  +  2K.l.;--i  .  c  -  U„i'  —  0, 

c  -  tr„—  (-  r.  ±  y/üf+-rj) 

wird  itnd  aUo  immer  reell  iet.    Ueber  du  VorEcicheu  in  diesem  Ausdracke  ent- 
scheidet der  anfängliche  GeBchwindigkeitecustand.    Es  eei  i.  B.  die  borisoDUle 
Anfangsgescbwindigkeitacomponente  v„  -j-  sq,  °-  -^  Cg  positiv,  so  ist  auch  U  wenig- 
atena  eine,  wenn  auch  noch  so  kune  Zeit  poeritiv  und  folglich 
dU        l    .,     ,      .,  1  du 

mit  c  zugleich  potitiv  oder  negativ.  Daher  hat  e  mit  -rf  ^  ft  ^-  ^-  ™i^  '''"' 
Sinne,  in  welchem  die  Beibung  parallel  der  z-Äxe  wirkt,  gleichet  Zeichen.  Ist 
aber  f  negativ,  so  wird  c  —  —  I^'-i  (  Po  +  vT»  ^^  Fj)  and  hiermit 

c_  _-^-^,  (xr„  +  ytri  +  vi),    c'~---^-^,{»v,-yüf-ry}.}' 

da  C  +  xC—  0  ist 

4.   Wenn  »  !>  1  >it,  so  ergibt  steh  aus  den  Gleichungen 

worin  6  —  fig  cos  >'  -  (  ist,  dass  fSr  U  ^  0  die  QrOsae  6  und  folglich  auch  die 
Zeit  t  unendlich  gross  werden  muBsj  et  kann  also  in  diesem  Falle  die  Geachwio- 
itigkeit  des  Beruh m ngspunkte b  ,  deren  Componenten 

u  +  gg  -  J  CT,      v-ep  —  iV  +  gaiai.t 
sind,  niemals  Null  werden.    Die  Grösse  »  iet  1—    und   die   Bedingung  «>1 
ist  also  tgi>  iit. 

Bewegt  sich  aUo  eine  schwere  homogene  Kugel  auf  einer  unter 
einem  Winkel  t  gegen  den  Horizont  geneigten  Ebene,  dessen  Tan- 
gente mindesten«  gleich  i  vom  Beibungscoefficientcn  cwiacheo 
Kugel  und  Ebene  ist,  so  ist  die  Keibnng  niemals  im  Stande,  die  Ge- 
schwindigkeit des  Berührungspunktes  so  tilgen  und  kann  mithin  die 
Kugel  nur  gleiten,  nie  rollen. 

Je  grosser  i  wird,  desto  kleiner  wird  der  Druck  X  •—  Mg  cos  i  and  die  Bei- 
bung nB,  um  so  leichter  gleitet  also  die  Kugel. 

Mit  wachsendem  t,  also  wachaendem  0  und  mithin  fortwAfarend  wachsendem 
V  reduciren  sich  die  vorstehenden  Formeln  fQr  h  >  1  immer  mehr  auf  t 

..  ,,CA>OglC 
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also     r+B  —  O 

-  »  n   Bellt,  indem   man   ffir  M,   ^.   9  ihie 
Werthe  einrührt,  immer  näher  die  Qleichangen  erföllt: 

"-{«Ascö-W^ +  *"•'""*"' 
V  =  g(eiai  -  fi  eoai)  t  +  ^v^  +  }tp„, 
welche  abgekürzt  laaten: 

11  —  l  «j  —  I  <j„  p  —  jr  (ein  t"  —  n  cos  i)  (. 
Es  n&heit  sich  demnach  die  horizontale  Componente  u  der  Qe- 
schwindigkeit  dei  BerflhtnngspnnkteB  einer  Conatanten,  die  Com- 
ponente in  der  Bichtnng  des  steilsten  Abfallei  aber  wird  der  Zeit 
proportional  Die  Bahn  des  Beiührnngsponkte*  wird  daher  mit  wach- 
sendem (  immer  mehr  paraboliech. 

6.    l«t  K  <  I ,  M  wird  U—O  far  9  =~  C,  d.  h.  da  «  —  ftjr  cos «'  ■  (  ist, 
für  die  Zeit 

Für  U  —  0  wird  aber  2F  —  G\  also  2  (F  -f  k»)  —  2  (C  +  Cn)  —  0,  d.  h.  da 
%fi  —  }g  Bin  i  ■  t  iat,  Y •— —  ^ g  ein  i -  t,.  Demnach  werden  die  Componenten 
"  -{•  fq  ^  iU,  V  —  sp  -^  ^  V  -\-  g  tia  i  ■  l,  der  GsBchwindigkeit  des  Berühronge- 
puaktea  beide  sngleich  fQr  t  —  (,  NnlL  Es  Terscbwindet  also  die  Gecchwindig- 
keit  des  BcrÜhmngBpDnktee  nnd  die  Engel  beginnt  zur  Zeit  t,  tu  rollen.  Von 
diesem  Angenblick  an  gilt  mithin  das  GleichungsBjBtem : 

_  .^ 

dt       "  ^     dt 


i  +  r. 


U*^  Mgcoei,  }«^  —  0. 

Sind  nun  »i,  c, ,  p,  g,  die  Wetlbe  von  u,  v,  p,  q  tHr  t  —  t,,  so  erhält  man,  wie 
in  Nr.  3.: 

v  —  v,  +  i»{p  —  pi)—g»iai(t  —  J,). 
Um  die  Constanten  zn  bestimmeu,  hat  man  fjtr  (  •—  (,  aus  den  Qleichnngen  von 
Nr.  3  : 

U-u-^u,  +  isq„ 

F  ■-  tt  —  j  sin  i  ■  (  —  }  p,  —  J  <j)„ , 
wofür  U  =  0,   V  =  —  ^jj  Bin  t  ■  *,  ist; 

»I  =*w. -*<9..       o,~-\g«Di-t,  +  ^v,  +  ^»p, 
und  weil  znr  Zeit  t,  anch  die  obigen  beides  Qleichangen  u-|-«g  — 0,  c  — «j>  — 
gelten  i 

M,  +  <3j  ■—0,      P|  —  spi  ^  0, 
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woduTcli  aocb  p,   und  q,   beBtimmt  sind.    Ffir  irgend  eine  Zeit  t  >-  li    bestehen 
alao  die  Oleichnogen: 

"  -  f,  +  i«  Cp  -  P.)  =  a  «n  •  ■  ((  ~  (,)■  e  -  «p  -  0. 

Man  erhBJt  hiermit  unter  Berfickrichtigiing  der  Werthe  der  Coiutuiten: 

«  — «,,    a  — «I,    e —  », —»(p—p,)  — Jp  ein»  ■  ((  —  (.), 


dt  ""'       5( 


l'^--r'iP« 


d.  h.:  Die  horizontale  Componente  «  der  Geschwindigkeit  dei  Mittel- 
punktei  der  rollenden  Kugel  ist  constant  nud  findet  in  ihrer  Ricb- 
tnng  kein  Reibnngswideretand  statt.  Die  Componente  derOeachwin- 
digkeit  in  der  Richtang  des  stärksten  Abfalles  die  schiefe  Ebene 
hinab  wächst  der  Zeit  proportional.  Der  Kngelmittelpnnkt  beecbreibt 
daher  eine  Parabel,  parallel  der  schiefen  Ebene,  deren  Haaptaxe 
die  Richtung  des  stärksten  Abfalles  bat.  Die  Bescbleanigaug  dieeei 
Punktes  in  dieser  Richtung  ist  \g  »in  i  und  die  Reibung  -~^ Mg  ein  ■'. 
Da  R  —  iiMgcoei  und  wegen  k<1  auch  lpsin»<f»f  cos  t  ist,  so  folgt,  dasi 
die  Reibung  im  vorliegenden  Falle  nicht  dem  fifachen  des  ganien 
Druckes,  sondern  unr  einem  Brachtheil  hiervon  gleich  ist.  Die  Com- 
ponente q  der  Winkelgeschwindigkeit  um  den  Engeldncchmeaaer 
parallel  der  Linie  steilsten  Abfalles  ist  constant,  sovie  die  um  den 
zur  schiefen  Ebene  senkrechten  Durchmesser;  die  Winkelgeschwin- 
digkeit p  nm  den  horizontalen  Durchmesser  ist  gleictafCrmig  be- 
schleunigt. 

e.  Es  seien  die  Anfangsgeschwindigkeiten  Ug,  c,,  p^,  g„,  r,  sftmmUicb  Null 
Dann  findet  in  horizontaler  Richtung  überhaupt  keine  Geschwindigkeit  statt,  wird 
also  auch  keine  Reibung  err^,  d.  h.  es  ist  fortwährend  f^O.  Demnach  ist 
das  Gleichungssystem : 

||-0,  i,g__r,        Hf-fR,  -  +  „-«, 

,  .  oder 

i|-ä.ini  +  A      ««ff-O.  .  +  .S-0,  ,-.,_0. 

Man  erhält  hieraus  mit  Rficksicbt  auf  den  Anfangezustand: 
M  —  0,     9  —  0,     «  +  «3  —  0. 

Der  Hittelpunkt  der  Engel  bewegt  sich  also  geradlinig  der  schie- 
fen Ebene  entlang  und  findet  keine  Rotation  um  eine  Aie  parallel 
der  Richtung  des  steilsten  Abfalles  statt  ebenso  wenig  wie  um  eine 
Aze  senkrecht  zur  Ebene.  Die  horizontale  Componente  der  Ge- 
schwindigkeit des  Berahrungspunktes  ist  Hnll. 

Für  den  Fall  des  Gleitens  der  Engel  bat  man  nun: 

dv    ,    ,     dp 

jj  +  i«^-js.n. 
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nnd  ila  f  Aufwärts  wirkt,  abo  negBÜT,  nämlich  f  ^  ~  fig  co«  t  üt: 

»'3? -"»••"• 

Aua  dieeen  Oleichiuigeii  folgt: 

»  +  i  *p  —  ?  Bin  i  ■  t,         }tp=-  fig<:oai  -t 
und  ako  wini: 

P  — j(Billi  — (iOOBl)',  j<p  —  (»ffCOSt-  ( 

und  die  QeachwiDdigkeit  des  BerQhrDDgepnnktes: 

e  -  »P  —  S  (sin  «■  -  i  f»  coa  »)  -  (. 
Dem  AnfangBEustiknde  eutspcechead  kann  das  Gleiten  Dar  abwärt«  BtattGnden, 
daher  mnsa  dieae  OrOeae  positiv,  d.  h.  sin  i  —  jfi  cos  <  ^  0  oder  tg-t  ^  -{ft  oder 
also  K  >  t  sein.  Die  Kngel  kann  alao  nur  gleiten,  wenn  die  Neigung 
t  der  acbiefeu  Ebene  gegen  den  Horiiont  die  Bedingung  erfüllt 
tg  «  >  ij»- 

Fflr  das  Bollen  iat  ^  -j-  i  t  -^  ~  g  m  i,  alao  tr  4-  i'P  —  f)  «in  i  ■  t  und 
^ierzQ  kommt  v  —  ap  ^  0,  sodosa 

ep-^jain  t  ■*,        »  — »jalnt-t 

wird.     Die   Reibong  betiigt   hier    —  ^  —  j  i  ^  —  ^g  eia  i.     Die  Reibung  des 

Gleitena  ist  fi^  cos  t;  grOB»er  ala  üe  kann  die  im  vorliegenden  Falle  stattfindende 
Reibung  nicht  aein,  mau  mnas  alao  haben  ^g  sin  i  ><  ng  coa  i,  d.  b,  |  tg  t  <^  fi 
oder  N<  1.  Das  Bollen  der  Engel  findet  alao  in  den  Fällen  atattrin 
welchen" der  Neigungswinkel  t  der  Bedingnng  tgt<ift  gendgt. 

§.  16.  Wir  wollen  den  Fall  der  Bewegnng  einer  homogenen  schweren 
Kugel  anf  einer  horiiontalen  Ebene  beaondera  behandeln,  Uan  Bat  hierfSr, 
da  I  —  0: 

^~n-M  u  +  gg  — 0 

oder 
+       f  t.  -  «P  -  0. 


1.  Es  seien  wieder  u,,  o,,  Pa,  q^  die  Coraponenten  der  Änfangigesch windig- 
keiten und  habe  fflr  den  Fall  des  Oleitens,  den  wir  zuerst  behandeln,  die  poMÜve 
.(;-Äie  Richtung  nnd  Sinn  der  Anfaogageschwindigkeit  des  Benlhmngapunktee 
"n  +  *9(i  ~  i  P^j  -  Dadurch  wird  die  ihrer  Componente  p,  —  epo  —  0  nnd  K,  —  0. 
Ea  bestehen  also  die  Qleichangen  (g.  14,  Nr.  3,); 


f.-r 

^■'I.-r 

VT' 

B-Mg 

•  +  •8- 

■iD, 

V-u-t.,+},,„ 

»-.p- 

■11', 

F-.-t..-».p,_. 

Weiter  wird 

« 

=  ^^  — 0,         G=2L; 

und  mithin 
Dabet  ist 

«  =  P3(  -  U„  -  U, 
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»  +  tq  =  iU  —  i(U„  -  (*?0  —  "o  +  *«o  — -iM*.         P  — *p  — 0; 
a.  fa.  die   Geschwiadigkeit  des   Berafaiungspunktes  beh&H  wlbrend 
des  Oleiteua  conBtante  Bichtung  tind  tat  gleichfOrntig  venOgert    Die 
Reibnng  ist  daher  ebeufalLs  conatant  nach  Bicbtang  and  Intensität. 

Für  die  Geecbwindigkeit  (u,  v)  des  EagelmittelpnnkteB  hat  man  aiia  obigen 
Gleichungen : 

«  =  Ö'  +  fw,-}«3e=t^p -M^  +  iWo -!»«>— ?(«p  +  '9.)+*«S-*«9i>-M'. 
d.  h.  M  =■  1*0  —  i^gt,  V  —  e„. 

Die  Pcojeotiou  der  OcBchvindigkeit  de«  Mittelpunkte!  aaf  die 
Richtung  dea  Gleitens  iat  gleichförmig  veriOgert,  die  Projection 
derselben  aenkrecht  eq  dieser  Bichtnug  in  der  Horiiontalebene  con- 
atant;  der  Mittelpunkt  beacbreibt  demnach,  so  lange  die  £nge] 
gleitet,  einen  Bogen  einer  horizontalen  Parabel,  deren  Uanptaxe 
der  Richtung  des  Qleiteua  parallel  Uuft.  Dieser  Sati  rQhrt  von  3.  Albr. 
Enler,  dem  Sohne  L.  Ealer'a  her  (M6m.  de  l'Acad.  de  Berlin  17fig,  p.  884). 

Um  ihre  Gleichnng  lu  erbalteo,  hat  man 

dx  ,  ^y     ^ 

und    hieraus,   da  x  ^  y  ir-  9  ffir   t  o.  o,   wenn    der  Ursprung  dea  Coordinaten- 
ayatema  die  Anfangalc^  dea  Berfihmngepnnktea  ist: 

a;  —  W(i(  —  ififfC,        y  =  «„(, 
mithin  nach  Elimination  von  t: 

i^gy  "  «„Po}'  =  p|  («s  —  ^p.gx). 
Die  Coordinaten  tt,  ß  des  Scheitels  erhält  man,  indem  man  x-|-a,  y  -\-  ß  tit  x 
und   y   in  diese   Gleichnng  einaetit   und   a,   ß   ao   beatiinnit,   daea   die   consfautm 

Glieder  verschwinden.    Dies  gibt  o:  =  -p-ä- ,    ß  —  -S-S  -     Die    Scheitelgleiehni^ 
ifig  ftg 

der  Parabel  ist  also  h'  •—  —  — -S-  x;  ihr  Parameter  also  r-'^  • 
2ng  2p.g 

Die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  ergeben  sich  aas  den  obigen 

Gleichungen  für  die  Componenten   der  Geschwindigkeit  des  BecilhningEpunktes, 

nämlich 

Die  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Axe  parallel 
der  Bichtung  des  Gleitens  ist  constant,  um  eine  hiersu  senkrechte 
horizontale  Aie  aber  gleichförmig  veisOgeTt. 

2.    Die  Bahn  des  Mittelpunktes  iat  nur  ao  lange  parabolisch,  als  die  Engel 
gleitet.    Das  Gleiten  hOrt  auf,  sobald  die  Geschwindigkeit 
»  +  «3  •~iU=u^  +  t,q^~^agt 
des  Berühmngapnnlctcs  Null  wird.     Dies  und  damit  das  Bollen  der  Kugel  erfolgt 
mit  der  Zeit  f, ,  welche  der  Gleichung  genOgt 

(    ^  j,  ".  +«go    „^. 

'  P9         ¥-g 

Sind  H, ,  V,  die  Componenten   der  Geschwindigkeit  des  Mittelpunktes  für  diese 
Zeit  t,,  so  hat  man  aus  den  obigen  Formeln  u  =->  Ug  —  ftpf,  v  =•  e,: 

«.  "  »0  —  CS'i  =  "e  -  ^  C«.  +.««o)  —  ^w.  -  i»2o'         «^  —  tl,. 
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Zu  derselbfln  Zeit  t,  treten  aber  vermOge  des  Rollcos  die  Bediogungen 

u  -\-  »q  —  0,        p  —  <p  ■-  0 
ein.    Daher  geboa   diese   u,  -|-  «g,  -.  0,  i>,  —  sp,  =0    und  es  bestehen  daher 
fflr  irgend  eine  auf  t,  folgende  Zeit  t  die  Qleichnngen: 

M  —  «,  =  Jg  (3  —  gj,  u  +  <g  —  0,      M,  —  w,  —  ftgl, ,      w,  +  »g,  -=  0, 

p  —  »,  +  i«(p  — Pi)  — ■  0,        c  —  »j>  ™  0,      61=60,  »i—sPi"". 

woraos  folgt:  «  —  «i  ■•  |<  (3  —  ?i)  —  —  »  (l  —  g,),  also  3  =■  3i,  »  =  «i! 
0 -»,=.- js  (p —j),)-.<(p_j),),    alBop— p,,    p  — r,  =r,. 

Es  bleiben  demnach  die  CotnpoDenten  w,  e  der  GeachwiDdigkeit 
des  Mittelpunktes  constant  nnd  beh&lt  diese  selbst  denselben  Werth 
V  u}  -\-vl  und  dieselbe  Richtung.  Ebenso  bleiben  die  Componente'n 
p,  q  der  WinkelgeBchvindigkeit  constant.  Die  Beiührnngepnnkte 
mit  der  Ebene  liegen  in  gerader  Linie,  nUmlicb  in  der  Tangente  der 
Parabel,  welche  die  Projection  der  Bahn  des  Mittelpunktes  bis  zur 
Zeit  (1  darstellt. 

Die  Beibang  ist  von  der  Zeit  (,  an  Nnll,  wie  aus  "jt  =■'*"/>  "j*  •"""■  /' 
folgt 

8.  Ein  interessanter  SpeciaUall  istt>o*-0.  HierfQr  ist  fdr  die  Zeit  des  Gleitens 
u<^M,  — fijK,  V  "=  0.  Die  Bahn  des  Mittelpunktes  ist  eine  Gerade 
parallel  der  x-Axe,  et  beschreibt  sie  gleichfCrmig  veridgert.    Ferner 

ist  »  =  0,  0  —  3.  -  4  ^*  ■     Von  der  Zeit  t,  —  »  -  "^-^  hört  das  Gleiten  auf 

nnd  ToUt  die  KugeL  Die  Geschwindigkeit  ihres  Mittelpunktes  ist  dann  constant 
gleich  w,  =  u,  —  figf,  _  iu,  —  ^83, .  Wenn  w  während  des  Gleitens,  also  vor 
der  Zeit  t,  Nnll  und  hierauf  negativ  wird,  d.  h.  wenn  ftür  die  Zeit  t,  iwischen  0 
nnd  (,  die  Gleichung  u«  —  (igt^  ^a  0  erfflUt  wird,  so  wird  die  Kugel  zurücklaufen. 

Es  ist  nlmlich  (,  <  t, ,  d.  h.  ^  <  ?  "°  "*"  '^ ,  also  «o  <  f  C«*o  +  »So)  "»«i  folg- 
lich tt,— H,— ^(",  +  «3o)  negati».  w,  muss  aber  positiv  sein,  damit  w^  ^f(^(,  =  Q 
far  eine  positive  Zeit  t,  verschwinden  kSnne. 

4.  Auch  wenn  v„  nicht  Null  igt,  kann  der  ROcklauf  der  Engel  eintreten. 
Der  Mittelpunkt  beginnt  den  Parabelbogen  sa  beschreiben  mit  der  Anfangs- 
geschwindigkeit VuJ -f*  "2  '^  ^^'  Richtung  der  AnEangstangente;  eqt  Zeit  ([, 
von  wo  an  er  geradlinig  in  der  Richtung  der  Endtangente  fortgebt  und  die  Kugel 
rollt,  ist  seine  Qeschwindigkeit  Vu]  +  vi  —  V7f "0  —  ?«go)'  +  "3-  Hat  nun 
der  Mittelpunkt  snr  Zeit  l,  den  Scheitel  der  Parabel  noch  nicht  erreicht,  so 
erscbeint  diese  Geschwindigkeit  in  Bezug  auf  die  Anfangsrichtnng  lecbtl&nfig, 
sowie  er  aber  den  Scheitel  flberschritten  hat,  tücklEluflg.  Die  Zeit,  welche  er  aber 
brancht,  um  den  Scheitel  so  erreichen,  ergibt  sich  ans  y  ^~.ti,t,  wenn  mau  fifr 
u  die  Ordinate  ä  ^--^  des  Scheitels  einsetzt,  nämlich  L  ■—  — °-  ■     Da  sie  positiv 

sein  muss,  SO  bewegt  sieh  der  Mittelpunkt  Qberhanpt  nur  dAnn  nach  dem  Scheitel 
hin,  wenn  u,  positiv  ist.  Soll  also  die  Kngel  reobtjaufig  gleiten,  so  muss  t,  -Ct,, 
d.  h.  ?(Ko-4-»3e)<tt,,  d.  h.  Js9o<Mo  sein.  Da  nun  (,  positiv,  also  «,  +»3o>0 
ist,  so  folgt  8g,  >  —  «u '  S*  tBuss  also  fSr  die  Recfatläufigkeit  sg,  zwischen  —  w, 
und  -i-  i  w,  liegen.     Ist  aber  (1  >  ', ,  so  hat  der  Hittetpunkt  den  Parabelscbeitel 
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bereits  aberschritten,  bii  die  Kugel  ta  rollen  anfängt.     Sie  rollt  daher  in  der 
Richtung  einer  Tangente  fort,  welche  mit  der  Änfangsrichtong  einen  dacapfeu 
Winkel  bildet   and    ihre  Bewegang  erscheint  rQckl&nfig.     Dunit   dies   eiu^te,   ' 
muss  Ug  poütiv  and  sq^  ]>  4  "g  "ein. 

Qeber  daa  Problem  der  Bewegung  einer  homogenen  schweren  Engel  aof  einer 
Ebene  mit  Bfickaicbt  auf  Reibung  iat  von  Literatur  insbesondere  aninfShrai: 
Corioiis,  ThA>rie mathSmatique  des  effets  dt*  je»  de  btOord,  Taria  1836,  Ci^.  1. 
Minding,  Handbach  der  theoretischen  Mechanik.  Berlin  1&S8.  S.  385  etc. 
R^aal,  Etüde  giometrique  tttr  le  mouvevtent  d'vne  gpliire  gliaatU  ou  rouliml 
mr  litt  plan  hoTitont<ä.    (Compt.  rend.  de  VÄead.  du  acienets,  T.  LXTIH  (1869), 
p.  1158.)  —  Etüde  geomelrigtit  sur  le  mouvement  d'une  iphere  jMsowte  glitavnt  mr 
tm  plan  hoTizontate.  (Äiwe.  Ann.  de  Math.  2«  Bit.,  T.  II  (1878),  p.  193.) 

Amthor,  Ueber  die  Bewegung  eines  KCrpers  anf  einer  kmmmeu  Fl&che  mit 
RQcksicht  auf  gleitende  Reibung  (Disaertatioo).    Leiptig  1869. 

Jnllien,  Problhnes  de  mecanique  rationdh,  T,  11,  p.  192.  (2«»™  6iit.) 
Ueber  verwandte  Probleme  Tgl.: 

Piper,  Ueber  die  Bewegung  eines  EOrpers,  dessen  Oberfläche  eine  im  Baume 
feste  Cnrre  berührt.    Dessau  18T9  (Dissert  Jena). 

§.  16.  Eine  homogene,  schwere  Kreisfläche  erleidet  eine  Homcn- 
tanschraubenbewegnng  und  f&llt  nach  einer  gewissen  Zeit  auf  eine 
horizontale  Ebene  anf,  sodass  sie  dieselbe  mit  einem  Pnnkte  des 
Randes  berührt.  Wie  bewegt  eich  die  Scheibe  anf  der  Ebene  weiter 
nnd  wann  gelangt  sie  (nach  einer  Reibe  von  Schwankungen)  inr 
Ruhe? 

S.  17.    Bewegang  eines  schweren  EOrpers,  dessen  Centralellipsoid 
ein  Rotationsellipsoid  ist  und  welcher  mit  einer  der  Rotationsaie 
angehörenden  Spitze  eine  horisontale   Ebene 
berührt  (Kreisel)  (Fig.  138). 

Es  sei  der  Massenmittelpunkt  iS  der  Ursprung 
eines  Ci>ordinatens;stems  der  x,  y,  x  von  festen  Axeo- 
ricbtongen,  dessen  «'Axe  vertical  ist,  sowie  eines  eweiten 
beweglichen,  im  Sjstem  festen  des  x,  y',  «',  dessen 
x'-Axe  mit  der  Eotationsaie  des  Centralellipaoids  m- 
sammenf&llt.  Der  Abstand  der  Spitze  P  von  S  sei 
SP  — 7t,  ^,  9),  fr  die  Enler'scben  Winkel,  N  der 
Widerstand  der  Ebene;  femer  seien  A^B,  C  die 
Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  Axen  der  x',  y 
und  y  und  p,  q,  r  die  Componenten  der  Winkel- 
geschwindigkeit a>  um  sie.  Dann  sind  die  Gleichungen 
der  Bewegimg  des  Massenmittelpunktes  5  in  Bezog  auf  ein  feet«8,  dem  der  x,  y,  i 
paralleles  Coordinatensystem  mit  dem  Ursprung  in  der  Horizontalebene 

"dt^  '^  "'  Ti}  '~  "'  "  di* 
Die  Projection  dieses  Punktes  auf  die  Horiiontalebene  beschreibt  eine  Gerade; 
er  selbst  oscillirt  aber  zugleich  in  Folge  der  Rotation  anf  und  nieder.  Die 
Eul  er 'sehen  Qleichungen  werden,  da  das  Axenmoment  JVAsinfr  des  Widerstudei 
in  die  Knotenlinie  SK  f&Ut 
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M^  =  -gM  +  lf. 
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A    ^  J-  m  —    A\  nr  =,    Nh  ei„  ft  fn=  «. 


Die  dritte  dieser  Gleichungen  gibt  das  lategtftt  r  •—  n,  d.  h.  die  Winkelgescli win- 
digkeit nm  die  Kotationsaxe  ist  conatant.  Daa  AicDmomcDt  der  Momentanlcräfte 
in  Bezug  auf  die  Verlicale  des  Panktea  S  ist  conatant,  da  weder  JV,  noch  das 
Gewicht  dasselbe  ändern  kOunen,  d.  h.  es  ist,  wenn  c,  c,  c"  die  Richtung^- 
coainusBe  der  Terticalen  gegen  die  Äxen  der  x',  y,  i'  aind: 

Apc  -f  Bgc'  4-  Crc  =  E\ 
das  Priacip  der  lebendigen  Kraft  gibt 

^  (p'  +  9*)  +  t-V  +  Mv'  —  -  ■ZyMh  C08  %  +  11, 
wenn  v  die  Verticalcompooeute  der  Geechwindigkeit  des  UasHemnittelpunktes  S 
ist.    nie  Constante  H  bestimmt  eich  durch  den  anfUngliuhci)  OeechwindigkeilB- 
zustand  (p,,  g„,  f„,  frj). 
Zugleich  hat  miui 
c  =  Bin  0  sin  9,    c'  ^  ün  9  cos  ip,    c"  =  cob  9, 

dt  +  ™'  *  d{- '      ä  =  — V  »""^  ai  ~  "'"  f  äi  ■ 


p  =  a'ia  ip  Bin  *    ;     +  '^'**  V  jT"  i 
Durch  Einführiing  dieser  GrQsscn  in  die  Integrale  nehmen  diese  die  Formen  au 
A  du"  *■  -^  +  Cn  coi  #  —  i.' , 

awn»#(^)'  +  M  +  JfA*wn'ff)(^)' 2i(AfAcoBÖ-  Cn' +  If . 

indem    v  i~ 


d  (A  COB  »)  . 


In  dem  speciellen  Falle  j)„  =  g„  ~  0  und  folglich  l-r-- 1   —  {■—)  =  0,  d.  h. 

wenn   anfange  bloa  eine  Rotation  um  die  Aie  des  EOrpera  stattfindet,  ia,  Ver- 
bindung mit  einer  blos  horiEOutalen  Trauslationsgeschwindigkeit ,  hat  man 

A  sin«  ff  ^  —  C»  (coaö-„  -  cos  ff), 

A  sin'  ff  (^)*  +{A  +  Jtf/,'  sin'  ff)  {—)'  -  2g Mh  (cos  ff,  -  cos  ff) 
nnd  gelangt  durch  Elimination  von  (-rr)  z»  ^*^^  Gleichung 
(Va'^+MV^'F-  ^)'-  iMgh  (cos  ff„  -  cosffl  -  ~  (5?L*p  ~ J^fif)', 

\  n(/  .4      V  sju  ff  / 

welche   dieaelbe   Behandlung  gestattet,   wie   bei   dem  Problem  §.  8.    Man  lieht 
darana  dieselben  Foigemngen,  wie  dort,  insbesondere: 

Die  Axe  des  Ereiaela  hat  eine  regelmäasig  periodisohe  Nntation 
gegen  die  Verticale  von  constanter  Oscillationsdauer.  Die  Winkel- 
geachwindigkeit   ist  ein   Maximum  fflr  das  Ende   des   Niederj(angei 
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und  ein  Hinimum  für  die  grOigte  Erhebang  der  Aie.  Die  Pr&cession 
der  Knotenlinte  der  Aeqnatorebene  und  der  HoiisontMebene  ist  tin- 
gleichfOrmig,  aber  immer  von  demselben  Sinne,  harmonirend  mit 
der  Botation  um  die  Axe  des  Efirpers;  ihre  Periode  iet  gleich  der 
halben  Natationsperiode. 

Die  Tolative  Bahn  der  Spitze  P  auf  der  in  gleicharmiger  Translation  be- 
griffenen HoriEontalebene  iet  eine  Art  Rosette,  welche  iwischen  twei  concentri- 
«chen  Kreisen  enthalten  iet;  dieselbe  berührt  den  grosseren  Kreis,  steht  mit  ihren 
Spitzen  senkrecbt  auf  dem  kleineren  und  schliesst  sich  nur  in  besonderen  ^llen. 

Vgl.  Aber  vorliegendes  Problem,  welches  auch  als  besonderer  Fall  tob  §.  13 
behandelt  werden  kann,  ausser  der  dort  angefahrten  Schrift  von  Ämthor  noch: 

Finck,  Nole  sur  la  totipie  {Nottodka  Ännales  de  Mtrthem.  T.  9  [1860], 
p.  810— S16). 

Jnllien,  ProbUme  de  m^nigue  rod'oneß«,  T,  II,  p.  188—169. 


V.  Capitel. 

Die  Bewegtmgsgleiohimceii  eines  beliebigen  voränderliolien  Bystenu. 

D'AIembert's  Friuoip.    Doa  GaaBB'aohe  Prinoip  des  Ueinaten  Zwaoges. 

Newton'B  Bsta  Hber  die  Aehnliobkeit  der  Bewegungen. 

§.1.  Es  sei  ein  beliebiges  System  von  n  UasBenpunkten  mj  ^g«ben, 
auf  welches  sowohl  Sitesere  als  innere  ErSft«  einwirken;  dasselbe  sei  frei, 
d.  h.  nicht  an  Bedingtmgen  gebunden,  dass  gewisse  Punkte  auf  gegebenen 
Curven  oder  Flächen  bleiben  sollen  and  dgl.  Sind  X,-,  Ji,  Zi  die  Com- 
ponenten  der  Resultanten  P;  aller  auf  tw;  wirkenden  Kräfte,  parallel  den 
Axen  einee  rechtwinkligen  Coordinatensystems  und  Xi,  yi,  Xt  die  Coor- 
dibaten  von  m,- ,  so  sind 

die  BewegungHgleichuDgeu  desBelben.  Aehnliche  Gleichungen  erhält  man 
für  i  =  1,  2,  3  . . .  n,  d.  h.  fUr  alle  Punkte  des  Systems;  im  Ganzen  'in. 
Die  Grössen  Xi,  Yi,  Zi  sind  Functionen  der  Coordinaten  der  n  Punkte, 
deren  Differentialqaotienten  nach  der  Zeit  t  und  von  t  selbst,  kSnnen  lum 
Theil  constant,  insbesondere  Null  sein  u.  s.  w.  Man  kann  diese  3n  Glei- 
chungen in  eine  einzige  zusammenfassen,  welche  vermdge  der  Willkdrlich- 
keit  gewisser  darin  vorkommender  Grössen  sofort  wieder  in  sie  zerfSlli 
werden  kann,  ihrer  Bedentnng  wegen  aber  von  Wichtigkeit  ist.  Bringen 
wir  nämlich  in  jeder  der  drei  Gleichungen  die  rechten  Seiten  auf  Natl, 
multipUciren  sie  mit  willkOrlichen  unendlich  kleinen  virtuellen  Verschie 
bangen  dX(,  dyi,  SSi  der  Punkte,  addiren  sie  alle  drei  and  Bummiren  hier- 
auf nach  t  durch  das  ganze  System  hindurch,  so  ergibt  eich 
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eine  Gleicbnng,  welche  vennSge  der  Willl[(lrlichkeit  der  Grössen  dx,  8y,  Si 
gleichbedeutend  mit  den  3n  Bewegungsgleichnngen  dee  Sjatema  iat. 

Sowohl  das  STStem   der  KrBfte  *iti  ^n  t   *"■  ;*  i   "•(   .^i  oder,  was 
,  dr  dr  dr 

dasselbe  ist,  der  Kräfte  ntupt,  deren  Componenteu  sie  sind,  als  doa  System 
der  gegebenen  Krüfte  Pi  (X^,  Ti,  Zl)  rermag  dem  Pnnkteystem  die  Be- 
wegung zu  ertheilen,  welche  dasselbe  annimmt  Daher  sind  beide  KrSfte- 
systeme  äquivalent  und  halten  sich  folglich,  wenn  man  eines  von  ihoen, 
z,  B.  das  letzte,  umkehrt,  Gleichgewicht  Nach  dem  Princip  der  vii-tuellen 
Geschwindigkeiten  fttr  ein  freies  System  muss  daher  die  Snmme  der  vir- 
tuellen Arbeiten  aller  Kr&fte 

m-^-X„     m-j^-Yi,      ^i-^-Z, 

für  jede  beliebige  virtuelle  Verschiebung  des  Systems,  d.  h.  für  jede  Wahl 
der  Grössen  dxi,  4y,-,  Set  verschwinden.  Dies  ist  der  Sinn  der  vorstehenden 
Gleichung. 

Die  KrBfte  tttitp,,  welche  den  Systempnnkten  mj  ihre  Bewegung  zu 
ertheilen  vermögen  nnd  zwar  jedem  für  sich  so,  als  ob  er  nicht  mit  den 
übrigen  das  System  bildete,  heissen  bei  manchen  Autoren  EffectivkrBfte 
und  im  umgekehrten  Sinne  genommen,  BeactionskrKfte,  Da  es  für  das 
Gleichgewicht  einerlei  ist,  welches  von  den  beiden  ErSftesyBtemen,  das  der 
m,9,-  oder  das  der  P|,  nmgekehrt  wird,  so  kann  man  den  Inhalt  jener 
Gleichung  auch  so  aussprechen: 

Das  System  der  gegebenen  KrSfte  P«  und  dae  der  Reactions- 
krSfte  —ntitpi  halten  sich  in  jedem  Augenblicke  während  der 
Bewegung  an  dem  Punktsysteme  Gleichgewicht 

Da  die  gegebenen  Kräfte  P;,  welche  auf  das  System  einwirken,  den 
Bewegungsza stand  jeden  Augenblick  abändern,  so  muss,  damit  der  Be- 
wegungszuBtand  Ittr  jeden  Zeitmomont  bestimmt  werden  könne,  derselbe 
für  irgend  eine  Zeit,  z.  B.  für  f  =>  0  gegeben  sein.  Für  diesen  Anfangs- 
sustsod  müssen  die  Geschwindigkeiten  aller  Systempankte  nach  Grösse, 
Richtung  und  Sinn  bekannt  oder  wenigstens  solche  Bedingungen  gegeben 
sein,  mit  Hülfe  deren  sie  sich  ermitteln  lassen,  üebrigens  kann  dieser 
Anfangazustand  auch  der  Zustand  der  Buhe  des  Systems  sein.  An  Stelle 
der  Anfangsgeschwindigkeiten  kann  man  anch  ein  System  von  Homentan- 
kräften  Ei  geben,  welche  fähig  sind,  dieselben  zu  erzeugen.  Dies  System 
ist  alsdann  dem  System  der  UomentankrSfte  mj  Vi  fllr  die  Zeit  t  •=  0 
ebenso  äquivalent,  wie  das  System  der  Kräfte  Pi  es  in  Bezug  snf  M,  tpi  ist. 
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Sind  St,  Hi,  Zi  die  Componenten  von  Ki,  so  fuhren  dieselben  Schlösse, 
wie  oben,  za  der  Gleichung 

welche  Termßge  dar  Willkarllchkeit  der  Orössen  ÜXi,  igi,  6ti  in  3»  Glei- 
chungen zerfallt  werden  kann.  . 

§.  2.  Wir  wollen  die  Hanptgleichung  des  §.  1  in  die  Form  bringen: 

:s«i, (^ «Xi+^Sy,  +  ~~ *.,)  - E (x,Sn  +  r,aji,  +  z,««,). 

Sie  drückt  ans,  dass  die  virtuelle  Arbeit  der  ErSfte  mi^pi  der  virtneUen 
Arbeit  der  Kräfte  P,-  gleich  ist  für  jede  beliebige  Yerachiebnngsart  des 
Systems.  Sind  nun  Xj,  Y,,  Zi  die  partiellen  DiSerentialquotienten  einer 
Function  U  der  Coordinaten  der  Systempnokte  nach  x,-,  ^,-,  zt  genonunen, 
nämlich 

so  wird  die  virtuelle  Arbeit  der  KrSfte  P(  rechter  Hand: 

S(XiSxi-\-  YiSyi+  ZiSe^  =  zl^ Sxi+^^ Syi+  ^^i')  =  SV 
und  nimmt  jene  Gleichung  die  Form  an: 

Die  FuDCtJOD  U,  deren  Natur  in  den  einfachsten  Fällen  bereits  S.  1V3  er- 
örtert wurde  und  welche  den  Namen  „Kr&ftefnnction"  fahrt,  kann  in  folgen- 
den FHUen  leicht  gebildet  werden; 

1.  Wenn  auf  die  Sjstempuiikte  Kräfte  Pi  von  conitonien  Richtungen  {aißtri) 
und  Intenüt&ten  wirken.    Denn  fSr  eine  lolche  iat 

Xi  =  Fi  coa  «f,      Tt  —  Fi  eoB  fii,     Zi  —  Fi  =  cos  y(, 
Xi  dxi  +Yi9yi-\-Zi  9zi  —  Fi  (coB  o{  ■  *«, -|-  cm  p*  ■  »y;  +  coi yi -  3«, ) 
timd  ■  Pi(Xi  coa  (r,-  -.j-  ^i  CDS  ßi  •(-  n  coa  y; ), 

17  —  TP,  (ari  cos  Oi -f  y,  COB  P(  +  ft  COB  yi  )=- -^  (-^f «  + Bi  y.-i- Ci  «f ) . 
wo  ^< ,  Bi ,  C(  von  t  onabhängig  sind ,  abef  mit  i  varüren  kSnnen. 

S.  Wenn  Kräfte  Fi  wirken,  deren  Richtung  aenkrecbt  su  feateu  Ebmen 
X  COB  «i  -i-  y  COB  ßi  -\-  i  COB  yi  —  p  •-  0  nnd  deren  Intensitäten  FanctioaeD  fi[fi) 
von  dem  Abataude 

((  ™  —  (xi  COB  ai  +  y(  COB  ft  -f  a  cos  yi  —  j») 
der  Syatempunkte  Ton  diesen  Ebenen  sind.    Denn  dann  ist 

Ä'.  —  /■'{«')  COBaf,     Yi  —  fi(Qi)  ooa  ß< ,     2f  — A(v.)c08  y, ; 

x^aa-f  +  r(*yi+  üiSti  —  fiiQi)  [coBm-axi  +  t>wßi-8ffi  +  co»riS*i] 
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mithin 

n=£f~f,iQi)d9i. 

3.  Wenn  die  Kräfte  Pi  AUractionen  nach  festen  Ceotren  Ci  (w,  hi,  a)  and 
ihre   Inteuait&ten    Functionen   der  Entfernung  n  von   dieseu  sind.     Dann  wird 

nämlich 

XiSxi+  Yiayi+Zidz, —  Pi[~—axi+  ^-'^'yt +-'-'-'"  *"1 

U  =  zf-  Pidn. 

4.  Wenn  die  Kräfte  Pi  gegenseitige  Anziehungen  der  Syetempnokte  anter 
einander  sind.  Beteichuen  wir  nämlich  die  Ifitenaität  der  Eraft,  mit  welcher  «ich 
die  Maasen  mi  and  tnt  anziehen,    dnrch  Pn,   so  »ind  die  Componeuten  der  an 

Uli  anereifenden  Kraft  —  Pik  ^r--.     —  R*  ^-^>    -^  ^f*  "ö — >    "der  wenn    mau 

"  dxi'  oyi'  ati 

T—  P.idrjt  —  Ät  eeirt:   :~-^,    -5— ^,    -5-^-    Die   Componenten   der  an  ni, 
•j  oxi        oyi        0 «( 

angreifenden  Kiafl  sind  dann  ebenso  >, —  ,   -^ —  ,   -^ —  -    Nun   wirken  -  aaf  m, 

°  oxk  '    dyk       cek  ' 

.  Kräfte  in  den  Richtnngen  nach  allen  Qbrigen  Fankt«n  m,,  m,,  .  .  .  m.,   daher 
sind  die  Componenten  der  ganzen  an  m,  wirkenden  Eraft: 


8  (S,,  +  -B,.  +  • 

■  ■  Bi.) 

8», 

, 

8(J!.,+i(,.  +  . 

a.) 

8», 

« («,.  +  »,.  +  ■ 

■^ifi,) 

Z^  ■ 

F3r  den  Punkt  ffi,  erhält  man  ebenso  X,,  Y,,  Z,,  indem  man  die  eingeklam- 
merte Summe  dnrch  7f,,  -\-  S,,  +  - '  -  +  -^in  ersetzt  u.  s.  f.  Die  OrSsBen  B 
bftngen  nur  von  den  Coordiuaten  der  beiden  Fankte  ab,  deren  Indices  ihnen  an- 
gehängt sind ;  es  sind  daher  die  Differentialqnotienten  derselben  nach  Coordinaten 
mit  anderen  Indices  Nnll.  Daher  kann  man  der  Summe  Ü,,  ~\-  M,^  '■-  +  ^t" 
die  Summe  aller  flbrigen  K  zufügen  nnd  erhält  die  Kräftefanction 
[r»Ä„  +  Ä„  +  -.-  +  Äi,  +  Ä„  +  ii„+-.-  +  fl,»  +  -.-  +  B,-i,,-ZÄii, 

BOdMS 

y      dir     ^     du      ^     du 

S:i  -»  = — ,      Yi  •-  ■= — ,      Zi  —  -3 — , 

axi  dyi  Sti ' 

Xi  9xi  +  Yi  Syi  +  Zi  9*i  —  SU. 
6.  Wenn  anf  Punkte  des  Systems  theils  Kräfte  der  anter  1-,  theils  aolche, 
welche  nnter  2.,  3.  oder  1.  anfgefQhrt  sind,  wirken.  Die  KrUtefonction  ist  dann 
die  Summe  TOn  Gliedern,  welche  von  den  den  einzelnen  Krftftegrnppen  ent- 
sprechenden Kräftefunctionen  gebildet  werden.  Die  Attroctjonagesetze ,  welche 
hierbei  m  Gninde  gelegt  werden  kOnnen,  sind  willkürlich,  können  anch  von  Pnnkt 
za  Ppnkt  venobieden  sein,  sowobl  nach  der  Kraftintensitilt  als  auch  nach  dem 
Sinne  der  Kraft,  als  auch  nach  der  StUrke  der  Änziehnog  in  der  Einheit  der  Ent- 
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fernnng.    Aucb  iet  es  nicht  nOthig,  anzunelimeD,  dau  jedes  Centrnm  alle  Haaaen 
anüeht. 

S-  3.  Sollen  an  die  Stelle  der  SnCoordinaten  ^,  y, ,  'i!  ^i  Vn  't>  ■  ■  ■  '^"t 
yn,  fn  nene  Coordinaten  9, ,  fti  ■  •  -  S>*  i"  "^'^  BevegaagBgleiqhiingen  oder  in  die 
HanptgleichuDg  des  §.  1  eingefäbrt  werden,  eo  gestaltet  sich  die  Amfühning  dieser 
Operation  folgendennaasen.    Man  multiplicire  die  3n  Oleichaogen 


l~Yi,      m.- 


£m 


resp.  mit  -^ — ,  :t^,   -5 — ,  addire  sie  nnd  samraire  nach  1.    Kan  erldlt  dann: 
03.      dqi      oq, 

1  \d('    dq,    '    dt'    Sq.         iC    9g./    ,  =  i\      09.  3j.    '        ög./ 

Indem  man  mm  dem  Index  >  die  Weithe  1,  3,  ...  3«  beile^,  ech&lt  man  3n 
Üleichnngen  dieser  Art  und  indem  man  sie  mit  den  willkOrlicben  Variationen 
'9ii  'Sti  ■  ■  ■  ^93*  ^B'  nenen  VariaVelen  mulljplicirt  nnd  addirt,  weiter: 


■ff(^'lt  +  ^'fe  +  0'"- 


Indem  man  die  Ordnung  der  beiden  Summatiouen  ntnkebrt,  erb&lt  man 

Die  Vergleichnug  dieser  Oleicbnsg  mit  der  früheren 

ceigt,  dass  an  die  Stelle  der  Tartationen  Sxt,  8yi ,  in  blos  die  Ansdrflcke 

dxi  ,       ,   dxi  ,       ,  ,    dxi    , 


^»3,+ff'«.  +  - 


treten.  Existirt  eine  EAftefuuction  U,  so  nimmt  die  recbte  Seite  der  QleichDog 
die  Form  an: 

,  i\      33.  oq^  «'««/ 

,  j  \_3a!j   3j.    '    dyi   dq,    '    öe;   dqi  /  ,    dq.     ^ 

Die  neuen  Coordinaten  q  sind  von  eiosiider  iiDal)hängig,  wie  die  Coordinilen 
X,  y,  e  nnd  zerfallt  die  obige  Oleichaog  in  &n  Qleicbangen,  indem  man  die  CoefB- 
cienten  der  9, ,  g, ,  .  .  .  9s,  der  Reihe  nach  gleich  Nnll  setct. 
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§.  4.  Wir  nehmen  jetzt  an,  das  System  der  M&Bsenpankte  ms  sei 
nicht  mehr  firei,  eondem  Bedingungen  anteiworfen  and  stellen  die  Diffe- 
rentialgleicbnngen  der  Bewegung  für  dasselbe  anf.  Wir  beschränken  uns 
hierbei  aber  ausdracklicb  auf  solche  Bedingungen,  deren  Einfluss  dorch 
KrBfte  Ton  bestimmter  Intensität  und  Richtung  vertreten  werden  kann  und 
welche  analytisch  durch  Bedingnngsgleichungen  zwischen  den  Coordinaton 
der  Paukte,  welche  ihnen  genUgen  sollen,  darstellbar  sind.  Von  Bedingungen, 
welche  durch  Ungleichungen  ausgedrückt  werden,  seheu  wir  ab.  Ersetzen 
wir  die  Bedingungen  durch  Kräfte,  so  kann  das  System  als  ein  freies  an- 
gesehen werden.  Es  seien  S^'^  die  Resultanten  aller  BedingimgskrSfte,  welche 
an  den  Punkten  fNi  angreifen,  S^'*,  &'■''>,  S^J^  ihre  Componenten;  indem  wir 
diese  den  Componenten  X{,  Tf,  Zi  der  ftnsseren  und  inneren  Kräfte  hinzu- 
fügen, erhalten  wir  gemäss  §.  1  als  Bewegnngsgleichungen : 

.    »-S'  =  *  +  e    »,S^-K  +  ^,    ^^-z,  +  e 

woi-m  die  Grössen  S^',  S^''',  5^"  aber  noch  za  bestimmen  sind.  Indem  wir 
ähnlich,  wie  §.  1  verfahren  und  die  Bewegungsgleichungen  mit  den  Com- 
ponenten ÖXi,  dj/i,  Sxi  willkürlicher  virtueller  Verschiebungen  mnltipliciren, 
üie  addiren  und  hierauf  nach  dorn  Index  i  Summiren,  ergibt  sieb  die  eine 
Gleichung 

.{(».,  ^■-x,),,  +  (»,$_r,),„+(^$-z,)..,) 

welche  aber  wegen  der  Willkür  lieh  keit  der  Sxi,  dyi,  dZi  wiederum  in  die 
ui'SprQngliohen  3k  Gleichun^n  zerföllt  werden  kann. 

Denkt  man  sich  die  Glieder  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung 
mit  entgegengesetzten  Zeichen  den  Gliedern  rechter  Hand  zugefügt,  so 
drtlckt  dieselbe  den  Satz  aus: 

Die   gegebenen    Kräfte  P«,   die  ReactionskrBfte   — mitpi   und 

die    Bedingungskräfte   iS''*)    halten   sich  während  der   Bewegung 

jeden  Augenblick  Gleichgewicht  an  dem  System  der  Punkte  Wf, 

wie  an  einem  freien  System  von  einander  unabhängiger  Punkte. 

Es  seien  (Fig.  139)  f,  und  S^}  die  Resultanten 

4-— — TV  der    gegebenen   und    die    der    Bedingungskräfte 

^/     \  /      \  *"*   Massenpnnkte   »tj.      Die   Resultante    von   Pf 

-m0i         '"f.         /'"'t     und  ^'*   ist    die  Effectivkrafl   rrnqu.    Bringen   wir 

\x  sie   und   die   ihr    entgegengesetzte   Reactionskraft 

Fiff  isf. '  ~»i,gi,  an,  wodurch  die  Wirkung  von  Pj  und  S<'T 

nicht  alterirt  wird  und  bilden   die  Resultante  Qi 

von  P,  und  —  »1(9),,  so  folgt  —  [miyj  +  [PJ  +  [S(*>J  =  [ft]  +  [filO]  ^  0, 
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d.  h.  dass  Qi  entgegengesetzt  gleich  ^''  iet.  Weiter  folgt,  dafs  Pf  in  die 
beiiJen  Componenten  tHiipi  und  Qi  zerfKllt.  Da  von  diesen  die  Kr^  »*,<pi 
die  Bewegung  des  Punktes  »i|  für  sich  bestiount,  so  nennt  D'Alembert 
die  Componente  Qi  von  Fi,  weil  sie  nichts  zor  Bewegung  beitrSgt,  viel- 
mehi-  der  Bediugungskr&ft  S^'^  Gleichgewicht  za  halten  hat,  eine  verlorene 
Kraft.  Da  dieselbe  Betrachtung  fdr  alle  Punkte  gilt,  so  kann  der  Inhalt 
des  vorstehenden  Satzes  auch  so  ausgesprochen  werden: 

WHhrend  der  Bewegung  des  Systems  halten  jeden  Augen- 
blick die  verlorenen  ErBfte  den  Bedingungskrfiften  (Spannungen, 
Preasungen)  Oleichgewicht. 

Sind  daher  dg,-  und  dui  die  Projectionen  der  virtaellen  Verschiebung 
dsi  des  Punktes  nt;  auf  Q/  und  i^'^ ,  so  ist  unter  Anwendung  des  Princips 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  £  (Qidqi -i- S^^dOi)  =  0. 

Bestituirt  man  die  Bedingnngen  selbst  für  die  Kräfte  S^'^,  so  wird 
2;.9»d<i,  =•  0,  ako  ZQidqi  -=  0,  d.  h.; 

Wfihreud  der  Bewegung  des  Systems  halten  jeden  Augen- 
blick mit  Rücksicht  auf  die  Bedingungen,  denen  das  System 
unterworfen  ist,  die  verlorenen  KrSfte  sich  Gleichgewicht  und 
ist  mithin  die  virtuelle  Arbeit  derselben  fUr  jede  mit  der  Natur 
des  Systems  vereinbare  Verschiebung  Null. 

Dieser  Satz  fUhrt  den  Namen  des  D'Alembeit'scben  Pnncips,  weil 
er  von  diesem  Mathematiker  zuerst  aufgestellt,  in  einem  Memoire  1743 
der  Pariser  Academie  vorgelegt  und  in  seinem  Trail6  dt  mecanique  (11"^ 
paiiie,  Chap.  I)  1743  vollstilndig  begründet  wurde.  Mit  Hülfe  der  obigen 
Gleichung  wird  er  durch  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkdten  ana- 
lytisch eingekleidet  und  dient  dazu,  die  Probleme  der  Bewegung  der  Systeme 
auf  Probleme  des  Gleichgewichts  zurückzuführen. 

Durch  Einführung  der  BedingungskrKfte  5''^  machten  wir  das  System 
zu  einem  freien  und  waren  in  Folge  dessen  die  Variationen  äi(,  dy,-,  izi 
vollkommen  willkürlich.  £s  genUg;t  aber  zum  Gleichgewichte  von  Krl^n 
an  einem  Bedingungen  unterworfenen  System,  dass  nur  solche  Variationen 
eingeführt  werden,  welche  mit  den  Bedingungen  vertiAglich  und.  Für  solche 
ist  aber  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  der  Bedingungskr&ft«  £*'' ,  ntm- 
lich  ^{SyiÄa;,  +  5<^"ay,  +  «<,*)««,)  — 0.  Sind  also  X  =  0,  Jf  =  0. 
^^0,  ...  die  dem  System  vorgeschriebenen  Bedingungsgleichungen,  so 
kann  die  obige  Gleichung  zweckmässig  durch  das  Gleichnngssyatem 

-  {(-  S'  -  *)  >" + (•».  &'  -  ^■) '- + (-  &  -  ^h\-'- 


)8J,  .      ,    8i  , 
a„  ■"•■+, -.7. '»'- 
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^dx,  '    di/i 


ersetzt  werden. 

Es  bleiben  min  noch  die  Grössen  .S^l,  S*'',  S^''^  zu  beatimmen,  um  die 
Differentialgleichungen  der  Bewegung  der  einzelneu  Sjetempunkte  voll- 
st&ndig  zu  geben.  Hierzu  bedienen  wir  uns  der  Euler'schen  Methode  der 
Moltiplicatoren,  die  wir  bereite  Th.  III,  Cap.  IX,  §.  8  (S.186)  bei  der  Aufstellung 
der  Bedingnngen  des  Gleichgewichts  anwandten.  Von  den  3n  Variationen 
SXi,  iyi,  6zi  sind  n&mlioh  nnr  3»  —  x  von  einander  unabhängig,  wenn  x 
die  Anzahl  der  Bedingungegleichnngen  ist,  indem  durch  die  zweite,  dritte, 
. . .  xte  der  Oleicbungea  des  vorstehenden  Gleichungsajstems  x  Variationen 
durch  die  Übrigen  ausgedrückt  und  aus  der  ersten  Gleichung  eliminirt 
werden  können.  Multiplicirt  man  daher  behufs  dieser  Elimination  die 
zweite,  dritte,  . . .  Gleicbnng  resp.  mit  den  noch  unbestimmten  Uultiplica- 
toren  X,  (i,  v,  . . .,  deren  Anzahl  x  ist  und  addirt  sie  zur  ersten  Gleichung, 
so  können  l,  p,,  v,  . . ,  so  bestimmt  werden,  dass  die  Coeffioienten  von  x 
Variationen  Null  durch  diese  hierdurch  eliminirt  werden.  Da  die  (ihrigen 
Variationen  alsdann  von  einander  unabhftugig  und  vollkommen  willkürlich 
sind,  80  erfordert  dae  Beateben  der  gewonnenen  Gleichung,  dasa  auch  ihre 
Coef&cienten  verschwinden.  Demnach  sind  in  jener  Gleichung  alle  CooHi- 
cienten  der  Variationen  gleich  Null  zu  setzen.  Die  Ausführung  dieser  Rech- 
nung ergibt  unmittelbar  die  3n  Gleichungen  der  Bewegung,  nämlich: 
^x,        „    ,      8i    ,       dM,       dN  , 

«..§  =  r,  +  ,^^  +  ,^^  +  .^^+....    .  =  i.2,v  — 

■     dt'  dyi       '^dyi    '       dyi    ' 

^"       „    ,,Ö£,       dM,       dN, 
dr  oxi  ezi  8Xi 

Sie  wurden  zuerst  von  Lagrange  gegeben. 

Vergleicht  man  sie  mit  den  obigen  Bewegungsgleicbungen,  nSmlich 

-S— ■  +  e   »,t=--+S".   »■S-'^.  +  e 

Bo  erhslt  man  als  Componenten  der  BedingungekrSfte  S'^ : 


Im 
+  ■ 


^'.ooglc 
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Die  Bedeutung  der  einzelnen  Glieder  dieser  Ausdrücke,  sowie  die  der  Multi- 
plicatoren  ü,  ft,  v,  ...  ist  dieselbe,  wie  sie  S.  186  angegeben  wurde.  Dm 
die  Multiplicatoren  wirklich  darzustellen,  muss  man  die  fiedingnogsglei- 
chungen  i  =  0,  .3f  =  0,  W  =  0,  ...  zweimal  differentiiren,  indem  man 
Xi,  yi,  Zi  als  Functionen  von  i  behandelt  und  sodann  in  die  zweiten  DifTe- 

„     rf*»<     ^Ji 

dl^  '    dt*  '  'd^  ' 


-  die  Ausdrücke 


nti  \       '      dxi  /      tui  \  dyi  /       ♦»,■  \  oZi  J 

einsetzen.    Dies  liefert  x  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  ü,  fi,  v,  . . . 

Zur  Bestimmung  der  Bewegung  des  Systems  ist  die  Keiuitniss  des 
AnfongBznstandes  erforderlich.  Sind  Si,  Hi,  Z,-  die  anAngliohen  Momentas- 
krSfte,  welche  auf  tn,-  stossend  wirken,  so  hat  man: 


8», 

aus  welchen    man  ftlr  die   anfänglichen  MomenlAnlirSfle    mit   Hälfe    eines 
MnltiplicatorensystemB  i^,  f^,  v,,  ...  findet: 
dt,       _    ,    ,   8i    ,       83f   ,       es  , 

"■  -sr  -  *  +  '■  si,  + ''  8".;  + "'  r^.;  +  ■  •  •  • 

(ijli       „    I   ,   8i    ,        8»  ,       dir  ,  i  — 1,2, 3,  ...n, 

"'liT-*  +  ''8S  +  .'^8^,+"8,^  +  ---'  ,Uo. 

Um    <li,  fhi  Vii  •  ■  •    zu    bestimmen,    hat    man    in    die    ersten    Differeutial 
gleichungea  von  i  =  0,  Jlf  ■=  0,  J?"^  0,  ...  die  Ausdrucke 

i.(s+,,|^+..,),  i_(„,+>.?.^+...),  J_(z,+,J^-+...) 

einzuführen. 

Setzt  man  in   deu   Gleichungen   der  Bewegung  die  BeEchleanigiin^- 

iPx,     d'Vi     d*  0i 
componenten  -  -f ,   --7-j ,  —^  gleich  Null,  so  erhalt  man  die  Bedingungen 

des  Gleichgewichts,  wie  sie  S,  187  angegeben  sind. 
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VermCge  der  Beding ungsgleichiingen,  deren  Anzahl  x  ist,  bSngen  die 
Coordinaten  der  t  Sjetempankte  von  einander  ab  nud  ist  daher  die  Be- 
wegung aller  bekannt,  wenn  es  die  einer  gewiesen  Anzahl  iat.  Daher  Bind 
von  den  3n  obigen  Bewegungsgleiehungen  nicht  alle  von  einander  unab- 
fatlngig.  Dies  sind  die  3n  —  x  nach  der  Elimination  von  x  Variationen 
übrig  bleibenden  Grleichungen.  Sie  bestimmen  zusammen  mit  den  x  Be- 
dingung sgleichungen  wieder  3n  Gleichungen  iUr  die  n  Punkte.  Ist  das 
System  z.  B.  unveränderlich  nnd  ^ei,  so  sind  die  BedingnogsgleichuDgen 
die,  welche  die  oonstante  Entfernung  der  Systempunkte  von  einander  aus- 
drücken  und  von  der  Form 

L  =  (xi  —  Xkf  +  (s,-  —  y*)*  +  («(  —  et)*  -  c  =  0. 
Ihre  Anzahl  ist  x  ^  3r  —  €,  indem  für  drei  Punkte  drei,  ftlr  jeden  der 
n  —  3  abiigen  drei  weitere  Bedingungen  erforderlich  sind.  Daher  ist  die 
Anzahl  der  von  einander  onabhängigen  Bewegungegleichungen  des  &eien 
unveränderlichen  Systems  3n  —  (3n  —  6)  ■=  6.  Dieselben  ergeben  sich, 
wie  wir  bald  zeigen  werden,  durch  Elimination  von  5*'^,  £^'\  S''^  sehr  ein- 
fach wieder. 

Da  die  3n  —  x  Differentialgleichungen  der  Bewegung  von  der  zweiten 
Ordnung  sind,  so  führen  sie  2  (3»  —  x)  ^  6n  —  2x  Const&nten  durch  die 
Integration  ein.  Dieselben  bestimmen  sich  durch  die  Anfangs werthe  der 
Coordinaten  und  der  Geschwindigkeiten,  deren  Zahl  6n  ist,  zwischen  denen 

aber  2x  Bedingungen  i  =  0,  Jlf  -=  0,  . .  .,  -  =  0,  -—  =  0,  ...  be- 
stehen, sodass  zu  ihrer  Bestimmung  die  nöthige  Anzahl  6»  —  2x  Glei- 
chungen vorhanden  ist. 

§.  5.  Ana  dem  D'Alembeit'schen  Princip  kann  ein  anderes  Princip  ge- 
folgert werden,  welches  von  Gauss  aufgestellt  nnd  von  ihm  das  Princip  des 
kleinsten  Zwanges  genannt  wurde.  Den  statischen  Theil  desselben  lernten 
wit  bereits  S.  ST9  kennen. 

Es  sei  (Fig.  139)  A  der  Ort  des  Masseapunktea  mt  zur  Zeit  t,  B  der  Ort,  an 
welchen  er  tat  Zeit  t  -i-  dt  gelangen  würde,  wenn  die  Kraft  Pi  auf  ihn  als  einen 
freien  Punkt  wirken  würde,  d,  h.  wenn  die  Bedingungen,  denen 
tni  als  Systempankt  genügen  musa,  nicht  vorbanden  wären.  Nach 
B  würde  er  vermOge  der  in  A  zur  Zeit  t  erlangten  Geschwindigkeit 
und  der  Beichlenuigung,  die  ihm  Pi  ertheilt,  gelangen.  Es  sei  femer 
C  der  Ort,  an  welchen  Mi  am  Ende  der  Zeit  t  -\-  dt  vennOge  seiner 
Geschwindigkeit  und  der  Wirkung  der  Kraft  tm  ipi  oder,  was  das- 
«elbe  ist,  vermOge  der  Kraft  Pi  und  der  Bedingungen,  welche  ihm  seine  Vet^ 
binduDg  mit  dem  System  auferlegen,  wirklich  gelangt  Die  Kraft  I'i  lerfäUt  nnn 
in  die  Kraft  mnpi  nnd  die  verlorene  Kraft  Qi,  welche  ihn,  ohne  daas  er  weiter 
Geschwindigkeit  besäiae,  von  A  nach  D  um  die  Strecke  AD  —  CB  im  Zeit- 
etemente    d  t    fortführen    würde.     Nach    B.   I ,    S.   323    hat    man ,    indem    man 

?i  —  -^,  »  —  -dZ)  setzt,  AD  =  i  -^  ■  dt*  und  folglich  Qi  =  2mi  ■ -j^ ,   also 

DigiLizedbyCoOJ^Ic 


^^' 


Qi  (AC  .  coatj  +  Cr  .  coa»)  =.  ~  CB  .  AC .  co»y,  +  ^  CB  .Cy  .cos» 


502  Gaosi'  Frincip  dee  kleiiuten  Zirangea.        IV.Th.,  Cap.V,  §.  5. 

der  Strecke  CD  proportional.  Noch  dem  D'Alembert'Khen  Princip  halten 
nun  die  verlorenen  KrBite  Qi  am  System  Gleichgewicht  nnd  üt  also  die  Summe 
ihrer  virtaellen  Arbeiten  fQr  jede  mit  den  Bedingongen  des  Sjatemi  vereinbrnre 
virtnelle  Bewegung  Nail  oder  negativ.  Eb  sei  nao  y  der  Ort,  an  welchen  mi  ver- 
mSge  irgend  einer  solchen  Tirtuellen  Bewegung  gelangen  würde,  sodaN  Ay  seine 
viitaelle  Verscbiebmig  darstellt  Da  [Ay]  —  ^AC]  -f  [Cy]  ist,  so  wird  die  Pro- 
jection  von  Ay  aaf  die  Kichtang  der  Kraft  Q,  uAmlich  anf  die  Bichtong  von  A  D 
gleich  der  Snmme  der  Projectionen  von  AC  nnd  Oy  anf  AD  nnd  wenn  die  Winkel 
DAG  nnd  BCy  mit  ij  und  *  bezeichnet  werden  dnrch  AC .  cos  ij  +  Cj  .  coaff 
anagedrfickt.    Demnach  stellt 

_ _1^, 

<jt> 

die  virtnelle  Arbeit  von  Q,  dar  nnd  mnss  also  nach  dem  Frincip  der  virtaellcn 
G  esch  windigkei  ten 

2:Zmi-CB-AC-coaii+  Z2m,- CB  ■  (7y  ■  cosff  ^  0 
sein.    Da  die  wirkliche  Verschiebang  AG  &ber  anch  ea  den  möglichen  Verachic- 
bungen  gehOrt,  so  ist  £imi  ■  GB  ■  AC  ■  cos  ij  <'  0  nnd  bleibt  mithin 

rsnt;  ■  CB  ■  Cy  -  cos  «■<;  0. 
Nun  ist  yW=  ÜB*  +  Cp  —  i  ■  CB  ■  Cy  ■  cos#  nnd  folglich 

£nti  ■  ^B*  —  £ttu  ■  CB'  =  Zmt  •  Cy"  —  2£mi  ■  CB  •  cos y  cos». 
Da  die  rechte  Seite  dieser  Gleicbang  in  Folge  der  eben  entwickelten  Bedingimg 
unter  allen  Umständen  positiv  bt,  so  folgt,  dass  fQr  jede  beliebige  virtuelle  Be- 
wegung    

£mi  -  CB'  <  Zmi  ■  yJS' 

ist.  Die  Linie  CB  stellt  die  Abweichung  des  Ortes  G,  welchen  mt  znr  Zeit  t  +  dt 
wirklich  einnimmt,  von  dem  Orte  B,  welchen  er  in  Folge  der  freien  Bew^ong 
einnehmen  würde,  dar.  Ebenso  ist  yB  die  Abweichung  der  Lage  desselben 
Pnnktes  von  dem  Orte  der  freien  Bewegung,  welche  er  bei  irgend  einer  beliebigen 
anderen  mit  den  Bedingungen  des  Systems  vereinbaren  Bewegung,  als  der  wirt- 
lich erfolgenden,  einnehmen  wOrde.  Daher  ist  die  Summe  der  Produkte 
aus  den  Massen  der  Sjstempunkte  in  die  Quadrate  ihrer  Abwai- 
chnngen  von  der  freien  Bewegung  fflr  die  wirklich  erfolgende  Be- 
wegung unter  den  ähnlich  gebildeten  Summen  aller  anderen  mit  den 
Bedingungen  des  Systems  vereinbacen  Bewegungen  ein  Minimum. 

Die  Bewegung  des  Punktes  nti  als  eine«  Systempnnktes  ist  eine  geiwiiogene; 
der  Zwang  rOhrt  von  seiner  Verbindung  mit  dem  System  her.  Betracbt«t  nuui 
Zm  ■  OB*  als  das  Maass  dieses  Zwanges,  so  kann  der  vorstehende  Sati,  den 
man  nach  seinem  Entdecker  das  Gauss'sche  Princip  Tom  kleinsten  Zwange 
nennt,  auch  so  ausgesprochen  werden:  Die  Bewegung  der  Punkte  eines 
irgend  welchen  Bedingungen  unterworfenen  Systems  erfolgt  in  jedem 
Augenblick  in  möglichster  Uebereinstimmung  mit  der  freien  Be- 
wegung oder  nutet  möglichst  kleinem  Zwange,  wenn  unter  dem 
Maasse  des  Zwanges,  den  das  ganae  System  in  jedem  Zeitelemente 
erleidet,  die  Summe  der  Produkte  aus  dem  Quadrate  der  Ablenkung 
jedes  Punktes  von  dem  Orte  seiner  freien  Bewegung  in  seine  Hasss 
verstanden  wird. 
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Vgl.  Gbdib,  [Jeber  ein  neaee  allgemeines  Gnindgesetz  der  Mechanik  (Crelle'i 
Jouro.  Bd.  IV,  S.  S32  [1629]};  ScbefFler,  üeber  das  Ganga'eche  Orandgeeets 
der  Mechanik  (SohlOmilch's  Zeitschrift  für  Matbem.  und  Fhyiik.  III.  Jab^. 
|18BS]  S.  197). 

Für  den  Fall  äea  Gleichgewichtes  der  Erilft«  Pt  an  dem  System  fallen  diu 
verlorenen  Kr&fte  Qi  mit  den  Eraften  P.  zusammen,  also  die  Pnnkte  D  mit  B, 
Ü  mit  J.  nnd  wird  Zmi  -  AB'  ein  Minimnm  (vgl.  S.  278). 

Man  kann  die  Arbeit  bestimmen,  welche  die  Ablenkung  des  Sjstempunktes 
von  der  freien  Bewegnog  erfordert.    Sie  ist 

Sgi  -  CS  —  —  r^,  -  BC  —  —  Ji  Ztrn  ■  BC 

und  mitbin  dem  Zwange  proportional.  —  GaoBS  dentet  in  Beiaer  Abbuidlnng 
□och  auf  die  Analogie  des  Satzes  mit  der  Methode  der  kleinsten  Qnadiat«  hin ; 
MObius  bat,  wohl  hierdurch  veranlasst,  denselben  da«  Princip  der  kleinsten 
Qnadrate  genannt. 

Indem  man  die  Eraft  Qs  parallel  den  Bichtongen  Cy  and  yB  in  die  Com- 
pooenten  Q'^  nnd  Q'f  serlegt  nnd  bedenkt,  daes  diese  Kräfte  den  Fnnkt  m;  nm 

-  dt'  fortfahren  würden,  kann  man 

wegen   CB'  > 

chnng  des  Princips  anch  unter  der  Form 

SQiCB<SQirB 
darstellen.    Das  Princip  erscheint  dann  nnter  der  Gestalt  eines  Princips  dor 
kleinsten  verlorenen  Arbeit.    Vgl.  Rachmaninoff,  das  Princip  der  klein- 
sten Arbeit   der   verlorenen   Erilfte   als   ein    allgemeines  Princip   der  Mechanik 
(Schlömilch's  Zeitechr.  für  Mathem.  n.  Physik  B.  24,  S.  206— S30  [1880]). 

§.  6.  Zwei  Mttssenpnnkte  m,  »n  bewegen  sich  frei  mit  gegebenen 
Anfangsgeschwindigkeiten,  indem  sie  allein  ihrer  gegenseitigen 
Anziehung  oder  AbstoBsang  anterworfen  sindj  welches  ist  die  Natar 
ihrer  Bewegung? 

1.    Ist  P  die  Eraftinteneität,  mit  welcher  sie  sich   im  AbKtande  r  anziehen 

oder  abstossen,   so  greifen  an   tn   und  m    rcsp.  die  Eräfte    X^^F    ■■■-    , 

r  =  ip  p  ^.^z^ ,    z-^p  '-~---  i  X'  —  -  X,  1" y,  // z  »n. 

Die  Gleichtagen  der  Bewegung  sind  daher: 

«'"'-X  m'^'-Y  ,''"'_Z 


Sie  geben  paarweise  addirt  w  -^  -|-  wi'  ^rj-  =0    u.   s.  w.,    niithiu    durch    Inte- 
gration : 

Demnach  bleiben  die  Componentensummefi  der  Moment ankräfle  wUirend  der  Be- 
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wegung  coDBtant.  Setzt  man  dalLer  in  irgend  einem  PonVte,  e.  B.  im  Coordinaten- 
ursproDg,  die  Momentauki^fl«  zDaammen,  bo  bleibt  die  ReBDltante  der 
Momeutnakräfte  nach  QrOese  nnd  Riebtang  fortwährend  constaal. 
Ihre  Intengitat  ist  (a'  +  P'  +  r*)'  and  ihre  BichtungacownuaBe  dnd  <t,  jS,  7  pro- 
portional. Diea  leuchtet  ein,  wenn  man  bedenkt,  das«  die  continuirlichen  KräfW, 
welche  diese  Kesultante  abändern  konnten,  n&mlich  die  Anziehungen  oder  Ab- 
atoBSUDgen  der  Punkte,  entgegengesetzt  gleich  sind.  Da  für  die  Coordinaten  x,. 
1/j,  z,  dsB  Hassenmittelpunktes  (m-j-m')»,  =— fflx-|- tnVj  (m4- >n')y, o'my4'*"V; 
(m  +  m)  /,  =  m*  +  mV  ist,  bo  geben  die  vorstehenden  Gleichungen: 

(™  +  „,4^_,.     („  +  ™.,'^_,.     <„  +  „-,4i-,. 

Der  MasBenmittelpankt  besitzt  daher  coDstante  Oeschwindigkeit 
von  constanter  Richtung;  sie  ist  Null,  wenn  die  Summe  der  Uomeoteokilfte 
anfangs  Null  ist. 

Man  erhUt  weiter  die  Combinationen  der  Bewegungsgleichangen: 


)  +  »■(,■ 


d'y  d*x\    ,      ,i.d*y         ,  d^x-\ 


yZ-iY-  (y'Z  -^Y)~(y~y)Z-~{z-ii)Y 

-  T  P  {(y  -  y")  («-*')  -  {*-0  (y-y')}  -  0 

ist.    Diese  Gleichungen  drücken  ans,  daas  das  reaultirende  Paar  der  continui- 
lichen  ErKfte  verschwindet.    Sie  gehen  integrirt: 


'dt         dt/  ^      V    dt  dt/ 


,  dx 


/    dy  dx\    ,      ,  j  ,  dy         .dx'\ 

Demnach  ist  das  reaultirende  Paar  der  Momentankr&fte  während  der 
Bewegung  nach  GrösBe  und  Axenrichtung  constant.  Seine  GrCne  i«t 
(cf  -|-  c\  +  c^y  nnd  seine  BJchtangBCosiDusse  sind  proportional  c,,  c,,  e^.  Hnlti- 
plicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  x  —  x',  y  —  y',  a  —  i,  to 
liefert  ihre  Addition: 

C,   (3:-x')+C,   (y_y')  +  c,(3— S')  — 0. 

Da  nun  x  —  x',  y  —  y,  t  —  t  den  Richtnngecoainnaaen  der  Verbiodongslinie  der 
Punkte  m,  tn'  proportional  sind,  so  folgt:  Das  System  der  beiden  Paukte 
bewegt  sich  so,  dass  ihre  Verbindungslinie  fortwährend  zur  Asen- 
riobtung  dea  reaaltirenden  Paarea  der  Momentankcäfte  senkrecht 
oder  also  zur  iovariabelen  Ebene  deaselben  parallel  bleibt  Fallen 
die  aniUnglichen  MomentankrUte  in  eine  Ebene,  bo  erfolgt  die  Bewegung  der 
Punkte  in  dieaer  Ebene.  Die  drei  Gleichungen  drücken  auch  ans,  dasa  die  Samne 
der  Projectionen  der  Flächenräume,  die  von  den,  von  einem^  festen 
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Punkte   nach  äen   bewegliclien  Punkten   gezogenen   Badienvectoien 
beschrieben  werden,  anf  eine  beliebige  Ebene  oonetant  bleibt 

3.  Man  kann  denselben  Gleichungen  nach  Poinsot  noch  eine  andere  Be- 
deatnng  abgewinnen.  W&hlen  wir  die  inTOriabele  Ebene  zur  Ebene  der  YZ,  so 
eind  c,  nnd  Cg  Null,  weil  sie  den  RichtangscosinnMen  der  Axe  des  resnltirenden 
Paares  proportional  sind,  welche  jetet  in  die  x-Axe  mit.  Ans  den  zwei  letzten 
der  Gleichungen 


"•  V  dt       "■  dtl^^' 

erhält  man  daher  durch  Elimination  tc 

\    dt  dl)     \    dt       '  dtl       \     dt  du  '  \      dt       ^    älJ 

Nim  denke  man  sich  in  m  und  tn  die  Tangenten  an  die  Bahnen  dieser  Punkte, 
lege  durch  sie  nnd  den  Coordinatonurspnuig  Ebenen  und  errichte  in  diesem  auf 
sie  die  Noimalen  N,  N'.    Sind  p,  q,  r  die  Bichtungscosinusse  tOi  N,  so  bestehen, 
weil  sowohl  der  Punkt  x,  y,  s  als  aach  der  Pnnkt  x  +  dx,  y  -\-  dy,  2  -|-  di  in 
die  tn  N  senkrechte  Ebene  fBllt,  die  Gleichungen: 
px  +  qy  +  ri  —  0, 
pdx-^-  qdj/-{-rds  '—0, 
ans  welchen  mau  * 

p  :  a  :  r  —  (yds  —  zdy) :  {adx  —  xdz)  :  {xdy  —  ydx) 
lieht.     Ebenso  ergibt  eich  für  die  Richtungscosinnsse  p',  q',  t  der  Normalen  N': 

p' :  q' :  r  —  (y'dz'  —  z'äy)  :  {idx'  —  x'dz')  :  {x'dy  —  y'dx'). 
Mit  Hülfe  dieser  Werthe  kann  die  aus  den  Bewegangsgleicfanngen  gezogene  Fro- 
pottion  so  geschrieben  werden :  j  :  r  «—  9' :  r'.    Nun  sind  aber  die  Gleiohnngen 
der  beiden  Normalen  N,  N': 


und  folglich  -"'  M.  —     ^  ^  -     die  ihrer  ProieotJonen  auf  die  invariabele  Ebene. 

Beide  sind  hiernach  identisch.  Legt  man  daher  durch  diu  Tangenten  der 
Bahnen  der  Punkte  nnd  einen  festen  Punkt  Ebenen,  so  schneiden  sie 
die  dnrch  denselben  Pnnkt  geffihrte  invariabele  Ebene  in  einer  ge- 
meinschaftlichen Schnittlinie. 

4.  Da  der  Massenmittelpunkt  sich  mit  constanter  Geech windigkeit  geradlinig 
bewegt,  BO  braucht  man  nur  die  relative  Bewegung  der  Fankte  m,  m  in  Bezug 
auf  ihn  weiter  zn  verfolgen ,  nm  das  ganze  Problem  zu  lOsen.  Dazu  kann  man 
sich  der  Vereinfachung  bedienen,  dass  man  die  Richtung  der  Bewegung  jenes 
Punktes  zu  einer  Coordinatenricbtnng  des  ursprünglichen  Sjstems,  z.  B.  zur  i  Rich- 
tung also  die  invariabele  Ebene  zur  Ebene  der  xy  wählt. 

Sclzt  man  in  den  Oleichangen  Nr.  1  x  •—  x,  -\-  i,  1/  ^  y,  -]-  t),  z  <—  f,  -j-  £; 
x'  =  a;,  -f  I',   y'  —  f/j  -J-  T}',   *'  =^  S|  4.  j",    wo  «,,  1/^,  «,    die    Coordinaten  des  , 
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HasieDniitUlpunktes  nnd  £,  i],  £,  ...  relative  Coordinaten  in  Bezug^  aat  dieeen 
Bind,  «0  erhült  man  vermCge 

d'x,  _  d^y,  ,     "" 


z.  B.  für  M,  die  Qleichangeu: 

"*rft'        +  r      '    '"dC        "^  r      '        dl'        +  r 

Ana  m£ -f- m'f  — >  0  erhält  mtui  aber  darcb  Addition  und  SnbtracUoii  vod 
»('6  weiter  (ttt  +  I»')  S  ■=  m' (S  —  {')  und  ebenso  (m  +  m')  )j  —  m' (^  —  ij'). 
(m  -)-  m')  f  =■  tri'  (£  —  £'),  sodass  |',  i]',  £'  ans  den  Gleichnngen  fflr  m  verachvrindeD 
nnd  diese  werden: 

dC 


W--^*-T(«  +  «')P^,      «.»'-^-±(".  +  -.')P 


»■«^'E 


q:  (m  +  w')  P  -^-  ■ 


Ihre  weitere  Behandlnng  l^Dgi  Ton  der  Natur  der  Kraft  P  ab.  Fflr  das  Newton- 
scbe  Attraotionsgeseti  sind  die  relativen  Bahnen  von  m,  m  nm  ihren  Massen- 
mittelpunlkt  Eegelechaitte. 

Um  die  relative  Bewegung  des  Fnnktes  ni'  gegen  m  za  bestimmen ,   würde 
man  ans  den  ureprQnglichen  Gleichnngen  Nr.  1  ableiten: 

d^^-_^        d^(y-  -  y)        d'  (/  -  ?) 
di'         _        ■**'        =        dt' 

worin  x'  —  X,  y  —  y,  «'  —  t  die  relativfli  Coordinaten  von  m  gegen  »i  sind  n.  s.  w, 
§.  7.  Zwei  schwere  Maseeiipunkte  ra,  m'  sind  durch  einen  bieg- 
samen Faden  mit  einander  verknapft,  welcher  über  eine  verticale 
feste  Rolle  ohne  Reibung  hinweggeht.  Welche  Bewegung  nimmt 
dies  System  unter  Einwirkung  der  Schwere  an? 

Es  seien  x,  x    (Cig.  140)  die  Abstände  von  m,  m   bis  zu   den  ßerflhmiigs- 

pnnklen  des  Fadene  mit  der  Rolle  zur  Zeit  t;  die  gegebenen  Kräfte  P  sind  die 

vertikal   abwärts   wirkenden   Gewicht«   mg,  mg-,   die  EfFecÜvkiifte 

/       ^i         m  T-r ,  «t'  -jTT    nnd  die  verlorenen   Eiftfie   mithin    ma  —  ■»    ,-,  . 
1  dt'  dC  ■  dt 

mg  —  m  -j-j- .    Dm  Gleichgewicht  derselben  erfordert  fBr  jede  mil 

"*'       der  Bedingung  x  •\-  x  ^  CofUt.  vereinbare  virtuelle  Bewegung 

■•  ('  -  f.') " +•"'('-  v)  "'-'■  "  +  "■  -  "■ 

Fig.  HO.         Hultiplicirt  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  1,  addirt  sie  mr 
ersten  and  setzt  die  Coef^cienten  von  Sx,  ix'  gleich  Nnll,  so  kommt 

d'x  ,    ,  ,  d'x  ,      ,    , 

»"d^  =  ""'  +  '■        "'dF=-'"^  +  ^ 

und  wenn,  man,  um  zunächst  l  zu  bestimmen,  hiermit  die  Gleichung  -j-j  -f-  --p-^  ^n 
verbindet,  so  ergibt  sich 
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d.  b.  —  X  int  das  harmoniBChe  Mittel  der  Gewichte  ni^,  m'g.  Hiermit  wcrdcu 
die  BevegungBgleichangeD  der  beiden  Hassen 

Sind  dabcr  m  Dod  m  gleicb,  so  ist  6  =  0  und  die  Bewegong  beider  Hauicn  gleicfa- 
rarmig ;  int  G  nicht  Nail,  so  ist  sie  gleichfOrnig  veräadei-Iich.  Ffic  die  Geachwindig- 
keit«Q  ergibt  sich 

ond  da  —  -t*  ~jr  "*  ^  ^i  '"  ^""^  *^^  Än&ngBgeich windigkeiten  a  nnd  m'  Tet- 

mOgc  IT  -|-  s'  c^  0  einander  entgegengesetzt  gleich.  Für  die  Abittände  x,  x 
hat  man 

3;=,^Gi'  +  «(  +  p,        a:'  —  —  -1  ffC  —  o(  +  ?", 

wo  ß  -{-  ß*  •—  Cwisf.,  ärmlich  gleich  der  Lange  des  Fadens  weniger  des  StQcka, 
welches  anf  der  Rolle  aufliegt. 

Sind  nicht  die  Anfaagagetchwindigkeit«a  a,  a  sondern  anfängliche  momen- 
tane Stosskr&fte  mcn,  m'to  gegeben,  welche  in  der  Richtnng  de«  Fadens  wirken, 
so  liefert  das  D'Alembert'sche  Frincip  für  sie; 

mia,-  l*)3a;  +  m'(o>'-^'^)ax'-0,      *a:  +  *«' =  0,      für  (  =  o, 

mi|  — mm  +  l,,      tn' -.    —  wV  +  I, ,    fflr  t  =  0, 

m      ,      ,      ,,         dx  dx'       WO)  —  m'o> 

Dia  GrOssen  —  1  und  —  1,  drücken  die  continuirlich  wirkende  Spanoong  T  txiv 
Zeit  t  und  die  momentane  Spannung  T,  zur  Zeit  (  =  0  aus,  welche  der  Faden 
auszahatten  ha#  Denn  indem  man  den  Faden  dnrcbgeschnitten  nnd  an  seine 
Stelle  die  Spumung  T  eingefdbrt  denkt,  wird  e.  B.  die  Bewegnogsgleichnng  für 

die  Masse  m  werden  m  ^  =•  mg  —  T,  deren  Vergleichung  mit  der  oben  auf- 
gestellten r  —  —  1  ergib^  n.  s.  w. 

Die  vorliegende  Aufgabe  und  ihre  LOsung  enthält  ^ie  Theorie  der  Atwood- 
schen  Fal  Im  aschine.  Fäi  ta-.m  ^=1  -.%  erbalt  man  deren  gewShnlicho  Ginrich- 
tung, fflt  welche  G  -r^  -f^g  wird. 

Man  kann  die  Aufgabe  etwas  verall gemeinern.  Die  Punkte  m,  m  seien  gc- 
nöthigt,  auf  iwei  Geradon  zu  bleiben,  welche  sich  tangirend  an  die  Rolle  an- 
BChliesaen  und  mit  der  Horizontalen  die  Winkel  a,  a  bilden.  Die  Gewichte  zer- 
fallen in  zwei  Componenten  mg  cos  a,  m'g  cos  «',  welche  durch  die  Normalwider- 
■tände  der  Geraden  vernichtet  werden  und  mg  sin  a,  m'g  sin  a,  welche  an  die  Stelle 
der  obigen  mir,  f*V  treten.  Dies  ist  die  einzige  Ifodification,  welche  in  die  oben 
behandelte  LOsnng  eingefSbrt  zu  werden  brancht,  am  die  LOsnng  der  erweiterten 
Aufgabe  zo  erhalten. 

S.  8.  Eine  schwere  homogene  Eette  hilngt  fiber  eine  verti- 
kale feste  Rolle  auf  beiden  Seiten  mit  ungleich  langen  Stücken 
herab;  welche  Bewegung  nimmt  sie  an?  Ist  2«  die  Summe  der  Eetten- 
etückS,  welche  rechte  und  links  niederhäogen ,  von  den  Berührnogspunkten  mit. 


1.    : 
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der  Kollo  an  gerechnet  (ohne  das  aof  der  Rolle  aofliegeode  Stück),  x  das  äae, 
Sa  —  X  das  andere  Stück,   bo  üt  das  Gewicht  der  Differem  2  (x  ^  a)   die  be- 
schletiDigeDde  Kraft  des  Syatems.    Uan  erhUt  daher  aU  Bewegangsgleichnng: 
d'x 

wo  fi  daa  Gewicht  der  Längeneinheit  bedeutet.    Die  Integration  derselben  gibt: 

.VI        -,V7. 

x  —  a—  Ae       "  +Be  "■ 

Wat  die  Kette  anfangs  in  Bnhe  ond  hing  anf  der  einen  Seite  die  Länge  a  -\-h, 
eo  hat  man  zur  Bestinimnng  der  Conetauten  b  =•  A  -\-  B,  Q  -am  A  —  £,  wo 
letztere  Qleichaug  mit  Hülfe  der  Oleichnng  für  die  Qeecbwindigkeit  folgt.  Daher 
wird: 

Diese  Gleichnng  gilt  bis  x  —  2a,  wo  die  Eette  bia  auf  ein  Stück  abgerollt  itt, 
welches  auf  der  Rolle  berührend  anfliegt.    Die  Zeit  (,  hierfGr  ergibt  sich  aus 

s„      ,Vi_^  -^V£ 

Mit  Hälfe  der  Relation  (e"  +  e"")'  —  (e"  —  <"")'  -•  4  fiDdet  sich  hieizu  noch 

-Vi    -y~: 


deren  Addition  z 


origen 


ergibt,  worans  t,  folgt.    Beispiel:    -r  *~  -r  ' 

6         3  ^ 

%.  9.  An  einem  biegsamen  Faden,  welcher,  mit  seinem  einen 
Ende  A  befestigt,  vertikal  herabhängt,  befinden  sich  zwei  schwere 
Massenpunkte  tn,  tn';  das  System  m»cht,  aus  der  Gleichgewichtslage 
heransgebracht,  Schwingungen  um  dieselbe.  Wie  sind  dieselben  he- 
schaffen,  wenn  die  Entfernung  ans  dieser  Lage  sehr  klein  ist  und 
das  Sjstem  in  einer  Ebene  schwingt? 

Die  m-  ond  y-Axe  seien  horizontal,  die  Z-&X6  vertikal,  positiv  abwärts,  der 
Ursprung  der  Coordinaten  in  A.  Die  Länge  der  Fadenstflcke  Am,  mm  sei  a,  a. 
Femer  sei  der  Winkel,  den  Am  mit  der  £-Axe  bildet,  fr  und  der  Winkel,  den 
die  Ebene  mAi  mit  der  x^-Ebene  bildet,  7;  endlich  seien  &',  ip'  die  analogen 
Winkel  für  dfte  Fadenstück  mm'.  Indem  man  die  Spaunnngen  T,  T'  der  Faden- 
ntücke  einführt,  erhält  man  sogleich  die  Gleichnngen  der  Bewegung  beider  Hatten 
tn,  m',  c&mlich; 

m  ^  —  —  r8in#C0sg!+  3"  sin»'  cos  gj',         m'  ^  =  -  T'  sin»'  cos  ip', 
m^^ r  sin  «■sin  9 +  2"  sin«' sin  v',        ">' ^ r  sinff'sinv'. 


'  d(i^  =  '»J7—  2'cos*+  r'  coB#',  m'  ^  —  •"'?  —  T'  cmV. 
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IV.  Th.,  Cap.  V,  §.  9.       Beispiele  zum  D'Alembert'scheD  Prinoip. 

Hienu  kotumen : 

X  =  a  eia&  coa  ip,  x  =  a  eiofr  cob  tp, 

p  ^  a  ein&  aintp,  y  ^  f^  iva9  üd  tf, 

z  —  acoB«,  t'  *m  a  coa». 

Diese  OleichuDgen  recein&cben  iich,  wenn  #,  O'  «ehi  klein  sind  i 
wegDng  in  der  a^i-Ebeoe  erfolgt.    Man  hat  dann  nOherun gs weise : 

d*x       _  


-  Tff  +  r"»',       m'  -j-j-  =  —  T'»', 


erhBJt  n 


.mg-T+i;       n:~~mg-r,      e  -  «,  a  -  «  +  a'. 

r'  constant  bleiben,    ho  folgt  sofort  T'  =  m'g,   T  =■  (m  +  tn')  g.    Weiter 


„«„._(„  +  „),*  +  „',&,        ™   (a-^  +  a  -,-,,-) --.»S*. 

HultipUcirt  mau  die  letite  dieser  Gleichungen  mit  eiaer  imbeatinimten  GrOase  1 
nnd  addjrt  sie  zw  ersten,  so  kommt 

(„  +  1«)  ^  +  IW  -^  "J^'  +  |- 1 («.  +  »•)  fr  +  «.'  (i  -  1)  #■ ) _  0. 

Bringt  man  4>ese  Qleichnng  aaf  die  Form 


M+lrn'        /  ^  a     m  +  lm' \    ^    m+m        f 


•  +  ^-.l,X,.'»'    +-^ 


und  dispouirt  über  1  so,  dass 


wird,  so  geht  die  Gleichung  Aber  in  die  Form 

Tit  +  ---        ,   ,    •  T  —  0     oder    ^J+mv-O;         n  —  ^    -    7^,- -.  ■ 

Dio  beiden  Wuneln  der  quadratiichen  Gleichung  fflr  1  sind  reell  and  ist  die  eine 
poaitiT,  die  andere  negntivj  auch  fQr  die  'negative  Wursel  ist  m  -|-  Xm  positiv, 
wie  eich  ans  der  vorstehenden  Form  dieser  quadratischen  Gleichung  ergibt,  deren 
rechte  Seite  und  deren  ZKbler  linker  Hand  fSr  ein  negatives  1  negativ  sind. 
Demnach  ist  der  CoefGcient  von  7  in  onserer  Differentialgleichung  positiv  nnd 
erhalten  wir  als  Integral 

91  -•  *  +  nfr'  —  o  cos  (nt  +  ß), 
oder  entsprechend  den  beiden  Wurzel« erthen  I,,  1,  von  1,  in  welchen  w,,  A, 
geboren  mSgen,  die  beiden  Integrale 

V, -*  +  x,*'-«,  oos(»,(  +  ft), 

9,  _*  +  «,#'  -  «,  cos  («,(  +  A), 

*  --^-  [«,«>  cos(n,t  +  ß,)  -  «,n,  cos  (n,(  +  ft)], 


[o,  cos{n,(  +  ft)-«,coi{»i,t +  p,)J 
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510  Beiepiele  tDm  D'Alembert'gcheD  Princip.    IV.Tb.,Cap.V,§  10. 

folgt  Die  ÄnfaDgBwerthe  von  9,  *',  -rr ,  -rr  bestimmeD  die  ConataDten  «, ,  a, ; 
ßi,  ß, .  Man  eieht,  dtus  die  Wiakel  9,  &'  algebrüache  Summen  sind  von  Win- 
keln, welche  zwei  Pendelachwingungen  von  den  OBcillationBdaaeni  — ,  —  ent- 
sprechen. Sind  daher  n,  und  n,  commeDBorabel,  bo  wird  die  Bewegnag  periodiicb, 
Bodaju  das  System  in  die  Anfangslage  zurückkehrt. 

g.  10.  Zwei  schwere  Hassenpnnkte  (n,  n'  sind  durch  einen  niobt 
schweren  Stab  verbunden  und  liegt  dies  Sjetero  in  einer  Vertikal- 
ebene anf  zwei  gegen  die  Vertikale  unter  den  Winkeln  a,  a  geneig- 
tenOeraden  auf;  dasselbe  macht  kleineSchwingongen  um  eineGleich- 
gewicbtslage;  man  soll  die  OBOillationsdauer  derselben  finden. 

Ist  $  die  Neigung  des  Stabes  gegen  die  Vertikale  zur  Zeit  t,  T  seine  Spaa- 
pang,  sind  A',  K'  die  Widerstände  der  beiden  Qeraden,  x,  x'  die  Abstände  von 
m,  m   vom  Schnittpunkte  derselben  imd  a  die  Länge  des  Stabes,  so  bestehen  die   • 
Gleichungen: 

m  J?  =  M^  C08  o  +  r  cos  (*  +  «),         A-  =  ms  sin  a  +  r  Bin  (Ö  +  «). 

•"'  ^'  "  *"'"  ""^ "'  -  r  cos  (& -  «'),        iV'  =  mg  sin  o'  -f  T  sin  («■  -  a), 

3;  =  x'  cos  (B  +  i^-J-OCOB  (*+«), 

x   =-  X  cos  (a  +  «')  +  a  CDS  {*  -  «'), 

mit  Hülfe  welcher  Olelchnngen  x,  x,  N,  N\  T,  9  als  Functionen  der  Zeit  m 

finden    sind.    FOr   die   fraglichen   kleinen  Schwingungen   hat   man    sunächst  die 

Gleichgewichtslagen  dadurch  za  suchen,  dass  man 

m<?c08  0-|-rcoa(*-|-tt)-0, 
m'g  cos  o'  —  r  coB  («■  —  a")  —  0 
setzt.    Es   Beieu  x, ,  x\    die    Wertbe   von  x,   welche  einer   solchen   entsprechen. 
Dann  kann  man  setzen: 

und  sind  £,  £'  sehr  kleine  GrOssen,  deren  Quadrate  nnd  Produkt  getilgt  werden 
sollen.  Indem  man  nun  aus  den  Oleichnngen  der  Bewegung  T  eliminiit  und  ab- 
kürzend, a  -\-  ti  =—  p  setzt,  ergibt  sich 

•n  \-^,  -  9  cos  aj  (a:'  -x  HOB  ff)—  •»'{■jp-  -  9  cos  «')  (x  -  x'  cöt,  (t)  ^  0. 

Aus  der  Gleichung  x*  -^-  a:''  —  txx'  coeß  —  a*  folgt  aber  nach  Einsetiuiig  der 
Werthe  x  —  x^  -\-  l,  x  >-  x\  4-  £'  mit  Streiohnng  der  Glieder  iweiter  Ordanng: 
x,i  +  a^,i  —  (!tii'-|-a;'iJ)cos|J  — 0,  woraus 

.,        .  I,  —  x',  cos  P 

*  ~*a:,  co8|}  — a^,  ■ 
Durch  Elimination  von  x,  x',  ^  ergibt  sich  daher,  wenn  blos  die  Glieder  erster 
Ordnung  beibehalten  werden: 

[m  (x',  -  X,  cos  ß)^  +  m'(x,-  x\  cos  |!)>]  ^ 

+  S8in'P(m3r,  cosa  +  mV,  cobb')-£-0, 
eine  Gleichung  von  der  Form 
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iV.Tb.,CBp.V,e.  11.    Beispiele  zum  D'Alembert'Bcben  Princip. 


vrelcbe   auf  die   Oacillationedaiier    — •hinweitt. 

g.  11.  Dewegang  des  Radei  an  der  Welle.  Ga  seien  m,  m  (Fig.  141) 
diu  tchweren  Maaaen,  welche  dnrch  F&den  mit  dem  Rftde  nnd  der  Welle  ver- 
Viindeti  Bind,  x,  x   die  AbBtända  ihrer  Schwerpunlcte  von  den  BcrahTougBpnnltten. 

Dann  sind  m  [g  —  j,i)i    "•'  \9  —  "j",i)    "^eren    verlorene 

Kräfte.    Ein  MaaBeopuiikt  fi  dea  ßades  oder  der  Welle  im 
AbiUnde   r   von   der   Aks   wird   von  der   Tangentialkraft 

y-r  -T-7  afScirt,  wo  «  die  Wiakelgeachwiadigkeit  zur  Zeit  t 

bedeutet;  die  Centripetalkraft  firm'  kommt  nicht  in  Be- 
tracht, da  de  bei  einer  mit  der  Natur  dea  Systems  Terein- 
baren  Verschiebang  keine  virtoelle  Arbeit  leistet.  Die  ver- 
lorene Kraft  an  fi  ist  daher  die  der  Tangentialkraft  ent- 
gegengesetzte Kraft,  da  keine  gegebene  Kraft  an  fi  angreift, 
wenn  wir  das  Qesammtge wicht  des  Rades  and  der  Welle 
Fl«,  ui,  ^gj  Schwerpankte    der  Maschine   angreifend   denken,   wo- 

selbst aber  von  ihm  gleichfalls  keine  Arbeit  geleistet  wird.  Sind  nnn  der  Radius 
lies  Rades  und  der  der  Welle  e  nnd  e',  so  sind,  wenn  der  Apparat  nm  den  un- 
endlich kleinen  Winkel  *fr  gedreht  wird,  c*«-,  c'*»,  ri*  die  virtuellen  Wege 
und  besteht  daher  nach  dem  D'Alembert'schen  Princip  die  Qleicbnng: 


cdff  - 


d'; 


!  Geschwindigkeiten    der  Massen 


m,  m'  denen  der  Berührungspunkte  gleich  sind,  x  aber  mit  wachsendem  Drebnngs- 

-    >_  .      V    .         i     a   L  ■    j  'f'*  <*"       i*^  •   dm        ,     .         ,,.„,. 

Winkel  abnimmt;  daher  sind  3-,  >•'  c  -rr  <   ~r:r  —  —  c    -r-  ond  nimmt  die  Qlei- 

ot  at,     ttt  (tt 

chung  die  Form  an: 

wenn  Jtfx*  das  Tr&gheitsmoment  der  Maschine 


fSr  ihre  Axe  ist.    Hieraus  folgt: 


M^'  +  n 


mitbin,  wenn  m  ^  0  für  t  ^  0  ist: 

Ist  also  mc  —  m'c  nicht  Null,  d.  h.  Bind  m  und  tn'  nicht  im  Gleichgewicht,  so 
ist  die  BewegcDg  eine  gleichRicmig  bcschlennigte.  Die  Spaonnugen  T,  T  der 
Fäden  sind : 

/         d'x\  I  <lo\        /  cime  —  mi!        \ 

Die  Spannnogen  sind  coastaot  während  der  Bewegung.  -     -.  , 


512  Verwandtschaft  der  Bewegungen-    Aehnlichkeit.    IV.Tb.,Cap.V,S.  H. 

§.  12.  Zwei  geometrische  Sjrsteme,  welche  so  auf  einander  belogen 
sind,  daSB  jedem  Punkte  des  einen  ein  einziger  Pnnkt  des  anderen  ent- 
spricht und  umgekehrt,  stehen  in  einer  eindeutigen  YerwandtEchaft  zu  ein- 
ander in  Bezug  auf  diese  Puuktpaare.  Solche  Verwandtschaften  sind  die 
Congrueni,  die  Aehnlichkeit,  die  projectivische  Verwandtschaft  u.  s.  w.  Zwei 
mechanische  Systeme  können,  wenn  ihren  Punkten  die  CoefGcientea  zd- 
kommen,  welche  man  Masse  nennt,  ausser  diesen  geometrischen  Beziehungen 
auch  hinsichtlich  letzterer  verwandt  sein  und  wenn  an  ihnen  Krfifte  wirken, 
so  kann  auch  hinsichtlich  dieser  eine  Correspondenz  zwischen  beiden 
Systemen  bestehen,  vermCge  welcher  die  ErBfte  des  einen  Systems  ein- 
deutig durch  die  Erllfte  des  anderen  nach  IntenaitAt,  Richtung  und  Sinn 
bestimmt  werden.  Ist  dies  der  Fall  und  ist  ausserdem  noch  fttr  irgend 
eine  Zeit  eine  bestimmte  Beziehung  der  Geschwindigkeiten  fOr  die  Punkte 
beider  Systeme  festgesetzt,  so  werden  auch  die  Bewegungen,  welche  beide 
Systeme  annehmen,  eine  bestimmte  Verwandtschad  zeigen,  sodass  die  Be- 
schaffenheit der  Bewegung  des  einen  aus  der  des  anderen  gefolgert  werden 
kann.  Von  den  Einheiten,  welche  in  der  Mechanik  in  Anwendung  kommen, 
können  drei,  die  der  Lfinge,  der  Zeit  und  der  Masse,  willkttrlich  angenommen 
werden,  wfihrend  die  der  Geschwindigkeit  und  der  Kraft  auf  sie  lurflck- 
ftthrbar  sind.  Je  nach  der  Definition  der  beiden  mit  einander  zu  ver- 
gleichenden Bewegungen  werden  diese  fünferlei  GrSssen  bestimmte  Ver- 
hältnisse zu  einander  haben  nnd  umgekehrt  entsprechen  bestimmt  voraus- 
gesetzten Beziehungen  dieser  Grössen  bestimmte  Verwandtschaften  der 
Bewegtingen. 

Aus  der  grossen  Menge  von  Möglichkeiten,  welche  hinsichtlich  der 
Verwandtschaft  der  Bewegungen  zweier  Systeme  eintreten  können,  wellen 
wir  hier  nur  den  einfachsten  Fall  b%handeln,  dass  die  homologen  LKngen 
(also  auch  Flächen  nnd  EörpeiTäume),  die  Zeiten,  in  welchen  homologe 
Punkte  homologe  Bahnstrecken  durchlaufen,  die  homologen  Massen,  die 
Geschwindigkeiten  und  die  Kräfte  während  der  Bewegiing  beider  Systeme 
constante  Verhältnisse  bewahren  sollen.  Wegen  der  constanten  Linien- 
Verhältnisse  werden  die  Systeme  geometrisch  ähnlich  sein;  der  constanten 
Massenverhältnisse  wegen  werden  sie  beidevseits  aus  gleich  viel  ähnlichen 
Übereinander  gelagei-ten  Systemen  bestehend  angesehen  werden  können  und 
wenn  hierzu  noch  die  Bedingung  tritt,  dass  die  Kräfte  in  beiden  Systemen 
dieselben  Richtungen,  gleichen  Sinn  und  constantes  Verhältniss  ihrer  In- 
tensitäten haben,  so  werden  auch  die  homologen  Zeiten  und  Geschwindig- 
keiten constante,  von  den  Verhältnissen  der  genannten  Grössen  abhängige 
Verhältnisse  besitzen,  um  dies  näher  zu  begründen,  seien  x,-,  jr,-,  et; 
h,  *lh  in  ">ir  l^\  ^(.  ^'1  ^r,  Si,  Mi,  Zi  die  Coordinaten,  Massen  und 
Kräfte  der  homologen  Punkte.   Dann  besteben  für  die  homologen  Bewegungen 
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beider  Systeme  die  Beziehungen: 

für  d&a  eine  nnd 

fUr  das  andere,  nenn  X(^,y,:e:;  x,y',e,...)  =  0,  M(x,y,f,  z',y', «',...)  =  0,..., 
Z'  (S,  ij,  t,  ...)—>  0,  Jlf  (I,  )j,  f,  . .  .)  =  0,  .  . .  die  Bedingungen  Bind, 
welchen  beide  Systeme  genflgen  müssen.  Ist  nnn  a  das  conatante  Ver- 
bSltniss  der  LiniendimenBioneii,  ß  das  der  Massen,  y  das  der  ErSfte  und 
sind  c  und  o  die  VerhSltnisBe  der  homologen  Zeiten  nnd  Qesohwindig- 
keiteu,  so  hat  man: 

ii  =  axi,         »ii"=ay„         £(  =  ««<;        ^  — ^Mf; 

Si^yXi,       Hi'^yTi,       Z,  =  yZ;  (' =  f  (. 

Hierdurch  geht  die  Haaptglaichuiig  für  das  zweite  System  über  in 

und  diese  Relation  mnss  vermtige  der  Aehnlichkeit  der  Systeme  und  der 
Bewegungen  unabhiugig  von  den  Mnlüplicatoren  et,  ß,  f,  c  bestehen.  Dem- 
nach mUseen  diese  als    gemeinschaftliche  Factoren   zur  Linken  herausiUlen 

sein.  Das  VerhaitniBs  0  der  Geschwindigkeiten  ergibt  sich,  wenn  man  be- 
denkt, dass  Geschwindigkeit  der  Quotient  des  Bogeuelsmentes  durch  das 
Zeitelement  ist;  es  wird  daher 

■">"•.  "■•>■■»■  "  D«E!}b,GoOglc 


514       Mewton'a  Satz  von  der  Aehnliclikeit  der  Bew egnogen.    IV. Th.,  Cap.  V,  §.  H. 

Wag  die  Bedingungen  X  =  0,  L' =  0;  Jtf  =  0,  Jlf'=0,  ...  betrifil,  so 
milsBen  vermSge  der  geometrischen  Aehnlichkeit  der  Systeme  die  Fimctionen 
Z',  M',  ...  dieselben  wie  L,  M,  ..,  und  damit  L',  M,  ...  von  dem 
Factor  a  unabbSngige  homogene  Functionen  der  Coordiuateu  sein.  Die  Tor- 
stehende  Betrachtung  liefert  daher  den  Satz: 

Zwei  Systeme,  welche  einander  geometrisch  ähnlich  nach 
dem  Aehnlichkeitsverhaltnisse  a  sind,  deren  homologe  Pnnkte 
Massen  vom  constanten  Verh&ltuiss  ß  besitzen  und  an  «leren 
homologen  Funkten  Kr&fte  wirken,  deren  Richlungen  nnd  Sinn 
in  beiden  tthnliche  Lage  und  IntensitUten  besitzen,  welche  im 
constanten  Verhältniss  /  stehen,  welche  ferner  von  homologen 
Stellungen  mit  Geschwindigkeiten  ausgehen,   deren  VerhSltnisB 


-1^-. 


fuhren  durchweg  fihnliche   Bewegungen   aas   und 

zwar  ist  das  Verhfiltuiss  f  der  homologen  Zeiten,  in  welchen  Je 
zwei    homologe     Punkte     homologe     Bahnstrecken     beschreiben. 


-Vi 


nnd   behalten  die   Oeschwindigheiten  das  VerhSltnies 
ff  fortwährend  bei. 

Man  verdankt  dieaen  wichtigen  Sats  Newton  (Pnnapta,  lib.  II,  propo«.  3ä). 
-Schon  ßalilei  wirft  in  Beinen  Dialogen  die  Frage  auf,  wie  es'  komme,  daaa  zwei 
ähnlich  conitrairte  MaBchinea  uicht  auch  immer  ähnliche  Bewegungen  seigen, 
dau  oft  eine  Maschine  im  Modell  sehr  gut  ist,  während  sie  in  giosHem  Masutabe 
ansgeführt,  nicht  das  Gewünschte  leistet  Er  findet  die  Schwierigkeit  in  der  Ver- 
schiedenheit der  Wideretände,  welche  in  beiden  Haschinen  auftreten.  Nach 
Newton  haben  Canchj  [Mem.  de  TAcad.  des  sc.  T.  IX,  p.  117  (1889)  and 
Combea  Folgeningen  aus  den  Betrachtungen  Oalilei's  gesogen,  Caachy  in  Bezug 
anf  physikaliBche  Vorgänge,  ComheB  in  Bezug  auf  die  Turbinen.  In  neuerer  Zeit 
hat  Bertrand  {Note  mr  la  similitude  en  mieanigtte,  Jonm.  de  läcole  polytecfan- 
Cah.  XXXIl,  p.  1S9  (1848)1  den  Newton'schen  Satz  ans  dem  D'Alembert'tchen 
Princip  entwickelt  und  eine  Menge  Blterer  und  neuerer  Beispiele  gesammelt,  tod 
denen  wir  einige  mittheüen  wollen. 

1.  Wenn  zwei  Pankte  M,  M'  von  gleichen  Massen  von  demselben 
Centrnm  0  der  ersten  Potent  ihrer  Eiitfernong  von  ihm  proportional 
angezogen  werden,  so  erreichen  sie,  obgleich  von  verschiedenen 
Anfangslagen  ansgebend,  dennoch  zu  gleicher  Zeit  das  Ceotram, 
vorausgesetzt,  dass  sie  ohne  Anfangsgeschwindigkeiten  oder  mit 
solchen  abgehen,  welche  proportional  ihren  anfänglichen  Entfer- 
nungen von  0  sind.  Das  Centrum  0  bildet  nämlich  mit  den  Punkten  M,  W 
zwei  Sjsteme,  in  welchen  das  Verhältnias  der  Er&fte  y  =  OM.:OM',  das  der 
Linien   a  =•  OM:  OM'   nnd   das   der  Massen   ^  '^  1   ist.     Daher   ist  fSr  das  der 

Zeiten    t'  —  Tyjü-  ■  qj^i  —  l-    Es  entsprechen  also  proportionalen  Abstftnden  der- 
selben von  0  gleiche  Zeiten,  mithin  erreichen  sie  zu  derselben  Zeit  das  Centrnm. 
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Zieht  O  Dach   der  ntiin  Potenz   der   EatfernaDg  an,   ho   ist   a  =  OM:  0M\ 
(OM\n      ,        ,       /OMy—     ^.     ^        ,  „,      ^ 

p  ^  1,  y  ^=  17)  V7')  1   *'80   t"  =  lfi~if '/       ■     "'*   homologen  Strecken    werden 

dann  in  Zeiten  darchlaufen,  deren  Verhältnias  t  ^=-  a^  ~  ist.  FQr  die  New- 
ton'gche  Ättractiou  n  =>  -  2  wivd  c  ==  a^  (Euler,  Jlfecftimica  T.  I,  Cap.  III, 
§,  308). 

FQr  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  der  Cycloide  ist  die  Tangen- 
tialkraft  *>■  jT-  =■  f>9  coa  I  0) ,    wenn   ra   den   WälznngBwinkel   darstellt   (b.  B,  I, 

S.  403).  Denkt  man  Bich  daher  .um  einen  Punkt  0  einen  Sreii  mit  p  ale  Radius 
beachrieben  und  einen  Punkt  M'  gleichfCrmig  aof  diesem  £reiae  eich  bewegend, 
BO  würde,  wenn  der  nach  ihm  gezogene  Radius  OM'  mit  eiuem  futten  Duroh- 
meaaer  dea  Ereisea  den  Winkel  ^  oi  bildet,  seine  Projecüon  M  auf  diesen  Darch- 
messer  eine  Bewegung  haben ,    für  welche   »i  -j—  -•  mg  cos  {  a  wäre,  also  dieselbe, 

als  ob  Sf  von  0  der  ersten  Potens  der  Entfernung  proportional  angezogen  würde. 
Man  folgert  hieraus  leicht  den  Isochronismaa  des  Cycloidenpeudela. 

2.  Zwei  Funkte  bewegen  sich  auf  zwei  Kreisen  von  den  Radien 
r,  r  mit  constaulen  Geschwindigkeiten;  ihre  Hassen  und  Umlaufs- 
leiten  seien  m,  m';  T,  T.  Welches  ist  das  Y^rh&ltniss  der  Ceutri- 
petalkrElfte,  welche  diese  Bewegungen  ermöglichen?  Man  hat  hier 
a.  —  T  :  T ,  ß  —  m  :  m ,  t  ~  T  :  T\  mithin 

}"  —  7?  —  5^' T*" 

3.  Zwei  Pendel  von  den  Längen  BChwingen  an  zwei  Orten,  wo  die 
Beschtennignng  der  Schwere  g  nnd  g  iat,  nachdem  sie  um  dieselben 
ElongatiouBwinkel  aus  der  Qleichgewiohtslage  herausgebracht  sind; 
welches  iat  das  Verhaltniss  der  Zeiten,  in  welchen  sie  homologe 
Bogen  durohlaafen,  also  auch  daa  Verhältniss  ihrer  Oscillations- 
dauern?    Es  ist  fOr  sie  a  -^l  -.1',  ß  >^  m  :  m,  y  ••■  mg  :  mg',  mithin  iat 

4.  Zwei  Fäden  von  den  Längen  I,  I'  nnd  den  Hassen  m,  m'  seien 
durch  zwei  Gewichte  P,  F'  gespannt.  Die  Oaoillationsdauern  T,  T' 
haben  für  sie  das  Verhältnias: 

Denn  es  sind  (mit  Vemacbläsaignng  der  Fadendorchmesser)  die  Fäden  zwei  ähnliche 
Systeme,  tOr  welche  a  =  l :  l',  ß  =-  m  :  m',  y  —  P :  P',  mithin  iat 


'Vi 


Wenn  die  Fäden  beide  durch  gleiche  Gewichte  gespannt  nnd  durch  eine  be- 
liebige Anzahl  von  Hassen  belastet  werden,  welche  auf  beide  ähnlich  vertheilt 
sind  und  sich  verhalten,  wie  die  Längen  der  Fäden,  so  fahren  beide  Fäden  ilire 
Oacillationen  in  Zeiten  aus,  welche  den  Längen  l,  V  proportional  sind  (Duhamel). 
Denn  es  ist  o  <=  I:  i',   ß™  i :  (',  y  =■  1,   also  t  =  i ;  J'. 
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6.  Das  Modell  einer  Maschine  ist  gegeben,  man  soll  beortheilea, 
ob  die  AuBfÜhruDg  im  Grossen  empfebleaawertb  ist  oder  nicbt 

Ist  a  das  AebnlichVeitsTerbältuiss,  to  ist  a'  das  der  Hasseii,  da£  der  Si^wer- 
kräfte  ist  also  gleicbfalls  a',  es  mu«8  niitbin  da«  Verh&ltnis«  aller  anderen  Kraft«, 
welche  auf  die  Maschine  und  das  Modell  wirken,  gleichfalls  a*  sein.  Das  Ver- 
hältnis« der  Zeiten  ist  demzufolge  t  =  y  a  ;  das  der  Arbeiten  a*,  das  der  Ge- 
schwindigkeiten y  a.  Da  die  Widerstände  der  Luft  dem  Quadrate  der  Geschwindig- 
keit und  den  Fl&chen  proportional  sjnd,  so  ist  ihr  Verhältniss  tc',  wie  gefordert 
wird ;  anch  die  gleitende  Reibung,  welche  proportional  dem  Drucke  ist,  liefert  das 
Verhältniss  a',  die  wUlcende  Reibnng  aber,  welche  proportional  dem  Drucke  und 
umgekehrt  proportional  dem  Dnrcfamesser  der  Räder  angenommen  wird,  liefert  das 
Verhältniss  «*.    Sie  ist  demnach  im  Modell  grSsaer,  als  in  der  Maschine. 


VI.  Capitel. 

Die  Prinoipe  der  Bewegong  des  MasaenmlttelpunkteB,  der  FlBoben, 

der  invaiiabelea  Ebene  und  der  lebendigen  Kraft  für  d&a 

■  .Ter&nderliohe  System. 

§.  1.    Durch  Cornkbiuation  der  Beweguogagleichungen 

des  §.  4  im  vorigen  Capitel  oder  aach  dorob  passende  Wahl  der  Tirtnellen 
Yerschiebimgen  in  der  Gleichnng 

=  £  [S^^Sxi  +  5J'>ift  +  Ä«d«,) 
erhSlt  man  Sätze  von  tunfaBsender  Anwendbarkeit  (Principe)   ftlr  das  be- 
liebig   veränderliche  System,   welche   zum  Theil   Integrale   der  Differential- 
gleichungen   der  Bewegung   liefern   und  für   das   unveränderliche    SjrEtem 
bereits  Cap.  II,  §.  13  aufgestellt  wurden. 

Snmmirt   man   die   Beweguugsgleichnngen   nach   dem   Index   j,   so   er- 
hält man 

2m,^  =  £X,+  £8'J>, 

£m,^  =  £Y,  +  £S^\ 

£m,^~£Z,  +  £S^f>. 

Fttr    den    MasBenmittelpunkt    (x^  y^  e, )    deB    Systems    bestehen    aber    die 
Gleichungen 
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Mit  ihrer  Bttlfe  erfattlt  man  daher  aas  den  Torstehenden : 

Dies  sind  aber  die  Bewegungsgleichangen  des  Punktes  x,,  jr, ,  z^.  Sie 
drücken  dsn  Satz  aus: 

Der  Hassenmittelpankt  des  Systems  beiregt  sieb  so,  als  ob 
er  die  OesammtinaBBe  dee  Systems  enthielte  und  an  ihm  a&mmt- 
liche  Rrftfte,  innere,  Süssere  und  die  KrSfte,  welche  die  Be- 
dingungen des  Systems  vertreten,  parallel  mit  ihren  Richtungen 
angriffen.    (Princip  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes.) 

Es  sei  das  System  frei,  also  ,^' ==  0,  S<*' =•  0,  5^'' —  0.  Halten 
Eich  in  diesem  Falle  die  Kräfte  Pi,  wenn  sie  parallel  mit  sich  an  einen 
Punkt  verschoben  gedacht  werden,  Gleichgewicht  oder  sind  sie  Null,  so 
ist  £Xf  =:  0,  £Ti-=0,  SZi  <=■  0  nnd  die  Bewegungsgleicbungen  des 
Massenmittelpunktes  werden: 

^-S.o         '^-0         ^-0 
dl'      "'        dl'        '        it      "■ 

Ans  ihnen  folgt 

»■-«0  +  ».'.     »i-A  +  A'.     »,-)■.  +  /.'• 
Der  MaBsenmittelpunkt  beschreibt  daher  die  Gerade 

''i  -  «0  ^  gl  -  fe  ^  'i  -  ro 

mit  constanter  Geschwindigkeit  u  ^  ya\  +  pj  -f-  yj .  Dieser  Fall  tritt  ins- 
besondere ein,  wenn  eine  Kr&ftefunction  XJ  eiistirt,  welche  hlos  von  den 
Differenzen  der  Coordinaten  der  Systempnnkt«  abhSngt.  Enthfilt  nSmlich 
JJ  die  Differenz  x\  —  **  "=  6?  so  »st 

hV        dV_ 

?«*  ""   3S  ' 
and  ähnlich  fttr  alle  übrigen  Differenzen,  sodass 

^i,-.Ef-o,      Ej,-zl''--o.      zz,-i:'E.o 

cXi  dyi  Szt 

werden.  So  insbesondere  bei  gegenseitigen  Attractionen  der  Systempnnkte. 
Man  sieht  dies  anch  direct  ein,  indem  diese  inneren  ErSfte  paarweise  gleich 
und  entgegengesetzt  sind  und  sich  also  am  Beductionspunkte  paarweise 
tilgen. 
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Ist  das  System  nicht  frei,  sind  aber  die  Bedingungen  so  beediaffen, 
dssB  sie  bloB  von  den  Differenzen  der  x-Coordinaten,  der  y-Coordinaten 
und  der  e-Coordinaten  abhSngen,  so  wei-den  JE5^",  SS^J^,  XS^'^  Null,  weil 

sie  die  Differentialquotienten  -— ,   - — ,  .  .  .    enthalten,    welche    paarweise 

^x*      dxt 

eich  tilgen.  Die  KrKfte,  welche  solche  Bedingungen  m  vertreten  vermögen, 
tilgen  sich  daher  ebenfalls  paarweise.  Man  kann  daher  den  Satz  auf- 
stellen ; 

Ist  ein  System  keinen  conttnuirlichen  Kräften  oder  inneren 
paarweise  entgegengesetzt  gleichen  oder  Uberhaiipt  solchen 
Kräften  unterworfen,  welche  an  einen  Funkt  verlegt  steh  Gleich- 
gewicht halten  und  ist  es  frei,  eo  bewegt  sich  der  Massenmittel- 
punkt desselben  gleiohfCrmig  in  gerader  Linie  oder  bleibt  in 
Ruhe,  wenn  es  anf&nglich  ruhte.  Dasselbe  findet  statt,  wenn 
das  System  nicht  frei  ist,  aber  ausser  diesen  Bedingungen  auch 
die  Kräfte,  welche  die  Bedingungsgteichungen  des  Systems 
vertreten,  an  einen  Funkt  verlegt  im  Gleichgewichte  sind.  Ins- 
besondere findet  dieser  Satz  statt,  wenn  eine  KrSftefunction 
existirt  und  sie  liebst  den  Bedingungsgleichnngen  nur  von  den 
Coordinatendifferenzen  abhSngt.  (Frincip  der  Erhaltung  der  Be- 
wegung des  Massenmittelpunktes.) 

Die  Gleichaugeu  fSr  die  Bewegung  des  HasBenmiitelpunkteB  erhält  man  auch 
auB  der  Gleichung,  welche  dtut  D'Alembert'sche  Princip  mit  HQtfe  der  Varia- 
tionen der  Coordinaten  darstellt,  indem  mau  dem  System  einmal  eine  Verechiebung 
parallel  der  x-Axe,  das  auderemal  eine  solche  purallel  der  y-Aze  oder  parallel 
der  i-Aie  crtbeilt  denkt.  Die  Variationen  8x  sind  hierbei  im  ersten  Falle  alle 
gleich  and  siigleicb  alle  3y  und  ds  Null;  in  den  beiden  anderen  sind  alle  ip, 
resp.  03  gleich  und  ix  und  Ss,  reap.  8j!  und  ty  Null.  Jedesmal  fUlt  aber  die 
noch  in  der  Gleichung  verbleibeude  Variation  als  gemeinsamer  Factor  heraot. 

Um  den  Inhalt  und  Umfang  den  Prinoipa  von  der  Bewegung  des  MiMenmittel- 
Punktes  lu  erUlntem,  wählen  wir  folgende  Beispiele  und  Anwendungen. 

I.  Ein  Körper,  auf  welchen  die  Schwere  wirkt,  wird  im  leeren  Räume  in 
irgend  einer  Weiae  geschleudert  und  ist  sich  hieranf  selbst  Obertassen.  Sein 
Massenmittelpunkt  beschreibt  dem  Principe  zufolge  eine  Parabel,  deren  Ebene 
vertikal  ist  und  durch  die  Anfangsrichtung  der  Geacbwindigkeit  desselben  hin 
durchgeht.  Die  vollständige  Bewegung  des  Körpers  ist  eine  Windungsbewegnng 
mit  jedem  Augenblick  wechselnder  Aie;  dieselbe  kann  man  auflösen  in  die 
Translationsbeweguog  eines  Syetempunktes  und  die  Rotation  nm  eine  bewegliche, 
durch  diesen  hindurchgehende  Aic.  Wählt  mau  zu  dem  Systempunkt  den  Hassen- 
mittelpnukt,  so  zerfUUt  die  Bewegung  des  KOrper«  also  in  die  panboUsche  Trans- 
lation dieses,  verbunden  mit  einer  Rotation  um  eine  wechselnde  Aze  des  Havsen- 
mitteljmnkteB. 

3.  Zerf&llt  ein  Sjstem  während  der  Bewegung  oder  finden  Explosionen  in 
demselben  statt,  so  finden  diese  Ereignisse  nur  in  Folge  des  AnfhSrens  oder  der 
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ErreguDg  inuerer  Erilfte  ntott  und  da  diese  stets  paarweise  «ich  gleich  und  ent- 
gegengeaetzt  aind,  so  vermögen  sie  nicht  die  Bewegung  des  Massen mittelp unkten 
ZQ  ändern;  dieser  eetzt  Tielmehr  trotz  des  AaseiDanderfliegen«  der  Syatemstücke 
seine  Bahn  fort,  als  oh  gar  keine  StSrung  stattgefunden  bUtte.  Wenn  eine  Bomhe 
zerplatzt,  so  wird  die  Eiptosioo  durch  die  chemischeu  Molecnlarkrtlfto  hervor- 
gerufeu,  welche  als  gegenaeitige  AnEiehnngi-  nnd  AbstoaaungskiHite  paarweise 
{gleich  und  entgegengesetzt  sind.  So  lange  die  Boinbenstücke  nicht  auf  ein  Hindet- 
nias  stossen,  dessen  Widerstand  als  eine  neue  Kraft  in  das  System  eintritt,  gebt 
der  Schwerpunkt  der  zerplatzten  Bombe  in  der  parabolischen  Bahn  der  kugel- 
förmigen Bombe  fort  Eine  kleine  Modification  erleidet  die  Bewegung  des  Schwer- 
punktes in  der  Luft  nach  dem  Zerplatzen,  indem  der  Luft  widerstand  auf  die 
Bombensplitter  anders  wirkt,  als  auf  dio  unversehrte  Bombe. 

In  ähnlicher  Weise  haben  alle  Eruptionen  der  Vulkane,  Erdheben  n.  s.  w. 
keinen  Einfluss  auf  die  Bewegung  des  Masse nmittelpunkte»  der  Erde  oder  gar 
des  Son  Den  System  B  j  die  Erde  kOnnte  zertrQmmert  werden  nnd  dan  ganze  Sonnen- 
system konnte  zerfallen,  ohne  dass  der  Schwerpunkt  des  Ganzen  in  seiner  Bahn 
oder  seiner  Geschwindigkeit  gestOrt  würde. 

3.  Auf  unser  Sonneusjatero  wirken  als  äussere  Eiflfte  die  AnziehuDgen  der 
Fineternwelt ;  wegen  der  ansscrord entlich  grossen  Entfernung  sind  diese  Kräfte 
sehr  klein  und  halten  sich  also,  Kr  den  Massenmittelpunkt  des  Sonnensystems 
reducirt,  nahezu  Gleichgewicht,  Uaher  iet  der  Massenmittelpankt  des  Sonnen- 
systems entweder  in  Ruhe  oder  er  bewegt  sich  nahezu  in  gerader  Linie  mit  ap- 
prosiraativ  coostanler  Geschwindigkeit.  Man  hat  die  Richtung  dieser  Geraden 
durch  Beobachtung  zu  bestimmen  gesucht. 

4.  Ein  lebendes  Wesen  befinde  sich  isolirt  im  Raumej  es  mSgen  auf  dasselbe 
keine  äusseren  Kräfte,  ausser  etwa  die  Schwere  wirken  und  in  diesem  Falle  soll 
dasselbe  durch  eine  vollkommen  glatte  horizontale  Ebene  unterstützt  sein ,  deren 
Widerstand  das  Gewicht  tilgt.  Trotz  aller  Muskelanstrengnug  wird  es  dem  Wesen 
nicht  gelingen,  seinen  Schwerpunkt  in  Bewegung  zu  setzen,  wenn  es  ursprünglich 
in  Ruhe  war  oder  ihn  zur  Rnhe  zu  bringen,  wenn  er  sich  in  Bewegung  befindet. 
Denn  alle  Huskelbr&fte  sind  als  innere  Kräfte  paarweise  gleich  und  entgegen- 
gesetzt und'  vernichten  sieb,  an  den  Schwerpunkt  verlegt.  So  sehr  auch  immer 
ein  Vogel  in  solcher  Lage  mit  den  Flügeln  schlagen  mag,  e%  wird  nicht  helfen, 
ihn  vom  Fleck  zu  bringen;  so  viel  auch  immer  der  Mensch  auf  einer  voltkommen 
glatten  Horizontalehene  sich  drehen  und  wenden  und  seine  Muskeln  anstrengen 
mag,  er  wird  aeinen  Schwerpunkt  nicht  heben  und  nicht  aufstehen  können,  wenn 
er  liegt  oder  sitzt.  Bios  der  Luftwiderstand  and  die  Reibung,  wenn  sie  als  neue 
äussere  Kräfte  hinzutreten,  machen  eine  Aenderung  in  der  Loge  des  Schwerpunktes 
möglich. 

5.  Eine  Locomotive  werde  an  Ketten  frei  au^ebängt,  sodass  sie  schwingen 
kann,  wie  ein  Pendel ;  sie.  befinde  sich  in  Ruhe.  Wird  nun  der  Keaael  geheizt 
nnd  lässt  man  den  Dampf  anf  die  Kolben  wirken,  so  macht  die  Locomotive  Schwin- 
gungen. Bei  der  Bewegung  der  Kolben  wird  nämlich  der  Schwerpunkt  im  Innern 
der  Maschine  verlegt,  da  aber  auf  das  ganze  System  nur  äussere  Kräfte  wirken, 
die  im  Gleiohgewichte  sind  (denn  der  Dampfdruck  bildet  sich  durch  innere  Kräfte), 
so  muBs  der  Schwerpunkt  im  Räume  ruhen.  Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn 
gleichzeitig  mit  dem  Vorwärtsgehen  der  Kolben  da«  ganze  System  rückwärts  geht 
nnd  umgekehrt. 
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§.  2.    Istegrirt  nuui  die  Gleichungen 

aber  em  beliebiges  Zeitintervall  l  —  t^  hinneg,  flo  kommt 

and  wenn  man  diese  Oleicbungen  der  Reihe  nach  mit  den  Richtong»- 
cosinuBHen  einer  beliebigen  Axe  (aßy)  multiplicirt  und  aie  addirt,  weiter 

—  *(»»i^  cos«4-»m  —  coap  +  Mf  —  coayl 
t  ■> 

-  X/CfZi  +  S«)  cos«  +  (r,  +  5J'>)  cos/?  +  (Z,  +  SiO)  ooay]  dL 
>• 
Bezeichnet    nun    #«    den    Winket,    welcheir    die    OeEChwindigkeit    Cj   dei 
Punktes   »ii,    ©<  den  Winkel,    welchen   Pj    und    9i  den,    welchen  Ä™  mit 
jener  Axe  bildet,  so  kann  man  die  Qleiohung  schreiben: 

XBijüiCosOj  —  (i:»ijejCOB#()  —  £  ("{Fi  eoeSi  +  S(  cob  Öi)  di, 

d.  h.:  Projicirt  man  ein  in  Bewegung  begriffenes  Srstem  auf 
irgend  eine  Axe,  so  ist  die  Aendernng  der  Summe  der  Hörnen- 
tankrSfte  für  die  Projectionsbewegung  w&hrend  irgend  eisei 
Zeitintervalls  gleich  der  Projection  des  totalen  Kraftantriebe» 
auf  die  Aie  wBhrend  dieser  Zeit. 

Sind  £Xi  =  2Tt~  £Zf  =  0,  2:5^"  =  £8^^  =  X5J''  —  0,  so  W«bt 
'''°"  Xm;fiCos*(-={im,i;jCOB»(). 
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d.  h.:  Gilt  dae  Priucip  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  MaBsen- 
mittelpunktes,  so  bleibt  die  Sninine  der  MomeutankrSfte  fUr  die 
ProjectionsbewegUQg  cottatant. 

Man  kann  die  obigen  Gleichungen  auch  durch  folgende  ersetzen: 

und  erhalt,  wenn  A  der  Winket  ist,  den  die  Momentankraft  MV  des 
Masaenmittelpunktes  mit  der  Axe  bildet: 

JfrcoB^  —  (MVoobA)  =  sf(Pi  coae,  +  SiCoa^i)dt. 

üei  Torstehende  Sati  kann  folgende  Eracheinnngen  eTklaieo:  a)  den  ESck- 
Htoae  der  Gescbatie.  Vor  der  Ezploaion  bilden  Geachati  und  Ladnng  ein 
Sjsteni,  weiche«  unter  Einfluse  der  Schwere  und  dee  WiderstandeH  des  ebenen 
Bodena  im  Gleiohgewicht  und  anaaetdem  in  Rnhe  aich  befindet.  Die  Summe  der 
Homentankrftfte,  projicirt  auf  eine  beliebige  Aie,  z.  6.  auf  die  Axe  des  Bohre, 
iat  daher  Null  Da  nun  bei  der  Eiploaion  nur  innere  Kräfte  eutwickelt  werden, 
ao  mnas  diese  Summe  conalant  gleich  Null  bleiben ;  damit  diea  mSglicb  aei,  mnea 
die  Summe  der  Homentankrafte  fär  die  Engel  der  Summe  der  Homentimkräfte 
fflr  daa  OeacbQtE  entgegengeeetzt  gleich  aein.  Daher  erlangen  die  Schwerpunkte 
beider  Tbeile  eatgegenge setzte  QeBchwindigkeiten ,  welche  sich  umgekehrt,  wie 
die  Haasen  dieser  Theile  Terhalten  nnd  wird  dae  Qescbiltz  rückwärts  aoEweiohen. 
Eine  kleine  Abweichung  hiervon  findet  allerdiuga  statt,  weil  du  Pulver  der 
Ladnng  verdampft  i  die  Geach windigkeit,  mit  welcher  daa  Qeachtiti  zurückweicht, 
iat  deshalb  etwas  grösser,  ala  sie  ohne  dies  sein  würde,  b)  Das  Aufateigen 
der  Raketen  Bei  der  EntEündang  tritt  am  unteren  Ende  der  Rakete  immer 
mehr  Ztlndmasse  ans ,  welche  verbrennt  und  den  Feueratreifeu  liefert ;  daher 
mnsa  die  Rakete  selbst  eine  entgegengesetzte  Geschwindigkeit  annehmen  nnd 
anfeteigen.  Die  Befchleunigung  der  Schwere  vernichtet  diese  Geschwindigkeit 
allmälig. 

§.  3.  Wir  combiniren  jetzt  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
Bo,  dasB  wir  die  dritte  mit  jr,  und  die  zweite  mit  2,  multdpliciren,  letzteres 
Produkt  von  eraterem  snbtrahiren  nnd  hierauf  nach  t  Bummiren.  Dies 
liefert,  in  Bezug  auf  alle  drei  Coordinatenpaare  pf,  ei;  ti,  Xi;  xi,  ^i  sns- 
geflthrt,  die  Gleichungen 
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.Ein  («I  ^'  - 1.  ^')  -  .s(«,Xi  -  «,Zi)  +  £i'iSiJ<  -  i,s<;i), 

■^"'  ("  §  ~''  S"')  ~  •^*''''''  ~  ''^'' + ■^'^''*'  ~  '■*"•"'■ 

Denkt  man. eich  ijie  KrSfte,  welche  am  System  zugreifen,  für  den  Coor- 
dinaien Ursprung  reducirt,  wie  beim  unverSnderlichen  System,  so  drflcken 
diese  Gleichungen  die  Aequivalenz  des  rssultirenden  Paares  der  Effectivkräfte 
Mitpi  mit  dem  resultirenden  Paare  der  gegebenen  und  der  Bedingangskrtfte 

aus.    Ebenso  drUcken  die  Gleichungen  Smi—^  =  £Xi  +  S^J^, ..,,  auf 

welchen  das  Princip  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  hervorging, 
die  Aequivalenz  der  Reductionsresultanten  der  Kr9fte  mi<pi  mit  den  Re- 
ductioneresultanten  der  gegebenen  und  der  BedingungskrSfte  aus. 

Nehmen   wir    nun  an,    es    sei  die    rechte  Seite    einer  der  drei    obigen 
Gleichungen,  z.  B.  die  der  ersten  fortwährend  gleich  Null,  so  wird 


)^o, 


d.  h.  die    C'omponente    des   Axenmomentes   des  Paares   der    KrSfte    m,^,, 
welche  der  x-Axe  parallel  ist,  Weiht  Null.    Diese  Gleichung  gibt  integrirt 


-■(-S--S^=^. 


und  drllckt  aus,  dasa  die  C'omponente  des  resultirenden  Axenmomentes  der 
Momeqtankr&fte  parallel  der  x-Axe  constant  bleibt.  Projicirt  man  nun  das 
System  sammt  allen  vom  Ursprung  nach  den  Systempunkten  gezogenen 
Radienvectoren  auf  eine  zur  ;£-Axb  senkrechte  Ebene  und  nennt  da^'^  den 
Elementarsector,  welchen  die  Projection  des  nach  mi  hinfahrenden  Badios- 
vectors  auf  jene  Ebene  im  Zeitelemente  beschreibt,  so  nimmt  die  Gleichung 
die  Gestalt  an 

nnd  liefert  nach  der  Integration 

wenn  man  die  Sectoren  o^'  von  der  Stellung  der  Radienvectoren  xnr  Zeit 
^  1IC  0  an  rechnet.    Man  bat  daher  den  Satz: 

Wenn  die  Componente  des  resultirenden  Asenmomentes 
aller  am  System  angreifenden  Kräfte,  welches  sich  ergibt,  wenn 
man    dieselben    wie    beim    unver  Sud  erheben    System    fttr    einen 
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Funkt  (den  Coordin&tenursprung)  reducirt,  parallel  irgend  einer 
Äse  w&hrend  der  Bewegung  dea  Systema  fortwährend  Ter- 
schwindet,  alao  die  Componente  des  entsprechenden  Axen- 
momenteH  der  MomentankrSfte  constant  ist,  so  ist  für  die  Fro- 
jection  des  beweglichen  Syatems  auf  eine  zu  jener  Axe  senk- 
rechte ßhene  die  Summe  der  Secf orengeschvriudigkeiten,  jede 
mit  der  Masse  des  betreffenden  Systenipunktes  multipUcirt  con- 
stant und  ändert  sich  die  Summe  der  Produkte  aus  den  Sectoren 
und  den  Massen  der  Zeit  proportional.  (Princip  der  FlScben.)  Sind 
auch  die  beiden  Grössen 

so  gilt  dieser  Satz  auch  für  die  Axen  des  1/  in  z,   resp.  tllr  Ebenen  senk- 
recht zn  ihnen  als  Frojectionsebenen  und  hat  man  ebenso 
d«"'  d  (><■■> 

2m.a!^o  =  ^  Z),  ((  —  („),       £mi<^;>  =  ^  Z>g  ((  —  t^). 

Gilt  als  FlKchen princip  fUr  drei  zu  einander  senkrechte  Ebenen,  d.  h.  ver- 
schwinden sämmtliche  drei  Componenten  des  resultirenden  Paares  der  con- 
tinuirlicben  Kräfte  bei  der  Reduction  fltr  einen  Punkt,  so  gilt  dasselbe  fUr 
alle  Ebenen  des  Raumes.  Denn  es  sei  {"ßy)  die  Richtung  der  Normalen 
2f  einer  beliebigen  Ebene,  so  erhält  man 

2;ffl(((ilJ<J^-C0Sa  +  d(K;''C0SjS-f  (I<J<''-COBy)  =-4(0,008  tr  +  Dj,  cos  (S  +  DaCOSy)«. 

Es  bedeutet  aber  dtj^"  cos  u  -|-  dö^"  cos  ß  -\-  d«'^''  cos  y  die  Projectionssumme 
der  Elementars ectoren  di/-^\  di^'\  de^^'  oder  also  die  Projection  des  vom 
Radiusvector,  der  nach  m;  führt,  im  Räume  beschriebenen  Elementarsectors 
auf  die  neue  Ebene.  Bezeichnen  wir  dieselbe  mit  dd^,  so  ist  die  linke 
Seite  vorstehender  Gleichung  Zm^du'jj'.  Die  Grössen  ZJ,,  Dj,  Dg  sind 
die  Componenten  des  resultirenden  Paares  G  =  yD^^-D^  -\-  2)J  der 
Momentankräfte  und  wenn  (abc)  dessen  Richtung  ist,  so  sind  Di  =  Gco60, 
Dg  "-  tf  cos  6,  Dg  ■=  ff  cos  c.  Daher  wird  die  rechte  Seite  obiger  Glei- 
chung gleich . 

J  ff  (coso  cos  £(  +  cos i  cos )3  +  cos«  cos  y)  dt  =  Jff  cosfr-d(, 
wenn  fr  den  Winkel  (_N,  G)  bezeichnet    Demnach  erhalten  wir  weiter 

Xmidd'jj)  =  4ff  cosfrd/,      Xm,o'^l  ==  ^ff  cob#-(<  —  Q. 
Diese   Summe    wird    ein    Maximum    für   #  -=  0,   d.  h.  die   Summe   der 
FläcbenrSume,  multipUcirt  mit  den  Massen,  wird  ein  Maximum 
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fttr  die  zur  Axe  des  resuitireDden  Paares  der  Momentankr&fte 
senkrechte  Ebene. 

Es  fragt  sich,  in  welchen  Tailen  eine  oder  die  andere  der  drei  Smnmen  anf 
den  rechten  Seiten  der  Qleichnngen  yerachwindeb  Nehmen  wir  an,  dtu  Sjitem 
sei  frei,  also  aUe  S^^  =  5J;'*  —  S^'^  =  0 .  Damit  E{yiZi  —  nYi)  verschwinde, 
muas  das  Paar,  welches  die  Kräfte  Yi ,  Zi  in  der  y«-Ebeae  bei  der  Rednetion 
für  den  Coordinaten Ursprung  liefern,  Null  seJa,  müuen  aich  also  diese  EriLfte  auf 
eine  bluaae  Resultante  reduciren,  deren  Lage  also  die  Lage  der  Centralase  des 
ebenen  Rräftesjatems  hat.  Qs  eiistire  nun  eine  Kr&ftefunction  ü.  An  die  Stelle 
der  Coordinaten  yt ,  a  führen  wir  Polarcoordinaten  fi,  &j  in  der  yj-Ebene  ein, 
während  wir  Xi  beibehalten.  Wird  dadurch  nun  ü  zo  einer  Function  von  xt, 
Ti  und  den  Differenzen  der  Winkel  9,  so  verBchwindet 

.;(„z,-.r„-x(„||-„f), 

weil  sich  darin  die  Glieder  paarweise  tilgen.    Uan  erhält  nämlich  vermflge  der 
Gleichungen 

y*  =  'a  co8*j,    «^  —  rj  sinffj;    y^  —  r»  cosff^,    z^  =-  r^  «intf^, 
bebufa  Einführung  der  neuen  Tariabelen,  weil  die  Differentiationen  nach  t^  und 
y^  re»p.  y^  und  «^  als  conatant  TorauBsetzen 


^'"*-;^<*^  +  ^5**. 

■^^äy,^-^^dr,+  ^^ä^ 

dz^  —  Biji»^dr^  +  y^d»^, 

0  =  6in*^drj  +  y^<ffr», 

0  =  coaff^dr^  +  h^^h' 

dy^  =  co»»^dr^-g^d»^. 

-^s.n*,  +  -^coaff„ 

du        dV        .         1    bU 
—  „.^cosff,-  — ^ 

Enthält  nnn  f?  bloa  die  Differenzen  0^  —  9^  ==  £ ,  so  werden 

ZU      du      zu      _  8U_ 
^~  W  '^'^     Zk 

und  folglieh  tilgen  sich  die  den  Indicee  h  und  k  entsprechenden  Glieder  in 
£(ytZi  ~  tiTi).  Daher:  wenn  eine  Kräftefunctivn  U  exiatirt  and  sie 
von  den  Differenzen  der  Winke)  abhängt,  welche  die  Projectionen 
der  Badienvectoren  auf  die  eine  Coordinatenebene  mit  einer  der  in 
ihr  liegenden  Aien  bilden,  so  gilt  das  Princip  der  Flächen  für  diese 
Coordinatenebene. 

Der  Sinn  davon,  daas  U  blos  Function  von  den  Winkeldifferenzen  ist,  iat  der, 
dasB  U  aich  nicht  ändert,  wenn  man  dem  System  eine  virtuelle  Drehung  nm  die 
znr  Ebene,  wofür  das  Princip  gilt,  senkrechte  Axe  dergestalt  ertheilt,  daas  das 
System  aich  wie  ein  nnveränderlicbee  verhält  Dieaer  Fall  tritt  ein,  wenn  in  [' 
nur  die  Entfernungen  je  zweier  Punkte  vorkommen.  Denn  man  hat  fflr  die  Ent- 
femnng  r^^  der  Punkte  m,,  m^ 
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r^j*  =  ^x^  ~  a'j)'  -J-  (r^  cob»^  -■  r^  ainff^)»  +  (r^.,  Binö^  —  r^  sin^^)* 

und  dieser  Aaedruck  enthalt  die  Wiukel  6^,  *^  bloa  in  der  Verbindung  *,  —  9^, 
Wenn  dabei  ein  miTeränderlichcB  Syaten  U  blos  von  CoordiDateadiffereiiseti  ab- 
hängt, so  gilt  immer  dai  Priiici|i  der  Flbchen.  Für  gegeneeitige  Attractionen 
gibt  es  immer  eine  Kräftefnnction,  welche  von  den  Entfernungen  abhängt,  daher 
gilt  bei  Attractionen  das  Princip  ffir  alle  Ebenen.  Es  erhellt  dies  anch  daraus, 
daaB  alle  diese  inneren  paarweite  entgegengeietst  gleicbeo  Ki^fte  sich  bei  der 
Bildung  des  reanltirendeo  Paares  tilgen  und  dieneB  Belbst  mitbin  TerBchwindet. 
Bestehen  ansaer  den  gegeoBeitigeo  Attractionen  noch  Attractionen  nach  fetten 
Centren,  so  hOrt  das  Princip  der  FUchen  auf  zu  gelten,  ea  sei  denn,  dasB  diese 
Ceotra  alle  in  gerader  Linie  liegen.  Denn  wählt  man  diese  Gerade  znr  Axe  der 
(r  and  projicirt  anf  die  Ebene  senkrecht  za  ihr,  so  liefern  die  Attractionen  nach 
den  Centren  in  der  Protection  eine  Besultante,  welche  dnrch  den  Ursprung  des 
Coordinatenayetems  gebt  und  kein  resnltirendas  Paar. 

In  allen  Fällen,  in  welchen  sich  alle  SrUta  auf  eine  Einzelresoltante  redu- 
ciren,  die  durch  einen  festen  Punkt  geht,  gilt  da«  Princip  der  Pl&ohen  fOr  alle 
Ebenen, 

Ist  das  System  nicht  frei,  so  gilt  das  Princip  nur  dann,  wenn  die  Bedingungen 
und  Bedingnugakrftfte  an  den  genannten  zur  Existenz  des  Principa  erforderlichen 
Eigenschafton  Theil  nehmen.  So  z.  B.  wenn  die  Bediogongegleicbangen  blos  von 
den  Winkeldifferenzen  abb&ngen,  wenn  die  Veibindungskrätte  paarweise  gleich 
und  entgegengesetzt  sind  a.  s.  w. 

Das  Princip  der  Fl&chen  gilt  aneh  für  die  relative  Bewegung  freier'  Systeme. 
Setzt  man  x^  =  «,  -j-  £^. ,  y^  —  y,  +  ij, ,  e^  =  /,  +  £;  in  die  Bewegongsgleichung 
ein,  so  wird  z.  B.  die  dritte: 

d's;  d'x.  /     d'V;  d'iA 

-.^«,  ^  -  y,  ^«,  ^  +  ^'n,  (fi,  ^  -  ,,  -^) 

oder  da  vermöge  des  Princips  der  Bewagnng  des  HsMenmittelpunkte* 
d*Xi  iPy, 

■^"■lir'-",.     ^"i^-^y, 

ist. 


Setzt  man  hierin  die  Werthe 

Ä'x,.       d%       d*it      d'!/..       d'y,       (ffi^      d'i 

d'e,      d'E, 
°°  dC  +  dt' 

ein,  BO  kommt 

-^rt^y^-i 

Diese  Qleichung,  sowie  die  amJog  gebildeten  vereinfachen  sich  durch  die  be- 
gondere  Wahl  dee  Urspranga  (x,  y,  t,)  der  relativen  Coordinaten.  Ist  derselbe 
der  Haasenmittelponkt,  oder  ein  Systempnnkt,  welcher  eine  gleichförmige  Be- 
wegung hat  oder  ein  Punkt,  dessen  Beschleunigung  fortwährend  dorch  den  UaBsen« 
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In  allen  drei  FlUleD  wird  S^fi^  ■  -A  —  2:m-%  ■  -jj^  —  0  and  die  obig«  Olei- 
chang  nebst  den  beiden  analogen : 

Da  dieae  Qleichnngen  dieMibe  Form,  wie  die  ßleichmigen  dei  Princip«  fSi  die 
übeolote  Bewegung  haben,  so  gelten  auch  die  von  dieser  Form  abhängigen  Be- 
dingQDgon  der  Existenz  des  Flftchenprincips. 

§.  4.     lutegrirt    man    die    Gleichangen    des  §.  3    Über    das    beUebige 
Zeitintervall  t  —  f,  hinweg,  so  erhält  man 

—  eJiuiZ,  —  «,r,)  dl  +  xj  (ji,si;>  —  t,sf)  d(, 

_      /    dl,  d.A        r„      /    d«,  d»,\"| 

—  i  /  («,X,  —  »,Z,)  dl  +  zJljuX,  —  iiZi)  dl, 

=  zj  (x,r,  -  y,X,)  dt  +  ij'ca^ri  -  ftZ.)  dt, 

d.  h.: 

Die  AenderoDgen,  welche  die  Componenten  des  reBultirenden 
Paares  der  MomeatankrBfte  während  irgend  eines  Zeitraumea 
erfahren,  sind  die  Integrale  der  Componenten  des  resultirenden 
Paares  der  gegebenen  und  der  Bedingungskräfte,  Ober  dieselbe 
Zeit  ausgedehnt. 

Ifit  {aßy)   die   Bichtung    einer  Axe,   multiplicirt  mau  diese  drei  Glei- 
chungen mit  cos  u,  cos  ß,  cos  y  und  addirt  sie,  so  ergibt  sich: 
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Die  Aenderung  der  Projection  des  reBultirenden  Äxen- 
momentes  der  MomentaDkräfte  auf  irgend  eine  Axe  ist  gleich 
dem  Integrale  der  Projection  dee  Axenmomentes  der  gegebenen 
und  der  Bedingusgkräfte  auf  dieselbe  Axe. 

Sind  daher  die  gegebenen  und  die  BedingunggkrBfte  im 
Oleicbgewicht  oder  redaciren  siofa  dieselben  fortwährend  aaf 
eine  Einzelresultante,  so  bleibt  das  resultirende  Axenmoment 
der  UomentankrBfte  constant  nach  ärGaae  und  Axenrichinng. 

Die  zu  dieser  Axs  eenkrechte  Ebene  behalt  wShrend  der  Bewegung 
fortwährend  dieselbe  Stellung  im  Räume  und  wurde  von  Laplace  die  in- 
variabele  Ebene  genannt;  ihre  Nonnale  heiest  die  invariabele  Äxe. 
Die  invariabele  Ebene  ist  die  §.  3  erwähnte  Ebene  des  Uaümums  der 
Flächen.  Die  Richtung  der  inTariabeien  Aie  und  die  Lage  der  invariabeten 
Ebene  wechseln  übrigens  von  Red uctionsp unkt  zu  Red uctionap unkt.  Laplace 
glaubte  sie  benutzen  za  kennen,  zu  finden,  ob  im  Laufe  der  Zeit  im  Sonnen- 
system StCsee  vorgekommen  sind.  Ist  das  der  Pall,  ao  muss  ihre  Lage 
sich  geändert  haben  und  umgekehrt  haben  Beobachtungen  eine  solche 
Lagenänderung  festgestellt,  so  kann  man  auf  Stdsse  schliessen.  Diese  Be- 
trachtnngen  basiren  auf  der  Voraussetzung,  dasa  das  resultirende  Paar  der 
auf  das  Sonnensystem  Wirkenden  Kräfte  nahezu  Null  ist,  was  fUr  die 
Innern  Kräfte  genau,  für  die  äussern  wegen  der  grossen  Entfernungen  sehr 
nahe  zutrifft 

Zur  näheren  Erläaterung  des  FlächeDprincipe  lassen  wir  einige  leichte  An- 
wendungen folgen,  welche  sich  den  Betrachtungen  anachliessen,  die  wir  zur  Br- 
läuternng  des  Principa  der  Bewegung  de«  MasaenmittelpnnkteB  gegeben  haben. 

Ein  lebendes  Wesen  befinde  sich  irgendwo  isolirt  im  Baume,  die  Einwirkungen 
der  äusseren  Kräfte  auf  dasselbe  seien  Null  and  es  sei  anfangs  ruhig.  Dass  es 
seinen  Schwerpnulit  nicht  in  Bewegung  zu  setzen  vermag,  sahen  wir  bereits  frQher; 
allein  es  kann  sich  auch  nicht  einmal  um  denselben  drehen.  Denn  betrachten 
wir  den  Schwerpunkt  desselben  als  Pol,  ziehen  von  diesem  nach  allen  Punkten 
seines  EOrpers  Badienveotoren  und  projiciren  das  ganze  System  auf  irgend  eine 
Ebene,  i.  B.  auf  die  durch  den  Schwerpunkt  gehende  S;mtiietrieebene.  Da  das 
System  anfänglich  in  Ruhe  ist,  so  ist  zu  Aufang  die  Summe  der  Sectoten  Nnll; 
da  das  Spiel  der  Muskeln  aber,  wie  es  immer  beschaffen  sein  mfige,  nur  innere 
Kräfte,  welche  paarweise  gleich  and  entgegengesetzt  eind,  zur  Ursache  haben 
kann,  so  mnss  die  Summe  der  Momente  der  MomentankAfte  constant  bleiben  und 
da  anfangs  alle  Qeseb windigkeiten  Null  sind,  so  ist  die  Sectorensnmnie  anfangs 
Null  und  muBB  fortwährend  Null  bleiben.  Wenn  daher  das  Wesen  einige  Theile 
seines  KOrpers  derart  in  Bitwegung  setzt,  dasa  fQr  sie  die  Sectorenaumme  beginnt 
positiv  zu  werden,  bo  müssen  gleichzeitig  andere  KOrpertheile  so  ia  Bewegung 
geralhen,  da«s  die  ihnen  entsprechende  Sectorenaumme  einen  negativen  Werth 
annimmt  und  hierdurch  die  ganze  Summe  auf  dem  ursprünglichen  Werthe  Nnll 
erhalten  wird.  Wenn  t.  B.  ein  Mensch  in  Bolcher  Lage  den  Kopf  nach  rechts 
dreht,  so  wird  sich  der  übrige  KOrper  nach  links  drehen;  wenn  er  daB_eine  B»n 
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vorsetxeD  will,  wird  er  in  Oefahr  sein,  mit  dem  anderen  rOckwftrto  anizngkilfii 
Mao  sieht  hieraae,  daaa  wir  nnr  deswegen  auf  dem  Boden  vorwärts  »cbreiut 
kOnoen,  weil  das  Hne  Bein,  welches  nach  rückwärts  ansgleiten  will,  dnrcb  die 
darch  den  Druck  auf  den  Boden  erregte  R«tbuQg  am  Autgleiten  gehindert  wird 
Aaf  einem  glatten  Boden,  z.  B.  einer  Eisfliche,  findet  das  Aoegleiten  in  Wirklich- 
keit lehr  leicht  statt. 

Ein  Tänzer,  welcher  eich  mat  der  Fuesspitze  umdrehen  will,  gibt  msm 
Oberkörper  eine  Drehung  in  bestimmtem  Sinne,  gleichzeitig  wird  aber  Min  CiitD- 
kOrper  das  Bestreben  erlangen,  sich  im  entgegengesetzten  Sinne  zn  drehen  i  äai 
nar  so  kann  die  Sectoren  summe ,  e.  B.  auf  die  Horizontal  ebene  projidrt,  Kdl 
bleiben.  Der  DaterkOrper  wOtde  in  Wirklichkeit  jene  Bewegung  annehmen,  tae 
Dicht  die  Eeibung  der  Fnuspitze  am  Boden  als  eine  nene  äussere  Kraft  luniDtrüu 
und  dies  hinderte. 

g.  6.  Die  6  Combinationen  der  Diffsreutialgleiohnngen  der  Bewegnng  eiM< 
beliebigen  Teränderlicben  Systems,  welche  der  Entwicklung  der  Principe  der  El^ 
wegDDg  des  Hassenmittelpunktes  und  der  Fl&ehen  zu  Qnmde  lagen,  Dinilich: 


sind  dieselben,  wiefflr  das  an  veränderliche  System.  FQr  die  Erfonchong  <^ 
Bewegung  des  letzten  sind  sie  hinreichend,  für  das  ver&nderlicfae  aber  bettekM 
aaeser  ihnen  noch  3n  —  h  ->  6  andere,  wenn  a  die  Antabl  der  Bedingongen  i^L 
denen  das  System  genügen  mnss,  Wir  BChliesBen  hienins,  dass  anch  die  v  '^■'* 
abgeleiteten  S&tze  fQr  alle  Systeme  gflltig  sind.  In  der  That  leiteten  *ir  *>■ 
ihnen  anch  die  beitlen  eben  genannten  Principe  ab,  welche  fDr  das  nnTerlod"' 
liehe  System  bereits  früher  erwiesen  wurden  und  sie  liefern  fQr  das  vorlndsrli'b' 
System  Integrale  der  Bewegnog^leichungen,  wie  für  das  unvettoderliehe.  Bei> 
on veränderlichen  System  Hessen  sich  nun  Kräfte  and  Paare  verlern  imd  i» 
sammensetzen  und  war  die  Wirkung  der  zunrnmengesetateii  KiaftgebiU«  ^^ 
selbe,  wie  die  der  arsprOnglichen.  Beim  veränderlichen  System  hSrt  di«w  Aeji»' 
valenz  auf;  indessen  behält  die  Zusammensetzung  von  SiAften  und  FattrsD,  Sb"' 
haapt  die  Rednctdon  von  Kräften  anch  hier  nickte  destoweniger  eine  Bedtatoif' 
So  z.  B.  die  Unveränderlichkeit  der  Resultanten  und  des  Teaultinnden  Pav^  ^ 
Momentankräfte,  wenn  die  entsprechenden  Gebilde  der  costinniTliohen  EilAs  <*' 
schwinden. 
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§.  6.     Combiniren  wir  die  Differeatdalgleiciiangen 

"'  7?  -  * + ^^'  "■  S-'  -  ^' + «i"-  "■  ~i?-^'+^^ 

Bo,  daes  wir  aie  der  Reihe  nach  mit  den  ersten  DifferentialquoÜenteE  der 
Coordinalen  mnltiplicirt  addiren  nnd  hierauf  doroh  das  ganze  Sjetem  Bnm- 
miren,  bo  kommt 

^     \'   dt  ^   y  dt  ^    '  dt) 

Die  linke  Seite  dieser  Oleichnng  ist  der  Differentialquotient  der  halben 
lebendigen  Kraft  des  Systems,  nSmlich 

.4»-WS)"+(^)'+(S)"}-Ä-*--". 

die  Evreite  Summe  rechts  (TgL  S.  499)  hat  die  Bedeatong 


K' 


•  Ji^'t  dt^  ■  dl!         \ixidt^eg,  di^ dt,  dtJ 

^'^     \ixi  dt^  8«,  dt  ^  dl,  dl/ ^ 


ä»,  dt 

weiiB  X  3=  0,  Jf  =  0,  ...  die  BedingnDgsgleichuiigeu  des  SjrBteiiu  aisd. 
Sind  nun  diese  Bedingungen  nicht  mit  der  Zeit  Terftnderlioh,  so  enthalten 
X,  X,  ...  die  Zeit  nicht  ezplicit,  erbUt  mnn 


Xd»     8X^     8Xd5,\_       ^f, 

Xi  dt'^dy,  dt'^de,  dt}~    '      \dx,  dt   '  S^,  dt 


and  verschwindet  die  sweita  Summe  rechter  Hnnd.    Dagegen  h»t  man 
/8Xd»,8X«rji,SXd«A8X 
Vä«,  dl  "*'  8»,  dl  "■"  8.1   dl/  """  d(  ~    ' 
,       dXd9,,>Mdi,\,dM 
f^a»,  dl  "''8«,   dl)  "*"  81  """'••• 


/dXdn.dXdv, 
\8i,  dl  "*"  8»,  , 


wenn  dies  nicht  der  Fall  ist  nnd  E.  B.  einzelne  Ponhte  sich  auf  Ter- 
tLnderlichen  FUchen  oder  Cnrren  bewegen;  rielmehr  wird  dann  die  zweite 
Summe  rechts 

_     8X_      8Ä_ 

81        '81 

Mit  AusschluaE  dieeee  letzteren  Fallee  erhxlt  man  daher  die  Gteichnng; 

oder 

d-lii»,».'— i(Sd«,+  T,dt,  +  Z,dl,). 
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Dieselbe  sagt  aue,  dasB  die  Elementftrftnderang  der  b&lben  leben- 
digen Kraft  des  Sjatema  und  die  ElementararbeitBeumme  aller 
KrKfte  Fi  Ifinga  der  von  ibren  Angriffspunkten  dnrchlaufenen 
Bogenelemente  gleich  sind.  In  dieser  Gleichung  erscheinen  die  Krttft«, 
welche  die  Bedingimgen  des  Systems  vertreten,  nicht,  da  ihre  Element&r- 
arbeit  Null  ist,  indem  sie  senkrecht  zn  den  Wegen  ihrer  Angriffsponkt« 
wirken.  Bezeichnet  T  die  Samme  der  Arbeiten,  welche  von  einer  belielagen 
Anfangslage  des  Systems  an  gerechnet  bis  zur  Lage,  wo  die  Geflehwindig- 
keiten  v,  sind,  geleistet  werden,  so  ist  dT  die  Elementararbeit  für  den 
üebergang  in  die  nBchste  Lage  und  also  dT^£(^XidXi-{- Yidjfi-{-Z,-dzi). 
Daher  wird 

d-^£miV?  •=dT 
und    wenn    man  integrirt  von   einer   Lage,    wo    die    Geschwindigkeiten  tf-^ 
sind,  bis  zur  L^e,  wo  sie  die  Werthe  Vi  haben: 

d.  h.  die  Aenderung  der  halben  lebendigen  Kraft  des  Systems 
beim  TJebergang  ans  einer  Lage  in  die  andere  ist  gleich  der 
Aenderung,  welche  die  totale  Arbeit  der  KrSfte  wShrend  dieses 
üeberganges  erleidet  (Princip  der  Aequivalenz  zwischen  Arbeit 
und  lebendiger  Kraft.) 

Esistirt   une   KrSftefiinction    U  der   Coordinaten,  sodass   X  —  — , 
'  aar, 

^       du     „        dV 

Yi-^  —  ,Z,~-~-,   so  wird 

Sgl  düi 

d  ■  i£miv}  -=  du,     ^SMiVf  —^Ü-\-h, 
d.  h.  wenn  eine  Krftftefonction  existirt  and  die  Bedingungen  des 
Systems  von  der  Zeit  unabhängig  sind,  so  ist  die  halbe  leben- 
dige Kraft  des  Systeme  gleich  der  Kr&ftefnnctton,  rermehrt  um 
eine  Constante.    (Princip  der  lebendigen  Kraft.) 

Bezieht  man  die  Torstehende  Gleichung  auf  zwei  Lagen  des  Systems, 
welchen  die  Werthe  Uf„  t^^;  TT,  Vi  entsprechen,  so  erh&lt  man  durch  Eli- 
mination der  Constanten  k 

.  i iiMj«?  ~  i £m(vf'  -=U—  U^, 

d.  h.  beim,  Uebergange  des  Systems  aus  einer  ersten  Lage  in 
eine  zweite  ist  die  Aenderung  der  halben  lebendigen  Kraft 
gleich  der  Differenz  der  Werthe,  welche  die  KrSftefunction  fQr 
diese  Lagen  annimmt. 

Da  die  Ki^ftefünction  eine  Function  der  Coordinaten  ist,  so  nimmt 
sie  denselben  Wertb  an,  so  oft  das  System  in  dieselbe  Lage  snrQckkehrL 
Daher  ist  anob  die  lebendige  Kraft  des  Systons  dieselbe  bei  der  BOckkehr 
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zu  derselben  Lage.  Vod  der  Art  der  Bewegung  des  Systems  zwiBcken 
beiden  Lagen  und  der  Zeit,  welche  zum  Uebergang  aus  der  einen  in  die 
andere  verwandt  wird,  int  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  auabhBugig, 
wie  von  den  Bedingungen  des  Systems. 

Ea  iat  dT=dü,  T=U  -{-  h. 

Man  erhSIt  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  anch  ans  der  Qleichnng 

indem  man  für  die  willkürlichen  virtuellen  Verschiebungen  die  durch  die 
wirkliche  Bewegung  des  Systems  erfolgenden  nimmt;  d.  h.  äxt  ^^  dXi, 
it/i  =  di/i,  Sxi  ^  dsi  setzt.    Dies  liefert 

•E».  (§  dK  +  ^  äs,  +  ~5  d,,^  _  £ ^x,dK  +  Y,d,,  +  Z,d,:i. 

da  die  Summe  rechter  Hand  verschwindet  Die  linke  Seite  dieser  Olei- 
chung  ist  aber  d  •  £m,-e'  n.  s.  w. 

§.  7.  Zwischen  der  lebendigen  Kraft  der  absoluten  Bewegung  des 
Systems  und  seiner  relativen  Bewegung  bezüglich  des  MaHaenmittelpunktes 
besteht  eine  sehr  einfache  Beziehung.  Sind  Xj,  y,,  e^  die  Coordinaten 
dieses  Punktes,  |,,  ij,-,  ^  die  relativen  Coordinaten  von  m^  in  Bezug  auf 
ihn,  sodass  »■(  ■=  a;,  +  |,,  ffi  -=  Ji  +  ij,,  ^i  ■=•  «i  +  tfi  bo  wird 

-."'  =  *- ((S)'+(t)'+(^)'l 
=  -((S)"+(?^)'+(S)l       , 

+-i(sr+(^'+(f)i 

Die  erste  Summe  zur  Rechten  ist,  wenn  v,  die  Geschwindigkeit  des  IfaBsen- 
mittelpunktes  ist,  \Mv\,  d.  b.  die  halbe  lebendige  Kraft,  welche  dieser 
Punkt  besitzen  wDrde,  wenn  in  ihm  die  ganze  Uaase  des  Systems  vereinigt 
wäre,  die  zweite  Summe  aber  ist,  wenn  ui  die  relative  Geschwindigkeit 
des  Systempunktes  m,-  ist,    \ZmUi;    die  dritte  Summe   aber  verschwindet, 

'^i  ^  _  ^  £^^  ^  . 
dt    dt         dt  dt 

Daher  bleibt 


.V  Google 


532  StOM  aphbiiefaer  KQrper.  IT.  Th.,  Cftp.  T,  H.  8.  i. 

Die  lebendige  ErftTt  der  abBolaten  Bewegung  ist  gleich  der 
lebendigen  Kraft  der  relätireo  Bewegung  in  Betug  auf  den 
MasBenmittelpnnkt,  zuBammen  mit  der  abaolnten  lebendigen 
Kraft,  welche  dieser  Punkt  besitien  wDrde,  wenn  in  ihm  die 
ganze  Masse  des  Systems  vereinigt  wXre. 

Hau  hann  hiermit  das  Printüp  der  lebendigen  Kraft  anf  ^  relstin 
Bewegung  beztlglich  des  HaBsenmittelpunktes  aaadehneo.  Fahrt  man  aim- 
lich  die  Substitation  i,  ■=  a^  4"  li  •  y*  ^  ^i  +  l- 1  ^.  =  *i  +  fc  i"  ^* 
Gleichung  des  PrincipB  ein,  bo  kommt 

Ans  dea  Gleichungen 

dir  *  dr  '  dr 

folgt 

d ■  iMv*  =  dXiSSi-^djfiZTi  +  dXiSZi  +  dx^ZS^Ji  -\-  dj/^SSf  +  ds^ZS;- 
und  da  in  Folge  der  oben  entwickelten  Belation 

d  ■  i  ZtiHV?  =  d-\  Mv\  +  rf  ■  i  £«i«? 
Irt,  80  ergibt  sich,  wenn  dXiüS^^  +  äifiSS^^  +  d^jiSJ'"*  -=  0  ist, 

d  ■  i  £miU?  ^  ^iXidl  +  r,dij,  +  Zidtd, 
d.  h.  wenn  die  Bedactionsresnltante  der  Bedingungskr&fte  Nnll 
oder  senkrecht  zur  Geschwindigkeit  des  Maeaenmittelpunktea 
ist,  BO  ist  die  Aenderung  der  halben  relativen  lebendigen  Kraft 
bezüglich  des  Massenmittelpunktes  gleich  der  relativen  Blemen- 
tararbeit  der  gegebenen  KrSfte. 

S.  8.  Wenn  für  ein  System  von  n  Punkten  die  höchstmögliche  AniaU  von 
Bedingungen,  nSmlich  8m  —  1  besteht,  so  geoQgt  dos  Princip  der  lebendigca 
Kraft,  um  die  Bewegung  aller  Syitempunkte  zu  bestimmen.  Denn  dswelbe  Uefert 
ein  ^tegr&l  der  Bewegungagleichnngen ,  welches  in  Verbindung  mit  den  Be- 
dingungen 8n  Qleichnngen  liefert,  durch  welche  die  Coordinaten  aller  Funkte  ftk 
Fnnctionen  der  Zeit  erhalten  werden.  Dies  findet  i.  B.  bei  dem  onverftnderlicliai 
Sjatem  mit  einer  festen  Axe  aiatt.  Die  Unveränderlich  keit  desselben  erfordert 
3n  —  C,  die  Festigkeit  der  Aie  aber  fünf  Bedingungen.  Da  nbniich  Ewiscben 
den  zwei  feiten  Punkten  der  Aie  bereits  eonstanter  Abstand  besteht,  so  werda 
auiier  dieser,  bereite  in  den  3n  —  6  Bedingungen  mit  inbegriSsnen  Bedingneg 
zur  Unverilnderliohkeit  der  sechs  Coordinaten  dieser  Punkt  bloa  noch  fBnf  Be- 
dingungen erfordert.  Zusammen  hat  man  also  3n  —  6  -^-^•—Stt  —  1  Bedingungen, 
zu  welchen  das  Integral,  welches  die  lebendige  Kraft  liefert,  die  noch  ftddeede 
Oleiohnng  hinznfflgt  So  z,  B.  beim  zusammengesetzten  Pendel,  wo  die  leiste  der 
BeweguDgsgleichungen  die  Qleichnog  der  lebendigen  Kraft  ist. 

§.  9.  Als  Anwendung  der  Principe  der  Bewegnag  des  Hassenmittelpunktsi 
und  der  lebendigen  Kraft  behandeln  wir  den  geraden  Stosi  sph&riichei 
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1.  Ri  «eien  gegeben  zwei  homogene  oder  concentriech  geschichtete  Engeln 
in  Traaslatdon  begciffeu  und  xwar  so,  dua  ihre  Bchwerpankte  diewlbe  Gerade  in 
gleichem  oder  in  entgegeugeaetztem  Sinne  durohlmfeD.  Die  beiden  EOrper  mOgen 
znsftmmeutieffen ;  dabei  geht  eine  ForinTeiftndeniiig  denelben  vor  sich,  welche 
alB  eine  Folge  der  gegenseitigen  Einwirkougen  der  Uolecüte  anf  einander  ange- 
geben werden  können.  Obgleich  die  Beetimmiuig  der  Bewegung  de«  einzelnen 
HolecQU  aefar  complicirt  sein  wird,  l&ut  aich  doch  leicht  die  Bewegung  der 
Hasse nmittelpunkte  ermitteln.  Dabei  sind  zwei  Fälle  in  sondern.  1.  Die  KOrper 
sind  abeolot  nnelaatiacb ;  dann  drQcken  sie  sich  Eneammea,  bis  die  Geachwindig- 
keit«n  aich  ansgeglichen  haben  und  gehen  aie  von  dieaem  Momente  an  mit  ge- 
rn ein  BcbaftUcher  Qeacbwindigkeit  weiter,  indem  sie  aich  berShien  und  die  dnrch 
den  8to«B  verilnderte  Geatalt  beibehalten.  S.  Die  K9rper  sind  vollkommen 
elaatiacb.  In  diesem  Falle  nehmen  de  von  dem  Momente,  wo  die  Znsammen- 
drflckung  aufhört  und  die  Qeachwindigkeiteo  gleich  geworden  sind,  ollmBiblioh  ihre 
alte  Gestalt  wieder  an,  indem  de  in  entgegengesetztem  Sinne  auf  einander  ein- 
wirken und  in  Folge  dieser  abstosaenden  Einwirknng  sich  trennen.  Zwischen 
diesen  beiden  Grenzmien  der  absolut  onelaatischen  Beachaffenheit  nnd  der  voll- 
kommenen Elaaticitat  liegen  alle  FUle  de«  grOaaerea  oder  geringeren  Qradei  der 
Elaaticit&t,  in  welchen  die  KQrper  nicht  genau  in  die  frühere  Form  larackkehren. 
Während  bei  vollkommen  elastischen  KOrpem  die  Periode  von  dem  Moment  des 
Haximoms  der  Zuaammendrflcknog  bis  in  dem  Momente  der  Trennong  der  Periode 
vom  Moment  der  Berührung  bia  zur  grOsaten  ZuzammendrOckung  vollkommen 
gleich  ist  und  in  ihr  alle  Erscheinungen  genau  ebeneo,  wie  lu  jener,  nur  in  um- 
gekehrter Ordnung  eintreten,  ist  dies  bei  weniger  elaatiacben  EOrpem  nicht  mehr 
der  Fall  und  für  unelastische  EOrper  ist  dieae  zweite  Periode  voUständig  anf 
NdII  herabgea  unken. 

2.  Betrachten  wir  nun  die  EOrper  in  irgend  einer  Zeit  t  im  Laufe  des 
Stosses;  X,  x  aeisn  die  Abscissen  der  Mittelpunkte  C,  C  derselben  von  irgend 
einem  Funkte  0  (Fig.  142)  der  Centralen  gemessen  nnd  m,  m'  ihre  Massen.  Die 
Engel  C  ist  ein  Sjatem,  aof  welches  die  Molecflle  der  Engel  C  einwirken  mit 

Erftflen,  welche  vermöge  der  symmetrischen 
Beachaffenheit  eine  Reaaltaute  üefem,  deren 
Richtung  in  die  Centrale  f&llt;  die  Engel  C 
ist  ebeoBO  ein  iS|ret«m,  anf  welches  C  ein- 
wirkt nnd  da  die  Einwiiknogen  je  zweier 
Hidecflle  gegenseitig  gleich  sind,  so  ist  die 

Resultante,  ««lobe  an  C  angreift,  jener  an  C  angreifenden  entgegengesetat  gleioh. 

Ist  abo  B  ihr  gemeinsamer  Wertb,  so  erhalten  wir  für  die  Bewegung  der  Massen  - 

mittelpunkte  beider  EOrper  nach    dem  Prindp  von  der  Bewegnag  des  Mawen- 

mittelpnnktes  die  Gleichungen: 


Au  ihnen  folgt  durch  Addition  nnd  Integration: 

d'x    ,      ,  d'x        „  dx    .      .dx        „      , 

Es  bleibt  also  die  Samme  der  Homentankr&fte  fortwährend  constant 
□  nd  besteht,  wenn  e,  «'  die  Qeschwindigkeiten  zu  Anfang  des  Stosses 
sind,  w&hrend  der  ganzen  Bewegung  die  Gleichung 
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•"  51  +  "*'  Ä  -  ""  +  "*'"'■ 
Sind  noQ  1.  die  Eageln  TollkommeD  nnelastiBch  und  ist  n  ibre  gcmein- 
iftme  G  euch  windigkeit  im  Momente  dea  H&ximnma  der  ZouUDmeiMlrfickDDg.  fo 
ist  (m  -|-  tn')  u  die  Summe  der  MomenUDkrUte  fSr  diesen  Moment  tind  rrhSIt 
man  ana  der  Gleichung  (tn-f'  fn')it  =  mv  4-  "i'd'  für  die  gemeiiuaine  Geecbwindig- 
keit,  mit  welcher  beide  Körper  nach  dem  Stosse   weitergehen: 

m  +  m 
Hierbei  kSuneo  v,  v'  gleiche   oder  entgegengeBetzte  Zeichen  haben,   anch  kaan 
die  eine  von  diesen  QrOasen  Nnll  sein.    Gehen  die  EOrper  mit  entgegeugrietil 
gleichen   HomentimkTäften   gegen  einander,   so   wird    w  >»  0    und    gelangen  sie 
znr  Rnhe. 

S.  Sind  2.  die  Kugeln  Tollkommen  elastisch,  to  bedürfen  wir  vxt  Be- 
stimmung dei  Geschwindigkeiten  V,  V ,  mit  welchen  sie  sich  trennen,  neben  dem 
Torigen    Satie   noch   eines   anderen.     Zu  dem  Ende   multipliciren   wir  die   beiden 

Gleichungen   fQr   die  Bewegung   der  Hasse nbiittetpunkt«   mit  ^  tt  >    ^  ^7  ood 
addiien  sie    Dadurch  kommt 


■vm^'-m 


,*Jäji 


oder  wenn  wir  die  relative  Entfeniang  x  —  x  der  Mittelpunkte  mit  r  bezeiefanes 
und  vom  Anfeogc  dea  Stoases,  wo  dieselbe  r,  sei  bis  eu  irgend  einem  Momente 
des  3to««es,  wo  sie  r  betifigt,  integriren,  so  folgt: 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  die  Aendernng  der  lebendigen  Kraft  vor  Beginn 
des  Stosses  bis  lu  irgend  einem  Momente  gleich  der  doppelten  Arbeit  ist,  welche 
die  Stotskräfte  JB  während  dieser  Zeit  geleistet  haben.  BeEieheu  wir  nun  diene 
Gleichung  auf  das  Ende  des  Stosses,  wo  sich  die  KOrper  trennen,  so  wird  für 
vollkommen  elastische  KSrper  das  Integral  rechter  Hand  Nnll.  Denn  während  der 
ersten  Periode  des  Stosaes  findet  ZneammendrOckung  statt  und  ist  dr,  also  ancb 
Rdr  nnd  der  Werth  des  Integrales,  ausgedehnt  Aber  diese  Periode,  n^ativi  in 
der  zweiten  Periode  ist  dr  positiv,  hat  Bdr  die  entgegengesetit  gleichen  WerUtr, 
wie  vorher  und  ist  das  Integral  ausgedehnt  Qber  diese  Periode  dem  vorigen  ent 
gegeogesetzt  gleich.  Daher  ist  das  Integral  ausgedehnt  über  die  gance  Stossnil 
Null  nnd  erhalten  wir  die  Gleichung: 

ii,F'  +  m'F''  =  iBt)»4-  fn'o'', 
A.  h.  bei  vollkommen  elastischen  KOrperu  ist  die  lebendige  Kraft 
nach  wie  vor  dem  Stoase  dieselbe.  Bei  unelaatiachen  oder  nicht  vollkoni- 
men  elastischen  Körpern  int  das  Integral  aber  die  Stosszeit  ausgedehnt  negatir 
und  findet  folglich  ein  Verluet  an  lebendiger  Kraft  statt  gleich  der  doppelten 
Arbeit  der  molecularen  Krftft«. 

Die  folgenden  beiden  Gleichungen,  von  denen  die  erste  die  auf  das  Ende  des 
StoBses  angewandte  obige  Gleichung  der  MomenfankAfte  ist,  n&mlich 
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mV+mr  —  MV  +  mv-, 

mF' +  m'F'' —  i?iti'  + Wo'" 

dienen  lur  Bettimmnng  der  Geschwindigkeiten  V,  V,  mit  welchen  weh  *wei  toII- 

kommen  elaatiBche  Kogeln  nach  dem  StOBse  trennen.   Indem  man  sie  w  schreibt: 

«  (F'  -  p»)  -  «'  («'•  -  V), 

m{r  -V)  -m   Cr'  -  V) 

nnd  in  einander  dividirt,  liebt  man,  dau  ue  äquivalent  rind  mit 

mV  +  mV  —mv  +  m'v', 

r  -  r'  —  —  V  +  v', 

und  aaa  ihnen  erhält  man 

(„  +  m')V-(m~  «')  V  +  aWe-, 

CW+M)r-(in'-».)i>'+8mp, 
von  welchen  Oleichnngen  die  eine  aas  der  ondeien  daroh  Vertsniohnng  von  m, 
B,  F  und  m',  »',  F'  herrorgeht.    Addirt  und  subtiahirt  man  rechb  me,  reap.  m'v 
und  berackaiohtigt  «p  +  mv  —  {m  +  «')  m,  ao  erhalt  man  weiter: 

r -  2»  -  p,    r  -  »t»  - »' i   «  =  i  (F  +  p)  -  i  CF'  +  p')i 

es  iat  mithin  die  Geacb windigkeit  im  Momente  dea  Haiimnma  der  Compiessiou 
das  aritlunetiache  Mittel  aua  den  Geschwindigkeiten  etnea  jeden  der  KOrper  in 
Anfang  nnd  Ende  dea  Stoaaea. 

4.  Als  apecielle  Falte  beben  wir  folgende  hervor.  1.  Es  aei  C  in  Rahe, 
alao  p'  E>  0;  aind  die  EOrper  nnelaatiBoh,  bo  ist  die  gemeinachaftliche  Geschwindig- 
keit nech  dem  Stoaae  h  = p — -, ;  u  wird  Null,  wenn  «'  — ■  oo  wird,  d.  h,  die 

m  +  m 

cnhende  Masse  ein  unendlich  grosser  eben  begrenzter  KOrper  ist  (n&herungsweiae 
fär  daa  Auffallen  eine«  KArpers  auf  den  Erdboden  gilüg).  Sind  die  ESrper  voll- 
kommen elastiacb,  ao  wird  F —- -j- — ,v,  V ^     -  ■-  ■.  p;    für    »i' —  OD    wird 

F  ~  —  e,  F'  »  0,  der  KOrper  C  prallt  von  G'  mit  deraelben  Geach windigkeit 
inrack.  (Aufbllen  einer  elaatiiohen  Engel  auf  eine  feste  elastische  Ebene.)  — 
2.  Die  Maaten  der  beiden  Engeln  aeien  gleich.  Fdr  unelaatigche  Edrper 
iat  dann  w  —  ^  (t>  -|-  p') ;  für  elaatiHche  wird  F  —  p',  F'  —  p,  d.  h.  die  EOrper 
gehen  mit  verwechselten  Qeacbwindigkeitea  nach  dem  Btoaae  weiter;  ist  also  der 
eine  in  Rnhe,  lo  gebt  er  nach  dem  Stoase  mit  der  6  eaoh  windigkeit  des  anderen 
weiter,  während  dieser  sur  Rabe  gelangt,  (Anwendung  hiervon  auf  die  gerad- 
linige Seihe  elaatiacber  Engeln  gleicher  Masse.) 

6.  Es  seien  gegeben  iwei  vollkommen  eUatiscfae  Eugeln  von  den  Hassen 
m,  m'  (Fig.  143),  man  anoht  die  Hasse  n  einer  dritten  gleichfalls  vollkommen 
elaatischen  Engel  von  der  Eigenschaft,  daaa,  wenn  die 
Mittelpunkte  der  drei  Eugeln  in  gerader  Linie  liegen, 
sodass  ftf  iwiichen  m,  n'  sich  befindet,  die  Eugel  m 
mit  der  Geschwindigkeit  F  anf  die  ruhende  Engel  fi 
treffend,  dieser  eine  solche  Geschwindigkeit  eribeilt, 
dass  sie  beim  Stosae  auf  die  gleichfatla  ruhende  Kugel 
m'  letrtere  mit  der  grDsstmOglichen  Geschwindigkeit  forttreibt. 

Die    Geschwindigkeit  0,   welche  fi  dnrch  m  erlangt,   ist  n« — -^— ,   die 
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Geschwindigkeit,  welcbe  hierauf  m   von  ft  erh&U,   V  —  ,,    folglich    nuh 

Elimination  von  a: 

y  —  4mF-  , — .     ■**     , — ,r  —  4mF.  — ; ^-^ — — ^j 

'"+""  +  "'  '('  +  =)  ('  +  7) 

daher  mnu  die  FanctioD  f»  (l  -| — )  (l  +  — )  ein  Minimam  werden.    Dies  fün 
sn  der  Bedingung   1 j-  =  *>,   d.  h.  fi  ••■  V^m.  Eb  mnee  demnach  dieMuM 

der  eingewhalteten  Enget  da»  geometriiiche  Mittel  zwiaohen  den  Haaaen  der  ;^ 
gebenen  Engeln  sein. 

Soll  zwischen  m  und  m   eine  ganze  Beihe  von  Kugeln  ft, ,  f4 ,  .  . .  fi,  nn- 
geschalten  werden,  sodass  jede  folgende,  also  anch  die  letcte,  mit  dem  Hitiniinii 
der  Geschwindigkeit  foitgetrieben  wird,  w>  wird 
ftj  —  mp,,     f»J  —  ftfi,,     (ij  =  p,(i,,...     fi»  —t^t_tp^i,...     (ij  —  P^i"' 

nnd  hietana  folgt  ?i  ™  ^  —  !^  —  .  .  .  .  —  -^^  _  ^  _  1 .   wenn  i   der  h^ 

"•        ft        »S  (*,_!         f, 

meintohaftliche  Werth  des  TerhäHnissee  zweier  aufeinanderfolgender  Ei^eto  iA 

Hnltiplioirt  man  diese  m  4-  1  Gleichungen  von  der  Form  =—  t  mit  einudn, 

so  hat  man  c+i  ^  — ,  also  die  geometrische  ProgresBioa  fi,  =—  im,  ^  — 1'>. 


-er-- 


6.  Bei  vollkommen  elastischen  ECrpem  findet  kein  Terlnst  an  Isbesdifa 
Kraft  statt,  wobl  aber  bei  nnelaetiBchen.  um  diesen  Verlast  d  sn  bestinno. 
hat  man 

d  —  mv'  +  m'v*  —  (m  +  1»')  m'. 

Addirt  and  snhtrahirt  man  8  (nt  -|-  m')  w*,  so  wird 

»  —  Me*  +  wV  +  (m  +  m')  «'  —  9  (m  +  «')  it  ■  » 
-  »»»  +  «V  +  {«  +  »')  »'  -  2  (MK  +  sa'c')  ». 
dft 

(m  +  m')  »  —  »m  +  mv  . 

Indem  man  zusammeniieht,  nimmt  8  die  Form  an: 

d  _  m  (r  -  »)'  +  w'  («  -  O'- 
o  —  u  and  u  —  t>'  sind  Gewinn  oder  Verlnst  an  Geschwindigkeit  der  KBrps: 
demnach  ist  der  Verlast  an  lebendiger  Kraft  gleich  der  Snmne  dtr 
lebendigen  Kräfte,  welche  mau  mit  den  gewonnenen  und  verloreneD 
Geschwindigkeiten  der   EOrper  bilden  kann.    Settt  man  in  die  Fonscl 

ein,    so   kann   man  I  sstR 


fflr  d  den  Werth  v 
der  Form 

'-„7»'"  •■ 

darstellan.   Der  vorliegende  Sati  ist  ein  speoieller  Fall  eines  ■ 
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über  den  Verlmt  bd  lebendiger  Kraft  eine«  S7«tems  dnrch  StOsse,  welchen  Carnot 
iDerai  anfgesteüt  hat. 

7.  Es  Bei  X  die  AbsciBse  des  Haasenmittelpnnktea  der  beiden  Kageln  in- 
sammen  als  ein  Sjatem  betraohtet;  für  ibn  besteht  die  Gleichung: 

(«  +  m')  X  =.  ma;  +  «x'. 
X  ist  eine  Function  der  Zeit,  wie  x,  x'  und  erhält  man  die  G  eich  windigkeit  -5 

des  HaBaeumittelpnnkte«  aue  der  Gleichuog  (m  4-  m')  -j—  ^  m  -j-  ■\-m  -j—  .      Die 

rechte  Seite  ist  die  Samme  der  Homentankr&fte  und  da  diese  durch  den  Stow 
nicht  geändert  wird,  so  folgt,  dae»  der  StoBs  auf  die  Geschwindigkeit  des 
gemeinsamet)  Schwerpunktes  beider  Kugeln  keineu  Einflnsa  bat. 

§.  10.  Der  schiefe  StoBs  sphärischer  KBrper.  Die  beiden  Kngeln 
C,  C  mSgen  zwei  geradlinige  Trans! ationebewegnngen  besitzen,  aber  ao,  dass  die 
Schwerpunkte  verschiedene  gerade  Linien  beschreiben;  ihre  Geschwindigkeiten 
seien  conatant.  Die  Kugeln  sollen  im  Laufe  ihrer  Bewegung  zusammentreffen, 
es  firagt  sich,  wie  wird  ihre  Bewegung  durch  den  Stoss  geändert?  In  dem  Mo- 
ment des  Znsammentreffens  serlegen  wir  ihre  Geschwindigkeiten  jede  in  zwei 
Compoaenten,  von  denen  die  eine  in  die  Bicbtuog  der  gemHiuschattlicheo  Nor- 
malen CC  der  Berährungi stelle  Rillt  und  resp.  v,  *'  heissen  soll  und  eine  andere 
parallel  der  Berührungsebene  t,  t'.  Bios  die  ersteren  Componenten  werden  durch 
den  StoBB  geändert,  die  geänderten  setzen  sich  hierauf  wieder  mit  r,  t  zu- 
sammen und  liefern  die  Geschwindigkeiten  K,  F',  mit  welchen  die  EOrper  nach 
dem  StoBse  weit«r  gehen.  Bei  unelastischen  ESrpem  ist  daher  die  gemeinsame 
Normalgescbwindigkeit 

"-   «  +  w^ 

und  diese  ist  mit  r,  resp.  z  zu  combiniren,  um  V,  V  zu  finden.  Bei  vollkommen 
elastiBchen  Kflrpem  dagegen  sind  die  Normalcomponenten  N,  N'  nach  dem  Stosse : 

jv  _  (M-w')>  +  8»»v     ^.  _  («'  -  M)  »1+j»j: 

m  +  m'  '  «'  +  « 

welche  resp.  mit  i,  t  zusammentreten. 

Ist  m  DTsprSuglicb  in  Rnhe,  also  v'  v  0,  i'  ib  0,  so  wird 

und  fttr  »»'  =-  00  wird  JT  =  —  »,  N'  =  0.  Combinirt  man  in  diesem  letateren 
Falle  N—  —  *  mit  r,  bo  folgt  das  Reflenonsgesets,  nämlich:  Wenn  eine  voll- 
kommen elastische  Kugel  anfeine  feste  vollkommen  elastische  Platte 
trifft,  so  bleibt  die  Geschwindigkeit  ihres  Schwerpunktes  constant; 
ihre  Richtung  bildet  vor  und  nach  dem  Ausfallen  gleiche  Winkel 
mit  der  Platte. 

Sind  die  Husen  gleich,  so  ergibt  sich  ^  —  v',  ^'  -^  v;  die  Engeln  gehen 
mit  vertauschten  Normalcomponenten  der  Geschwindigkeiten  weiter. 

§.  11.  Wir  wollen  als  weitere  Anwendung  des  Principe  der  lebendigen  Kraft 
mit  dessen  Hülfe  die  Wirkungsweise  der  Kräfte  an  einer  Haschine  and 
deren  Gang  nntersuchea.  £üne  Maschine  ist  ein  Sjstem,  an  welchem  Kräfte 
wirken  mit  Bedingungen,  welche  als  von  der  Zeit  onabhfaigig  angesehen  werden. 
Daher  gilt  fBi  sie  die  Gleichung  )  £>>>{ti,T  —  ^  SmiVW'  •=  T  —  T„  wann  aacb 
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wegen  Reibungen  u.  b.  it.  eine  ET&ftefdnotion  nicht  existirt  Die  Haacbmeo  ge- 
statten ftber  Dicht  beliebige  virtnelle  Venchiebnngen,  Bondem  in  der  B^el  nar 
eine,  aber  meiatens  in  doppeltem  Sinne  (vorw&rtB  und  rQokwftrta);  ea  ist  daher 
die  Bewegong  aller  Systempunkte  bcBtimmt,  sobald  die  eines  deraelbeB  bekannt 
igt,  daher  vird  aoch  nur  eine  einiige  Gleichung  snr  Bestimmung  der  Bewegung 
der  Haaohine  erfordert  und  hierzu  kann  die  Gleichung  der  lebendigen  Kivft  be- 
nntit  werden. 

Die  KiWe,  weldte  an  einer  Maschine  wirken,  aind  doppelter  Art,  1.  lolclie, 
welche  eine  poiitiTe  Elementararbeit  leisten,  indem  «ie  die  PoiAte,  an  wetchea 
sie  angreifen,  beschlennigen  und  mit  der  Riobtang  der  Wegelemeute . deiselbeu 
spitze  Winkel  bilden;  sie  heissen  Motoren  nnd  sind  z.  B.  die  Damptkraft,  Waaier- 
dmck,  W&rme,  Elektricität,  der  Wind,  die  Schwere,  die  EloatioitAt,  die  Huikel- 
kiaft  der  Henichen  und  Thiere  n.  i.  w.  Die  Motoren  wirken  auf  einen  beMn- 
deren  HaeobinenbestMidtheil ,  welcher  der  Beoeptor  genannt  wird  (bei  einer 
Wassermflble  sind  es  die  Schanfeln,  bei  der  Dampteaechine  die  Kolben,  bei  rielen 
einfacheren  ist  es  ein  Handgriff  oder  ein  Fnaatritt  u.  s.  w.].  Die  8.  Art  der  Krilb 
sind  solche,  deren  Arbeit  negativ  ist,  indem  ihre  Angriffspunkte  lurckweicheo 
und  sie  mit  den  Wegelementen  derselben  stampfe  Winkel  bilden.  Diese  KrUle 
heiuen  Widerstände;  sie  werden  geleistet  von  den  Kfirpem,  welche  mit  Hülfe 
der  Wirkung  der  Motoren  darch  die  Maschinen  umgeformt  werden  sollen  oder 
werden  zum  Tbeil  dnrch  die  Berührang  der  Maachinentheile  unter  einander  oder 
mit  der  umgehenden  Lnfl  n.  s.  w.  erregt.  Der  Maschin entheil,  welcher  mit  den 
zu  deformirenden  KOrpern  in  Berflbrung  kommt,  an  welchem  also  die  eratgaiami- 
ten  Widerstände  angreifen,  heisst  das  Werkzeug  oder  bei  grosserem  Umfange 
der  Maschine  die  Arbeitsmaschine,  besteht  oft  selbst  in  einem  ganien  System 
TOD  Arbeitsmaecbinen. 

Die  Arbeit  der  Motoren  heisst  die  bewegende  Arbeit,  die  Arbeit  der 
Widerstände  die  widerstehende  Arbeit.  Die  Bestimmung  der  Haachine  eelbst 
ist  die,  die  Motoren  nnd  Widerstände  überhaupt  in  Verbindung  lu  setzen  oder 
wie  man  sich  ausdrückt,  die  Arbeit  der  HotorenEU  übertragen.  Der  Maechinen- 
theil,  welcher  zu  diesem  Ende  den  Receptor  mit  der  Arbeitsmaachine  verbindet, 
heisst  die  Transmission  der  Maschine.  Bezeichnen  wir  die  bewegende  Arbeit, 
die  während  des  Laufes  der  Maschine  geleistet  wird,  indem  die  Geachwindigkeitan 
r'"  in  V.  übergehen,  mit  Tm  nnd  die  gleichzeitig  geleistete  Arbeit  der  Wider- 
stände mit  —  Tr,  so  ist  r  —  Tg  =-  7«.—  Tr  imd  kann  die  Gleichung  der  leben 
digen  Kraft  geschrieben  werden: 

^  ZM^ef  —  i  Zm^vl^*  —  Tn  —  Tr. 

Wir  wollen  jetzt  Terscbiedene  Annahmen  über  den  Gang  der  Maschine  machen 
und  zusehen,  wie  sich  hierbei  die  Arbeiten  der  Motoren  und  Widerstände  yer- 
balten.  Ea  sei  von  einem  gewissen  Zeitpunkte  an  die  Bewegung  der  Maschine 
gleichförmig  nnd  die  Geschwindigkeiten  f,  also  constant  gleich  i;<|>;  dann  iat  die 
linke  Seite  der  Gleichung  Null  and  folglich  Tm  •—  Tr,  es  nimmt  also  während 
dieses  Intervalls  die  Arbeit  der  Motoren  nnd  Widerstände  um  dieselbe  GrSM«  lu 
oder  es  wird  die  Arbeit  der  Motoren  vollständig  aofgebraucht,  am  eine  gleich- 
grosse  Arbeit  der  Widerettnde  zu  tilgen.  Umgekehrt  ergibt  sich,  dass,  so  iMige 
Tm  =•  Tr  bleibt,  die  Bewegnng  der  Maschine  gleichförmig  bleibt,  weder  beseUeo- 
nigt,  noch  verzögert  wird.  Denn  man  kann  vermOge  des  bekannten  Znaammai- 
huiges  der  S;etempunkte  alle  Geschwindigkeiten  auf  der  linken  Seite  dar  Glei- 
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chnng  durch  eine  TOn  ihnen  anadrQcken  and  dieie  mase  folglich  cbnstaut  bleiben, 
wenn  die  linke  Seite  der  Gleichung  »of  dem  Werthe  Noll  erhalten  werden  soll; 
was  aber  von  ihr  gilt,  gilt  von  jeder,  folglich  a.  e.  w.  Wird  der  Gang  der 
Haaohine  ianerhalb  eines  Zeitintervalles  beacbleiuiigt,  so  wächst  die  linke  Seite 
der  Gleichung,  also  muis  w&brend  desselben  Tn  >■  7V  sein  nnd  uingekebrti  einem 
Ueberschnra  der  Arbeit  der  Motoren  über  die  der  Widerstände  entapricht  noth- 
wendig  eine  Zunahme  der  Getohwindigkeit.  Ebenso  entapricht  einer  Verlang- 
eamnng  der  Bewegoog  ein  Ueberschnss  TOn  Tr  über  Tm  nnd  umgekehrt.  Ans 
dieser  Wechselbexiebang  iwischen  dem  Gange  der  JUasohine  and  der  Arbeit  der 
,  Motoren  nnd  Widerst&ude  ergibt  sich,  daas  wenn  die  Arbeit  der  Motoren  sämmt- 
lieh  anf  die  Tilgnag  der  Acbeit  der  Widerstände  verwandt  werden  soll,  man  die 
Maschine  in  gleichförmiger  Bewegung  erhalten  muss,  daw  jeder  üebenchuw  von 
Arbeit  der  Motoren,  der  nicht  anf  die  Tügnng  einft  entipiecheoden  Aequivalentes 
von  Arbeit  der  Wideret&nde  Terwandt  wird ,  eine  Beschleunigung  der  Bewegung 
der  Maschine  (Termehmng  der  lebendigen  Kr^t)  nnd  jeder  Defeot  von  Arbeit 
der  Motoren  eine  Verlan gsamung  (Abnahme  der  Isbendigen  Kraft)  zur  nothwen- 
digen  Folge  hat.  Man  sieht  hieraus,  in  welchem  Sinne  die  Redensart  gemeint 
ist,  wenn  man  sagt,  die  Maschine  verhalte  sich  wie  ein  Keeervoir,  in  welches 
Arbeit  der  Motoren  eintritt  nnd  anter  der  Form  von  lebendiget  Kraft  wieder  aus- 
gegeben wird. 

Nicht  immer  aber  ist  ea  mHglich,  den  Gang  der  Maschine  so  gleichförmig 
zu  erhalten,  dase  in  jedem  Zeitelemente  die  Arbeit  der  Motoren  die  Arbeit  der 
Widerst&nde  tilgt;  ist  dieser  ideale  Zustand  nicht  herbeicnfahren,  so  sucht  man 
eine  periodische  Bewegung  der  Haeohine  in  erreichen.  Ea  tilgen  sich  dann 
wenigstens  in  jeder  Periode  fflr  sich  die  beiderlei  Arbeiten ;  denn  in  Anfong  nnd 
zu  Ende  der  Periode  haben  die  Geschwindigkeiten  dieselben  Werthe,  also  ist  die 
linke  Seite  der  Gleichung,  wenn  man  sie  anf  die  ganze  Periode  bezieht,  Null  und 
folglich  wBhrend  derselben  im  Garnen  Tm  °—  Tr.  Dass  ein  gleichförmiger  oder 
ein  periodischer  Gang  der  Masohioe  mit  mOgliohat  kurzer  Periode  wanBcbenswerth 
ist,  liegt  am  Tage.  Dens  durch  die  Tügang  der  Arbeit  der  Widerst&nde  wird 
ein  Fabrikat  geliefert,  dessen  Enengnng  der  Zweck  der  Anwendung  der  Maschine 
ist;  die  Beecblennignng  der  Bewrguug  hat  daher  keinen  Nutien,  vielmehr  musi 
die  Arbeit  der  Motoren  vollat&ndig  dem  Zwecke  entsprechend  ausgebeutet  werden. 
Andererseita  hat  der  gleiobfOrmige  Gang  der  Maschine  anf  die  egale  Beschaffen- 
heit und  damit  anf  den  Werth  des  Fabrikates  Einftusa. 

Beziehen  wir  jetst  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  auf  den  ganzen  Zeit- 
raum vom  Anfang  der  Bewegung  der  Maschine  bis  zum  Stillatand  derselben. 
Anfangs  sind  alte  Geschwindigkeiteu  Null,  am  Ende  auch,  mithin  ist  die  linke 
Seite  der  Gleiobuug  Null  und  daher  Tm  ^  7V,  d.  b.  während  des  gannen  Laufes 
der  Maachine  tilgen  sich  die  Arbeiten  beiderlei  Kräfte  vollatftndig;  ea  wird  nichts 
au  Arbeit  gewonnen,  nichta  verloren.  Man  kann  den  ganzen  Laof  der  Maschine 
in  drei  Epochen  zerlegen ;  1.  den  Anlauf,  vom  Beginn  der  Bewegung  bis  lu  dem 
Momente,  mit  welchem  eine  gleichfSrmige  oder  eine  periodiacbe  Bewegung  ein- 
tritt, S.  den  Hittellauf,  die  Zeit  der  gleichförmigen  oder  periodischen  Bewegung 
nnd  S.  den  Endlanf,  die  Zeit  vom  Sohlnss  der  letzten  Periode  bia  zum  Stillatande. 
Während  des  Anlaufes  wächst  die  lebendige  Kraft  von  Nnll  an  und  daher  ist 
während  dieses  Zeitraumee  in  jedem  Moment  nnd  iro  Ganten  die  Arbeit  der  Mo- 
toren grüsaer  als  die  der  Widerstände,  der  (Jeherschuss  bringt  die  Maacbine  „iu 
den  Gang".    Während  des  Mittellanfii  ist  in  jedem  Momente  oder  weiugitens  für 
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jede  Periode  die  Arbeit  der  Hotoren  gleich  der  Arbeit  der  WideraUnde;  w&brend 
des  Endlanfes  iat  die  linhe  Seite  der  Gleicbnag  negativ,  die  leboDdig«  Enft 
nimmt  bii  ed  Nall  ab  und  ea  geschiebt  dies  in  Folge  des  Nacbbwaeiie  oder  Aof- 
bOrena  der  Wirkong  der  Motoren. 

Die  Widerstände  Eerbllen  in  cwei  Elassen:  I.  solche,  welche  darch  die 
Bestimmang  der  Hsschine  gegeben  sind  and  berrflfaren  van  den  amtaform enden 
EOrpern,  durch  Tilgnog  von  deren  Arbeit  daa  Fabrikat  erseugt  wird;  sie  hrisMn 
nützliche  WideretAede;  ihre  Arbeit  sei  T»;  2.  solche,  welche  in  Folge  der  Be- 
iregncg  der  Muchiae  rege  werden,  wie  die  Beibuog,  Lnttwidentand  n.  a.  w.  und 
welche  nichts  gemein  haben  mit  dem  Fabrikat«:  sie  heiuen  passire  (schB^-  ■ 
liehe)  Widerstände;  ihre  Arbeit  sei  T,.  Die  Gesiunmtarbeit  Tr  aller  WidenOnde 
zerfällt  daher  in  zwei  Theile  nnd  hat  man  Jr  —  T-  +  T, .  Da  nan  die  Arbeit 
der  Hotoren  Tm  gleich  Tr  sein  soll,  so  folgt,  dass  ein  Theil  der  Arbeit  der  Mo- 
toren auf  die  Tilgung  der  Arbeit  der  passiven  WiderstSude  verwandt  werden  ibdsb 
und  also  fSr  die  Bestimmung  der  Maschine  verloren  geht.  Daher  mnas  man  die 
passiven  Widerstände  soviel  als  möglich  sn  verkleinem  suchen.    Kine  Haechine 

T,  Tu 

ist  nin  so  besser,  je  kleiner  das  Verbältoise  -i=--  und  je  grüsBer  -=—  ist 

Jeder  Verlust  an  lebendiger  Kraft  muas  vermieden  werden.  Nun  berteht  die 
lebendige  Kraft  auch  aus  zwei  Theilen:  1.  der  lebendigen  Kraft,  welche  doreh 
die  Geschwindigkeiten  der  ansserlich  sichtbaren  Bewegung  gebildet  wird  und  welche 
also  den  Gang  der  Maschine  bestimmt;  2.  der  lebendigen  Kraft,  welche  die  innere 
Bewegung  der  Moschinentheile,  die  kleinen  Erschütterangen ,  die  Schwingungen 
der  elastischen  Bänder,  die  moleculareu  Bewegungen  u.  s.  w.  darstellt  nnd  oichls 
mit  dem  Gange  der  Haschiee  im  Ganzen  gemein  hat.  Dieser  iweite  Beatandtheil 
darf  womöglich  gar  nicht  zd  Stande  kommen  oder  muss  dnicb  EinfShmng  groaser 
Hassen,  Polster  o.  s.  w.  berabgedrdckt  werden ;  denn  die  Arbeit  des  Motore,  welche 
ihn  veranlasst,  ist  verloren.  Eine  schlotterige  Mahle  ist  ein  Beispiel  für  diesen 
Nachtbeil. 

Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  zeigt  deutlich  die  Unmöglichkeit  eines 
Perpetuum  Mobile;  ein  solches  wSjre  nämlich  eine  Haschine,  durch  welche 
ohne  continuirliche  Wirkung  eines  Motors  fortwährend  die  Arbeit  eines  Wider- 
standes getilgt  wird;  auch  wenn  der  Widerstand  noch  so  gering  ist,  so  kann  aane 
Arbeit  nur  durch  eine  äquivalente  Arbeit  entgegengesetzter  Art  getilgt  werden; 
geschieht  dies  nicht,  sondern  irirkt  ein  Motor  nur  eine  kune  Zeit,  noch  welcher 
die  Hoscbine  sieb  selbst  überlassen  bleibt,  so  nimmt  die  lebendige  Kraft  ab  nnd 
sowie  sie  Nall  ist,  steht  die  Maschine  still.  Will  man  aber  eine  Haschine  ein 
Perpetuum  Mobile  nennen,  an  welcher  flberhaupt  keine  Arbeit  geleistet  wird, 
weder  von  einem  Motor,  noch  von  einem  Widerstände,  sondern  die  einmal  durch 
HomentankrUte  in  Bewegung  gesetzt,  fortwährend  in  Bewegung  bleibt,  so  ist 
dieselbe  zwar  denkbar,  aber  nicht  realisirbar,  da  wir  die  materiellen  Elemente 
einer  Uaschine  nicht  der  Wirkung  der  Naturkififte  entziehen  können. 

§.  12.  Von  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  kann  man  ein  Criterium 
fflr  die  Stabilität  des  Gleichgewichtes  entlehnen.  Besteht  lütmlich  fOi 
das  System  eine  Kräftefunction,  sodass 

1  Sm^v}  —  \  Em^^^  =  0"  —  ü, 
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ist,  ao  fallt  die  Bedic^ng,  dwB  fQr  bestimnite  Werthe  von  t.  ,  y,. ,  t,. ,  .  .  . ,  d.  b. 
für  eine  bestimmte  Lage  dee  Sjstema  Gleichgewicht  beatehe,  mit  der  BediDgang 
EOMmmen,  dnsa  fSr  diese  Wertbe  das  volUtändige  DifTereDtlal  dU  v^racb winde, 
BodasB  im  Allgemeinen  fQr  jede  Qleichgewichtaloge  die  Krfiftefanctioii  ein  Haxi- 
mam  oder  ein  Himmnm  aein  wird.  Wir  aetzen  hierbei  voraua,  da«a  aus  (/ be- 
reits mit  Hülfe  der  Bedingnngen  des  ProblemB  ebenso  viel  Variabeln  eliminirt 
aiud,  ala  die  Zahl  der  Bedingungen  betfSgt  und  demnach  U  ale  eine  Fnactioo 
Tollat&ndig  unabhängiger  Variabeln,  die  wir  I,  fi,  v,  .  .  .  nennen  wollen,  darge- 
stellt aei.  Findet  ein  Haiimnm  von  U  wirklich  atatt,  so  besitzt  das  Oleich- 
gewicht den  Charakter  der  Stabilität,  d.  h.  da«  Spätem  wird  sich,  wenn  die  Punkt« 
desselben  ana  der  dem  Hasimnm  entaprechenden  Loge  nur  wenig  verrückt  werden 
nnd  kleine  Anfangsgeachwindigkeiten  erhalten,  im  Laufe  der  Zeit  nie  Qber  gewisse 
enge  Orenien  hinaus  von  derselben  entfernen. 

um  diAen  Satz  zu  beweisen,  können  wir  unbeschadet  der  Allgemeinheit  an- 
nehmen, daas  das  Maximum  von  U  für  die  Werthe  1  —  fiaB*^^<--^0  ein- 
trete nnd  da  femer  die  Function  U  in  der  obigen  Gleichung  blos  in  der  Ver- 
bindung U —  r/g  vorkommt,  so  kann  ihr  auch  eine  beliebige  Conataute  sugefügt 
werden.  Durch  eine  zweckmässige  Wahl  dieser  Constanten  kann  man  aber  immer 
erreichen,  das«  der  Maiimalwertb  von  U  selbst  die  Null  ist  Unter  diesen  Voraue- 
aetEUngen  achreiben  wir  nun  die  Gleichung  ao: 

iSm^vf  —  U  (X,  ft,  V ,...)  —  U  H„.  ^,  *„>■■■)  +  i'^Wj "',"', 
sodaas  also  U  (t,  fi,  p,  . . .)  Birl='ii'^v^^'-=^0  ein  Maximum  wird,  dessen 
Werth  Null  ist  und  'l|iifioi*'si '  - '  i'^''  üusammengehOrige  Werthe  von  l,n,*, . .  .v^ 
aind.  Da  jeder  Nachbarwertb  des  Hasinjums  negativ  iat,  so  lassen  sich  immer 
ao  kleine  positive  GrOsaen  l,  m,  n,  .  .  .  angeben,  das«  fdr  jedes  System  von 
Wertheu  1,  fi,  v,  .  .  .,  dessen  Zahlenwerthe  resp.  nicht  grOsaer,  al«  I,  tn,  n,  .  .  . 
aiud,  U  (t,  p,  V,  .  .  .)  steta  negativ  ist,  ausgenommen  fQr  daa  Werthsjstem 
]aofi>_(>_...B>o.  Nehmen  wir  nnr  solche  Werthaysteme  an,  bei  welchen 
wenigstens  eine  der  Grössen  1,  fi,  v,  .  .  .  dem  Abaolntwertbe  ihrer  Grenze 
J,  m,  n,  .  .  -  gleich  ist,  so  fällt  dieser  ADanahmsfalt  weg.  Ist  nun  — p  von  allen 
diesen  negativen  Werthen  der  Function,  absolut  genommen  der  kleinste,  so  kann 
gezeigt  werden,  dass  wenn  lg ,  fig ,  v, ,  ...  numerisch  nicht  grosser  ab  l,  m,n, . . . 
und  sogleich  so  angenommen  werden,  daaa 

ist,  jede  der  Variabelen  X,  n,  v,  .  .  .  im  Laufe  der  Bewegung  unter  ihrer  Grenze 
l,  m,  n,  .  .  .  bleiben  wird.  Fände  nämlich  ein  Ceberachreiteo  dieser  Grenze 
atatt,  so  mOsste  wegen  der  Stetigkeit  der  GrOaaen  1,  fi,  «,  .  .  .  zu  einer  gewissen 
Zeit  znerat  Gleichheit  zwischen  einer  oder  mehreren  dieser  GrSasen  nnd  ihrer 
Orencen  I,  m,  n,  .  .  .  eintreten,  ohne  dasa  eine  der  Qbrigen  die  Oreoie  Ober- 
ichritten  hätte.  Für  diesen  Zeitpunkt  wäre  der  negative  Werth  von  U  (1,  f ,  v,  .  .  .) 
nnmeriach  nicht  kleiner  als  p,  mithin  die  rechte  Seite  unserer  Gleichung  negativ, 
was  mit  der  Natur  der  positiven  linken  Seite  im  Widerapmch  steht;  folglich 
Sberachreiten  l,  jt,v,  ...  nicht  ihre  Grenzen  nnd  das  Oleichgewiobt  iat  atabil. 
Man  aieht  zugleich  auch,  dass  die  Geschwindigkeiten  v^  gewisse  Grenzen  nicht 
Überschreiten,  denn  da  daa  Maiimnm  von  U  Null  iat,  so  ist 
£mv*  <~n{l,,^,v„...)-\-i£m,vfy 


Endlich,  da  I,  m,  «,  . . .  beliebig  klein  angenommen  werden  kOBsen.BO  kOi 
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die  Qreozen  für  die,  die  Lage  de»  SyatemB  beetimmeaden  ÖrSHseD  1,  f^  *,  .  .  .  und 
die  GeaobwindigkeiteD  e  beliebig  eng  gezogen  vrerdeo. 

Der  vorstehende  Beweis  ist  von  Dirichteti  vgl.  Crelle'i  Joum.  6.  XXXIJ, 
S.  86 — 86,  woBelbst  auch  eine  Kritik  der  oogenOgenden  frflherea  Beweise  ge~ 
geben  iat. 

§.  13,  Wir  wollen  jetzt  ein  System  betrachten,  aaf  welches  nur 
innere  Kr&fte  P  wirken,  welche  bloa  Functionen  der  Elatfemangen  sind. 
Pdr  seine  Bewegung  exisUrt  eine  KrKftefunction  ü  nnd  gilt  die  Olüchuog 

\£mf^  ~^Smvl  =  U  —  U^, 
die  wir  aber  so  schreiben  wollen 

i^mf*—  ü  =  ^£inv\  —  U^. 

DiePunotion  17  ist  nach  8.495  I7  =  .£Ä,xW0Ä„=J"— «,fii,>'(r,-,)dn,, 
wenn  f  (r)  das  Gesetz  darstellt,  nach  welchem  zwei  Hasaeneinheiten  auf  dnander 
einwirken  und  wenn  U  ein  Maximum  wird,  so  findet  stabiles  Gleichgewicht 
der  Er&fte  statt.  Da  U  eine  willkürliche  Constaute  enthKlt,  so  kfinnen 
wir  diese  so  bestimmen,  dass  der  Werth  des  Uaximnms  gleich  Null  wird 
und  fUr  den  Fall,  dass  U  mehrere  Miizinia  besitzt,  soll  dies  fflr  das  grSsste 
von  ihnen  gelten.  Dann  sind  also  alle  andern  Wertbe  von  U  negaÜT. 
L&Bst  man  nun  das  Sjstem  ans  der  stabilen  Gleichgewichtslage  in  eine 
andere  Obergehen  und  bezieht  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  auf 
beide,  so  stellt  die  negative  Grösse  U  —  0  die  Arbeit  der  inneren  Krlfle 
dar,  welche  dazu  nSthig  isL  Ebenso  wenn  das  System  aus  einer  beliebigen 
Lage,  welcher  der  Wertb  U  entspricht,  zur  stabilen  Gleichgewichtslage 
gelangen  soll,  so  ist  die  positire  Arbeit  0  —  U  erforderlich.  Es  bedeutet 
demnach  —  U  '^W  die  positive  Arbeit,  welche  die  Rrftfte  leisten  mtUseo, 
um  das  System  aus  der  Lage,  welcher  U  entspricht,  in  die  Lage  des 
stabilen  Gleichgewichts  überzuführen.    Hiemit  kann  die  obige  Gleichung 

auch  so  ausgesprochen  werden: 

FUr  ein  freies  System,  welches  blos  inneren  von  den  Ent- 
fernungen abh&ngigen  Kräften  unterworfen  ist,  bleibt  während 
der  Bewegung  fttr  jede  Lage  derselben  die  Summe  der  halben 
lebendigen  Kraft  und  der  Arbeit,  welche  die  inneren  Kräfte  *a 
leisten  haben  wUrden,  um  das  System  aus  dieser  Lage  in  die 
Lage  des  stabilen  Gleichgewichtes  zu  bringen,  eine  constante 
Grösse.  Der  Werth  der  Kräftefunction  fOr  die  fragliche  Lage  ' 
gibt  jene  zu  leistende  Arbeit  an. 

Die  halbe  lebendige  Kraft  ^£mv*  heisst  die  kinetische  Energie, 
die  Arbeit  W,  welche  erfordert  wird,  um  dos  System  in  die  stabile  Gleich- 
gewichtslage   fiberzufDhren,    die    potentielle    Energie,    die    Constante 
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i£mv*  -\-  W  aber  die  totale  Energie  des  Systems.  Den  eben  ausge- 
sprochenen Satz  nennt  man  den  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie. 
Nimmt  die  kinetische  Knergie  zu,  so  nimmt  die  potentielle  Energie  ab  und 
umgekehrt 

Als  Beispiel  wollen  wir  das  System  zweier  Maasenpunkte  m,  m'  behandeln, 
welche  sich  mit  der  Kraft 

uuieben.  In  der  Entfernung  r  —  r^  befinden  sich  dieselben  im  stabilen  Gleich- 
gewicht; für  r>rB  findet  Attraotion,  für  r<ira  Bepnlaioa  statt  Biii^  man 
sie  auf  ihrer  Verbindungslinie  aus  der  Gleichgewichtslage  in  eine  Entfernung 
>  Tg,  so  ist  eine  positiTC  Arbeit  nOtbig,  um  sie  in  diese  Lage  surackcnbringen ; 
n&heit  man  dieselben  einander  auf  eine  Kntfemnng  <^  fg,  so  ist  gleiobfalls  eine 
positive  Arbeit  nOthig,  um  sie  zniückinfahren.  Die  Arbeit  ist  im  ersten  Falle 
positiT,  weil  AntiehnDg  stattfindet  und  dr  negatir  ist,  im  anderen  Falle,  weil 
Abetossnng  stattfindet  und  dr  positiv  ist.    Die  Ei^ftefnnction  ist 

|^-=S|.-^-,-+i^  ■(?)')  +  ''- 

und  erreicht  fBr  r  —•  r^  ihr  Hoximum.  Um  dasselbe  auf  Null  zu  bringen,  hat 
man  Comt.  =-  •~-  ta  seiuen. 

Die  Gleichung  ^Zmv'  -f-  H'  »  Coniit.  teigt  anch  einen  gewissen  Uebergaug 
von  Arbeit  und  lebendiger  Kraft  von  einem  Bystemtheil  auf  den  anderen.  Das 
System  bestehe  ans  iwei  Partial Systemen  A  und  B,  welche  durch  einen  nicht 
dehnbaren  Faden  ohne  Masse  mit  einander  veibonden  sein  mOgen.  Da  der  Faden 
keine  Hasse  hat,  so  ist  seine  lebendige  Kraft  Null  und  wenn  er  gespannt  ist,  so 
ist  die  Arbeit  der  beiden  ihn  spannenden  gleichen  Etfttle  Null.  Es  beetebt  daher 
die  Snmme  ^  Smv'  +  W  aom  einem  von  A  und  einem  von  B  berrahrenden  Theile. 
Da  beide  susammen  constant  bleiben,  so  mnss  der  erstere  wachsen,  wenn  der 
cweite  abnimmt  und  ist  letzterer  Nnll  geworden,  so  kommt  die  gante  Summe 
dem  Theile  A  so,  wenn  in  demselben  Momente  der  Faden  durchschnitten  wird. 
B  gelangt  in  den  Zustand  des  stabilen  Gleichgewichtes. 

%.  14.  Wir  fooden  früher  die  Gleichung  ^  £mv^  ==  1[  Mv\  +  \  £mu*. 
Da  keine  ftuBseren  ErBfte  auf  das  Syätem  wirken,  ao  ist  Mv^  conatant. 
Subatitairei]  wir  also  den  Ansdrnck  rechts  in  die  Gleichung  ^Srnt^-^W-^  O, 
so  kommt 

i£mH*-\-W~C', 
wo  C  nur  eine  andere  Constante  iat  Da  W  blos  von  den  Abständen  der 
Systempunkte  abhängt,  so  hat  es  für  die  relative  Bewegung  denselben 
Werth,  wie  für  die  absolute.  Es  ist  also  auch  die  halbe  Summe  der 
relatiren  lebendigen  Kraft  zusammen  mit  der  Arbeit  W  eine 
Constante.  ■ 

Die  lebendige  Kraft  ^£mu*  zerftllt  in  vielen  Fallen  in  zwei  Theile, 
von  denen  nnr  der  eine  sich  an  der  Snaaerlich  sichtbaren  Bewegung  des 
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Systems  bemerken  Ifisst.  Wenn  nämlich  die  Systempnnkte  um  gewits« 
Gleichgewichtelagen  OBoillires,  welche  sich  in  relativer  Buhe  oder  Be- 
wegung befinden,  bo  hat  man,  wenn  x,  y,  x  die  relativen  Coordinaten  in 
Bezug  auf  den  UasaenitiittelpunlEt  fttr  einen  Systerapunkt,  x,,  jr, ,  ti  die  der 
GleichgewichtslE^^e  und  £,  r),  £  die  relativen  Coordinaten  bazOglicb  dieser 
Gleicbgewichtalagen   sind:  x  ■=  »i  +  |,  P  ==!fi  -{"il)  «■=«!  +  £•     ^^■ 

Ü 
dt' 

är^t'  dJ  ""^  ""■  "'^""'  ^"  ""  dt'  i?'  di 

gebildet  ist  Ist  das  Oscillationscentrum  (x,y,e,)  in  relaüver  Buhe,  so  ix 
der  erstere  BeBtsndtheil  Null;  dann  ist  u  blos  von  der  inneran  Bew^mig 
des  Systems  abhKnfpg. 

%.  15.  Das  Princip  der  Erholtong  dar  Enerpe  hat  die  Physiker  der  Kenieit 
zn  einer  wesentlich  ver&nderten  und  allgemeineren  Anffaiiang  der  Natoipmew 
und  ihres  gegenseitigen  ZasammeDhanges  geführt.  Man  hat  die  Ansicht  gewosiMi. 
dass  die  Soinme  aller  Energie  im  gesammten  Weltsystem  als  eine  constante  Grtm 
amosehen  sei  und  dass  alle  Erscheinimgen  der  Natur,  so  mannigfach  sie  anck 
sein  mOgen,  im  Grunde  nichts  saideres  seien,  als  die  Wechselbeiiehiing  iwiseka 
Arbeit  und  lebendiger  Kraft,  wie  sie  die  Gleichung  ausspricht  Wo  nach  divet 
Ansicht  ein  Bewegungsph&Qomen  anftritl,  wird  ein  entsprechendes  QnantDm  Arbeit 
auf  sein  Zustandekommen  verwandt  und  wo  es  anfhOrt,  wird  ein  ihm  Bquifslenta 
Qnantam  Arbeit  disponibel.  Torsngsweise  ist  es  die  mechanische  Theorie  ia 
WBrme,  welche  von  diesem  Graudsatze  aasgehend  in  Folgenugen  der  grOutea 
Wichtigkeit  geMhrt  hat  nud  noch  ferner  fahren  wird.  Die  heutige  NaturforschnBg 
ist  Daniel  Bernoulli  grossen  Dank  dafOi  schuldig,  dass  er  die  Oleiehong  der 
lebendigen  Kraft  zuerst  in  der  heutigen  allgemeinen  Fassang  festgestellt  bsL 
Nicht  geringere  Anerkennung  tollt  sie  den  Ideen  and  Forschnngen  eines  Kejei, 
Helmholtz,  Joule,  Thomson  u.  a.  auf  diesem  Gebiete. 


VI.  Capitel. 

Die  DUTetentialgleifihimgen  der  B«w«gtmg  von  Idigrang*;  das 

Hamllton'aohe    Frinolp ;    daa    Frinoip    der   kleliurten   Witkong.    TÜ^ 

Hunllton'aohe  oanonisohe  Form  der  Bewegangsglelohungen  und  dia 

Hamilton*sohe  partiell«  Dlffereatialctoiobiuig. 

g.  1.    In  die  Differentialgleichungen  der  Bnngaag  (fi.  4M) 


■-^  +  'ä 


'5?, 


■"■s, 


8L         BM 
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wofOr  X  —  0,  M  =^0,  .  .  .  die  k  BedingnDgen  de«  SyaUrna  dantellen,  velche 
von  LagiftDge  laent  aofgeitellt*  wurden,  fahren  wir  an  die  Stelle  der  Yarik- 
belen  x^,  y^,  s^  neae  Variabele  9i,  %i  .  .  .  9„  ein ,  deren  Zahl  fi  i«  8»  —  %  und 
welche  ao  gewählt  aiad,  das«  die  «  BediDgangeo  X  —  0,  3f  —  0  ...  durch  tie 
ideutiach  erfilUt  werden,  lodoee  ohne  Zuhülfenahme  irgend  welcher  Relationen 
EwiBchen  den  OrSeaen  q  die  Gleichungen 

■t(9i,  «..-■-  V**'       ^(«1.  i.  ■■■  4^)  — 0.  ■     ■ 
beitehen.    So  kOnnen  i.  B.  die  Cootdinaten  x^,  y^,  z^,  welche  der  Bedingung 
x}        y}       f ? 

geuflgen  Bollen,  durch  die  swei  Variabein  g, ,  g,  ersetzt  werden,  welche  mit  ihnen 
durch  die  Gleiohongen  x^  =•  a  cos  3, ,  y.T=b  sin  9,  cob  g,  ,  «,  ^  c  ain  g,  ein  1^ 
verbanden  sind.  Setzt  man  diese  AnsdrQcke  ffir  «,,  y^,  »^  in  die  genannt«  Be- 
dingung ein,  so  wird  eie  tod  lelbst  erfOllt  Dorcb  Einführang  der  QrOsien  q 
nehmen  die  Differentialgleichnogen  der  Bewegung  eine  lehr  bemerken ewerthe 
Fonu  an,  welche  gleichfalls  von  Lagraoge  zaerat  gegeben  werde. 

Ei  werden  x^,  y^,  t^  Functionen  von  q,,  g,,  ...  q  .    Unltiplicirea  wir  die 
obigen   Oleicbnngen   der  Beihe  nach   mit    den    partiellen   Differentialquotienten 

dXf  dyf  dif 

' — I  ^— >  rT-  vn  X,,  y,,  (,  nach  einer,  9.,  der  GrOaaen  q,  addiren  sie  und  sam- 
09,    Sq,'  dq,  *'  "'    '  '  *•' 

miren  nach  i  darch  das  ganze  Sjatem  bindnrch,  eo  kommt,  da 

\ayiSq.^dy,dq,-^dz,  dqj" 


3. 


(dM  Sx,       dM^^Vi       SM  Sjf\ 

\dx,  dq,-^  dy,  Sq,-*"  WTf    3qJ  ^ 


und  diese  Ausdrücke  ventchwbden,  weil  X  (Si ,  3, ,  ■  .  ■  a„)  >  -^  (Si .  9u  ■  ■  ■  9«) '  ■  ■  ■ 
identisch  Noll  sind: 

■^*"'i"dtJ  Si,  +  'dF  dg,  +  'dF  Sil  ~^" 
wenn  Q,  den  Aasdmok 

/      dx.  dy.  St.\ 

•  \    '»«.         'Sq,^     'dqJ 

darstellt.   Wir  wollen  die  Differentiationen  nach  der  Zeit  durch  angefügte  Accente  be- 

dX;  dy,  dx, 

zeichnen, nAmlich  -j-  —  x\,  -^  =  ^,  -y-  »  äJ  setzen  ond  die  Tontebende  Glei- 

ohong  also  achreiben: 

ida^t  dXf      d^i  8y,      d«,  3ia 
^'^'[-dtd^  +  -dt3i,  +  dt8l\''  '^'- 
Nun  üt: 

a  I     Sj^i  Sj/  3<1  fd«;  3a!:      dj/ 3y;      de;  3<  1 


+  i", 
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Der  A<udnick  linkB  bat  die  Bedentang 

d         i   Sx".       M      g/1     rf    3 '  d   er 

si-f-.  H??; +=<??;+•■.  nri-'  ■  si  t^->  ":■+»:•+<■>  -  ^  •  ??■ 

wenn  die  halbe  lebendige  Kraft  mit  T  bezeichnet  wiAl,  n&mltch 

Die  Bweite  Summe  leohter  Hand  geetaltet  aich  folgendermasBen  nm.    Eb  beateheu, 
da  Xf,  y^,  tf  Fonctioneu  der  neuen  Variabeleu  werden,  die  Gteicbnngen: 

dx_ 


s;«' +?,;'■ +  ■ 

■+<'' 

l-l^- 

-|v. 

di,       dl, 

<^^ 

worin  q',  =  -^,   q',  —  -^,  ...a'—  -r^ ,  ■  ■  ■  <^,  =■  -fr   "*■     Differentiirt  man 
o(  o(  ot  f        dt 

diese  in  g',,  g'^,  ■  ■  •  q'„  ■  ■  ■  ^,,  linearen  AoBdrQcke  nach  9^,  ao  ei^bt  sich 

8»;      0Xf      öy;.      ay^      3<      3'i 

Wir  können  daher  die  Differentialqnotienten  yon  x^ ,  y| ,  0|-  nach  9^  nnd  die  ent- 
sprechenden  Differeotialqnotienten  ihrer  Derivirten  «, ,  y,. ,  «^  nach  9,  TeitauMchen 
Dad  erhalten  fi3r  die  zweite  Somme  rechte : 


-f"'H5isi=+»;f.ä?+''.ä 


'  dt  d^'*'   'dt  d^l 

'dtdq^'^^'  dt~dq,'^'»dt  bq,\ 
Differentiiren  wir  aber  die  Ansdrüake  fQr  a^ ,  ^ ,  i^  nach  q, ,  so  erhalten  wir: 

8-' 
dx\         8'x.  d*Xf  9'«(  Sj,  j  0*,- 

dq,       dt  dg/    Bq^       dt  ^' 

d     dXf 
Indem  wir  daher  die  Werthe  ffir  die  Differentialqnotienten  -^  '  p— ,...  cinfOhreD, 

folgt  weiter  für  die  sweite  Summe  rechts  die  Form: 

Zx'.       dx,     dy'i       cy, 
und  da  die  erste  Summe  rechte  vermOge  der  Relationen  -w  —  ^-  '   «-;  =  ^^ .  ■  ■  ■ 

89;       8q,     3^       rj,' 

gleich  Q,  ist,  so  erhalten  wir  als  eine  der  Differentiiügleiclningen  der  Bewegnng: 
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oder 

±ST_dT 

dl  '  H,      89,"" 
welches  die  xweite  Lagrftnge'ache  Form  iaL    Indem  wir  ■  von  1  bis  fi  Tariiren 
losaea,    gewiDoen  wir  die  fi  BeweguDgsgleichangeii,   welche   9ii  ?■>  -  ■  ■  9^   tila 
Fimctioiieii  von  t  liefern. 

Setzt  man  in  den  Aaedrack  der  Elementaracbeit  SiX^dx^  -j-  ^i^^i  +  ^S'ii 

dXf  dXf  ,        dXf 

für  dx  ,  dy-,  dz,  ihre  Antdrflcka  dx,=  ^—  dq,-\-  ^r- dq.-\-  ■■  -\-  -r-  da,,  n.H.w, 

''     "''      '  '      o<ii    "  '  cq^    "  '         '  dq^    ^1' 

ein,  BO  nimmt  er  die  Gestalt  an 

C.dj.  +  Qtdq,  +  ■■■  +  Q,dq,  +  ■■■  +  Q^dq^  -  SQ.dq,, 
wo  Q,  die  oben  beEeichneten  AnadrOcke  sind-  Man  findet  daher  die  QrOnen 
Q  ,  indem  man  die  E lernen tararbeit  der  gegebenen  ErBite  nach  der  Differentiation 
dq  der  Coordinaten  ordnet;  sie  und  deren  Coefficienten;  oder  auch,  indem  man 
die  partiellen  Arbeiten  beatimmt,  welche  den  bloaiea  Aenderuagen  dq  der  Coor- 
dinat£n  einzeln  mit  Conatantaetzimg  aller  übrigen  entaprechen. 

5.  S.  Im  Falle,  da«  das  Prindp  der  Erhaltung  der  Energie  gilt  (S.  MS), 
kann  man  zu  den  Lagrange' sehen  Gleichungen  aaf  folgendem  etwas  einfacherem 
Wege  gelangen,  den  Ball  angegeben  hat  {Ort  an  elementary  proof  of  La^ange'g 
equation»  of  molion  in  generalUed  cowdinate».  Proeeeding»  of  the  S.  Irith  Aca- 
äcmy,  2*.  8er.,  Vol.  II  [1876  —  77],  pp.  «3  —  46*). 

Das  System  erleide  eine  Vertchiebnng,  sodass  die  Cooidinaten  g^  sich  nm 
Sq^  ändern;  der  Punkt  m^  {x^,  y^,  z^  erleidet  dadurch  parallel  den  Äien  die  par- 

^x^  Sy,-  dif 

tiellen  Verschiebnogen  „  -  8q^,  x—  6q^,  ^—  Sq^   nnd  die  Arbeit  dar   an  ihm  an- 

d*x,  d'fff         (i'Zj 

greifenden  Kräfte  nt  -^  ,    m  — -  ,    m  -T-y ,  dorch  dae    ganze    System    sommirt, 

gibt  die  totale,  längs  den  Terschiebungen  9q^    geleistete  Arbeit 
/dx^  d*x^       Sy,-  d'y.       dt.  d'*.\ 
■^"'•*^'  U.  "5*^  +  27,  'di'  +  dq,  -dF)  ■ 
Die  potentielle  Energie  hat  bierdorch  eine  Abnahme  erlitten  gleich 

Nun  i»t 


(dx,  d'x^        dy,   d'y, 
di  dtöq,  ' 


r,  "'"dt    l 


''  dq,    dt  "•  c}q.'  dt  "^ 


•g'.+sr9'.  +  - 
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woraoB  sich  ergibt: 

Daher  erhalten  vir 

^       s     (^  A  ^'  _L  ^  A  *'  j.  li'  A  1^1 
dq;~       '\dt  d^,  dt  +d(  d^  dl  '^  dt  d^  dt] 

IdXi  dx.       dj/^  dj/f       dtf  dsA 
~  ^"'.  \  Ji  dq.'^  dt  ä^,'^dt  dq,\' 
DifferentiireD  wir  jetct,  ao  folgt  leicht 

J_3T  _^dT      _0U 
dt  S^^      8q,  dq, 

%.  3.    Wir  wollen  einige  An^bea  mit  Hfllfe  der  Lsgraage'BcheD  Gleiehongm 
der  Bewegung  behandeln. 

Wählt  man  an  den  Coordinaten  q  die  Polarcoordinaten  r,  9,  <f,  welche  mit 
den  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  t  durch  die  Qleichnngen 

z  K  r  OOB  9,     y  ^  r  sin  #  cos  if,     t  —  r  täa  6  »\a  ip 
verbunden  sind,  bo  nehmen  die  Bewegnngegldofamigen  die  Form  an 

A/^-9I=n       A/i^_3I_e,      A/'^_9J'_n 
and  sind 

Es  JBt  weiter 

—  i  2m  (r'  +  r'  ■  *'.'  +  r'  sin'*  ■  ip'*), 
5— —  mr»'*+  tnrsin'V-  q>'*,     ^  —  mr*  dn*  co«*-^'*,    s—  —  0, 

nnd  hiermit  werden  die  Bewegnogigleichnogen 

» SP-"' (jt) -""«'•  (äf)-«- 
»  Ä  ('• ")  - ••  —  Ci!)"-  e-  -  Ä  ('•  "-•  'j!)  -  «,■ 

Sh  an  der  Zahl,  wenn  h  die  Anzahl  der  Pnnkte  des  ^stems  ist 

FQr  <p  —  Conti,  erhält  man  die  Bewegung  eines  ebenen  Systems  in  sein« 
Ebene  nnd  werden  die  Bewegnngigleiohungen 

d*r  /d»\*      „  ,  <*"»   I   .       dr  d»       _ 
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S.  4.  Zwei  starte  schwere  EOrper  A,  B  yon  doD  HABien  m,  m'  Bind 
gelenkkctig  mit  einander  io  Terbnndea,  dase  sie  am  eine  gemein- 
eame  Axe  ß  drehbar  sind;  Ä  ist  ferner  drehbar  am  eine  feste  hori- 
zontale, an  p  parallele  Axe  a  nnd  enthält  die  Ebene  beider  Äien  den 
Haasenmittelpiinkt  von  A.  Hao  boII  die  Bewegangtgleichnngen  fdr 
das  Gesammtejatem  beider  EOrper  anfatelleu. 

El  seien  qo,  y  die  Winkel,  welche  zur  Zeit  (  die  Ebene  {aß)  und  die  Ebene 
(.ßS^,  welche  die  Axe  ß  mit  dem  Maasenmittelponkte  S^  von  B  verbindet,  mit 
einer  festen  Ebene,  woin  wir  die  Yerticalebeue,  welche  a  parallel  ist,  wählen 
wollen,  bilden.  Diese  beiden  Coordinaten  bestimmen  die  Lage  des  STstems  toU- 
st&ndig.  Ist  a  der  Abstand  der  beiden  Aien,  so  haben  die  Pnnkte  der  Axe  ß  die 
Geschwindigkeit  aip'  nnd  wenn. 6  der  Abstand  des  Ponktes  3^  von  fi  iat,  so  ist 
bt/i'  die  relative  Geschwindigkeit  von  ^^  in  Bezng  auf  ß.  Die  Resultante  von 
atp'  nnd  bifi'  ist  die  Geschwindigkeit  dieses  Pnoktes  and  da  beide  Componenten 
mit  einander  den  Winkel  i^  —  tp  bilden,  so  ist  das  Quadrat  seiner  Geschwindigkeit 
"'t'  +  6'V''  +  2abip'ii'  cos  (i^  —  ip).  Ist  daher  n^  der  TrSgheitsradius  von  A 
in  Bemg  anf  a,  %  aber  der  Ti^heitaradins  von  B  in  Becug  auf  die  durch  S^  >a 
den  Axen  et,  ß  parallele  Ase,  so  erhält  man  nach  Cap.  1,  %.  8,  S.  367  für  die 
lebendige  Kraft  des  Systems 

r— imx>''  + im' [oV'  +  i'V  + 2a6ipV  cos (*-,.)]  + im' »V*- 

Hierans  ergeben  sieb 

dT  ,        ,       ,        ,  dT 

_  — ««»9  -]-ma*<fi  +Mo6co«(ip-9.)V,     g-,=f»'(M+it')if'+m'a6eos{i(.-g.), 

bT  ,  dT 

^^  —  m  ab  asi{i^  —  tp)  if  ^  ,  g— ——  m  ab  sin  (if  —  tp)  tf'ip' 

und  geben  die  Gleichungen  dei  Bewegang,  nämlich 

dt  \W^)      df      ^f        dt  \f^)      dt      *''' 

zunächst  aber  in 

»•<»■  +  .-)  1^?  +  ,.«^  [^-f  c.(»-.)]+m'.».ln,,-„ä  ^-«,. 

Um  Q  nnd  Q^.  zn  Snden,  erinnern  wir  daran,  das»  diese  GrSsaen  die  Coeffi- 
cienten  von  dtp  und  dip  in  dem  Aoedmcke  Z{XSx-\-  ■■■)  der  Elementaiarbeit 
der  gegebenen  Erfifte  sind,  wenn  derselbe  in  den  Coordinaten  <p,  ^  dargestellt 
wild.  Dies  kommt  darauf  binans,  dasi  Q^d^,  Q^dip  die  partiellen  Arbeiten 
sind,  welche  geleistet  werden,  wenn  i^,  tesp.  ip  als  constant  betrachtet  weiden. 
Die  Kräfte  sind  aber  das  Gewicht  mg  von  A,  angreifend  am  Moesenmittelpankte 
S^  Ton  A  und  das  Gewicht  m'^  von  B,  angreifend  an  5^.  Ist  c  der  Abstand  des 
Punktes  S^  von  der  Axe  a,  so  sind  die  Abstände  y^,  y^,  S^  und  5^  von  der 
Horizontalehene  der  Axe  a 

y„  — ccosip,        y^  —  ocosqi  +  6  cos^. 
Wächst  nun  btos  <p  nm  dtp,  so  ist  die  Blementararbeit 
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Q^df  =  mg~d,p  +  ^0j^d't g  (WC  +  ma)  tän^d-p 

nnd  etenao,  wenn  y  allein  am  d^^  zunimmt,  die  Elementunrbeit 

Q    dip  =  m^<-~  dip  =  —  mgb  tinifiätli. 
In  die  Bewegnngsgletchvngen  Bind  daher  noch  die  GrCuen 

Q^ ?  (mfi  +  m'a)  Binip.  Q^.. mgb  ain^ 

einzufahren. 

Das  QeBammtsjBtem  der  Eärper  A  und  B  kann  Bolche  Bewegnngea  macben, 
daw  eil  ein  einziges  onveräuderlicheB  System  bildet.  Dam  ist  erforderlich,  dacs 
wahrend  der  Bewegung  der  Winkel  ip  —  9  constant  bleibe.  Setzen  wir  tp  —  ip  —  « , 
BO  nehmen  die  Gleichungen  die  Form  an 

und  wenn  inBbeBondeie  o  =>  0,  d.  h.  <p  ^-  ^  werden  soll,  d.  h.  wenn  die  Hanen- 
mittelpnnkte  S^,  S^  beide  in  die  Ebene  (aß)  fallen  sollen,  so  werden  dieselben 


f  +  in;fSS4=k)  "»'-»• 


dV   I         gifte  +  ma) 

rfV  ,    gf>___ 

dt'  -^V  +  x«+ä 

Beide  Gleichungen  stellen  identisch  die  Pendelbewegnng  dar,  welche  das  Ge- 
sammtsystem  unnmehr  um  die  Axe  a    ausführt.     Die  Gleichsebong  der  Coef- 
flcienten  liefert  daher  mit  Rücksicht  auf  c  •=  a  -\-  h  die  Bedingung  für  das  Ein- 
treten der  speciellen  TorauBgesetzten  Bewegungsart;  nämlich 
m*l  +  m  (a*  +  oö)       fe'  +  »'  +  ab 
mc  +  m'T         "  b 

Indem  wir  bedenken,  dasB  b*  -{-  «'  das  Quadrat  des  Tdgheiteradios  «^  des  Kör- 
pers B  in  Bezug  auf  die  Axe  ß  und  a  +  b  =>  e  ist,  sowie,  dass  -"  and  -j-  die 
einfachen  Pendell&ngeo  lg,  L  sind,  welche  den  Schwingungen  der  £Orper  A  und 
B  einzeln  um  die  Axen  a  und  ß  entsprechen,  kOnnen  wir  diese  Bedingcmg  auf 
die  Form  bringen: 

-      '.-.  =  -('  +  »^'^> 

in  welcher  sie  blos  die  beiden  Pendellängeu  und  die  Abstände  der  beiden  MaBtco- 

m'  L  -  6 

mittelpunkte  der  EOrper  A,  B  TOn  den  Axen  a,  ß  enthält.    Sind  ~  and   --- 

sehr  klein ,  so  hat  man  nähenmgaweiee  a  ^  I„  —  i^  als  die  EragUche  Bediagong. 
Eine  Glocke  und  ihr  Klöppel  bilden  zwei  ECrper  A,  B  von  der  hier  vonuu- 
gesetzten  Terbindangsart.  Die  vorstehende  Betrachtung  zeigt,  dasB  es  auf  viele 
Arten  sich  ereignen  kann,  dass  der  ElGppel  nicht  anschl&gt  und  die  Glocke  also 
nicht  geläutet  werden  kann.     Vgl.  Teltmano,   die  EOker  Euserglocke.     Eot- 
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hfilluDgeo  Aber  die  Art  imd  Weise,  wie  der  Kölner  Dom  zu  einer  miMrathenen 
Qlooke  gekommen  ist  Bonn  1B60.  In  dieser  Schrift  wird  der  einfachste  aller 
mOglioheu  F&lle,  in  welchen  Glocken  nud  ElOppel,  wie  ein  nn veränderliches 
Stetem  schwingen  nud  der  ElSppel  folglich  nicht  anschiß  (.V  ~  'f)  ^  <^ec  hier 
entwickelten  Weite  erl&uteri 

§.  6.  Zwei  schwere  Punkte  von  d«Q  Unssen  m,  m'  sind  durch  einen 
vollkommen  biegsamen  anelastischen  Faden  Toa  der  L&nge  I  ver- 
banden; m  bewegt  sich  anf  einer  horixontalen  Ebene^  wBhrend  ein 
Tbeit  des  Fadens  mit  m'  an  dessen  Ende  durch  eine  anendlichkleine 
Oeffnnng  0  in  der  Ebene  vertical  herabh&ngt.  Man  soll  die  Qtei- 
chnngen  der  Bewegung  dieses  Systems  aafatellen. 

Ist  0  der  ürsprong  eines  Polarcoordinatensyatems  der  r,  *  in  der  horiion- 
talen  Ebene,  der  RadiusTectAr  r  also  das  anf  der  Ebene  anfliegende  Fadenstflck, 
#  der  Winkel  den  dasselbe  mit  irgend  einer  festen  Geraden  der  Ebene  bildet,  so 
ist  die  lebendige  Kraft  von  m  gleich  m  (/*  -|-  r'^'*),  die  von  m'  gleich  m'r'*,  da 
die  Fadenl&nge  constant  nnd  also  die  Gescfawindigkeitscomponenten  beider  Pnnkte 
in  der  Richtang  des  Fadens  gleich  sind.    Daher  ist 

Da  da  Gewicht  mg  von  dem  Widerstände  der  Ebene  getilgt  wird,  so  ist  mg  die 
eindge  in  Betracht  kommende  Kraft  end  die  Elementararbeit,  welche  einer 
Aenderung  von  r  entspricht,  Q^dr  ^  —  m'gdr,  die  einer  Äendernng  von  #  ent- 
sprechende aber  Qgd^  —  0,  mithin  Q^  _  —  m'g,  Q^  —  0.  Daher  werden  die 
Bewegangsgleichongen 


(m  +  m') 


dt'  \dt/  "'  dt\    dt/ 


Subtrahirt  man  auf  beiden  Seiten  der  enten  dieser  Gleichungen  m'r'  (71)  und 
integrirt  die  iweite,  so  kommt 

d'r  ,/d»Y  m'        (      ,       ld9\*\       d»  h 

dt' -*■  l5T/  "-^r+^'l^+'Väf^^    di^i^" 
wo  h  eine  Constante  bedeutet.    Die  linke  Seite  der  ersten    dieser  letzten  Glei- 
chungen ist  die  Beschleunigung  des  Punktes  m  in  der  Richtnng  des  Radinavcctors 

r  (s.  B.  I,  3.  352),  w&hrend  die  sn  ihr  senkrechte  Besohle anigung  —  j-^  (r'  ,-.) 
gleich  Nnll  ist.  Daher  ist  die  Kraft  P,  welche  m  beschleunigt,  nach  O  ge- 
richtet und 


=  Ä^ 


?  +  : 


§.  6.  Bewegung  des  Pendels  mit  Backsicht  anf  die  Bewegnng  der 
Erde.  Die  relative  Beschleunigung  eines  Punktee  in  einem  in  Bewegung  be- 
griffenen STstem  hat  nach  B.  I,  S.  623  zu  Componeuten:  1.  Die  absolute  Be- 
Bcbleunignng  des  Punktes,  2.  die  entgegengesetzt  genommene  Beachlennigung  des 
mit  ihm  zusammenfallenden  Sjstempnnktes  und  3.  die  zusammengeaetzte  Centri- 
fugalbeschleunigung.  Indem  man  dieselben  mit  der  Masse  m  des  Panktes  malti- 
pHcirt,  echUt  man  die  drei  Componenten  der  Kraft,  welche  demselben  seine  Be- 

DigiLizedbyCoOj^Ic 


552  Behandl.  v.Frobl.  m.  Hülfe  d.  LagraDge'scben  Beweguogsgl.  lV.Th.,Cap.TIl,§.6. 

Bchlennigang  tu  ertheilcn  Tennag.  Indem  hiemnch  zu  der  resolnten  beschlen- 
DJgotidea  Kraft  die  beiden  andern  Brftfte,  n&mlicli  die  entgegeogeietEte  Kraft  de« 
Syatempnaktes  and  die  Eiuamiiiengesetste  Centrifugalktaft  biniagefagt  werden, 
kann  ein  Problem  der  relativen  Bewegung,  vie  ein  Problem  dei  absolatea  Be- 
wegung behandelt  werden. 

Wir  irälileQ  den  AnfhBngepimkt  des  Pendels  von  der  LILnge  I  tum  Ursprung, 
die  Terticale  znr  e-Aie,  positiv  aufwärts  gerechnet,  die  Tangente  des  Parallel- 
kreisea  and  des  Meridians  zur  x-  und  if-Axe  des  CoordinateosjiteDis,  sodaii  die 
positiven  Äien  der  x  und  y  nach  Oet«n  und  Saden  gerichtet  sind.  Es  sei  femer 
tp  der  Winkel,  den  die  Verticalebene,  welche  den  Fendelfadeu  enthält,  mit  der 
icf-Ebene  bilden,  und  #  der  Neigongswinkel  desselben  gegen  die  Terticale.  Die 
Coordinaten  des  Pendelpunktea  sind  dann 

X  •"  l  sin^  cos  9,  y  ^  I  Bin  &  «in  9>,  r  =»  —  l  cob#. 
Auf  diesen  Punkt  wirken  1.  das  absolnte  Gewicht  mG  desselben,  dessen  Elementar- 
arbeit  —  m6d  (l  cos*)  —  mG  sm***  ist;  9.  die  Kraft  des  Systempunktes,  im 
entgegengesetzten  Sinne  genommen.  Ist  a  der  Endiadins,  klso  a  cos  l  der  lUtUos 
des  Parallelkreises,  wo  1  die  geographische  Breite  ist,  so  wird  m*a  cos  1  die  Be- 
schleunigung und  moi'a  cos  1  die  in  Frage  kommende  Kraft,  welche  in  die  Ter- 
längernng  des  Iladins  des  Parallel breises  fftllt  und  mit  den  Äxen  die  Winkel  -Js, 
^n  —  1,  I  bildet.  Ihre  Componenten  sind  mithin  0,  mm'osinlcosl,  Hio'acOT'l. 
Die  Arbeit  dieser  Kraft  ist  daher  mta'a  cosl  {linlSy  -\-  cosUf)  und  nimmt  mit 
Hfllfe  der  Werthe  von  Sj/,  St  die  Form  an 

miB*al  cosK  [(cobI  sin#  -f  sini  cos»  sin  qa)  9^  -\-  sint  sin«  cosqjJ^i]. 
3.  Die  zusammengesetzte  Centrifngalkraft  hat  tn  Componenten 


yiT,- 


dy\  .      l    dx  dz\  „     /    dy  dx\ 


wenn  p,i,r  die  Componenten  der  Winkelgeechwindigkeit  »  sind,  n&mlich  p^<h 
g  —  m  cos  1,  r  —  m  sin  1.     Ihre  Arbeit  ist  daher 

oder,  nach  EÜnfOhrung  der  Werthe  fOr  x,  y,  t: 

2mtal'  sin  #  (sin  H  oosfl'  +  cosl  sin»  sin*)  (^  *«■  —  57  <*v)  ■ 

Mit  HQlfe  der  Arbeit  der  drei  Kräfte  bildet  man  leicht  den  Aiudraok  fflr  die  6e- 
sammtarbeit,  welche  die  Form 

9»"  +  «,»» 

hat.    Die  Lagrange'echen  Oleichnugen 

d     dT       dT  r  — ii»P(*''-f-gin'*-9.'') 

dt'  f^      dtp  "%' 
geben  Sber  in 

i  irTi-  —  »in»  cos»  (-^1  J~  '^  sin  »  +  oi'a  cos  1  (coBlBiu»-|-nD»coi»sing'} 

-{-  Sl»  ein»—  (sinl  coetf-f  cobI  nndsinv), 
'  dt  1""'  *df )  "■""'»"O'lcoslsin&cosip  — Smlsin»  ^  (sin  1  cos  »-(-cos  1  sin»  sin  fil 

DigiLizedbyCoOJ^Ic 


IV.Th.,CRp.VII,g  7,        Einführung  der  GrOsBen  P,  =  y-.-  553 

Diese   Qleicliiuigen  gestalteD  nnr  eine   approximative  IntegratioD   für  ein   belie- 
biges I.    Für  den  Pol  ist  1  •—  ^nj  hierfür  irerden  sie 

I  IrTf  —  ain#0OB*  (^J  J— O8iii*+<n'a{Biiiff+BiD&00H*einip)+2JioBin'*  j^tin», 


I    "    ^ü>.#^     „^2-lBi 


Hnltiplicirt  mui  die  erste  mit  -j— ,  die  iweite  mit  -.^  und   addirt  sie,   eo   gibt 
die  dctruifFolgende  Integration 

(i?)"--^-e-f)"-*f  <«—•»). 

wo  #0  der  Anfangsverth  vod  ^  ist.    Hierza  gibt  die  iweite,  fdi  sich  integrirt 

8in'*(^  +  «1  —  Conat. 
Diese  beiden  lotegrale  sind  da«  der  lebendigen  £raft  and  das  der  Flächen.  Setzt 
man  den  Anfangswerth  von  -^  gleich  —  oi ,  so  w iid 

_  «,, 

d.  h.  die  Teiticalebene  des  Pendels  rotirt  gleichfSnnig  um  die  Erdaie. 
§.  T.    Im  Falle,  dass  eine  Kr&AefQnction  V  eiistdrt,  haben  wir: 

'       i  V    ^9,         *39,         '  ^lj       i\Sxidq,dj/idg,^di!idg^       dg, 
nnd  werden  mithin  die  Bewegangsgleichnngen  in  diesem  Falle : 

8T       d(T+U) 


dl    H 

8s,        • 

oder  mnii  nun 

-II- 

■  p,.  ■«■»' 

"37- 

9  (T  +  !7) 

IT 

<■— J.  9, 

Subrtiliiiil 

m&Q  di«  linearen  Aaedräckf 

K' 

-£— 

3i, 

*!■ 

4v- 

+  1^- 

V 

-^.- 

+  $''- 

in  den  Ansdmck 

r-4j:„,(a^^»  +  y;>  +  /;), 

so  wird  T  eine    homogene  Function  8.  Grades  der  Ordssen  q\,  j", ,  ...  ^    und 
folglich  nach  dem  Enler'schen  Sktse  fiber  die  homogenen  Fonotionen:  _, 
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"-8S''  +  JS '=  +  ■■•  +  «?''• 
oder    mit  ROcksicht  auf  ^-^  =  p,'     ■ 

ar  —  p,3',  +  p,9',  —pj.g;,. 

Wenn  die  Variabelen  q  ao  gewählt  werden  kOnnen,  dtua  eine  Ton  ihnee,  g<,  io 
der  Eififlefanction  ü  und  in  dem  Äuedrocke  T  der  halben  lebendigen  Kiaft  nicht 
vorkommt,  w&htend  letztere  GrÖsae  den  Differentialquotienten  g^  enthalten  kun, 

10  wird      ^"'" — ■  —  0,  also  -^  =  0    und    ergibt    üch    mithin    ein    Intcgnl 

j),  ■>•  C<m»t.  der  Differeutialgleichnngen  der  Bewegung  unmittelbar. 

Dies  tritt  z.  B.  bei  der  Newton'echen  Attraction  eines  Punktes  nach  nneni 
festen  Centnun  ein.  Denn  für  dies  Centrum  als  Ursprung  der  Polarcooidinitn 
9,  ■*  r,  g,  iK  9',  2,  ^  9  hat  man: 

V  —  —  —,     r  —  i m  (r'  +  r'«'»  +  r'  sin'*  ■  q.'*) 

(s.  S.  &4S}  und  kommt  qo  nicht  in  V  und  T  und  in  T  blos  tf   vor.     Daher  iit 

p,  =  „  ,  =-  =— i  —  mr'  Bin'  fr  ■  ^  —  Conti., 

oder  r*  sin'  d  ■  91'  »^  CorwC.  ein  Integral  dar  Bewegnngsgleichnngeo.  VermSge  dn 
TransformatioDiformeln  a^  ^  r  cos  #,  y  =  r  siu#  cos  91,  e  c-rsintf  nn^  «rgi'" 

sich  tff  a  =1  — ,  — --5—  »1  ^^ . ''    ,  d.  h    r'  sin'  9  •  v  •=  vi  —  «'«  "  Q»»(, 

y  '   cob't  y* 

nämlich  das  Princip  der  Flächen, 

§.  8.  Hau  kann  die  Oleichnngen  der  Bewegung  in  der  Lagrange' sehen  Fora 
aus  folgendem,  von  Hamilton  zuerst  aufgestellten  Principe  ableit«n: 

Wenn  die  Lage  des  Systems  tu  einer  Anfangszeit  i  —  ^  und  eiser 
Endzeit  <  —  t,  fest  gegeben  ist,  T  die  halbe  lebeodige  Kraft  and  dl'dit 
Elementararbeit  der  Kräfte  fSr  irgend  eine  mit  den  Bedingnog" 
des  Systems  verträgliche  Verschiebung  bedentet,  ao  ist 


/' 


((r;r  +  *  tf)  <Jt  —  o 

fQr  alle  mit  den  Bedingungen  verträglichen  Verschiebungen,  vobc 
die  den  Zeiten  t^  ond  t,  entspieoheaden  Verschiebungen  Null  sini 
Denn  es  ist 

r  =  iiM(a!''  + jf''  +  /»),      *[r=X(3:«a:  +  r*y  +  Z9*\ 


—  S 

IdxdSx    ,   dyd-dy 

^P 

s?) 

ond 

daher 

i 

ar  + 

tu)  dt 

-/[-i- 

.:-+ 

■■)+ 

Z(_Xi 

;c+rjy  +  Z*i]rf» 

H 

^ 
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Nun  liefert  aber  die  partielle  Integration 

und  da  fflr  (  —  t^,  wie  für  (  =  (,  alle  dx,  8y,  JSz  Null  sind,  eo  wird 

Indem  man  diesen  Anadruck  in  da^  Hanilton'Hcbe  Integral  einfahrt,  erbSlt  man 
UsT-i-iU)  dt 

weil  nach  dem  D'Alembert'schen  Princip '  die  Summe  nuter   dem  Integralzeichen 
für  alle  verträglichen  Veracbiebungen  verschvindet. 

Die  QrOsse  dU  —  Xdx  +  Ydy  +  ZSz  stellt  die  Elementararbeit  der  Kräfte 
dar  und  ist  es  nicht  gefordert,  dass  sie  das  Differential  einer  Fonction  U  Bei.  Ist 
dies  der  Fall,  dann  kann  daa  Princip  in  der  Form  geachrieben  werden; 

a    Ut+  V)dt  =  0. 

Um  noD  aus  dem  Hamilton'Bcfaen  Ptinoip  die  Lagrange'schen  BewegnngB- 
gleichnngen  zn  erbalten,  führen  wir  in  9T  und  SU  die  Coordinateo  9i,9ii'--9,,'-'9u 
ein.    Es  wird  dadurch  mit  Hälfe  der  Anadrflcke  f^r  x[,  y'. ,/.,..  .   des  g.  1  die 

dq 
Grösae  T  eine  Function  der  GrSsaen  9,  nnd  ibrer  Differentialquotienten  q'^^  -j— 

nnd  mithin 

i  U  geht  aber  Ober  in 

SV  =•  S{Xax  +  YSy  -\.  Z*«)  =  EQ^Sq^. 
Hierdurch  geht  die  Gleichung  de«  Principa  über  in 


/^ 


Nun  iat  aber 


und  also  wegen  der  festen  Orensen  ,-.  r 

D,g,i,zeclbyLA>OglC 
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und  wenn  man  die«  «ofitgt 


Sind  nun  die  Coordinaton  g,  m  gei^hlt,  dose  «ie  die  Bedingungen,  denen  du 
STatem  uutfiTworfeD  iet,  identiacb  erffltlen,  so  eind  alle  dq^  von  einBüder  onkb- 
h&Dgig  und  mOBeen  daher  die  CoefBcienten  derselben  Teriohwinden,  w&s  eu  den 
Gleich  nngen 

m-ii-^-    -■'•'••■•' 

fahrt 

Ueb«r  die  Anwlehniing  dieser  Methode  anf  den  FUl,  daw  U  anch  die  Com- 
poDent«n  der  Oeschniodigkeit  nad  mithin  auch  9,  entbftlt,  b.  HolEmflller,  Debet 
die  Anwendnag  der  Jacobi-Hamilton'Hcbon  Methode  auf  den  Fall  dei  An- 
tiehnng  eines  Punktes  nach  dem  electrodynamiachen  Qesets  von  Weber  [SchlB- 
milch's  ZeitBchrifl  f.  Matfaem.  u.  Physik  B.  XT,  8.  69  (1870)]. •) 

S.  9.  Mit  dem  Eamilton 'sehen  Princip  sehr  nahe  verwandt  ist  ein  anderes 
Princip,  mit  HQlfe  dessen  man  gleichfalls  die  Bewegnngagleichnngea  erhalten 
kann,  das  Princip  der  kleinsten  Wirkung.  {Vgl.  8.  186  und  B.  I,  S.  351.) 
Gilt  nSmlich  das  Princip  der  lebendigen  Kraft,  so  ist  iü^ST  und  nimmt  da* 
Hamilton'acbe  Princip  die  Form  an 

i  CtTdt  —  o, 

oder,  wenn  man  T  —  ^Zmvf  nnd  v.dt  «  dt^  eineetit 


'>"""" 


eine    Form,    anf    welche    wir    nachher    snrückkommen    werden.     Indem 
2Tdt-'  Sv 
den  Werth 


dsj 
2Tdt  —  Sm.vfdt  —  Zm,-^  schreibt  nnd  ans  ZfUjO?  —  Zw^ -^  —  8  (&'  +  »} 


/8  JU  +  h) 


*)  Im  AnscblosBe  hieran  glaoben  wir  hiDEofügen  in  dürfen,  da»  in  aeaer«r 
Zeit  der  erfolgreiche  Versnch  gemacht  worden  ist,  die  Bewegungagleichongen 
einet  Punktes,  insbesondere  anch  die,  welche  das  Weber'sche  Geiett  betreffen, 
durch  reines  Baiaonnement  m  entwickeln.  Vgl.  hierflber  die  gehaltvolle  Schiift 
von  A.  Fick,  Ueber  die  der  Mechanik  so  Grande  liegenden  Anscbannngen  (Ver- 
handl.  d.  ph7a.-medic.  QeseUscb.  tn  WQrEbarg.  N.  F.  XIV.  Bd.). . 
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entaimmt,  wird  die  01«ichang 

J  jy^U+h)  ySm^dif  —  0, 

in  welcher  die  Zeit  t  nicht  mehr  applicit    TOikommt.    Indem  man  statt  t   eine 
der  Coordinaten,  s.  B.  x,  aU  nnabh&ngige  Tariabele  w&hlt,  kann  man  schreiben 

—  *  fpäx^  —fiPdXi, 

indem  man 

dx,  d «.  dt. 

■".'-■".'  +  ''»?+•".'.  ji--",,  -J->.  ii-^. 


VHä+ii  i/i»,  «■  +  »;■  +  <')  -  P 

setzt.     Da  P  von  den  x^,  y, ,  e,. ,  a^,  jr^,  ^  abh&ngt,  so  ist 

und  wenn  man  die  partiellen  Integrationen,  wie 

/dP  rSPddx, 

(da  ^z,.  au  den  Orenien  der  Integration  rersohwindet,  weil  die  Anfangs-  nnd  End- 
punkte fest  bleiben)  benattt,  ao  wird 

'/"-/M©-3l(IDh+[l£-.4,(ID]'. 

SetKt  man  znx  Abkflrtnng  ^  —  3  ([/  +  &),  B  —  Sm,  (x'*  +  y^'  +  Z^*),  eo  wird 
P  =  l^I  ■  VB  nnd 


.(ID-*i/|f^-.4(».yi:-S) 


ist,  _ 

FS;     dx^  V^^ißV  ^  \dxt     "•'  dy)' 

Durch  EinfDhrung  dieses  nnd  der  beiden  ähnlichen  AnsdrDcke  ergibt  sich  endlich 
/du  d'vA  ßU  <Pt\       -1 
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welche  Qleichnng  wegen   der  WillkDrliclikeit  der  Gttiaea   9x^,  8y,,  Stf  in  die 
Be  vegoDgeglei  chnngen 

zerfällt. 

Die  Qleichang  4  fZm.v^dtf  =  0  ist  nur  die  OTiuidbedingaiiK  dafür,  dae«  di« 
Fnoction  V  >»  j  ZmjVjdtf  ein  Uaximam  oder  ein  Minimam,  aei.  Das  Princip 
der  kleinsten  Wirknng,  welchei  eine  eolohe  Eigenschaft  des  Maximnnu  oder  Hini- 
mnniB  behauptet,  lautet  nnn: 

Wenn  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  gilt,  so  wird  das  Integral 


-/ 


SmfVfdSi, 


anf 

den   ganzen    Verla 

atiinmten  er 

ten  Lage 

die 

wirklich 

e  Bewegnn 

all 

wenn  da 

System  d 

'  der  Bewegnng  des  Systems  ans  einer  he- 
il eine  bestimmte  zweite  Lage  erstreckt,  fQt 
im  Allgemeinen  ein  Hinimom,  d.  h.  kleiner, 
ch  irgend  einen  anderen  Uebergang,  welcher 
mit  den  Bedingungen  desselben  vereinbar  ist,  ans  der  ersten  Lage 
in  die  zweite  gelangt. 

Fflr  einen  einzelnen  Pnnkt  kann  der  Beweis,  wie  S.  161,  mit  HOlfe  d« 
Niveanfl&chen  geführt  weiden,  indem  man  für  die  Spannung  T  doitaelbst  die  Ge- 
schwindigkeit V  setzt.  Es  kann,  wie  sich  hierans  ergibt,  V  für  andere  benach- 
barte Curven,  als  die  wirkliebe  Bahn  giSsser  werden,  als  fOr  die  wirkliche  Br- 
wegnng ;  mithin  ist  ein  Maximum  nicht  möglich.  Daae  ein  Minimam  non  wirklich 
eintritt,  kann  hierani  noch  nicht  gefolgert  werden,  denn  dieses  setzt  voraiu,  daw 
fllc  alle  NachbaicnrreD  V  grosser  wird,  ond  es  ist  wohl  denkbar,  dass  der  Fall 
eintreten  kOnnte,  dass  es  fOr  gewisse  Carven  grCsser,  fQr  andere  kleiner  ansfollen 
konnte,  all  wie  för  die  wirkliche  Bahn  und  dann  wQrde  weder  ein  Hazimmc 
noch  ein  Minimum  eintreten  kflnnen.  Tn  der  That  hat  Jacobi  gezeigt,  dan  in 
gewissen  Fällen  V  nur  innerhalb  eines  gewiesen  Bereichs  die  Eigenschaft  du 
Minimums  zukommt,  über  denselben  hinans  de  aber  verliert.  So  z.  B.,  wenn  dar 
Pnnkt  bei  constanter  Geschwindigkeit  eine  kürzeste  Linie  anf  einer  FÜU^e  be- 
schreibt. Wenn  nämlicb  alle  ron  dem  Anfangspuakte  auf  der  Fläche  nach  da 
verschiedenen  Richtungen  auilanfenden  kürzesten  Linien  eine  Enveloppe  Uldeo, 
so  besteht  die  Eigenschaft  des  Minimums  von  V  nur  von  jenem  AnfangapnokU 
bis  tu  dem  Berti hrangspnnkte  seiner  Bahn  mit  der  Enveloppe.  (VgL  Jacobi, 
Vorlesnngen  über  Dynamik,  S.  4e.) 

Für  ein  System  sind  Uinliche  Batracbtnngen  versncht  worden,  indesa  sdieiot 
es  noch  nicht  gelangen  zu  sein,  sie  zu  dem  wOnechenswerthen  Qrade  von  Erideni 
zo  erheben!  die  analytischen  Untersncbongen,  welche  die  zweite  Variation  ST • 
entwickeln,  nm  die  Frage  zn  entscheiden,  in  welchen  Fällen  V  ein  wirkliche* 
Maximum  oder  Minimum  werde,  sind  zu  complicirt,  als  dass  wir  sie  hier  vat 
Vortheil  des  Onterrichtes  entwickeln  kSnnten.  Wir  begnügen  uns  hinsichtlich 
der  EntwickelungBgeachichte  des  Principe  anf  A.  Mayer,  Geschichte  des  Princip« 
der  kleinsten  Actioo,  Leipzig  187.7,  zu  verweisen, 

%.  10.  Hamilton  hat  dje  Differentialgleichungen  der  Bewegnng  in  einer 
eigenthOmlichen  Form  gegeben  and  fflr  den  Fall,  dass  eine  Ki^ftefonetion  evstict. 
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dieselbe  tos  einer  Ftmction  abhängig  gemacht,  welche  er  die  cbarakteriatiecbe 
Function  nennt.    Wir  fanden  §.  6  die  Qleichnnff 

ar  =  ^  9,  +  g-^  9-2  +  ■■■  +  gg.  3;  -  -sp.g; ■ 

Behnfa  der  Entwicklung  dei  Hamiltoa'aoben  Qleichongen  achraibea  wit  Bie  bo; 

and  differentüren  sie  volUtändig  nach  allen  darin  Torkomm  enden  OrOuen  9,  und 

9^.    Die»  gibt 

oder,  weil  üeb  die  beiden  Mittelglieder  tilgen: 

ST  3r  ST 

Indem  wir  nna  die  OrÖBceu  p, ,  p,,  -■-}>„  als  neae  Vanabeln  an  die  Stelle 
der  OrOHaen  9'],  93)  -  ■  •  7^  eiugefOhrt  denken,  wird  T  eine  Fnnction  der  OrSeeen 
j>,  and  q^  und  wenn  wir  die  DifTerentialqaotienten  von  T,  partiell  nach  p^  nnd  9, 
genommen,  unter  dieser  VoianaaetEnug  in  Klammem  einicbliesBeD,  so  erbalten 
wir  fftr  das  ToUsl&ndige  Difierential  von  T  die  Qleicbtmg: 


■"■-^('"V».+^Q''v 


W.) 


Die  VergleichuDg  dieser  mit  der  Torigen  Formel  liefert  aber  die  Beiiehnngen : 
/dT\         ,         (dT\  dT 

und  wenn  wir  den  Werth  „—  =-  —  (  ^— \  in  die  Gleichung  _i;  —  ,  -  =  O,  des 
^9.  \p9,)  dt        9  ff,         ' 

§.  1  einsetzen,  so  folgt 


■m-  t-(ii)+*- 


als  die  Hamilton'tcbe  oder  die  canonische  Form  der  Bewegnngsgleichnngen. 
FQi  den  Fall,  daas  eine  Er&ftefnnction  V  eiistirt,  welche  von  9,,  niobt  aber  von 

sj,  also  awch  nicht  von  den  für  g^  eingefflhrlen  p,  abhängt,  ist  Q,  »  5 —  —  \W} 

und  folglich 

dp,__/d{T-ü)\ 

dt  V       H^J' 

Aus  demselben  Qnmde,  dass  U  kein  f,  enthUt,  kann  man  aber  die  Oleichung 
9'.  *~  I  ^^~~)  Auch  so  schreiben: 

'■-(-%^} 

Setit  man  daher  T  —  U  =•  H  und  tilgt  die  Klammem  als  selbstverständlich,  so 
kann  man  die  Bifferentialgleichnngen  der  Bewegung  unter  der  (Lber  U  gemachten 
TomuMetrang  schreiben:  /-.  r 
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d<     5^'    'äT  —  8T,'    "-'-" 

und  weuD  keine  ErUiefuoctiaii  existirt: 
^1,       ÜT        ^P,  ST 

Die  Orttaaen  p,  •—  ^ —  und,  da  T  eine  homogene  Function  det  nreiten   Onwl« 

op, 
der  GrOMen  9^  ist,  lineaie  FnnctioDen  ron  9^;  lOat  man  diher  du  Oleiehnnga- 

ajBtem  p,  =  ^-^  aof ,  «o  ergeben  sich  für  die  <^  lineue  Functionen  von  d«n  j), , 

deren  CoefGdenten  die  $,  enthalten.    Hit  ihrer  HOlfe  treten  die  p^  an  die  Stelle 
der  9;. 

VermOge  der  Relationen  „ -7  ■■  p^  und  (x — )  »  3^    besteht    twieehen    den 

GrOuen  p^  nnd  gj  eine  geiriaie  Beciprocit&t 

Die  Function  H »  T  —  C  nennt  Hamilton  die  okarakterietiache 
Fanction.  Vgl  Hamilton  On  a  gentrtä  ttuOutd  in  ßynamies;  by  hAmA  Ok 
study  of  Oie  fnotiont  of  all  free  sygtemg  of  attracting  or  repeBing  poMi  ü  redmetä 
to  the  »earch  and  differentiatüm  of  tme  central  relaiion  or  diaracUriatie  fitnetiem 
(PftiJosopk.  Trmuactitm*  of  the  Royal  Society  of  London  for  the  year  18S4,  P.  II, 
p.  S4T)  nnd:  Beamd  eatay  on  a  generäl  method  in  Dytumiet  (Ibid.  1836,  P.  1, 
p.  96). 

Wir  lernten  die  charakteristiache  Function  bereit«  Cap.  T,  %.  18  ihrer  mecha- 
nischen Bedeatnng  nach,  nämlich  all  die  totale  Energie  des  Sjstemi,  kennen. 

S.  11.  Hamilton  bat  die  Intention  der  Bewegnogigleiohongen  von  «iter 
nicht  linearen  partiellen  Differentialgleichnng  abh&ngig  gemacht,  die  wir  jeU 
an&tellen  wollen. 

Die  halbe  lebendige  Kraft  7  nnd  die  EräftefancUoo  Ü,  welche  t  anch  ei- 
plimt  enthalten  darf,  seien  dnrch  die  8  n  ~  k  —  p  Variabein  {,  dargestellt, 
welche  den  Bedingungen  des  S^items  identisch  genOgen.  Wir  bilden  die  Tariatioa 
des  Integrales 


+  17)  dt, 


y-ßr 

aber  so,  dass  die  Wertfae  an  den  Grenzen  nicht  als  gegeben  angesehen  werden, 
sondern  an  den  Grenzen  andere  Bedingnngeo  stattfinden.  Indem  wir  abkOrtend 
T  -\-  ü  •—  tp  setten,  erhalten  wir,  da  <p  eine  Fonetion  von  q^  nnd  9^  ist: 

tv^aj'vdt -  fdv-dt ^ns^aq\ dt  +  [(^^ *«:) ■" 

nnd  vermOge  der  Relation 

/(.||.,).,-./||,,«-./||..t- 

.z„,i,.C,()oglc 
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atao,  vann  m!in  cwischen  den  Grenzen  z  und  t  integrirt  and  die  dem  Werthe  i 
eDteprechenden  Anbnggwerthe  mit  dem  &sgefOg;t«n  Index  0  beEeichnet: 

Setst  mim  dies  in  A  F  ein,  so  ergibt  licb; 

Dieae  Gleichung  veieiniacht  sich  eebr,  indem  die  eingeklajnmerten  GrOisen  nater 
dem  Integralzeichen  in  Folge  der  DifferentialgleicbrnDgen  der  Bevegniig  ver- 
schwinden.    Da  Dämlich  U  keine  ^  entl^t,  so  ist 

Daher  ist 

d  i,     dt  di,  "■     9s;  dt  H, 

Demnach  bleibt  bloa 

dF  =  j;  1^  aj,  -  £  1^  *g»  =  Zf^iq,  ~  Zp^Sq^ 

—  i>i*9,  +P.^A  +'  ■  ■  +J',,*9;u 

—  Pi*9"  -PS*9!t P£*92-  ' 

Da  die  Differentiatgleichnngen  der  Bevegong  als  erfallt  angesehen  werdeD,  so 
sind  9,  und  3^,  sowie  p,  als  gegebene  Fnocüoiien  von  (  nnd  den  3fi  Cooatauten 
zn  betrachten,  welche  die  Integration  dieser  Qleichnngen  einfahrt.  Die  Tarai- 
tionen  dq^  sind  daher  solche,  welche  ans  der  Aendemng  der  Sfi  Constanten  ent- 
springen, da  (  nicht  varürt  wird  und  dq°  sind  die  der  unteren  Qrenze  i  des 
Integrales  V  entsprechenden  Werthe  derselben.  Nun  kOnnen  nach  der  Integration 
der  Bewegongsgleichnngen  alle  Variabein,  also  auch  9  als  Functionen  Ton  t  und 
den  2fi  Constanten  dargestellt  werden.  Diese  Constanten  sind  wiltkarlich  und 
kann  man  hienn  die  Anfangs  werthe  q^,  p^  wählen.  Eis  bilden  die  2(i  -f-  1  Va- 
riabein t,  q^,  p^  ond  die  2fi  Constanten  g°,  p^  ein  System  von  4f(  -|-  1  OrOssen, 
zwischen  welchen  aber  die  Sfi  Integralgleichangen  bestehen.  Dnrch  dieselben 
kann  man  also  die  2;i  QrOssen  p^,  p^  durch  t  und  q^,  q^  darstellen  und  es  wird 

hiernach  V  =  J  <t  dt  eine  Function  von  (,  g„  q^.  Hiernach  erhUt  man  die  Aen- 
derung  Ton  F,  indem  t  nnvarilrt  bleibt,  auch  unter  der  Form 

SV-Z^8q,+  sl^„dq^,. 
vq,     '         dq!      ' 

Die  Vergleichnng  beider  Formeln  fftr  tV  ergibt: 

dV  ZV 

•m  p  ^        =   —  flU  , 

Nun  ist  ip  =  -— ;  da  aber  V  die  Zeit  sowohl  ezplicit,  als  in  den  QrOssen  q^ 
implicit  enthalt,  so  wird 


ScBn.L,  H »ohuiik.  IL 
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dV      dV  ,    ^dV^9,       3F   ,    ^      , 

HDd  mithin: 

dV 

Es  »t  aber  9  —  T  +  D,  P,  —  g-?  wd  Sp,^  —  S  -^-,-  g^  —  2T,  alu 
i;p,g^  — qj  —  T—  U—H,  BodatH  sich  die  Hamilton' sehe  partielle  Differential- 
(rleichnns 

ergibt,  velcher  die  Fanction  T  genügen  muee.    Dies  iet  jedoch  eo  zu  renteheu, 
dam  in  H  die  GrOase  g^  durch  p,  auBgedrflckt  nnd  p^  • 
kann  daher  den  Satz  an&tellen: 

Wenn  die  Bewegung,  deren  Gleicbangen  «ind; 

dj.  dH         äp,  dH  JJ  rp  „  ST 

di        2g,  '      dt  dq,  '       0^, 

wo  H  durch  p,  nnd  q^  dargestetlt  ist,  zwischen  cwei  Zeitmomenten 
T,  (  betrachtet  wird,  als  willkQrliche  Constanten  der  Integral- 
gleichongen    die    Sft    Anfangswertbe    g°    nnd   p*  gelten    nnd    ferner 

'  dY 

p  IM  -:; —  in  H  gesetst  wird,  so  ist 

'^'      ag, 

eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnnng,  durch  welch« 
V  als  eine  Function  von  t  und  den  fi  QrOssen  g,  definirt  wird.  Das 
Integral 


v-ßr 


+  V)  dt, 


in  welchem  7-1-17  TermOge  der  Integralgleichungen  eine  Fnnetion 
blos  von  t  und  den  Sft  Conetanten  qf,  i>°  ist,  nachdem  das  Keanltat 
der  Quadratur  durch  t  und  die  QrOBBen  g„  q^  dargestellt  ist,  ist  eine 
LSsnng  dieser  Differentialgleichung. 

Diese  LOeung  entbEllt  ji  Conetanten  q^  nnd  fi  -|-  1  Tariabeln  t  nnd  g,.  Da 
nnn  in  H  kein  V  vorkommt,  so  kann  man  der  LOsong  noch  eine  willkürliche 
Constanle  hinzufügen  und  üe  dadurch  zn  einer  voUständigen  LOrang  der  partiellen 
Differentialgleichung  machen,  d.  h.  zu  einer  solchen,  welche  ebenso  viele  Con- 
stanten,  als  nnabh&ngige  Variabein  enthält. 

Umgekehrt  kann  man  behaupten: 

Kennt  man  eine  vollständige  LOsnng  V  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung; 

'I-  +  H-0. 
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3V 
wo   H~T^U  eine  Pnnction  der   (t  +  l    Qrieaeu    (,  p,  nnd  ji,  —  g- 

ist,  d.  h.  eine  Bolcha,  welche  aaeaer  der  mit  F  darch  Addition  ver- 
bnadeaen  noch  fi  andere  willkürliche  Conetanten  a,  enthält,  ao  sind 
die  Qleichnngen 

worin  die  ß,  neos  willlcürlicha  Constanten  beieicbnen,  nebst 

dv  dv  dv 

j^-ft.   ä^-A wr^" 

die  Integralgleichungen  des  Sjatema  ron  Differeutialgleichnngen 

dt       dp,'     dt  dq,'  '    '    '        '^ 

dV 
Differentürt  man   n&mlich  die  Qleiohnngen  ö~  =  |},  YollHtäDdig  noch  1,  ao  er- 
hält man: 

ä^"^?<s9gi    dt   "^  da,8q,   dt   ■"  '■fl"»»      rf* 


S^        _3'F^  dj^        g*r    dg. 


0«^9t  "^  eft,,09,   dt  '^  9a^dq^  dt  "^  3^^   ät 

dv 

Differentiirt  man  aber  die Qleichting  ■^  +  H=-0  ni«h  den  Coiutanten  a,, «,,... a 
und  bertickdchtigt,  dau  H  die  GrOsBen  t,  q,  nnd  p^  •«  -^  enthält,  die  Conitau- 
tea  a,  aber  nar  in  den  p^  entitalten  sind,  ao  erh&lt  man: 


d'V       SB  dp        SB  Ip, 
9(2cr,  "'"Öp,  Sa,  ■•"  3i),  Öir,  "*■" 

8p,,8.r, 

d^V    ,  SR  SB  ,  SB  dp,   , 

,   8H  8p 
■+8^8"^-°' 

,8H»P,      „ 

■■  +  ä;;8„;.-''- 

Dies  System  linearer  Gleichungen  nnterscheidet  sich  aber  vennOge  der  Gleichungen 

,  -  -  ■  u,    wekhea 
die  einen  der  Hamilton'Bcheo  DifferentialgteichuDgen  der  Bewegung  sind. 

3F 
Differentiirt  man  aber  die  Gleichungen  p,  =•  ■= — ,  so  kommt 
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dt  "^  dq.St'^  dq,Sgi    dt  ~^  dq^äq,   dt  "^  ^9^9^   <"  ' 

oder  weil 

89,83,      3j, '     Sg,d9r      3s, '  " 
ond 

^?i       ?:?       ?L?i        £.?  ^       0fl 

dt  "  ep, '    dt  ~  8ft '  ■  ■  ■     dt  ~  aj>^ 

bereite  aU  richtig  erwiesen  sind: 

äp,        3'r        gy,  gg       3p.  dB  .  .^Sjff 

dt  "89,2*  "^3 9,  dp,  "^  89^  8p,"'  ''89^  dp/ 


gibt  aber  die  Diilerentiation  der  Gleichang 

dt 

+ 

a  =  0 

partiell 

o^i,,, 

0 

-88.8 

es  8p, 
+  8p,8s. 

,  8H8p, 
+  »S8«,  +  ' 

8if 

8P, 
81 

+ 

Snbtmhirt  man  diese 

GleichoDg 

on  der  Torigen 

>o  folgt 

■ift 

'dt 

- 

welches 

die  andern  Hamilton' scheu  Differentialgleichimgen  sind. 

Für   den   Fall   der    freien   Bewegnng   iet  fi  —  3n  ond  kann  man  tut    die 
QrOgaeng  die  Coordinaten  x^i  </{,'{  wäfaleo.  Man  hat  dann  Tc-^i^mjCa^'-f  y^'-j-c'^'} 

nnd  da  die  GrOwen  p  =  ^-~  sind,  ao  folgt,  dasa  die  GrOuenp  hier  fftjd^.,  m^y'.,  m^^^ 

werden  nnd    da  p  =— -^- i»t,  bo  hat  man  m.a:.  =■  s— ,  •»-«;■=-= — ,   pt.r.  =  i:-. 
oq      '  '  '       dXf      •"      cy,       '  '      ct^ 

Entnimmt  man  hienuiB  x\,  y^-,  2),  um  sie  in  T  einEoeetien,  ao  wird  ' 

milton'Bche  Differenlialgleiohang  -^ 


Demnach  wird  die  Hamilton'Bche  Differenlialgleiohang  -j--]-H» 
hier 


-  1,2, 


dt 

wo  U  bloa  von  den  9,  d.  h.  von  den  Coocdinaten  Xf,  y^,  t^  abhängt.    Eine  toU- 
atändige  LOsnng  Fdieaer  Qleichnng  mit  3m  willkürUchen  Constanten  «, ,  11,,  ...oja 
anaaer  der  additiven  Constanten  liefert  die  Integrale  der  BewegongagLeichiingeu : 
d*Xf       SU  d%       gp-  d's,. 

*"■"  dt*"  ~  8^ '    "*'  dt*"  ~  8y; '    "**  "dT  ' 
nämlich 

8a,        P"       9^"P*'- 
wozu  ala  erate  Integrale 

SV  ^  dV  ^      dV 

dx.^^'dt'  8y.  """'"d?'    '^'~ 
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$.  12.    In  dem  Falle,  dsaa  H  die  Zeit  t  nicht  ezpUcit  eothUt,  redacirt  Bich 

die  HRmilton'Bche  aieicbnag      -  +H  >^0  auf  eine  andere,  velohe  eine  Yaria- 

bele  weniger  enthalt.    Setzt  man  nämlich  ^  —  o,    V  —  t  kj  —  W  und    fflhrt 

durch  dieee  Gleichnngen  an  die  Stelle  von  t  und  V  swei  neue  Vaiiabelen  u  mid 
W  ein,  ao  wird  t  eine  Function  von  «  und  den  in  V  ausser  t  Tockommendeu 
GrCasen  and  W  eine  Function  von  «r,  q„  9,,  . . .  q„  nnd  dea  Conatanten  u„  a,  . . . 
Man  bat  daher 

dq,        dq,        dt    dq,   '       Sq,'~  dq/ 


und  die  Gleicbmig  -^  +  JT/g,,  j„  . . .  5^,  g- ,   —  ,  .  ..  —  J  =  0  wird  jetit 
«  +  H{q„q,....q^,    -^-- ,    _,...„)_  0  oder  «+  T  -  t/ -  0. 

Nachdem  sie  integrirt  igt,  erhUfc  man  V  vermittelat  V  —  t^  ~  W,    d.    h.   da 

cV  cW  dW 

^—  •—  tt,    i  = , —  iat,   TermittelBt  F  —  IT  —  «  -^ —  und  in  dieB  V  ist  Bberall 

Ott  Ca         '  da 

dW 
statt  ff  wieder  t  einzofOhren  durch  die  Qleichnng  -^—  =•  —  t,  welche  nach  b  anf- 

znlOten  ist. 

Die  LOanng  W  entUlt  nur  fi  Constaoten  ond  die  aus  ihr  abgeleitete  GtOmq 

V  ebettfatlsi  ea  miUH  aber  F,  um  'vollatändig  zu  sein,  f»  +  1  Conetanten  haben. 

dv  dv 

Allein  da  t  in  ^  -]-  if  »  0  lelbst  nicht  auftritt,  sondern  nur  -^ ,   so   bleibt    F 

eine  Ldsung,   wenn  man  anch  t  um  eine  Conetante   vermehrt  oder  vermindert. 

3F 
Man  kann  daher  t  — «  fflrt  Beben,  wodurch  tr—  F— ((  — t)-^  — F— «({  — i) 

und  -^ —  <—  T  ~  t  wird.  Dann  erhält  F  die  nOthige  Anzahl  ;•  -|~  ^  Constanten, 
nämlich  die  fi  — 'l  Constanten  a, ,  a,,  .  .  .  o^— 1,  die  additive  CouBtante  von  W 
und  c.    Die  lutegralgleichnngen  dea  Problems  Bind  demnach 


dV  _  _ 

■  da, 


-ft.     °^-f -^--f^-'.    Vr-O^- 


Die  letzte  deraelben  kann,  da  ;  nur  in  der  Verhindmig  t  —  i  vorkommt,  also 

dv        dv.^  ^    ^dv     ^    ^       ,_^       .       „  dr 

=—  IM  —  ^—  ist,  durch  ^  E—  Cim«t.    erBCtzt   werden.     Da   nun  ^  •—  er   gesetzt 

wurde,   so  erkennt  man,  daas  die  neu   eingeführte  Variabele  a  die  Rolle  einer 

CoDstanten  spielt. 

.,sv    dw 

«  wt  ä:r  —  -sr- 


Die  Integralgleichungen  kann  man  durch  If  darBtellen;  denn  es  ist  ^  •=  -^-~ 

dW  .      ^  ,  <J  F 
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werden  diewlbeo 

Auch  du  Sjatem  der  iDtegralgleichnugen:  -=—  »p,  kann  Termflge  g—  =  j—  in 

nmgeeetd.  werden.    Man  hat  daher  den  Säte : 

Wenn  die  Kräftefnnction  ü  und  in  Folge  deBsen  die  obarakteii- 
atiiche  Fnnctioti  E^  T—  V  die  Zeit  nicht  explicit  enthält,  so  itelle 
man  T  dnccb  9,  und  p^  dar  and  eraette  in  der  Gleichung 

„  4.  2'  —  r7  =  ft 
die  GrOssenp,  durch  ^,  wodurch  diese  Gleichung  eine  partielle  Dif- 

feceDtialgleichong  wird.    let  IT  eine  TollBt&odige  LJjBnng  derselben, 
welche  auBsei  der  E,n    W  additir  hinEUEufügenden  Conetanten  nock 
fi  —  1  CoDBtante  a,,  «,,  .  -  .  au—\  entb&lt,  so  sind 
dW 


^ 

-ft,  ä 

^-fc, 

'da^- 

-fr-   k 

=  '- 

t 

die  Eweiten 

aud 

dW 

-Pi. 

dw 

-P,. 

SIT 

die  ersten  I 

ntegralgl 

eiohnnj 

en  d 

r  Di 

ferentialgleich 

ongen 

de 

B*- 

wegung.  Di 

2^ConB 

anten  d 

erselben  a 

i  n  d  B,  .  .  .  a,,_i ,  o 

.  ft  . 

■fr- 

1,  T. 

FQr   li  — 

8n,   d.   h. 

für   dag 

freie 

SyBte 

TD   Bind  j),   die   m 

<■■    " 

!^i. 

",-;■ 

r— £^_{  (»",<)'  +  (>» 

*'  +  (" 

im 

nnd 

folgUch    ist    die 

Hami 

ItOD 

Kk 

Gleichung: 

t-i! 

'a-+ 

Y+ 

m]-"-' 

§.  IS.  Um  Probleme  der  Bewegung  nach  der  Hamilton'ecbea  HeUiode  " 
behandeln,  bedarf  man  der  Integration  einer  nicht  linearen  partiellen  Diffet-eotiit- 
gleichnng  erster  Ordnung.  Eb  ist  daher  von  Wichtigkeit,  wenn'&ucb  nnr  für  ein- 
fachere Fälle  auB  den  bekannten  Methoden  der  Integration  dieser  OlNchmig» 
einige  Folgenmgen  für  die  Behandlung  der  mecbaniachen  Probleme  sn  üebw 

ünter  Beschränkung  auf  die  Tariabaln  x,  y,  a,  wofOr  ^  — p,  ö~  ™  9i  i^  ^ 
Lagrange'BChe  Integrationamethode  folgende. 

Wenn  zwiBuhen  x,  y,  e,  p,  q  die  partielle  Differentialgleichnng  enter  Ord- 
nung besteht: 

V  (x,  y,  8,  p,q)  r-0 
und  mithin  das  totale  Difierential  der  Function  «  die  Form  hat 

ÄS— ydx +  s:dy,  WO  j>=  g-  ,    2— gr. 

Bo  kann   man  eich  jene  Qleichnng  nach  9  aofgelOet  denken   und    das  Reenltil 
9  =-  I  Ca:,  y,  e,  p)  in  den  Ausdruck  für  dz  aubstituiren,  1 


:ujTÜI>OJ^[c 
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dx=-pdx  +  X  i^,  y,  *,p)  dy 

wird.  Um  tum  eine  Tolhtandige  LOsang  der  vorgelegten  partiellen  Differential- 
gleichnng  mit  zwei  willkOrLichen  Conatanten  in  fiodeo,  genügt  es,  fOr  p  einen 
Auedtiick  p  ^  a  {x,  y,  e,  a)  zn  finden,  durch  welchen  pdx  -j-  z^t/  ^^  volIat£n<ligeB 
DifFerential  wird.  Ducoh  die  Integration  deRaelben  erh&lt  man  «  piit  der  Conatan- 
ten  a  und  der  durch  die  Integration  ein^tenden  weiteren  Conatanten.  Damit 
pdx  -|-  idy  ein  totalea  Differential  werde,  muss  die  Bedingung 


'£.+ 


8» 


ox   '   dz  "^  dp  dx   '    oy       y        dp  "1  dt 

erfüllt  werden.  Diese  partielle  DifFerentialgleiclinDg  fSr  p  brancht  nicht  allgemein 
gelöst  an  werden,  Tielmehr  bedarf  man  nor  irgeiid  einer  LCsnng  mit  einer  will- 
kürlichen Constanten  a,  n&mlich  a  (x,  y,  t,  a).  In  besonderen  Fallen  vereinfacht 
sich  diese  Qleichang  sehr  wesentlich. 

Kommt  insbesondere  in  9  (x,  y,  t,  p,  q)  =•  0  die  Function  t  nicht  vor,  ist 
also  die  vorgelegte  Uiffereutjalgleicbnng 

BO  wird  tA  ^  0  und  kann  man  p  als  Function  TOn  x,  y,  a  ohne  2  bestimmen, 

dass  pdx  +  idy  ein  totales  Differential  wird.  Dann  ist  anch  -^  —  0  nnd  wird 
p  dnrch  die  Gleichung 

cp  8x       dy       dx 
-  za  finden  sein.   Es  ist  jedoch  zweckmägeiger,  hierin  ;  durch  die  Fnnotion  V  selbst 
aasEodrücken  and  die  LOsang  p^-a{x^y,  li)  unter  der  Form  f  [x,y,p')  ^  a  dar- 
zustellen.   Die  Differentiation  von  V  =■  0  und  { =  a  liefert  >n  diesem  Bebufe 

ex         d%   '6x~     '    dp        Sq   Sp°~    '  dx"^  dpdx™    '    dy       dpdy~    ' 


^■f  _  ^^.  _  — —  ■—     ^X_^  «-^''-^T 
dx      dx  dx  '  dq'  dp      dp  dp  '  pq' 

dp dfjf      dp  ^_dj__df__ 

dx  dx'  dp'    ^  dy'  dp 

Mit  UQlfe  dieser  Werthe  wird  die  partielle  Differentialgleichuiig  fflr  p  oder  jetit 
vielmehr  fQi  f 

dVdldV8£_dV    dl_^ 

dp  dx  '  dq  dy  dx  3p  ~  ' 
Sobald  man  also  von  ibr  eine  LOning  f  ohne  Constante  kennt,  so  liefert 
f  (^1  yi  p)  ^  "  f^''-  ^  (^t  VtPf  9)  ^  0  *^'^  Grossen  p  und  q  als  Functionen  von 
X,  y  so,  datB  Ab  =•  pdx  -|-  qdy  ein  totales  Differential  und  t  ='J(j>dx  -^  qdy) 
die  gesachte  Losung  von  V  {x,  y,  p,  g)*-  0  darstellt,  wobei  zu  e  eine  additive 
Constante  hinzutritt.  Diese  partielle  Differentialgleichung  ISaen  oder  ein  Integral 
f  (*.  ^iP)  =  "  "^ös  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 


dx  :  dy  :  dp  - 


.vCooj^Ic 


568  LRgronge'H  Methode  der  Integrat.part.DiffereatialKleiob,  IV.Th.,C»p.Tll,i13. 
finden,  ist  dtuBelbe.    Denn  die  Differentiatioii  von  f  =•  a  gibt 

und  wenn  man  hierin  fQr  dx,  dy,  dp  die  ihnen  pioportionnleD  OrSwen  einictit, 
80  enoheint  die  ob^  paitielle  Differentialgleichnng,  welcher  mitbin  f  gfafigl 
Han  kann  die  eben  anfgeetellte  Proportion  noch  darch  dq  nud  die  ihm  propor- 
tionale GrOeee  er^LnMn.    Die  Difierentiation  von  *P^  0  ergibt  nämlich 

-g_  dx  +  _  dy  +  ^  dj.  +  ^  dg  -  0 

SV         dV  '   dW  dV 

und  da  dx  -.dp^-  -k—  :  —  tj—  liefert:   -^  dx  -\-  tj—  dp  >=  0,   so  bleibt 

3W  SV 

^      ,        dV        dv 

dy=da--g^.--^ 

folgt,  sodass  jetit  roUstAndig: 

dx  :  dy:  dp  :  di - 

wird,  welche  Proportion  in  Besag  auf  x  nnd  p,  sowie  in  Besag  aof  y  und  q  Bjm- 
metriach  iat. 

Han  kann  die  Betrachtangen,  deueu  f  [x,  y,  p)  ^  a  lu  Grunde  lag,  dtÜHD 
erweit«m,  dass  die  Function  /  aoch  q  enthält  nnd  F  (x,  y,  p,q)=-a  an  die  Stelle 
von /' (x ,  y ,  j>)  ^  a  tritt  Dies  heisst  so  viel,  als  man  sacht  F  (x,  y,p,  q)  ^a 
BO,  dasB  hieran»  in  Verbindung  mit  W  (x,.y,  p,  9)  ■—  0  fÖr  p  und  q  AmdrOcke 
in  X,  y,  a  folgen,  welche  pdx  -f-  gdi/  ca  einem  Totlständigen  Differentiale  machen. 
Eh  ergibt  sich  leicht,  daas  die  Function  F  der  Gleichung 
dV  dF  SVdF_df8F_BVdF 
dp  8x  dq  dy  dx  dp  ^  dq  "" 
geuQgen,  also  J*  ~  o  ein  Integral  Ton 


'Sp'~^'        dx  '         dy 


-  — 0 


dar  :  dy  :  dp  :  dg  -  -^  =  -^  :  - 


9tf 


Differentürt  muk  n&mlioh  V  {x,  y,  p,  g)  >■  0  and  F  (x,  y,  p,  q)  —  a,  indem 
man  p  und  q  als  nnbekanute  Functionen  von  x  nnd  y  auüebt,  welche  der  Be- 
dingung 

dp_lq 
dy       dx 
gesOgen  mCsaen,  partiell  nach  x  nnd  y  und  eliminiit  aus  dieser  und  den  bo  %a 
gewinnenden  Gleichungen 

dV       ('V  dp       dV  dq  dF       3F  dp       dF  dq 

^+  ap  dx'^äq  dx~*^-     dx~^dp~dx'^WiWi~'*' 


SV,dVdpdV3q_^        SF  ,&^  ^,dFdq^^ 
dy       ?p  ^       dq  dy         '       dy       dp   dy       dq   dy         ' 

S^'   ^'   S^'   ^ '  ^°  ergibt  sich  die  Gleichung 

ra-,:mbyC00gIc 
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ßJP  SF       d^  dF  _3W  3F  _dV  dF\  (Sf  dF  _3WdF\^ 
\dp  dx      Sq  dy      dx  dp      dy  dq'  ^Sp  8g:       dq  dp)  °" 

deren  erster  Factor  Hnka,  der  Null  gleicbgeaeUt,  die  obige  partielle  Differential- 

gleichang  liefert.    Man  erbUt  daher  den  Satz; 

Bildet  man   behnfe   der  Integration   der   ]iartiellen  Differential- 

gleichong  V  {x,  y,  p,  g)  =  0  das   System    gewöhnlicher   Differential- 

gleichnngen  d:«:dy.dp:d3«g^:-:-g^:-g--    und    findet    anaser 

W  —  0  noch  ein  Integral  F  (x,  y,  p,  q)  ^  a  desaelben,  so  erh&lt  man 
mit  Hälfe  von  W~0  and  F  —  a  solche  Fanctionen  p  und  q  von  x 
nnd  y,  dass 

'  —fipdx  +  qiy) 
als  eine  volstandige  LSsnog  der  Gleichung  <F  =  0  durch  blosse  Qua- 
dratur gefunden  wird. 

S.  14.  Für  die  OewegungBgleicbimgen  einea  Probleros,  f^  welches  die  Kräfte- 
'function  die  Zeit  nicht  explicit  enthält,  kann  mau,  wenn  blos  iwei  Variabele 
g, ,  g,  vorkommen ,  schreiben : 

,        ,         .  ZH    dH        ZU        dH 

d^:äq,.äp,.dp,^^:^^:-^:--^- 

und  für  sie  besteht  die  partielle  Differentialgleichung 
o  +  Ä=0,      S-.  T-  U, 

wenn  darin  p,  —  = — ,  p.  —  ^ —  gesetzt  wird.    Von  dieser  Gleichung  wird  aon 

Zg,  '^       Zqt    '^  *  ■ 

eine  ToUetändige  LOsnng  W  gefordert  mit  £wei  CoQstanten  a  ond  a  and  dann  sind 

ZW       ^         ZW 

Tä  "     '         ~da   =■  '  "  ' 
Integrale  der  Bewegungagleichungen.    Bat  man  daher  als   zweites  Integral  des 
Systems  deraelben  aussei  a  -\-  H  =~0  noch  die  Gleichung  F  (q,  ,qt,Pi,  p,)  ^  a 
gefnndeD,  so  ist 

W^flp,dq,+p^äq,), 
indem  an  die  Stelle  der  OrSsseu  x,  y,  p,  q,  ifr,  z  hier  q„  q^,  p,,  p^,  a  ■\-  H,  1K 
treten.    Es  sind  dabei  aUo 

s  ^      f/Sp,  ,     ,  dp,  ,  \     ,•     dw      r/Zp.  ^     ,  Zp.  ^  \ 

Auch  kann  man  der  obigen  Proportion,  welch«  die  Bewegnugegleicbnngen  aus- 
drQokt,  links  dt  und  rechts  1  lufOgen.  Han  hat  daher  den  folgenden,  zuerst 
von  Jacobi  1830  aufgestellten  Satz: 

Wenn  ein  Problem  der  Mechanik  blos  von  zwei  Tariabelen  q,,  g, 
abh&ngt,  wenn  für  dasselbe  eine  EräftefunctJon  U  ezistirt,  welche 
die  Zeit  nicht  eiplicit  enthalt  und  man  von  dem  System  der  Bewe- 
gungsgteichungen,  nämlich 

j.   j       j       j       j  ,    ZH    ZE        ZH        ZU        „       -       ,, 

'      "  api     öp,         Cg,         ^3, 

noch   ein  Integral  F  (g,,  g,,  p,,  ji,)  ■>  a  kennt,  wop,=-g-^,    Pi,-"5Tr> 


die    Bewei^ugsgleicliuiigeD    und    ist    T  ->  ^  (x'*  -t-  ji'^. 
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Bo  beBtimmen  die  Qleiclmngen  «  +  Zf— 0  tmd  F  (q^,  g,,  p, ,  p.)  ->a  die 
OrOBsenp,  ,p,  als  Pnnctioiieii  von  q,,  q,,  a  tind  u  so,  dkss  die  beiden 
übrigen  Integrale  der  Bewegangagleicbungen  sind: 

Jlt  •".  +  7:  "'■)  -  '•  /(S  ■".  +  '*  ^'O  - '  -  '■ 

welche  mita-f'^''<^t  -^"i  zusammes  die  ToUstäodige  Integration 
des  Gleichnagasystems  darstellen.  (TergL  J&cobi,  Vorlesocgen  flbet 
Dynamik,  S.  176.) 

g.  IG.  Für  die  freie  Bewegung  eines  Punktes  in  der  Ebene  und 
tiy  SU  d^ii  __ 
dl'"  ex'  dt'  "  dy 
Kennt  man  also  ausser  i'-\-\{^*-\-y'*) —  Ü^O  nocb  ein  Integral  F{x,if,x',^)'=a, 
%o  sind 

die  Integralgleichungen  des  ProtJems,  erstore  die  Qleichong  der  BatiD,  «Seiend 
durch  letztere  die  Zeit  eingeführt  wird. 

Ein  anderes  hierher  gehöriges  Problem  ist  die  Bewegung  eines  Punktet 
auf  einer  krummen  FläEhe.  Vgl.  Jacobi,  Dynamik,  S.  176;  PadOTa,  Apph- 
catione  dd  metodo  di  Hamilton  (ü  moto  di  un  puiUo  eopra  una  superfide  (Bat- 
taglini,  Giorwüe  di  matematüAe,  T.  VIII,  p.  90  [1870]).  Ott,  ein  Problem  der 
analytischen  Mechanik  (Bewegung  eines  Punktes  auf  der  Oberfläche  eines  üa 
nach  dem  Newton'sche  Gesetze  anziehenden  homogenen  Eotationsellipsoids).  Yiertel- 
jahrsschrift  der  natnrf.  GeBelluch.  in  Zürich,  18.  Jahrg.  (1878),  Heft  1,  S.  1—51. 
Desgl.  Schleiermaober,  Aber  die  Bewegung  eines  schwerei^uaktes  auf  dem  ver- 
lagerten Rotationsellipsoid  und  ultra  elliptische  Integrale  dritter  Gattung  (Diasert 
Erlangen). 

Das  Ziel  unaeree  Buches  gestattet  uns  nicht,  die  Theorien  dieses  Capiteh  aai- 
fflhrlicher  zn  gehen  und  vei-weisen  wir  daher  auf  Jacohi's  VorlesungeD.  Doeli 
wollen  wir  von  der  übrigen  massgebenden  Literatur  den  bereits  citirten  Schriften 
noch  folgende  zufflgen: 

PoisBOn,  Remarqv^  eur  VinUgration  des  iq^^aliotu  dijferenlielUs  de  la  Dyna- 
mique.  Comptes  r.  IV  (1887),  p'  631  —  632  und  Lionville,  Journ.  de  MaO^.  II 
(1837),  pp.  817--836. 

Bertrand,  Mimoire  sur  les  thüirimes  gineraux  en  Meccmique,  Coi^d.  f. 
XXXII  (1861),  p.  709-710.  —  Mim.  sw  Us  intigraUs  commune»  ä  plusUun  pro- 
hlhaes  de  Micaniqm  (1861).  Liouville,  Journ.  XVII  (1862),  pp.  ISl  — 114, - 
Note  sur  Vintegration  des  iquatioia  diffireni.  Lionrille,  Jctum.  XTII  (18G3\ 
p.  176—176.  —  Mim,  gur  Vintegration  da  iqwxtiona  diffirentieBtt  de  la  Meemüqnt. 
Lionrille,  Journ.  XVII  [1862),  pp.  393-436  und  Compte»  r.  XXXIV  (1862),  pp.6S6 
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Vm.  Capitel. 
Ball'8  Einetik  der  Dynamen  am  nuTedaiderlioheii  Syatem. 

§.  1.  Wir  wolleu  in  dieeem  Capitel  eine  kntze  DaiBtellimg  der  kinetischen 
Theorie  von  Ball  geben,  welche  dch  an  die  im  III.  Th.,  Cap.  X,  S.  211  ffg.  ent- 
wickelten statischen  Lehren  desselben  anschliesst.  Das  Mittelglied  i wischen 
beiden  bildet  die  Darstellnng  von  AienparameicTn,  Windungen  und  D^namen 
durch  ein  eigenthflinlicbes  System  von  Coordinaten,  wovon  wir  innächst  reden 
wollen. 

Ee  seien  n,  ß,  y,  ä,  i,  £,  i]  sieben  gegebene  Axen  mit  gegebenen  Para- 
metern Pa'  Pai  ■  ■  ■  P,,  """^  Buche  man  die  Aie  ^  mit  dem  Parameter  p,^,  welche 
reciprocal  ist  zn  den  6  Axen  y,  ä,  c,  £,  ij.  Sind  non  die  7  Aien  die  Aien  von 
1  Dynamen,  welche  anf  ein  anveiändcTliches  System  wirken,  welches  blos  nm  ^ 
eine  Windung  erleiden  kann,  so  tilgen  die  Widerstände  jede  Dyname  am  eine  m 
V  redprocale  Aie.  Daher  werden  die  6  Dyuamen  nm  y,  S,  t,  £,  it  getilgt  und 
bleiben  bloa  noch  die  Dynamen  um  a,  ß  wirksam.  Conatmirt  man  nun  das  Cylin- 
droid  (b,  ^  nnd  sncbt  auf  ihm  die  Aze  |i  mit  dem  Parameter  j),  welche  reci- 
procal ist  EU  V,  Bo  kann  man  das  VerhKltniss  der  Intensitäten  S^,  Bg  der  Dy- 
namen um  a,  ^  so  bestimmen,  dass  sie  einer  Dyname  nm  g  mit  dem  Parameter 
p  äquivalent  werden.  Sie  balten  daher  Gleichgewicht  mit  den  Dynamen  nm 
y,  S,  .  .  .  1).  In  derselben  Weise  bestimmt  man  das  TerUltnisa  der  IctensiUten 
jedes  anderen  Dynamenpaares  von  a,  ß,  .  .  .  S,  *)•  sodass  Gleichgewicht  eintritt. 
Han  erkennt  hieraus,  dass  man  um  T  gegebene  Azen  mit  gegebenen 
Parametern  immer  7  Dynamen  finden  kann,  welche  im  Gleichgewicht 
sind.  Ebenso  ergibt  sich,  dass  für  7  solche  Azen  immer  7  Windnngs- 
geschwindigkeiten  möglich  sind,  welche  äquivalent  Null  sind.  Hier- 
aus folgt  weiter,  dass  jede  gegebene  Dyname  oder  Windung  um  irgend 
eine  Aze- in  sechs  andere  Dynamen  oder  Windnngen  am  sechs  ge- 
gebene Azen  mit  gegebenen  Parametern  zerlegt  werden  kann,  welche 
der  gegebenen  Dyname  oder  Windnng  insammen  äquivalent  sind. 
Dieser  Satz  ist  eine  Verallgemeinerung  von  IIL  Th.,  Cap.  III,  g.  10  (3.  4Ir). 
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§.  2.  Um  eine  gegebene  Dyn&me  um  die  Äxe  ^  vom  Parameter  p  nnd  der 
lateusität  P  in  aecha  Dynamen  am  die  Aien  fi, ,  fi,,  .  .  .  fi,  mit  dea  Farameteni 
Pii  Fii  ■  ■  ■  Pt  ftufiulOseo,  aeien  F,,  P,,  .  ■  ■  Pg  die  Intensitäten  der  CompODeoteiL 
Man  wähle  'irgend  eine  Windung  nm  eine  Aie  t;.  Dann  musa  die  Arbeit  der 
Djnamc  um  g  gleich  sein  der  Summe  der  Arbeiten  ihrer  aechB  CompODenteo  nnd 
mithin,  wenn  O,,,,,  i^,,„,y  ■  ■  ■  '^ij/.,®™  ^'^  virtuellen  Coefficient«n  bei«icbnen 

''"^ -?,«„,  + y.«,„ +  ■■•  + y.v. 

Bein.  Indem  man  Nnf  andere  Axen  der  Reibe  nach  an  die  Stolle  um  u  beten 
läsat,  erhält  man  im  Ganzen  6  Gleichnngen,  welche  die  Intensitäten  P^,  P«, .  - .  P« 
nnd  damit  die  6  Componenten  der  gegebenen  Dyname  bestimmen.  Eine  Verein- 
fachuQg  tritt  ein,  wenn  man  tj  reciprocal  zn  f»,,  fi,,  .  .  .  fig  wählt  Dann  werden 
O^^^  —  O  ^_  =  .  .  -  8  =  0  mid  erhält  man  Po  —  Pi^  nebst  fünf  ähn- 
lichen QleiohuDgen,  indem  man  fflnf  andere  Axen  fQr  i]  wählt. 

Ebenso  ergeben  sich  die  6  Componenten  einer  Windoagsgeschwindigkeit 
(«,  p  to)  um  eine  Aie  f  vom  Paremeter  p  in  Beeng  auf  6  gegebene  Axen  mit 
gegebenen  Parametern. 

Die  Inteneität  P  der  reanltirenden  Djname  (oder  Windungsgeechwindigkeit) 
kann  durch  die  IntensitUen  der  Componenten  dargestellt  werden.  Wählt  man 
nämlich  der  Reihe  nach  für  ij  die  Axen  fi, ,  fi,,  ...  (i,  selbst  nnd  bedenkt,  dasa 
für  zwei  zusammen  tollende  Axen  der  virtuelle  Coefficient  in  den  doppelten  ge- 
rn eicaohaftlichen  Parameter  übergeht,  so  erMlt  man 

™„.  -  ^.ft  +  ''•"„,.  +  ■•■  +  ?.»,,., 


nnd  wenn  man  f  selbst  au  die  Stelle  von  >i  treten  l&ast 

^f,  -  '"'",:,  +  '."„,  +  ■■■  +  ?.»,„■ 
Indem  man  'S      <  6      ,  .  .  .  ia„      eliminirt,  ergibt  sich 

PpP»  =  S  {p,P})  +  2  £  (P.P.o^^J. 

§.  3.  Man  kann  die  6  Axen  fi, ,  .  .  .  fi,  insbesondere  so  wählen,  daas  p,  be- 
liebig, ft,  reciproc^  m  f,.  (*■  reciprocal  lu  ;*,,  ft,;  (t^  reciprocal  «o  p,,  ft,  f^; 
^  reciprocal  zu  f^,  .  .  .  fi,  nnd  p,  reciprocal  zu  fi,,  fi, ,  .  .  .  ft^  wird.  Dann  aind 
je  Ewei  dieser  Axen  reciprocal.  Sechs  solche  Axen  sollen  ein  System  coreci- 
procaler  Axen  heissen.  Da  jeder  Axenparameter  6  OrJhsen  zu  seiner  Beetim- 
mung  verlangt,  so  sind  SO  Greuen  fOr  die  Bestiinmiing  der  6  Axen  erforderlich. 
Sollen  je  iwci  Axen  reciprocal  sein,  ao  sind  .^  .  6  .  6  >=  16  Bedingungen  in  er- 
fällen.  In  einem  System  coreciprccaler  Axen  sind  also  nur  16  OrOssen  disp<mibel. 
Da  fDr  coreciprocale  Axen  ei,,j,  =  0  ist,  «o  nimmt  die  leiste  Formel  des  voriges 
Paragraphen  die  Form  an : 

P,p--P,r',+p,Pi  +  .-+P.n' 

Die  IntensiUlten  vod  den  6  Componenten  einer  Djname  oder  die  Winkel- 
geschwindigkeiten der  6  Componenten  einer  Windungsgescb windigkeit  in  Betog 
auf  ein  System  von  6  reciprocalen  Axen  solkn  die  Coordinaten  der  Dyname 
oder  Windungsgeschwiudigkeit  aud  die  6  Axen  mit  den  bestimmten  Axen- 
porameteni  die  Coordinatenaxen  heisEen.  .  ~  t 

D,giL,zeclbyL:.OOj^lC 


IV.Th.,Cap.Tni,|§.4.6.  CoordiDatendeEAienparameterB.  TiituellerCoefBcieDt.   573 

Die  ElemeDtararbeit  einer  Dyuame  von  der  iDtenBit&t  P  in  Bezug  atf  eine 
Elementar windnng  TOff  der  Amplitude  <j#  kann  mit  HQlfe  det  Coardinaten  P,, 
P,,  .  .  .  P,  der  Djname  und  d^,,  d&,,  .  .  .  dO-g  der  ElemeDtarwindnng  dargestellt 
werden.  Diese  Arbeit  besteht  ans  S6  Qtiedem,  wekhe  man  erhUt,  indem  man 
jedes  P  mit  jedem  d9  combinirt.  Da  aber  die  Coordicatenaieu  coreciprocal 
sind,  80  TereobwindeD  30  Glieder  und  bleiben  nnr  die  6  Glieder  übrig,  fQr  welche 
P  nnd  dfr  derselben  CooTdinatenaie  angeboren.  Ffir  sie  wird  der  virtoelle 
CoefBcient  gleich  dem  doppelten  Parameter  der  Coordinatenaxe  nnd  daher  die 
ganze  Arbeit  gleich 

2p,P,d*,  +  2j),P,de^,  +  .     -  +  SpjP.d*«. 

g.  4. '  Die  6  Coordinaten  n, ,  a^,  ...  u,  einer  Dyname  am  die  Aie  tt  von 
der  Intensität  gleich  der  Einheit  heissen  die  Coordinaten  des  Axenpara- 
meters  p«  (oder  der  Schranbe  n).  Da  die  Intensität  1  die  Schlasslinie  eines 
Polygrons  ist,  gebildet  ans  si,  ...  a^,  so  besteht  zwischen  diesen  OiOssen  eine 


Um  die  Coordinaten  des  Aienparametere  pa  zu  beatimmen,  bestimmen  wir 
die  Arbeit  der  Einheitsdjname  um  n  in  Being  anf  eine  Amplitude  d#j  um  ftf\ 
sie  ist  id^fBa/if.  Da  die  Cooidinatenaxen  coiecipracal  sind,  «o  ist  sie  gleich  der 
Arbeit  der  Componente  nm  fi^  in  Bemg  aof  dieselbe  Amplitude  d9j  nm  fi,.  nbn- 
lioh  gleich  ipfUfd&i.  Ans  der  Oleichnng  Sd#^(9a/i^  =  2ji,(ijd4'f  folgt  daher, 
unter  Anwendung  derselbe  Betrachtung  fvir  alle  Coerdinaten 

Bestimmt  man  also  die  virtuelle n  Coefficienten  des  Aienparametera 
pa  in  Bezug  auf  die  Coordinatenaienparameter  (welche  von  der  Nei- 
gnng'der  Aie  a  gegen  die  Coordinatenazen  ihren  karzesten  Abstän- 
den von  diesen  nnd  der  Summe  der  Parameter  abhängen),  so  ergeben 
sieb  die  Coordinaten  u,,  ■>„...«,  durch  Division  der  virtuellen 
Coefficienten  durch  die  Parameter  der  Coordinatenaxen. 

Die  Componenteu  einer  Windung  um  die  Aie  a  von  der  Amplitude  d^  haben 
die  Amplituden  a^dd-,  o,d#,  ...  a^d^;  die  Componenten  einer  Djname  von 
der  Intensität  P  nm  die  Ä»e  ß  haben  die  Intensitäten  Pß„  Fß,,  .  . .  Pft.  Daher 
ist  nach  §.  3  die  Arbeit  der  Dyname  während  der  Wiudnug 

Pd9  [2p, «.ft  +  2p,a,/J,  +  .  .  .  2p,o,p,J. 
Der  Inhalt  der  Klammer  ist  daher  der  virtuelle  CoefBcient  zwischen  Djnanie  und 
Windung,  nämlich  Oo^i—  Sp^afif. 

Da  der  doppelte  Asenparameter  der  virtuelle  Coefficient  zweier  coincidirender 
Azen  ist,  so  erhält  man  pa  •—  Baa  ^  ^Pi"!  ■ 

S.  6.  Für  die  folgenden  Betrachtungen  wählen  wir  die  drei  Hanptaien  SA, 
SB,  SC  des  Haasenmittelpunktes  S,  deren  Ti^heitsradien  a,  b,  e  seien,  zu  Coor- 
dinatenaten,  indem  wir  SA  aie  zwei  zusammenbllende  Axen  fi„  fi,  mit  den  Para- 
metern p,  —  a,  p,  -■  —  a;  ebenso  SB  als  fi,,  (t,  mit  den  Parametern  p,  —  6, 
Pi  ^  —  b  und  SC  als  /i^,  fi,  mit  den  Parametern  p^  =^  c,  p^  ^  —  c  ansehen. 
Nach  S.  SU  eitheilt  eine  Momentandyname  (P,,  P,Pi)  nm  fi,  dem  Sjstem, 
dewen  Hasse  M  sei,  wenn  es  frei  ist,  eine  Translationsgeschwindi^eit  P,  :  M 
parallel  fi,  nnd  eine  Winkelgeschwindigkeit  m,  —  i',jp,  :  Mp^  —  P,  i  Mpi  um 
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p,,  Bodass  der  Effect  einer  MomeataadjDaiiie  nm  eine  Haoptaxe  des  Haasennitttl- 
punktei  eine  WindnugegeBcbwindigkeit  om  dieselbe  Henptaze  ist. 

Ein  freies  nnveränderlicheB  STatem  besitze  eine  Wimlnngsgesch windigkeit  nn 
die  Momentanaxe  a  von  der  WinkelgeBchwindigkeit  a  ond  dem  Parameter  p^. 
Dieselbe  hana  dnrch  eine  gewisse  UomeDtandjname  ntn  eine  gewisse  Aze  i]  her- 
TOrgemfen  weiden.  Sind  die  Cooidinaten  der  ersteren  gegeben,  so  kOunen  die 
Coordinaten  der  letzteren  gefunden  werden.  Ist  nUmlich  f  die  IntenätAt  der 
Dyname,  so  serlege  man  die  Djname  in  die  Componenten  Ptit,  -P17, ,  . .  .  P%, 
^"""d-  fSi  ■  ■  ■  f^-  Diese  geben  die  Winkelgeschwindigkeiten  Pij,  :  afp,, 
fi],  :  Mp^f  .  .  .  Pij,  :  3^Pi  nm  die  Coordinatenaien ,  welche  den  Componenbai 
mit,,  nttf,  .  .  .  (Od,  TOD  u  gleich  sein  müssen,  worans  folgt: 

Miap,a,  =—  .PI1,  JUmp^a,  =■  Pjj,.  ■  ■  ■  ^«'Pt'^  =  ^Var 
d.   h.    sind   die    Coordinateu    der   Wi  od  angsge  seh  windigkeit    propor- 
tional   u,,  a,,  .  .  .  Bg,    so    sind    die    Coordinaten   der  entsprechenden 
Homentandjname  proportional  jj,«,,  p,«,,  .  .  .  p,«,. 

g.  6.  Sind  a,  ß  zwei  Momentanazen  nnd  ij,  £  die  ihnen  entsprechen- 
den Homentandjnamen  und  iet  a  recipiooal  10  £,  so  ist  ß  reciproc»! 
ZD  )].  Dieser  Sats  folgt  fQr  das  freie  System  anmittetbar.  Denn  die  Coordinat«! 
von  I  sind  proportional  p,ßi,  Ptßti  ■  ■  ■  Peßt  °°^  ^^^  Bedingung,  dass  «  nnd  { 
reciprocal  sind,  ist  nach  §.  4  Qu,:  ^^  p^a,p,  -|-  pja,ß,  -|-  ■  ■  ■  -\-  pla^ßg  ^  0.  Eif 
drückt  aber  auch  ans,  dass  ß  und  t/  reciprocal  sind.  Zwei  Azen  a,  ß,  fQr  weldie 
diese  Bedingimg  erfQllt  ist,  beisBen  conjngirte  Momentanazea. 

Dieser  Satt  gilt  nicht  blos  fflr  das  freie  System,  sondern  aach  für  das  Sjsteiii, 
wenn  es  Freiheit  irgend  einer  Stufe  besitzt.  Denn  wenn  auf  das  System  eine 
Momentandjname  P  um  die  Aze  £  wirkt,  so  ist  die  Wirkung  der  WidersUede 
äquivalent  einer  Dyname  Q  um  eine  gewisse  Aze  v.  Dnrch  Einführong  dieser 
kann  das  System  als  ein  freies  betrachtet  weiden,  auf  welches  eine  Djname 
wirkt,  deren  Componenten  um  die  Coordinatenaien  die  Intensitäten  P£,  +  ß»,. 
^'U  4*  Q*it  ■  ■  ■  ^£«  ~l~  Q't  haben.  Diese  Grossen  sind  daher  proportionsl 
Pift,J><|ä,.---dh-eaiatP{.+e*.-ii.,p,,P{,+  C»',=lAft,...PS,+^,=Jp,fc. 
Mnltiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  p^ «,,  Pitc,,  .  .  .  p,a,  und  addirt  sie,  m 
folgt  P(j),o,£,+p,o,|, +  ... )  +  e(l'i«.»'i +?,«.*,+  -O-iiJa.ft +i>i«.(i.  +  - 
Nun  ist  u  nnd  £  nach  der  Voraussetzung  reciprocal,  a  und  v  sind  es  aber,  weil 
die  Widerstände  bei  einer  Windung  um  a  keine  Arbeit  leisten.  Daher  wild 
P?«jPi  -\-P\''%^\  +  ■  -  ■  =  0,  wie  far  das  freie  System. 

g.  T.  Wenn  das  System  frei  ist,  so  gibt  es  zu  jeder  Homeatanwindimg  um 
eine  Aze  nnr  eine  Momentandy name,  welche  sie  hervorruft.  Ist  das  System 
aber  in  seiner  Freiheit  beschränkt,  so  gibt  es  eine  Scbaar  von  Uo- 
mentandynamen,  deieu  jede  die  Homeutanwindung  berTorsubringen 
vermag.  Es  habe  das  System  Freiheit  n.  Stufe,  erleide  nm  eine  Aie  S  eine 
Windung  und  sei  .£  irgend  eine  Aze,  nm  welche  eine  Momentandjname  wirkend, 
diese  Windung  um  S  hervorzubringen  vermag.  Zu  dem  Azensjetem  m.  Stufe, 
welchem  S  angehOrt,  gibt  es  ein  reciprocales  von  der  Stnfe  6  ^  n  und  es  seien 
B, ,  .B,,  .  .  .  Pe— «,  6  —  n  Axeu  desselben.  Dann  bestimmen  die  Azen  X,  £,, 
P,,  ...  P«— ■  ein  Azensystem  nächst  höherer,  (7  —  «)'"  Stufe.  Jede  diewK 
Aieusystem  angehörende  Aze  Y  ist  die  Aze  einer  Momentandjname,  welche  die 
Windnng  nm  S  herrormfen  kann.  Denn  man  kann  die  Djname  um  X"  in  7 — ■ 
Dynamen   nm   X,  P, ,  P, ,  .  .  .  Pe— ■   Berlegen.     Von   den   1  —  n  Componeotca 
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werden  aber  alle,  bia  anf  die  um  X  dnrch  die  Widerstände  Teruichtet.  Daher 
ist  die  DjDame  am  T  äquivalent  der  Djuame  um  X  und  bringt  daher  anch  die- 
selbe Wirknng,  nämlich  die  Windung  um  S  liersor. 

Hat  das  Sjatem  Freiheit  6.  Stufe,  so  bringen  Momentan djnamen  um  die 
Axen  eine»  Cylindroida  Windungen  um  eine  gegebene  Axe  hervor;  hat  es  Frei- 
heit S.  Stofe,  so  bilden  alle  Azen,  um  welche  Djnamen  wirkend  das  bewegliche 
PoD^jatem  um  dieselbe  Axe  winden,  das  System  aller  zu  einem  bestimmten 
Cjlindroid  reciprocaler  Axen. 

In  dem  Axensystem  £  der  n.  Stufe,  welches  alle  Axen  enthalt, 
um  welche  ein  System  von  der  n.  St.ufe  der  Freiheit  Windnngeu  er- 
leiden kann,  kann  man  auf  verschiedene  Arten  n  Axen  wählen,  so- 
daae  je  zwei  derselben  conjngirte  Axen  aind.  Es  seien  B„  £,,  .  .  .  Be-^ 
Axen  dea  zu  S  reciprocalen  AxeoHyatema  S'.  Ist  Ai  eine  Axe  von  S,  ho  hat  man 
zur  Bestimmung  einer  anderen  Axe  A  desselben  Systems,  welche  beliebig  ge- 
wählt werden  kann,  n  —  1  willkOrlicbe  Conatanten.  Es  sei  J,  die  Axe  einer 
Momentanilyname,  zu  welcher  A,  die  Momeutanwindnngeaxe  ist.  Wählt  man  nun 
weiter  A,  reciprocal  zu  J,,  £,,  £,,  .  .  .  Be—n,  ao  sind  A^  und  A,  conjngirt  und 
fflr  die  Wahl  TOn  A^  bleiben  noch  n  —  2  Conetanten  willkürlich.  Ea  aei  J,  die 
Axe  einer  Homentandyname  EU  A,  als  Momentanwindungaaxe.  WUilt  man  dann 
weiter  A^  redprocal  ra  J,,  /, ,  B,  ,  B,,  ...  £»— «  und  sefcit  diesen  Prozeaa  fort 
bis  zur  n.  Axe  An ,  ao  erhält  man  n  Axen  A,,A,,...  An,  von  denen  je  zwei 
eonjugirt  sind.  Die  Anzahl  aller  fQr  die  Wahl  dieser  n  Axen  noch  diaponibelen 
Conatanten  ist»  —  1  +  m  —  2-|-'-.  +  Ii— |n(M  —  1),  alao  halb  so  gross  ala 
die  Anzahl  n  (n  —  1)  der  Constanten,  welche  irgend  n  Axen  von  Z  bestimmen. 

In  dem  Axeneystem  S  der  n.  Stufe  der  Freiheit  gibt  es  immer 
M  Axen,  BodasB  je  zwei  derselben  conjngirt  und  zugleich  reciprooal 
sind.  Uan  kann  nämlich  die  ^n  (n —  1)  diaponibelen  Conatanten  der  Wahl  von 
n  paarweiaa  conjagirter  Axen  so  bestimmen,  daas  dieae  Axen  reciprocal  werden. 
Zn  dem  Ende  wähle  man  A^  reciprocal  zu  B^,  £, ,  ...  Bb— n,  wobei  n  —  1  Con- 
atanten dieponibel  bleiben,  dann  A^  reciprocal  zu  Ai,  B^,  .  .  .  Be— n  mit  n  ^  S 
diaponibelen  Conatanten  u.  a.  f.  Man  erhält  dann  fflr  die  Anzahl  der  willkflr- 
lichen  Constanten  behub  der  Wahl  Ton  w  coreciprocalen  Axen  von  Z 

„  „  1  +  „  _  2  +  .  .  .  +  1  _  -i«  («  -  l). 
Die  Bestimmung  ersohOpft  also   genau  die  Oesammtzahl   aller   Oberhaupt  dispo- 
nibelen  Constanten.  • 

In  dem  Axensyatem  S  der  n.  Stnfe  der  Freiheit  gibt  ea  nur  n  Axen 
der  Act,  dasa  eine  Momentandyname  um  irgend  eine  derselben  dem 
beweglichen  Syatem  eine  Windongageschwindigkeit  um  dieselbe  Axe 
ertheilt(Hauptaxen  der  Moment  an  dyuamen  und  Mome^tanwin  düngen). 
Sie  sind  die  n  conjagirten  und  coreciprocalen  Axen.  Ea  genügt,  den 
Beweis  für  n  •-  3  zu  führen,  für  jede  andere  Stnfe  der  Freiheit  ut  er  diesem 
ähnlich.  Ea  aeieu  A^,  A,,  A,  die  drei  conjngirten  und  coreciprocalen  Axen  dea 
Axensystema  2?  der  8.  Stnfe,  B„  £„  B,  irgend  drei  Axen  des  reciprocalen  Axen- 
syatems  S'  und  S,,  ü,,  ü,  die  Axen  von  irgend  drei  Homentandynamen,  welche 
nm  A„  A,,  Ag  Momentan  Windungen  hervorrufen.  Jede  Homentandyname,  deren 
Axe  dem  Axeneystem  ü,,  B,,  £,,  B,  augebOrt,  windet  daa  System  nm  Ai  (vgL 
den  Beweia  des  1.  Satzes  dieses  Paragraphen).  Die  Axen  dieses  Systems  aind 
aber  reciprocal  zu  A^  und  J,  j  denn  da  A^  und  A^  coi^ugirt  sind,  iat  E^  reci- 
prooal an  Af  nnd  ebenso  ist  ü,  reciprocal  zu  .A,,  da  A^  und  A,  conjngirt  sind. 
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Hieraoa  ergibt  sich,  daee  eine  Dyname,  deren  Aie  reciprocat  zo  A,  nnd  A,  üt, 
du  System  um  A,  windet.  A,  ist  aber  selbst  reciprocal  zu  J,  nnd  A^  niui  dkber 
windet  eine  Djname,  deren  Axe  A,  iet,  daa  System  am  A,  aelbst.  Ebenso  fOr 
Aj  und  A,. 

Far  daB  freie  System  (m  =•  6)  x.  B.  sind  die  drei  Hanptaxen  SA,  SB,  SC 
mit  den  doppelten  Parametern  a,  —  a,  b,  —b,c,  —c  6  Haaptaxen  der  Homentu- 
dynamen  nnd  Homentanwindongen. 

Eh  fehlt  onn  noch  der  Nachweis,  daas  es  aoaser  den  n  beseichBeten  Hanpt- 
aieu  dei  Dynameu  und  Windungen  keine  weiteren  gibt  Denn  es  sei  S  irgend 
eine  weitere  Banptaie,  sodaea  eine  Dyname  nm  dieselbe  eine  Windung  nm  sie 
Reibet  hervorbringe;  so  Eerlege  man  sie  in  n  Dynamen  nm  die  Haoptaxen  A^, 
A„  -  .  .  An  nnd  seien  £,,  i3,,  .  . .  S^  die  Intensitäten  dieser  Componenten.  Üiese 
Zerlegung  mnes'  möglich  sein,  da  rermSge  der  Windung  des  Systems  um  S  diese 
Aie  dem  Aiensystem  A,,  A,,  .  .  .  An  aogehiJrt.  Diese  n  Componenten  rufen  ein- 
zeln WindoDg^geachwindigkeiteu  um  Ai,  A^,  .  .  .  An  hervor,  deren  Winkd- 
geachwindigkeiten  o, ,  o, ,  ,  .  .  «■  proportional  den  Intensit&ten  S,,Sj,...  Sm 
sind  und  sich  tu  der  Wind ungsgesch windigkeit  nm  ä  ineunmenaeicen  laoseB 
mÜBsen.  Hieraus  folgt  aber,  dase  jede  Axe,  welche  dem  Azensyetem  Ai,  . .  .  A» 
angehört,  eine  Hauptaze  sein  mSsst«,  was  nicht  allgemein  der  Fall  ist  Ist  näm- 
lich X  eine  Axe  mit  einer  Dyname  nnd  7  die  ihr  entsprechende  Homentwi- 
windungaaxe,  so  erzeugen  die  Componenten  von  X  in  Bezug  auf  J., ,  ...  An, 
deren  Intensitätui  X^,  ...  Xu  seien,  Windungsgesoh windigkeiten  um  A„  .  .  .  A, 

gleich  -^  'i  I  -^  "ii  '  '  '  ]F^  '■  Qiid  diese  mOssten  gleich  den  Componenten  der 
Wind  ungsgesch  windigkeit  nm  Y  sein.  Da  aber  die  Verhältnisse  "^  •  ^  '  '  '  ^' 
einander  gleich  sind,  so  mfiesten  die  Winkelgeschwindigkeiten  der  Componenten 
der  Windnngsgeschwiudigkeit  um  Y  um  A^,  ...  An  proportional  sein  den  Inten- 
sitäten X,,  X,,  .  .  .  Xn  der  Dyname  um  X  Da  aber  Windangsgesehvindigkeiten 
und  Dynamen  dieselben  Oesetee  der  Zusammen setcnug  befolgen,  so  mOssten  Y 
und  X  identische  Axen,  d.  n.  X  mfleste  eine  Hanptaie  sein. 

g.  8.  Die  WinduDgsgesch windigkeit  eines  Systems  mit  E'ieiheit  n.  Stufe 
kann  zerlegt  werden  in  n  Componenten  nm  n  Aien  des  Aiensystems  n.  Stnfe, 
welches  der  Freiheit  angehürt.  Sind  diese  Axen  conjsgirte  Axen,  so  ist 
die  kinetische  Energie  (halbe  lebendige  Sraft)  des  Systems  die  Summe 
von  n  quadratischen  Gliedern.. 

Es  wirke  eine  Momeutandyname  auf  das  System  nnd  eneuge  um  eine  Axe  a 
eine  Win dungsgesch windigkeit,  in  Folge  deren  das  System  die  kinetische  Energie 
Ea  erlangt.  Erthellt  ihm  nan  eine  zweite  Dyname,  deren  Axe  r  sei,  ein  Win- 
dungsgeacbwindigkeit  um  die  Axe  ß  nnd  ist  E/i  die  kinetische  Energie,  welche 
es  dadurch  erlangen  würde,  wenn  es  vorher  keine  Windung  besBese,  so  wird  die 
kinetische  Energie,  welche  dmch  die  gleichseitige  Wirkung  beider  Dynamen  her- 
vorgernfen  wird,  von  Ea  nnd  Efl  abhängen.  Die  Art  dieser  Abhängigkeit  iat  je 
nach  der  gegenseitigen  Lage  der  Axen  verschieden.  Im  Allgemeinen  wird,  «Eh- 
rend das  System  nm  ß  eine  Windung  erleidet,  die  Dyname  um  v  in  Besag  aof 
die  Windung  nm  a  noch  eine  Arbeit  leisten.  Nnr  dann,  wenn  diese  Arbeit  Null 
ist,  also  die  Axen  a  nnd  *  reoiprocal  nnd  folglich  a  und  p  conjngirte  Axen  sind, 
wird  die  Energie  E/j  nicht  durch  Ea  modificirt  und  ergibt  sich  Ea  +  JB/i  als  die 
von  beiden  Dynamen  zusammen  erseugte  Energie  des  Systems.    Wirkern  ebeuao 
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noch  weitere  Djnaineii  and  bilden  die  Homentanaien  aller  ein  Sjttem  con- 
jngirter  Äsen,  to  gilt  der  Satz  in  erweiterter  Form  rmd  int  Ea  -i-  E^  -\-  ■■  ■  die 
geBnmmte  kinetische  Energie ,  welche  dorcb  eine  Heihe  Ton  Windongen  um  con- 
jagirte  Aien  a,  ß,  .  .  .  erieugt  wird. 

Um  die  kinetische  Energie,  entsprechend  einer  WindougsgeBchwindigkeit  {<o, 
pta)  nm  die  Aie  a  durch  die  Coordinatea  «,,  s,,  .  .  .  a^  dee  Axenparametera  pa 
in  Besag  anf  die  Hauptaien  darzaBtellen,  bedenken  wir,  daas  die  Componente  der 
Translationsgeechwindigkeit  parallel  der  Coordinatcnaze  b.  gleich  aip^^^  igt  nnd 
aho  den  Beatandtheil  ^SI»'pJa^ ,  die  Componente  der  Winkelgeechwindigkeit 
nm  Uf  aber,  aKmlich  ma^  den  Bestandtheil  ia'afM**  liefert.  Der  Parameter  p^ 
iet  aber  der  TrfigheiteradiuB  x  «on  ce^.  Denn  ist  P  die  IntenBität  der  za  a,  ge- 
hörten Dyname  und  ■  der  TrägheitBradin«,  bo  ronss  p^maf  —  F-.M  and 
auii^  p^Pf  i  Mk*  Bein,  woraus  n  ^^  p^  folgt.  Daher  ist  das  Tr&gheitBmoment 
Mp^ ,  BodoM  «Jleser  letztere  Beatandtheil  gleichfaUs  ia  -^fa'p^Q?  übergebt.  Daher 
ist  die  kinetitcbe  Energie  der  Windung  um  ir,.  Oberhaupt  gleich  Mm'p^af.  Dem 
obigen  Satze  cafoige  ist  daher  die  der  Windnng  um  die  Axe  a  entsprechende 
kinetische  Energie  des  Sjetem« 

jtf  »•  tp? «!  +  Pi-j  +  ■  ■  ■  Pi«i)  -  Ma>*Hi , 

wenn   «3  =pjnj  +  pjaj  H p|o|  gesetat  wird. 

Ist  das  Sjstem  nicht  frei,  sondern  nur  windbar  um  eine  Axe  o  (Parametei  p^), 
BO  ertheilt  ihm  eine  Momentan djname  von  der  IntenBiUt  P,  deren  Axe  rj  ist,  am 
a  eine  Windongsgeechwiadigkeit  m ,  welche  leicht  sa  bestimmen  ist.  Denn  der 
Momentan  widerstand  ist  äquivalent  einer  Homentandjname  von  der  Inteneit&t  Q 
um  eine  gewisie  Axe  v.  Durch  Einfflhmng  derselben  wird  das  System  freL  Die 
Componente  nm  die  Coordinatenaxe  fi^,  welche  von  beiden  Djnamen  tnaammen 
herrflhrt,  hat  die  Intensität  Pjj^  -f-  Qi/^  und  ertheüt  dem  System  parallel  fi^  die 
Tran slationsgeBcb windigkeit  (Fiif  -\-  QvÄ  :  M,  sowie  die  WinkelgeBchivindigkeit 
(PVi  +  Q*i)  '■  ^Pf  Die  Winkelgesoh windigkeit  um  a  hat  abei  um  /i^  die  Com- 
ponenten  cd  a^  und  besteht  daher  die  Gleichong 

Mnltipliairt  man  diesen  Aosdraok  mit  pjaf  und  snmmirt  nach  i,  so  orh&lt  man 

Smpjn}  _»«;--  Spftfl^  +  9.  Zp^^,,.  -  J  »o, 

da  SpjfiVj  —  aar  •—  0  i«t,  weil  tt  und  »  reciprocal  sind.  Hierdurch  ist  o  be- 
stimmt. Eb  ist  direkt  proportional  dem  virtuellen  CoefBctenten  Odij  und  umge- 
kehrt proportional  uj.   Die  kinetische  Energie  des  Systems  folgt  hierans,  n&mlich 


Wenn  das  System  sich  frei  um  die  Axe  a  drehen  wQide  in  Folge  der  Dyname 
uni  1],  so  wflrde  von  den  Componcnten  Pijj  die  kinetische  Energie 
•P'l? 
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P' 
nnd  also  die  GeBammteuergie  ~  Zij?    ertheilt  werden.    Die  Differens    swiaclieii 

(lietec  Diid  der,  dem  ia  det  Bewegimg  aof  die  Aie  a  beachi&nkten  Sjrtetn  «Ttheiltea 
Energie  ergibt  daher  den  Energieverlnst 

g.  9.  Wir  haben  bisher  fQr  eine  Djname  oder  Wi ad Dngsgesch windigkeit 
6  Coordinaten  angewandt.  Ffir  ein  Sjstem,  welches  Freiheit  n.  Stofe  b^td, 
genflgan  aber  n  Coordinaten.  Es  wurde  n&mlich  geeeigt,  daaa  ei  atata  mOglieh 
iet,  in  dem  Äxensjstem  der  n.  Stnfe  n  Aien  ca  bestinimen,  von  denen  jede  so 
den  ßbrigen  reciprocal  iet  ^^1t  man  n  solche  coreciprocale  Äxen  nnter  die 
CDordinatenaxen ,  so  werden  von  den  6  Coordinaten  a, ,  o,,  ...  «,  einer  Axe  c 
6  —  H  gteich  Null.  Da  nämlich  eine  Djaame  von  der  InteuEität  1  nm  eine 
Axe  a,  welche  dem  Azensjstem  n.  Stufe  angebSrt,  in  »  Componenteu  Ton  dfo 
Inteaaitäten  a, ,  a^,  .  .  .  a„  um  n  corecipiocale  Azen  diesea  Asensjatenia  urlegt 
werden  kaun,  so  genflgen  diese  n  OrOsHen  ale  Coordinaten  tat  die  ToUaUudige 
Beatimmnog  der  Djname.  Der  Parameter  tob  a  iet  dann  p,  (i>  -J-  . .  .  -^  J**". 
nnd  der  virtnelle  Coeffident  iweier  Aien  et,  ß  wird  8(pK,p,  -}....  +  p^a^fij. 
Um  eine  Aie  des  AieuBjatems  n.  Stufe  eu  finden,  welche  za  n  —  i  Axen  des- 
selben Axensjetema  reoiprooal  ist,  wähle  man  6  ^  m  Azen  de«  reciprocalen  Asffli- 
ejstems,  dann  ist  die  gesuchte  Aie  lu  0  —  n-J-n  —  1=5  bekannten  Äsen  reci- 
procol,  also  bestimmt,  da  es  su  5  Azen  nur  eine  reciprocale  gibt 

Eine  Djname,  welche  auf  ein  Sjstem  mit  Freiheit  n.  Stufe  wirkt, 
ist  immer  äquivalent  einer  gewissen  Djname  nm  eine  Aze,  welche 
dem  AiensjEtem  n.  Stufe  angehört.  Denn  man  wähle  n  Azen  des  Azen- 
Systems  nnd  6  —  n  Azen  des  zn  ihm  reciprocalen  Aieasjsteiua.  Zerlegt  mau  die 
gegebene  Djname  in  Componenten  nm  diese  6  Azen,  eo  werden  die  C  —  n  Con- 
poneuten  um  die  letzteren  Aiea  durch  die  Widerst&nde  des  Sjstems  getilgt, 
während  Sie  n  er^teren  sich  zu  einer  Djname  nm  eine  Aie  des  Aiensjetems 
n.  Stufe  Eosammensetien.  Diese  Djname  heisst  die  reducirte  Djname  der  ge- 
gebenen. 

Wählen  wir  zu  Coordinaten  azen  die  n  Hauptazen  nnd  eind  i;, ,  i],,  ...  % 
die  Coordinaten  einer  ieducirt«n  Djname  in  Bezug  auf  sie,  sowie  m,,  n,,  .  .  .  «, 
die  der  entsprechenden  Winke Igeacbwindigkeit,  sowie  w,,  u,,  • .  •  u,  die  ent- 
sprechenden Werthe  der  QrSsse  u  för  die  Azen,  so  ist  nach  §  8,  weil  die  Dj- 
namen  nm  die  Hauptazen  selbst  winden,  also  die  virtnellen  Coefficienten  gleich 
den  doppelten  Parametern  werden 

IIP-  Mu} 

mu?  ■=  -^i=~  nnd  also    b,  ^ a. , 

•   •         JU  Pi 

d.  h.  die  Coordiuatea  der  reducirten  Djname  werden  proportional   den  GrCteen 

wf  ^       «1^      ..  .  !^o, 
p,   °"    p,  "»'"■■  p_^  ""■ 

g.  10.  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  das  bewegliche  System  von  der  tt.  Stufe 
der  Freiheit  eei  einem  System  continuirlicher  Kräfte  nuterworfen,  fSr  welches 
das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  gilt  Das  Eränesystem  ist  zn  jeder  Zeit 
einer  Djname  äquivalent,  welche  wir  zum  Unterschied  von  den  bisherigen  Ho- 
mentandynamen   eine    continuirlich   «irkende   Dyname    nenoen.     Dm  be- 
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wegliche  PuuktajBteni  befinde  aich  in  einer  Lage  £  stabilen  Oleichgewicbtea  und 
besitze  eine  "WiDdungsgesohwindigleit  Dm  eine  Axe,  TermOge  welcher  et  in  eine 
uoendliob  nahe  Lage  S'  flbergefOhrt  wird.  Dia  nnendlicbkleiae  Amplitude  der 
Elementar  wind  ODg  Bei  9:  In  det  Lage  2  ist  die  Erftftefonotioi]  od«i  das  Potential 
V  ein  Haximnm,  dessen  Werth  nach  Cap.  Y,  %.  11,  5.  611  gleich  Nnll  angenom- 
men werden  kann,  sodass  V  selbst  fSr  Bew^nngen  in  der  Ntlhe  der  Qleioh' 
gewichtolage  negativ  sein  wird.  Indem  äas  System  die  Gleichgewichtslage  ver- 
laset, werden  die  Er&fte  einer  D;name  äquivalent,  die  wir  darch  ihre  rednairte 
D;name  ersetst  denken,  deren  Axe  ti  und  deren  Componeote  um  n  coreciprocale 
Coordinatenaxeu  die  IntensitHten  i;, ,  i;, ,  ■  >  ■  ii,  haben,  während  9,,  9^,  ...  6^ 
die  Componenten  der  Amplitude  9  nm  dieselben  Azen  darstellen  mCgen.  Der 
Werth  von  V  wird  eine  Function  von  &,,  9,,  .  .  .  &^  ohne  Absolutgtied  sein, 
welche  in  eine  Reihe  nach  Potenzen  dieser  OrOssen  entwickelt,  mit  den  Gliedern 
zweiter  Ordnung  beginnt,  indem  die  Glieder  erster  Ordnung  veimOge  des  Maxi- 
mams  in  der  Lage  S  verschwjnden.  Sie  nnd  ihre  Derivirten  werden  daher  die 
Form  haben 
r»^Ä„9\  +A„»i-\ [- -i»«*J  +  2J„*.«.  +  8^,. »AH 1 . 


d9. 


—  a  [Äi,9i  +  Ä,f  #,+  ^. #,  +  ...  +  JL^^  *,] . 


-»«■■. 


Aus  der  Lage  £'  wird  nun  das  Sjstem  in  eine  weitere  uneudlichnabe  Lage  S" 
gelangen  und  dabei  wird  die  Dyname  um  i;  eine  Elementararbeit  leisten,  welche 
durch  die  Abnahme  —  SVs  des  Potentials,  d.  h.  durch 

dargestellt  wird.  Dieselbe  ist  aber,  da  die  Coordioalenazen  coreoiprocal  sind, 
gleich 

Sä"?!?,**,  +  2if,p,**,  +  ■  ■  ■  +  2ij,ti)»*#«. 
Indem  wir  die  CoefBcienten  beider  AusdrCcke  gleich  setxen  (denn  die  Qleicfaheit 
der  AnsdrQeke  mnes  fOr  Terechiedene  Lagen  von  S"  bestehea),  erhalten  wir  die 
Coordinaten  ij^  der  ledaditen  coDtinuirlichen  Dyname,  tdmlich 

1    Br»  1    dV»  1    dVa 

"'"       2p,  0*/       '^■"       2^  3#,'  ■■■        ''" 2^„^ftr' 

§.  11.  Analog  zu  g.  6  ergibt  sieb,  dass  wenh  einer  Elemeotar Windung  9  um 
die  Äse  (9)  eine  continnirliche  Pyname  um  eine  Axe  t]  und  einer  anderen 
Elementarwindnug  ip  nm  eine  Aie  (91]  eine  Dyname  £  eotspricht  und  (d)  zo  £ 
reciprocal  ist,  dann  auch  (9)  zu  >;  reciprocal  sein  muas.  Zwei  Aien  (9),  (9)  von 
dieser  Eigenschaft  beissen  in  Bezug  auf  das  Potential  conjugirte  Aien. 
Denn  die  Bedingung  der  ReciprocaliUt  von  {9)  und  £  ist 

P.*i£>  +P,»,t,  +  ■■■  +PnKtn  =  0, 

1    sy 
wenn  f,  die  Coordinaten  toa  £  sind.    Es  sind  aber  £,  — =— ^ ,    wenn    9. 

die  Coordinaten  von  qi  sind  und  in  Y  statt  &, ,  &t,  ...  die  Werthe  qi>i,  y,  ge- 
schrieben werden.    Hiermit  wird  die  Bedingung  der  Beciprocalit&t 

dip,     ''«¥,'  et- 

welche aber,  wenn  man  die  Derivirten  von  V  einsetst  in  die,  in  Bezug  auf  9„  &,  . . . 
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und  tpi,  7,   lyni metrische  Form 

-*ii*.».  + 1-  ^»-*»9'-  +  ^„  (*>.  +  fr,?,)  + 0 

tibergeht  and  ebenso  erhRlt«ii  wird,  ireun  man  matdrflcken  will,  daae  ^  und  ^ 
reciprocal  Eeieu. 

Jeder  WioclDiigsaxe  9  entspricht  die  Aie  rj  einer  continairiicliei)  D^uune. 
Man  kann  leigen,  data  es  n  Azen  i]  gibt,  welche  mit  den  ihnen  entsprechenden 
Axen  #  iniammenfiilleu  (Hauptaien  in  Bezug  auf  das  Potential).  Denn 
ea  sei  a  eine  solche  Aie  aad  P  die  Intensit&t  der  Dyname  um  nie,  welobe  der 
Windung  von  der  Amplitude  a  um  cc  entspricht,  so  ist  nach  §.  10 


:.(^..-^.)- 


«,  J„  +  «.^„  +  ...  +  „,  ^^„  +  -^  p,\  ^  0. 

EUminirt  man  ans  diesen  n  linearen  Gleichungen  a,,  o,,  ...«.,  so  bleibt  äne 

p 
Gleichung  n.  Grades  zur  Bestimmung  von  —  mit  n  reellen  Wurieln;   tu  jedem 

Wotzelwerthe  ergeben  sich  ans  den  linearen  Gleichungen  die  VerfaUtniiae  d«r 
Coordiuaten  «,,  o,,  .  .  .  «•  für  eine  bestimmte  Aie  ond  da  twiachea  diesen  Coor- 
dinaten  eine  Relation  besteht  (s.  g.  1]  diese  Cootdinaten  selbst.  Man  kann  zeigen, 
dass  diese  Axen  reciprocal  sind  (Ball,  tkeory  of  acreic»,  p.  69). 

§,  12.  Zu  jeder  Honentanirindimgsaxe  fy  des  Axensysteme  n.  Stufe  gehSrt 
eine  Axe  1,  um  welche  eine  Homentandjname  die  "Windung  9  hervorbringt.  Zu 
jeder  Axe  #  gehOrt  aber  auch  eine  Axe  i;,  welche  die  Axe  der  redocirten  coatä- 
nuiilichen  Djname  ist,  welcher  das  Er&ileejstem  nach  der  Windung  #  Iquivaleut 
ist.  Man  kann  «eigen,  dass  es  n  Axen  i]  gibt,  welche  mit  den  ihnen 
correspondirenden  Axen  1  zusammenfallen  (harmonische  Axen).  Denn 
in  Besug  auf  die  n  Hauptäxen  der  Momeotandjnamen  nnd  Windungen  dud  di« 
Coordinaten  der  Momentandyname  nm  1,  welche  die  Windung  #  herrorsobringen 

N? 

vermag,  nach  g.  9,   wenn  h  einen  Proportionalit&ts&ctor   bedentot  h  —  ">,-•  **> 

Pi 

m,-  =-r7  u»d  wenn  l  mit  17  zusammenfiülen  soll,  so  mflaseB  n  Gleichungen  be- 

stehen  von  der  Form  fc  —  «.  -•  — - —  =-^- ,  oder  da  nach  8.  9  die  Coocdinat«D 
Pt     •  2p,.  09, 

»?  «,'        1     P(         1     P 

P,  der  Djname  P,  =  Jlf  —  «-,    also    —  =  -§>  — -  =-5j  —    ist,    wenn  smu 

—  h  —  "  Me'  setzt  nnd  den  Werth  von  F»  einffibrt,  die  Gleichungen: 
#,  (J„  —  Jtf 8'«i)  +  », ^„  H 1-»..*.,  —  0, 


»,  A„  +  *,  .4,,  H \-9n  {An,  —  Mg'vl)  —  0. 

hu 

.r.OOgW 


Ans  diesen  folgt  nach  Elimination  von  #, ,  9,,  ...  9»  eine  Qleiolw>g  n.ßiu 
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fOr  «'  mit  n  reellen  Wnixeln  und  jeder  deiBelbea  enttipriclit  dabcr  ein  Paar  in- 
BammenEallende  Axeu  X  und  ij.  Ball  lei^  (a.  &.  0.  S.  T&),  daM  jedes  lolche 
Paar  conjagirte  Axen  der  Homentaudynamen  und  also  coigugirte  Axeu  in  Bezug 
aof  da«  Pott^nlaal  «ind. 

§.  13.  Nach  §.  8  iat  die  kinetische  Energie,  herrOhrend  von  der  Bewegung 
um  die  Cooidiuatenoze  Tom  Index  i  gleich  Jlf w,^  a>f ,  also  die  gesammte  kine- 
tische Energie  T  des  Sjatems 

r  —  M  (mJ  (»3  4-  uj  »i  H h  «^  "D, 

während  die  pot^ntiale  Energie  V  eine  homogene  E^inotion  2.  Qrades  von  #,, 
&f,...  O'n  ist.  Die  Bewegungsgleichnngen  ron  Lt^tange,  deren  Zahl  n  ist,  weil 
die  Coordinaten,  welche  hier  angewandt  sind,  die  Bedingungen,  welche  die  Be- 
wegung beschränken,  von  selbst  erfüllen,  sind  nämlich 

rdT\      dv 
\^J  +  ^  °  "■ 

gehen  mit  Hälfe  des  Ausdiuckes  tut  T  über  in 
<*'*j       dV 

und  werden  mit  Hülfe  des  Werthes  von  V  lineare  Differentialgleichnngen  i.  Ord- 
nung. Um  sie  ta  integriren  kann  man  eine  Function  J2  der  Zeit  und  n  Con- 
stanten fiiff,  .  .  ■  /,  so  finden,  dass 

#,  =f,a,  »,  —  f^a,  ...  9^~f^Sl 
wird.    Die-  fiewegnogsgleichongen  werden  aämlioh 

^«U.  ^  +  {^nU  +  ^itf*  +  ■■■  +  Mnfn)  ß  =  0, 


i  {dT\ 


Bestimmt  man  f,,  ft>  ■  ■ .  f„  ond  eine  Orüsae  s  so,  daaa 

f,  (J,  -  Mu\»')  +  f,A„  +■■■  +  f^Ä^, 


iren  sich  die  n  Gleichungen  auf  die  eine 


^  +  «'O  -  0. 


DuB  System  der  HOlfsgleichungen,  welches  zar  Bestimmung  der  Constanten  f  und 
s  dient,  ist  das  System,  welches  die  n  barmoniBchen  Aien  liefert  und  die  Con- 
stanten fi,  /,,-.■  /„,  welche  einem  der  n  Werthe  von  s  entsprechen;  sind  die 
Coordinaten  der  diesem  Werthe  entsprechenden  Ase.  Die  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung fOr  a  gibt 

a-ifBin(«t  +  c). 
Hieraus  folgt  sodann,  wenn  H,, . .  .  H^,  e,,  .  .  .  Cn  willkOrliche  Coiutanten  und 
f     die  Werthe  Ton  f   liod,  welche  der  Wonel  s^  entsprechen,  nach  der  Theorie 
der  linearen  Differentialgleichnngen 

D,giL,zeclbyC:.OOJ^lC 
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*,  =  /■„  fl,  mn  (,.*  +  c)  +  .  .  .  +  /„S,  .m  (,,(  +  c,), 

*„  =.  ri,^.  Bin  («1  (  +  c,)  +  .  ■  .  +  /-„ff,  iin  (*,t  4-'  c»), 
woTOQ    man  aich  auch  hinterher  flberzengen  kana,  indem   diese  Ansdrilcke   det 
BewegQDgBgleichnDgen  genOgeii  aod  die  genügende  Anzahl  2»  willkarlichei  Con- 
Htonten  enthalten. 

Die  hier  in  Kürze  mitgetheilte  Ball'eche  Theorie  gibt  die  kleinen 
Schwiagnngen  elnea  SjstemB  n.  Stnfe  der  Freiheit  am  eine  stabile  die iehge wich talBge. 
Die  CoDst»nten  werden  durch  den  ÄnfangBzn stand  beBtimmt.  Man  wird  die  au- 
fängliche  WindnngegeBCliwiiidigkeit  in  n  Componenfen  ntn  die  Hanptazen  aof- 
Iflsen.  Ist  der  ÄnfangMoetancI  bo  beschafft,  das«  S^  =^  Hg  =•  ■  ■  ■  Sk  =  0,  aJjo 
&,=- /„Fl  ein  (*,(  + c),  ...#,  —  /■,, ff,  Bin  («i(  +  c),  eo  werden  die  Cooidi- 
naten  des  SjstemB  proportional  /,,,  /*,,,  . .  .  f^^^,  d.  h.  das  System  OBcillirt  dann 
um  die  haimODiache  Aie,  deren  Coordinaten  dies  sind. 

Wir  dürfen  4en  tiefen  Forachnngen  Ball'B  auf  dem  Gebiete  der  Hechanik,  von 
welcken  wir  hier  einen  knrzen  AbriaB  geben,  nicht  weiter  folgen,  sondein 
müBBen  auf  sein  Werk  selbst  TenreiBee.  Er  bat  seine  Theorie  für  alle  Grade 
der  Freiheit  im  Speciellen  dorohgefahit  und  eine  Henge  nener  StUie  und  fracht- 
barer  Methoden  gelehrt,  welche  eine  wichtige  Partbie  der  Hechanik,  die  Kinetik 
des  anTeranderlichen,  bestimmten  Beachr&nkungen  seiner  Beweglichkeit  nnter- 
worfenen  Systems  zu  einem  lange  ersehnten  ÄbsditnBse  hinssführen  geeignet 
sind.  In  Bezdg  auf  den  Zusammenhang  seiner  Lehren  mit  der  Theorie  der 
Liniencomplexe  verdankt  er  KI  e  i  n's  Untersnchungen  über  Liniencomplexe 
manche  Eilfe\  Es  iet  zu  hoffen,  dass  die  sich  allm&lig  ausbildende  rein  geome- 
trische Theorie  der  Complexe  den  hier  vorgetragenen  Lehren  noch  einen  er- 
hShten  Grad  der  AnBcbanlichkeit  verleihen  werde. 


IX.  Capitel. 
Einige  Probleme  der  Bewegung  TeiftnderUoher  Breteme. 

§.  1.  Bewegung  eines  biegsamen  und  dehnbaren  homogenen 
Fadens  (Problem  der  ectawingenden  Saiten).  Ein  biegsamer  and  dehnbarer 
Faden  Ton  der  Länge  I  sei  zwischen  zwei  festen  Punkten  A,  B  gespannt.  Zur 
Zeit  I  =1  0  sei  er  um  ein  Weniges  aus  der  GleicbgewichtaUge  entfernt,  sei  ihm 
ein  bestimmter  GeBchwindigkeitsznstand  ertheilt  und  mOgen  auf  ihn  coatinnirliche 
Kräfte  P  wirken.  Es  sollen  die  Gleichungen  seiner  Bewegung  aufgestellt  nnd 
näherangs weise  integrirt  werden. 

].  Wir  nehmen  die  Gerade  AS  zur  x-Axe,  zwei  andere  >u  ihr  und  nnter 
einander  senkrechte  Axen  des  Punktes  A  mr  y-  nnd  <-Aze.  Die  anf&ngUcfae 
Spannung  des  Fadens,  ohne  dass  die  KrUte  P  wirken,  sei  in  allen  Punkten  gleich  t. 
Die  Gerade  AB  ist  nicht  die  Gleichgewichtslage,  nm  welche  der  Faden  schwingen 
wird,  sie  ist  die  Gestalt  des  Fadens,  welche  er  annehmen  würde,  wenn  blo>  die 
Spannung  t  wirkte.  Ein  Punkt  N  dieser  Linie  wird  znr  Zeit  f  <~  0  die  Lage  3I„ 
znr  Zeit  (  die  Lage  M  haben,  Ist  AN  =-  x,  so  seien  x  ■^-  u,  t/,  t  die  Coordinaten 
von  M,  entsprechend  der  Zeit  t,  sodass  u,  y,  m  die  Venohiebnngen  des  Punkte* 
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N  darstellen.  An  dem  Punkte  3f,  in  welchem  mao  aich  das  Bogenelement  MM' 
Tenchwindeiid  m  denken  hat,  wirkt  nun  die  gegebene  Kraft,  welche  wir  auf  die 
Masie  s  der  Längeneinheit  beziehen,  aodiUH  Xeds,  Ycd$,  Ztd»  ihre  an  Jf  in 
Betracht  kommenden  Componenten  eind;  femer  die  SpanDungen  T,  T -\- dT 
l&nga  den  beiden  an  M  aoBtosBenden  Elementen,  deren  Componenten  Tx  4"  dTx, 
Tg  +  8Tf,  T,  +  dT.  im  Sinne  dea  wachsenden  Begens  and  — f«,  —Tg,  —T,  im 
entgegCDgesetiten  Sinne  sind. 

Diese  Componenten  bezieben  sich  auf  die  Zeit  (  und  dTx,  dTg,  dT,,  d»  sind' 
Aendernngen,  welche  man  bd  derselben  Zeit  beim  üebergange  TOm  Pnnkte  N 
znm  Fnnkte  S'  eihlLlt,  wobei  sich  x  allein  ändert;  es  sind  partielle  Aenderongen 
nach  X.  Diese  Spanne ngacomponenten  liefern  mit  denen  der  äuSBern  Kraft  zu- 
sammen dT^-^  Xfds,  dTf+  Yfds,  3T.+  Zeds,  welche  mit  den  Reactions- 
krBAen  am  Punkte  M  Gleichgewicht  halten.  Die  Beschlennignngscomponenten 
des    Punktes    X  (x  -\-  »,  y,  z)    zur  Zeit  t    sind   die    zweiten    Derivirten    seiner 

Coordinaten  nach  der  Zeit.  Daher  ergeben  sich  als  Reactionskiäfte  —  tdi  >itj-, 
—  tdsp—,  —  sds^j,  indem  a;  von  der  Zeit  naabbaogig  ist   Da  h,  y,  e  Fauc- 

tionen  Ton  x  nnd  t  sind,  so  sind  diese  Dtrivirten  partielle;  daher  das  Zeichen  d 
und  nicht  d  geschrieben  werden  muss.  Das  Gleichgewicht  der  Krilfte  von  M 
liefert  uns  daher  die  Qleicfaangen  der  Bewegung: 

0m  nun  Ti,  Tg,  T,  in  erhalten,  ist  T  mit  seinen  RichtongBcosinusafla  zu  mnlti- 
plioiren.    Diese  sind  die  BichtangsoDsinnsse  der  Fadentangente  zur  Zeit  t,  nOmlich 

"^ — -,    Y~'    ö~~<   ^*>  '''^^  Zeichen  d   einer  Aendemng   des  x,  d.  h.  einem 

Üebergange  vom  Pnnkte  Jlf  zu  JU'  zn  derselben  f  entspricht.    Demnach  ist 

T.^T-^-^p^,     Tg  =  T.p-,     r,_r.|i. 

dt       '        '  0»'  dt 

Wir  wollen  nun  den  Faden  so  beschallen  annehmen,  dass  das  Bogenelement 
MM'  -a  dl,  welches  uisprünglich  die  LUnge  NJ^'  ^dx  hatte,  nach  wie  vor  die- 
selbe Masse  besitzt.  Dann  ist,  wenn  M  die  Oesammtmasse  des  Fadens  nnd  I 
seine  nrsprängliche  Länge  AB  bezeichnet,  tds  ^  -j-  dx.   FQhren  wir  diesen  Ana- 

drack  in  die  Bewegongsgleichungen  ein,  nnd  schreiben  statt  der  Differentiale 
derivirte  Functionen,  so  nehmen  dieselben  die  Gestalt  an : 

dx      da  '    \  ^*  / 

3.    Nehmen  wir  jetzt  an,  es  wirken  keine  äosseren  KiäFte,  d.  h,  es  seien 

X,  Y,  Z  gleich  Null  nnd  sei  der  Znsammenhang  der  Fadentheile  der  Art,  dass 

die  Verl&Dgening,  welche  ein  Theil  desselben  durch  eine  spannende  Kraft  erleidet, 

der  nrsprOnglichen  LSoge  und  der  spannenden  Kraft  proportional  sei.  Nun  besass 

,-,;-,:...abvC00J^Ic 
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d»  nTBpiüagtich  die  Länge  dx  nnd  iat  mitiiin  d»  —  dx  «ein«  Verlängemiig;  die 
nrapiüDglicbe  Spannung  war  c  und  ist  mithin  die  Kraft,  welche  die  Verlängerung 
hetvorgebracfat  batT— i.  Daher  besteht  die  Qleichong  de  —  dx  —  E{T  —  x)ba:, 
sowie  E  einen  coDstanten,  von  der  materiellen  BeBcfaftfienheit  des  Fadens  ab- 
hängigen Coefficienten  bedeutet.  Tm  TOrliegenden  Falle,  wo  keine  Ansseren  Kr&fte 
wirken,  ist  die  Gleichgewicbtelage  des  Fadens  die  Gerade  AB  «od  wird  derselbe, 
wenn  er  tat  Zeit  f  ■*  0  nnr  eine  kleine  Ambiegnog  erßhrt,  fortwährend  nur 
kleine  ÄbweichDogeu  von  AB  leigen.  In  Folge  dessen  wird  m  allen  Zeiten  die 
Tangente  der  Fadencnrve  mit  AB  einen  sehr  kleinen  Winkel  bilden,  aein  Connn* 
■  "^  ^  also  sehr  nahe  die  Eiofaeit  nnd  d»  —  dx  -^  du  sein.  Daher  ergibt  die 
oben  entwickelte  Formel  T  =  t  -j-  £  k-  ■ 
Demtofolge  wird  die  erste  der  drei  BewogaDgagleichangeni 

Drücken  wir  jetzt  die  beiden  anderen  Richtnngsoosiaaiae  der  Fadentangent«  und 
die  Componenteo  der  Spannnng  mit  RQckticht  anf  die  angefahrton  speciellen  Ver- 
b&ltnisse  ans.    Man  erhält: 

^r»~\'^^Tx) r^r+j^  =  ('  +  ^ Fit j F^  ['  -  r«  +  ■  - -J ■ 

Es  ist  aber  ^  die  Tangente  der  Neignng  der  Projection  des  Fadenelementes  anf 
die  zy-Ebene  gegen  die  x-Aze,  also  sehr  klein.  Ebenso  ist  m  gegen  x  nnd 
mithin  du  gegen  dx  sehr  klein.    Hit  Beseitigung  der  kleinen  GrOroen  fattherer 

Ordnung  erh&lt  man  demnach  T  ^  =  x  ^  nnd  folglich  fOr  die  tweit«  nnd  gani 
in  derselben  Weise  die  dritte  Bewegnngsgleichung,  n&mlich 

'?«■"'  l   9t"       '' dx*"  ~l  W 
Setzt  man  '•r  ^  °*   '""^    ü  '~  °'i   ^   nehmen  die   Bew^ungsgleichnngen  die 
einfache  Form  an : 

9(*  "*  9«"  dt*  "■"  dx*'  9('~*  dx*' 
Sie  sind  aimattane  partielle  Differentialgleichangen  zweiter  Ordnung  nnd  dienen 
dazn,  u,  y,  b  and  mithin  die  Lage  jedes  Systempanktes  [x,  0,  0)  als  Fanctionen 
seines  Äbatandea  in  der  Gleichgewichtalage  von  dem  einen  Endpunkte  dea 
Fadens  nnd  der  Zeit  zn  finden.  Die  ente  Gleichung  bestimmt  die  Bewegnng  der 
Projection  des  Sjbtems  anf  die  x-Aze  (die  sogenannten  Longitudinalschwibgnngen 
der  Saite),  die  zweite  nnd  dritte  die  Bewegnng  der  Projection  anf  die  zy-  nnd 
die  xf-Ebene  (die  Transversal ecbwingungen).  Da  jede  der  Gleichangen  blos  eine 
der  geinchten  Fuuctioneo  u,  y,  B  nnd  die  nnabh&ugigan  Tariabeln  x  und  t  ent- 
halt, so  können  sie  gesondert  integrirt  werden.  Zn  den  DifFerentialgleichnngen 
treten  noch  die  Bediaguagen  der  Anfimgiilage  nnd  des  aoiliiglicben  Geachwindig- 
keitsEUstandee  hinzu,  sowie  die  fOr  alle  Zeiten  ca  erfOUende  Bedingung  des 
Systems,  dasa  die  beiden  Endponkte  fest  seien.  BeiflgHch  der  Anfiugdi^  mtla- 
sen  sich  also  w,  y  nnd  xi  far  (  —  0  auf  bestinunte  Functiooefi  /*«(«).  f{x)  nnd 
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/i  (x)  von  X  rednoiren,-  sodass  y  —  f(x),  «  -=  /i  [x)  die  Qieicbatigen  der  Form 
Bind,  in  welche  nmn  die  Saite  sar  Zeit  t  =  0  darch  Heraaibringeu  atis  der  Gleich- 
gewichtslage gebracht  hat    Ebenso  maiBcn  die  Componenten  der  Oescbwindigkdt 

sich  für  (  =  0  anf  g^ebene  Functionen  g^  —  F«  {x),  ^  —  ^"(0!),  A.  —  ^i  («) 
reduoiren.  Demoftch  ist  Am  Problem  in  folgenden  Bedingangen  votlst&ndig  ent- 
halten: 

3»i* 


■«'di.      --/■.(*).  ä7--^«t*>. 


3V  __.!!? 


-/■(a:)     and      ||  —  ^C*)  «r  *  "  0,     y  —  0 


o;  ^  I  nnd 
alleWerthe 
von  t. 


3.    Wir  beschBftigen  nna  vorläufig  nur  mit  der  Behandinng  des  Qleichaogs- 

fljBtemB 

y  =  0  fflr  '^  ~  j*  för  jede»  (. 

l'flr  sich  drflcken  diese  Oleichnngen  die  Bewegung  der  Saite  au«,  wenn  dieselbe 
blOB  TranBverBalsohwingnngen  in  der  xy-Ebene  macht  Der  erste,  welcher  die 
vorliegende  Aufgabe  löste,  war  D'Alembert  {Mimoirta  de  VAcademie  de  Berlin). 
Wir  wollen  znn&chat  seine  Methode  der  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichnng  erläutern,  die  beiden  will k Ort ichen  Functionen,  welche  das  allgemeine 
Integral  euth&lt,  bestimmen  und  spKter  die  neuere  Methode  mit  Hfllfe  von  Parti- 
calarlösungen  und  Fourier' sehen  Reihen  anseinandersetzen.  D'Alembert 
schreibt  die  Differentialgleichung  in  der  Form 


dt'dt        dx\     Wx) 


und  bemerkt,  da»  sie  ausdrückt,  dass  die  GrOsse  -t^  dx  4-  a'  :^  dt    ein    voll- 

'  '  St         '        dx 

ständiges  Differential  einet  Function  w  von  x  und  t  ist,  sodass 

Hierzu  tritt  die  allgemein  gültige  Gleichung i 

Aus  beiden  Qteichnngea  ergibt  sich,  wenn  mau  die  iweite  mit  a  mnltiplicirt  und 
mit  der  ertteren  daich  Addition  und  Subtraction  verbindet: 

"(-+"»' -(!?+" ff)" ('+•'>.  . 
"<"-■■»>- (If -•  II)  ^  <«-•'>. 

Da  die  linken  Seiten  dieser  Oleiohungen  volletlbidige  DiSerentialien  sind,  so  müs- 
sen es  auch  die  rechten  Seiten  sein.    Demnach  ist  ^  -^  a  -^  eine  Function  von 
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X  -i-  at  und  ^  —  ^  ^  ^^°^  Function  von  x  —  at.   In  Folge  deiseu  sind  w-f-«]F 
nod  u  —  ay  Fanctionea  resp.  von  x  -\-  at  nnd  x  —  at,  d.  h.  man  bum  MtBen 

ii  -\-  ay  —  -p  {X  +  at),        u  —  «y V  (*  -  «') 

und  mithin  wird 

2ay  =  9  (*  +  a()  +  ♦  (J!  -  at), 
7elclie  Qleichang  die  Allgemeine  LOanog  der  Differentialgleichung  der  ichwiiigeD- 
dea  Saiten  mit  den  zirei  willkQrlichen  Fanctionen  q>  und  ip  dar«tellt.     Dm  die 
Form  denelben  zu  finden,  wie  sie  dem  mechanischen  Probleme  ect^richt,  haben 
wir  gemäss  den  Bedingungen  des  An^gaiDitandes 

2J'(a!)  =  T'W  +  *'(*), 
mithin,  nachdem  man  die  iweite  dieser  Gleichungen   iwiechen  0  und  x  integrirt 
hat,  wodurch 


'f' 


2  f  F  (ic)  dx  "  if  (X)  —  ip  (x) 


P(*)- 


«^(ä)  +  /V  W  dx,         *  {X)  -  <•/■  (X)  ^J'f  {*)  dx 


und  mithin ,  indem  man  an  die  Stell«  des  Argumentes  x  die  Argumente  x  •+  at, 
X  —  at  setst: 

2«y  -  a  [fix+at)  +  f(,x  -  af)]  +  f  F  (x)  dx  -Jf{x)  dx, 

oder  «+Bt 

y  -  i  Vf{x  +  at)  +  r(*  -  a()]  +  ^Jf{x)  dx. 
x—al 
Da  die  Zeit  t  von  0  bis  oa  und  x  von  0  bis  I  l&aft,  so  erh&lt  x -^^  ai  alle  Wertb« 
von  0  bis  Ol,  X  —  at  aber  alle  WerUie  Ton  —  «  bis  I.   Damit  also  y  und  »nitiiiB 

3« 
auch  ^-^  ffir  alle  Wertho  von  t  gefunden  werden  kOnne,  müssen  die  Functionen 

q[>(£)  und  ^  (£)  fQr  alle  Werthe  des  Argumentes  £,  die  erste  von  0  bis  oi,  die 
iweite  von  —  »  bis  I  bekannt  sein.  Durch  den  Anfangszustand  sind  aber  die 
Fanctionon  f  und  F  und  in  Folge  dessen  auch  die  ans  ihnen  gebildeten  Func- 
tionen <p  nnd^ip  nnr  für  alle  Argumente  zwischen  0  und  I  bestimmt.  Die  Aus- 
dehnung dieser  Keontniaa  der  Werthe  derselben  ergibt  sich  mit  Hfilfb  der  Be- 
dingnng  fOr  die  Qrenzpnnkte  der  Süte.  VermOge  derselben  isty  —  OfOrx^O 
und  X  ^l,  d.  h.  es  besteben  die  Gleichungen : 

tp  {at;+  V  (-  at)  -  0,        ,  (I  +  ai)  H-  ip  (I  -  at)  -  0, 
oder,  wenn  man  at  *~  i/  setst; 

T  (e)  +  V  (-  e)  -  0,       »  (I  +  c)  +  v  3  -  rt  -  0. 
Diese  Gleichnngen  bestimmen  den  periodischen  ChBiakter  der  FnnetioBCu  v 
und  f  und  damit  den  der  ganien  Bewegung.    Die  erste  Higt,  dasa  wenn  ^  {g) 
fOr  irgend   ein  positives  p   bekannt   ist,   man   sofort  f  ( —  e)  für   da«  afaeolot 
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ebenso  grosse  negatife  p  eibUt  aod  dass  wodd  if  (—  t)  fQr  ein  negaÜTei  tf,  also 
fSr  ein  positires  Aignment  bekaDDt  ist,  tp  fOr  das  entaptecbende  negative  A,Tgn- 
ment  erbalten  wird,  sowie  dMs  die  eine  dieser  Pnnctionen  periodisch  ist,  wenn 
es  die  andere  ist.  Die  zweite  Gleichung  sagt  aber  aus,  dose  eine  derselben  perio- 
diftch  sein  mnss.  Denn  setzt  man  in  ihr  I  —  ^  —  —  a,  also  p  —  I  -j-  (f,  so  kommt 
9  (3 1  +  «)  —  —  ^  (—  o)  und  da  die  erste  Qleichong  hieran  —  V  (—  «)  —  4  V  (") 
liefert,  so  wird  ^  (a  ~\-  ZT)  =  ip  (a).  Die  Periode  von  ip  ist  also  Sl.  Dasselbe 
gilt  von  ^.  Eieinacb  ist  klar,  wie  die  Reihe  der  WerUie  der  Functionen  ip  und 
1^,  welche  dareh  den  Anfangsznstand  nnr  iwiselien  den  Oienzen  0  und  I  des 
Argnmentes  gegeben  ist,  Aber  diese  Grenzen  aasgedehnt  wird  und  wie  durch  die 
Bedingungen  an  den  festen  Endpunkten  diese  Functionen  als  periodische  deflnirt 
werden.  Setzt  miui  für  a  die  QrOsse  at,  so  erhellt,  daas  wean  at  um  81  sn- 
nimmt,  die  fouctionen  tp  und  ^  und  also  auch  die  Ordinate  y  and  die  Oe- 
ach windigkeit  ^y  dieselben  Werthe  annehmen.    Es  kehren  daher  nach  der  Zeit 

31 
T  I—  —  alle  Zustände  der  Saite  in   derselben  Ordnung   wieder  und  macht  die 

Saite  fortfBiIirend  gleiche  Oacillationen  von  der  Daner  T.    FQr  die  Anzahl  n  der 

Oacillatiooen  in  der  Zeiteinheit  hat  man  nJ*-  1,  also  **  *~  ^>  oder  da  a'  *  ^ 

iat:  n  ^=  ^  I'  Iwl'    ^^^'^  Schvingnngszahl,  welche  unabhängig  von  der  Än&ngs- 

geatalt  der  Saite  ist,  bestiDimt  die  Hohe  dea  Tones,  den  sie  eraeugt.  Sie  ist 
proportional  der  Quadratworael  aus  der  Spannung  r.  Da  M  selbst  proportional 
I  ist,  Bo  wird  n  umgekehrt  proportional  der  Länge  der  Saite. 

4.    Ist  3.  B.  1^  =>  F  (x)  fOr  t  =-  0  gleich  Null,  so  erhält  man 
<pix)  =  anx),      ^ix)  =  afix}, 
V-Üfi^  +  aD  +  nx-at)]. 
6.   Wir  wollen  jetzt  die  erwähnte  zweite  Behandinngsneiae  unsere«  Problems 
duTchfOhren.     Der    linearen  partiellen    Differentialgleichung    ^  =>i  a'  ^~  kann 

man  dnrch  eine  Eiponeutialfnnction  t/  =•  1"'+?'  als  Particulorlftauiig  genOgen,  so- 
bald die  Constanten  a,  ß  der  Gleichung  ^'  =~  a'«'  geuQgen.  Deber  die  eine  von 
ihnen  kann  dann  noch  weiter  verfügt  werden.  Setzen  wir  ^  >»  ±  an  ein,  so 
wird  die  Parti cnlarlSsn Dg  y  =-  ^'±1»"  qq^j  gp^ltet  sich  in  zwei  solche,  nämlich 
y  —  «<"+'")''  und  y  -■  e'*—'")''  j^jg  ^m,  jjeeen  LOanngen  genflgt  auch  noch, 
wenn  man  sie  mit  einer  willkürlichen  Constanten  multiplicirt,  d.  h.  es  sind 
y  ->  C, «"+*"'''  und  y  —  Cjt^~'^''  gleichfalb  PartioularlOsungen.  Nun  ist  aber 
weiter  einleuchtend,  dasa  allgemein,  wenn  X,  und  X,  zwei  Losungen  sind,  auch 
die  Summe  X,  -|-  X,  eine  LJIsnng  ist.  Dies  ist  eine  Folge  der  linearen  Be- 
schaffenheit der  Differentialgleichung  und  dea  Mangeln  eines  Abaobtgliedes.  Da- 
her iat  auch  y  =  C,e''+'"'''  +  C,«'*""''"  eine  Ltteung.  Die  speoieUen  weiteren 
Bedingungen  unseres  meobaniechen  Problems  fordern  nun  aber,  dasa  für  x  ^  fl 
und  as  —  1  die  Function  y  bei  jedem  Werthe  von  (  verschwinde.  Dies  ist  in  der 
vorliegenden  Form  fQr  reelle  e  nicht  mOglicb,  wohl  aber,  wenn  a  imaginär, 
d.  h.  p  —  ±  aai  genommen  wird.  Dann  geben  nämlich  die  ExponeutialgrOssen 
in  goniometriache  Functionen  über.    An  die  Stella  der  LSsungen  e!*±"'>"'  treteju 
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dftQD  CO»  a  {x  -^  at)  +  i  Bin  a{x  ±  at),  welche  man  aber  lelbit  wieder  in  ihre 
reellen  und  imaginären  Theile  spalten  kann,  mmIhm  CMB(iE±al)  und  nna(x±atj 
•elbert  Parti  cnlarlOniDgeii  sind.  Die  leteteren  kann  man  aber  auch  nach  der 
obigen  Bemerkang  durch  Addition  and  SnbtracUoa  combiniren.  Daher  ist 
sin  M  (x  +  of)  -|-  Bin  d  (x  —  at)  oder  ein  aie  coe  aat  eine  L&ning;  ebenso 
coa  cf  (x  —  at)  —  cob  a  {x  -\-  at)  oder  ein  «x  sin  aat.  Hnltipliciren  wir  dine 
beiden  lebten  LOsaagen  mit  Constanten  nud  addiren  sie,  »o  wicd 

y  ^  aia  ax  {A  cob  aal  4'  S  ein  aat) 
gleichfalls  eine  LCsnng.     Sie  besitst  bereit«  die  EigenechaEt,  das*  y  fOz  x  ■>  0 
bei  jedem  Werthe  tod  t  verschwiadet.    Wir  kOnnen  aber  die  Oritoie  von  «  noch 
so  wählen,  das«  y  anch  fOr  x=-INall  wird.   Dies  lieftrt  die  Bedingoog  mxtcl*^(i. 

woians  «  p»  0,    -T-,    -y-,  .  .  ,,   -y  folgt,  sodass 

y  mm  txn -r- X  \A  COB  —^  t  +  B  wa  — j—  (I 

wird.  Endlich  kflnnen  wir  hierin  in  jedem  Wertfae  von  n  immer  andere  Wertbe 
der  CoDBtanten  A  ncd  B  wBblen  nod  alle  so  erhaltenen  ParticnlarlOsongen  sinn< 
miren,  sodass  wir  unter  der  Form 

y  =-  £  »in  ^  X  ( J,  cos  ^  (  +  B.  sin  ~  () ,    «  -  1,  8,  ...  « 

eine  LOsung  erhalten,  welche  nicht  allein  der  Differeotialgleichnng,  sondern  anch 
deo  BedingDDgen  y  •—  0  fSt  x  ^  0  nud  x  •—  I  genflgt.    Darob  Differentiation  er- 
h&ll  man  fdr  die  Qetchwindigkeit: 
dy 


=  ZriD=^i(~nJ,  Bin  —t  +  nBnCM^-  (1,     n  —  1,  2, . . 


Hierin  eind  die  CoefGcieDten  A  und  B  nocli  bo  <u  bestimmen,  dnea  eieb  y  und 


5» 


fdr  t  =•  0  aat  gegebene  FaactioDen  f  (x)  und  F  (x)  tod  x  redaciieu.     Diei 


rohrt  ni  den  Bedtngnngen : 

f{x)  —  üAm  Bin  ^  X,    r  (X)  —  ^  Z»Bn  Bin  ^  x. 

DiD  hierin  An  nnd  Bm  fQr  alle  Werthe  von  n  =  1,  S,  .  . .  so  m  bestimmen,  ent- 
wickelt man  die  Functionen  f(x)  nnd  F  (x)  auf  den  linken  Seiten  nach  Sinnsan 

der  Vielfacheo  tod  -j-  nnd   Yergleicbt  beiderseits  die  Coefficienten.    Unter  deta 

Nameo   der  Fonrier'icheD  Seihe   kennt  die  Aualysia   aber  nnn  folgende  Snt- 
wickeluDg  einer  beliebigen  Function  9  (x): 

y(x)=(7.  sin"  x  +  (7,  Bin  ?^x  +  C,  sin?i^«+  -..,    0<x^I 

fq>  (fl)  sin  ^  a  .  da. 

Die  Entwiokelung  von  f{x)  und  F(x)  in  eine  solche  Reihe  liefert  daher  sofort: 

^  ~  T  f^^"'^  «in  ^  »  ■  d«,  *-  -  ^   r^  '"J  sin  ^  •  -  d«. 

e  •  , 
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Demnacli  wird  y  dargestellt  daich  die  periodiiohe  Reihe; 
Si  =  J,  «in  ^  CO«  ^  +  ^  lin 


+  B,  «in  = 


-j-  — •  -j     r-i  — *-j-  ™  — j— T- .",  .- -j- ««  — j—  -f^-  ■ 

nnd  A»,  Bn  haben  die  angefahrte  Bedeutung. 

Ans  dieser  Form  dei  LOioog  erhellt  die  Periodicität  der  Bewegung  betaer, 
als  ans  der  frflheren  D'Alembert'Bchen.  Insbesondere  erkennt  man  leichter  die 
OBcillationsdaner.  Soll  nUmlich  y  für  t  und  t  -|-  T  denselben  Werth  annehmen, 
so  mnsa  — j—  ^  ix,  also  T^  —  sein.  Der  EinBnei  dei  AnfangMaibnde« 
apricbt  (ich  in  den  CoefEcienten  ans.  Wenn  dereelbe  derart  itt,  dais  Coefficien- 
ten  TOn  bestimmtem  Index  ansialIeD,  so  zeigt  die  Saite  ansser  den  festen  End- 
ponkten  noch  andere  rohende  Pnnkte  (Scbwingungsknolan).  Fallen  t.  B.  alle 
CoefBcienten  ant,  fOr  welche  n  nicht  durch  die  Zahl  m  ohne  Rert  theilbar  ist,  so  ist 

(Qt  die  Anrangsglieder  der  Reihe  n<->m  und  wird   — z—  T—i%,  also  T<— 

und  alle  Pnnkte,  für  welche  — y-  a:  ^  1,  2,  .  ,  .  m,  also  x  ^  —  ,  —  ^  .  .  .  „ 
sind  Sobwingangsknoten. 

üeber  den  apeciellen  Einllnu  des  Anschlags  der  Saite  durch  einen  Hammer, 
durch  das  Piuicato,  den  Bogenstrich  u,  t.  w,  auf  den  Anfangnastand  der  Saite 
nud  die  Bildung  der  Schwingangsknoten,  abgeleitet  aus  der  rorsleheuden  Ent- 
wickelungsreihe  fflr  y,  i.  Helmboltt,  die  Lehre  tou  den  Tonempfinduogen 
S.  563  n.  ffg. 

6.  Die  Gleichung  ^-^  ^  a  ^— ^  fQr  die  Longitudinalschwinguogen  hat  die- 
selbe Form,  wie  die  ffir  die  Trans  vermisch  wingongen.  Mao  erhält  daher  aus  ihr 
analoge  Bcsaltate.  Die  Constante  a  aber  hat  eine  etwas  andere  Bedeutung.  Ea 
ist   «'  •—  -^  und  1*  *~  ü-    Oi«  Oscillatdonsdaner  der  LongitudinalechwingDngen 

igt  7"  —  —  ,  während  die  der  Trans rersalscbwingoagen  T  ■■  —   ist    Man  bat 

daher  ^  » —  »1/  —  .    Die  Qtüaa  E,  der  ElaiUctt&tamodntns  des   S;stema, 

ist  eine  sehr  grosse  Zahl  und  daher  T  bedeutend  grOssei,  als  T',  Daher  sind 
die  LoDgitndinaltOne  der  Saite  weit  bSher,  als  ihre  TrantvenaltOne.  Wir  hatten 
frfiher  die  Formal 

dx 
Aas  ihr  erkennt  man  die  Bedeutung  von  E.  Würde  n&mlich  3*  —  t  »o  groea, 
das*  die  Verlängerung  d*  —  dx  von  dx  gleich  idx  wflrde,  so  erhielte  man 
E 1^  T  —  1.  Es  bedeutet  demnach  der  Elasticit&tsmodulns  den  Znwacbs  der 
Spannung,  welcher  eine  Ausdehnung  der  Sailentheile  auf  die  doppelte  L&nge  so 
eneugen  im  Stande  w&re.    Es  ist  dafaer  E  »ehr  Tiel  grfisser,  als  t, 

f.  Im  Vorstehenden  ist  nur  eine  ipecielle  Aufgabe  über  die  schwingenden 
Süten  bebandelt  worden,  njlmlich  die  Schwingungen  der  Saite  mit  swei  festen 
Endpunkten.  Andere  Probleme,  welche  hierher  gebOren,  lind  die  Bewegung  einea 
Fadens,  welcher  nur  einen  festen  Punkt  oder  gar  keinen  festen  Punkt  hat,  aber 
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durch  Erftfte  unpiflnglich  gespannt  ist  Auch  b^beu  wir  manoherlei  Bimelheitcn 
übergftDgeD,  wie  die  Bildang  der  Wellen,  ihre  Reflexion  und  Saperpontion,  ihre 
FortpStuDzung  n.  s.  w.  Wir  werden  bei  anderen  Problemen,  bei  welchen  Aehnliches 
Torkommt,  derartige  Fragen  etwas  eingebender  behandeln. 

§.%.  Bewegung  flflsBiger  Systeme.  Die  Bedingungen,  welche  die 
Natnr  eines  Systems  charakterisiren,  kSnnen  tweierlei  Art  sein,  geomebrische  Be- 
dingungen Ewischen  den  Abst&nden  der  Sygtempankte  oder  mechanische  Bwisehm 
den  EAften,  welche  den  Zosammenbang  der  Punkte  nut  dem  System  darstellen. 
Das  flÜBBiga  System  wird  auf  die  letitere  Art  definirt.  Han  versteht  unter  einem 
BQssigen  System  eine  cootinnirlicbe  Tereinignng  von  MaBsenpankten  der  Art,  daat, 
wenn  an  irgend  einer  Stelle  nach  irgend  einer  Richtung  hin  die  Terbindong  mit 
dem  System  aufgehoben  wird,  die  Kraft,  welche  den  Ginflnse  des  ZuBammenhangM 
darstellt  (der  Druck),  von  der  Richtung  nnabbängig  ist.  Denkt  man  sich  daher 
durch  einen  Punkt  des  Systems  ein  ebenes  Fläcbenelement  gelegt,  so  wird  hinter 
demselben  der  Einfluss  der  hin  weggedachten  Masse  durch  dieselbe  Kraft  Tertreten, 
nach  welcher  Eicbtung  man  auch  das  Element  bindreben  mag. 

Wir  stellen  zunäcbat  die  Bewegungsgleichungen  einer  Flflssigkeit  auf,  indem 
wir  eine  kleine  Parthie,  e.  B,  ein  unendliclikleines  rechtwinkliges  FlOssig-k«!«- 
parallelepiped ,  abtrennen  und  das  Gleichgewicht  der  Reactionskiaft  mit  den  ge- 
gebenen und  den  Druckkräften  analytisch  darstellen.  Man  kann  verlangen,  doss 
durch  diese  Oleicbiingen  die  Coordinaten  x,  y,  t  i^end  eines  Piuikt«s,  die  Com- 
ponenten  leiner  Geschwindigkeit,  der  Druck,  der  auf  ihn  ringsh^nm  wirkt  nnd 
seine  Dichtigkeit  als  Functionen  der  Zeit  gefunden  werden,  wenn  die  An^golog« 
und  der  anfängliche  Oeschwindigkeitszustand  des  Systems  bekannt  sind-  Bier- 
dorch  vflrde  auch  die  Bahn  bekannt,  welche  jedes  Theilcben  beschreibt  Man 
legt  der  Aufstellung  der  Bewegungsgleichnngen  gewöhnlich  aber  eine  etwu 
andere  AnfTassungsweise  in  Grunde,  auf  welche  sich  Übrigens  die  eben  angefabile 
leicht  nirüekfahren  iBsat  Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  ein  Theilcben  nt 
Zeit  t  durch  den  Punkt  xyt  hindurchgeht  nnd  ihre  Componenten  kVnnen  als 
Functionen  von  t  und  x,  y,  t  angesehen  werden,  indem  sie  an  demselben  Orte 
zu  verschiedenen  Zräten  nnd  so  derselben  Zeit  an  verschiedenen  Orten  verachie- 
den  sein  werden.  Dasselbe  findet  statt  bei  dem  Druck  und  der  Dichtigkeit  Hier- 
nach ])at  man  fflr  die  drei  Componenten  w,  c,  te  der  Geschwindigkeit,  die  Dichtig- 
keit I)  and  den  Druck  p  fünf  Difierentiolgleicbungen  aufiustellen  zwischen  des 
vier  Variabein  x,  y^c,  t,  durch  deren  Integration  diese  fQnf  Grossen  ab  Func- 
tionen der  vier  Yariabeln  dargestellt  werden.  Von  diesen  Gleichungen  ist  eine 
gewöhnlich  eine  algebraische  QleichtiDg,  n&mlich  die,  welche  einen  Zusammen- 
hang der  Dichtigkeit  nnd  des  Druckes  darstellt.  Diese  Gleichung  ist  durch  die 
Beschaffenheit  des  Systems  gegeben.  Man  unterscheidet  in  dieser  Hinsicht  cwei 
Arten  von  FlOssigkeiten :  incompreasibele ,  für  welche  p  durchaus  constant  bleibt, 
und  elastische,  für  welche  9  eine  gegebene  Function  von  p  ist  Die  vier  noth- 
wendigen  DifFerentiolgleicbungen  sind  parüelle  Differentiolgleichnugen  zweiter 
Ordnung  und  ihre  zweimalige  Integration  wQrde  die  Gleichungen  liefern,  ose 
denen  man  durch  Elimination  von  1^  f ,  tc,  p  nnd  «  die  QrOssen  x,  y,  e  als  Func- 
tionen von  (  finden  wflrde,  wodurch  die  obige  Auffoasongaweise  de*  Problems  mit 
der  jetzigen  vermittelt  würde. 

Zu  den  Bedingungen,  welche  den  AnfkngsBustand  anedrflcken,  treten  noch 
andere  hinin,  welche  die  Begrenzung  des  Systems  (Gefftsawände,  Cnäe  Ober 
BKche  n.  s.  w.)  betreffen. 
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Den  Systempnnlct  (xyi)  deokeu  vir  nits  ali  ein  verschviodeud  kleine«  Pa- 
lullelepiped  tod  den  Eanten  dx,  dy,  dt,  welcbea  wahrend  des  ZeitelementeB  dt 
sich  nm  die  Sbecken  dx,  dy,  dg  parallel  den  Azen  fortbewegt.  Um  die  Com- 
pooenten  der  an  demaelben  augieifenden  lUacUonakraft  so  finden,  haben  wir  seioe 
BeBchlennignngscomponenten  -tt-,  -tti  -jt  darstutellen.  Da  m,  t>,  w  FonctioneD 
von  X,  y,  z,  t  sind,  ao  eind  diese  QrOseen 

8udxdudy,8ude^du       Svdx,Svdydv^d£,Sv^ 
dx  dt  '^  Sy  dt  '^  de  dt  "^  Ht  '    dx  dt  '''  ^  dt  '^  iit  dt  ~^  8t ' 


dw  dx  ,d*o  dy 


dt  '^  dydt  '^  St  dt'^  dt' 


dx  dy 


d»         9»  ,     »«  ,      9u  ,  8m      de         dv    ,     St    ,      8v    ,  So 

■di-'äS+'av  +  'äT  +  Si'  dF-"8.+"5j;+"?7  +  «r' 

dw         ^  1      ^^   1      9w   ,  9w 

dt  ~^  Sx'^*''dy'^*^  di'^  dt' 

Sie  sind  mit  der  Hasse  dm  =•  fdxdyde  dea  Fnnktefl  xa  multipliciren  nnd  stellen 

du  ,     ,     ,  de   ,     ,     ,  dto  ,     ,     . 

—  f-^dxdyat,        —  Q  ^-T  dxdydi,        —  ^  jr  dxdydt 

die  Componenten  der  Beactiauikraft  dar. 

Die  Resultante  der  gegebenen  am  Paukte  (xyt)  angreifenden  Ei^te  werde 
aaf  die  Einheit  der  UoBse  bezogen  und  «ind  demnach  Xdtn,  Ydm,  Zdm  oder 
Xfdxdt/dz,  Yfdxdydt,  Zfäxdydt  ihre  Componenten.  Beliehen  wir  den 
Druck  p  anf  die  Fläcbeneinbeit,  so  wirkt  anf  die  tJeitenfläclie  dea  Farallelepipeda 
dydt,  welche  dnrch  den  Pnnkt  {xyt)  geht,  der  Dmok  pdydi  in  der  Bichtnng 
der  x-Aie.  Der  Druck  auf  die  gegenüberliegende  SeitenfiKche  dydt  geht  ans 
diesem  hervor,  indem  x  sich  nm  dx  ändert,  welcher  Aendemng  eine  Aenderuug 

von  p  un  ^  d:i:  entspricht.  Er  ttt,  da  er  mit  dem  rorigen  eDtg«genge«etiten 
Sinn  hat;  —  iv  •¥  ^  ^^)  dy  ds.  Beide  Pressongen,  welche  der  x-Axe  parallel 
sind,  haben  daher  die  Beanltoote  —  J-  dxdyds.  Analog  erhalten  wir  fOr  die 
Pressungen    parallel   der    y-   nnd  f-Axe:   —  ^  dxdydz  and  —  -^dxdydt. 

Daher  liefert  das  Gleichgewicht  der  gegebenen,  der  Dmok-  nnd  der  Beactiona- 
krfifte,  die  tileichongen 

„3p  du       „        —      dp         de       „         _       3p  dtt       _ 

»^-ai-'dT-»'  '^-r^-'Tt-"'  '^-rf-«df-°' 

oder  nach  Bineettnng  der  obigen  Wertbe  für  ^    ,  ^ ,    j-  : 

dv  ,     di*   ,      du  ,  du       V       1   3p 

dx  '     dy  '      ät    '   dt  q  öa;' 
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Zu  diesen  Gleichungen  tritt  eine  weitere  himn,  welche  die  Acndening  der 
Dichtigkeit  au  der  Btelle  (^y)  w&hrend  des  Zeitelementee  eotwiekelt.  Hkd 
erii^t  dieselbe,  indem  man  die  Masse  bestimmt,  welche  in  da«  Tolomenelement 
dxdi/dt  an  der  IragUchcn  Btelle  wUirend  des  Zeitelementes  dt  eintritt  und  die- 
selbe durch  das  Volomenelement  selbst  dividirt,  Dieae  Masse  setzt  sich  »ns  dm 
Theilea  znsammeQ.  Donb  die  Seitenfläche  dydt  tritt  parallel  der  x-Axe  mit 
der  Oeschwindigkeit  u  die  Hasse  ndydi-udt  ein,  indem  wfihrend  dt  losammen- 
h&ngende  Hasse  am  die  Btrecke  dx^udt  fortrQckt.  Gleichzeitig  aber  tritt 
datch  die  g^enflberiiegende  Seitenflttohe  Haase  ans.  Hau  erhUt  dieselbe  aus  der 
vorigen,  indeio  man  i  um  dx  innehmen  liest;  denn  dieae  austretende  Hasse  ist 
die,  welche  in  das.  anstossende  Volnmenelemeat  eintritt,    welches  der  Abecisee 

x-\-dx  entapricht    Die   austretende   Huse  ist   daher    dyde\»t  ■\ — ^~—\  dt. 

Die  Differenz  zwischen  beiden  gibt  die  in  dem  Zeitelemente  dt  erfolgte  Aendeniiig 
der  Masse  des  Volnmenelementes  in  Folge  eines  Uassenein-  und  Austritte  parallel 

der  x-Aie  an,  nämlich -^^dx  dydt  dt.   Aehnliche  Ansdrücke  erhUt  m&n  fflr 

die  MassenELnderangeii  beiQglich  der  y-  und  E-Ase,  nftmlich 4-^  dxdydädt, 

^^  dxdydtdt  and   die   Summe   aller  durch   dxdydt  dividirt    gibt    die 

Aenderung  der  Dichtigkeit  an  der  Stelle  {xyi)  nach  t,  d.  h.  ^  dt.  Mach  Kti- 
sion  mit  dt  hat  man  daher  die  Gleichnog: 

Die  totale  Aenderung  der  Dichtigkeit,  welche  beim  Üeherggang  dea  M&skb* 
elemeutes  von  der  Stelle  {xyt)  zur  Stelle  (x  -\-  dx,  y  4-  dy,  t  -|*  ^')  ■»>  Zeit- 
elemente erfolgt,  wflrde  sein 

und  die  totale  Derinrte  TOn  g 


+  !J- 

,8, 
+  87- 

ipresBibeln  FlflsBigkeiton  ist  e 

~C{mit. 

,  mithin 

»«    „  ,  8«    .   , 

et  .dt 

27  +  21 

—  0 

nnd  wenn  man  mit  Hfllfe  dieser  Belation  die  Gleichung  (3)  nach  Ausfahrimg  der 
Differentiationen  reducirt,  so  wird  sie  ersetzbar  dnrcb: 

ox  '  dy  '  0» 
Han  hat  daher  für  die  incompresaiboln  FllIssigkeileD  als  DiffereatialgteichaiigeQ 
der  BewagoQg  die  folgenden  fflnf; 

du         0«         dw  ,  Sw       „        i.  dp 

ox   '      oy    ^       d*    '   dt  9   dx' 


B  +  ^ay  +  '^ö»  +e(  ~  ■''"7^' 


Digiiizedby  Google 


rv. Th., Cap.IX,  §§.  8. 3.    Oacillalorische  Beiregung  der  elutiadieQ FltUeigkeit    593 

8x  '      dt/         df    '  dt  f  ex' 

Die  Integratioii  derBelben  gibt  u,  t>,  w,  p,  p  &1b  Fnnctionen  von  x,  y,  t,  i.    Eli- 
mintrt  man  zwischen  den  Integralen  dieies  Gleichnngu7Btein8  (  nndji,  bo  erhUt 

man   noch  drei  Gleichnngen   mit  w,  v,  te,  x,  y,  t,  t,   welche   mit  -rr-  ■—  u. 


dt  '    ät 


•  te   verbanden,    nach   abennoliger  Integration    die    Coordiaateti 

al»  Functionen  dei  Zeit  geben. 

Für  die  compreenbelen  fldBeigen  Systeme  mnes  nocb  eine  Definitjonsgleicbnag 
gegeben  Bein,  welche  einen  Znaunmenhang  zwischen  dem  Dnick  snd  der  epeci- 
fischen  Haaae  herstellt,  z.B.p  —  q,  (p).  Fflr  Bolche  Systeme  gelten  die  drei  ersten 
BewegmtgBgleichnngen  ebenfalU,  die  vierte  und  fQnfte  dagegen  sind  zn  eröetsen 


dt 


tW- 


§.  3.  OBCillatoriiche  Bewegung  einer  elastischen  FlQssigkeit. 
Es  sei  if  nrsprtlnglich  constant,  p  ■—  c,  die  äosseren  ErUte  X,  Y,  Z  seien  Null, 
die  Flflesigkeit  in  Rohe  und  es  werde  zar  Zeit  (  ^  0  in  der  Flfiuigkeit  eine 
kleine  Störung  TO^enommen.  Zu  irgend  einer  Zeit  t  wird  dann  i^  von  c  um  eine 
kleine  veränderliche  OrOsse  verschieden  sein,  nämlich  p  ^  c  (1  -{-  <)■  Der  Factor 
g  heisst,  je  nachdem  er  positiv  oder  negativ  ist,  die  Coodensation  oder  Dila- 
tation zur  Zeit  t.  Han  hat  dann  i>  >=>•  q>  (p)  •«  9>  (c  -]-  et)  und  erbUt  für  die 
erste  Bewegongagleichnng,  da  u,  v,  u  wegen  der  Eleinheit  der  StOrnng  fort- 
während klein  sein  werden,  abgekünt: 

8V     ,  0  ■   ,       ,  y      8»  „ 

oder,  wenn  man  ip'  (c  +  ei)  nnd       .■_'      nach  Potenzen  von  t  entwickelt  und  die 
Glieder  mit  s  tilgt: 

!?+.•(«■  |i-o. 

Da  der  Druck  nnd  die  Dichtigkeit  gleichseiüg  wachsen  nnd  abnehmen,   so  ist 

■^  ^  tp  (o)  fOr  p  =>  c  positiv  nnd  wenn  wir  diese  Constante  mit  a'  bezeichnen, 

die  Rechnung  fOr  alle  Coordinatenazen  durchführen  nnd  behnfs  der  vierten  der 
Gleichungen  des  §.  2  berücksichtigen,  dass  up  »  uc  +  ucs  wegen  der  Kleinheit 

von  w  und  s  aioh  anf  vc  reducirt,  also      \    ■    ^  e  ^  ,  ...  ist,  so  erhalten  wir 

für  die  oscillatorische  Bewegung  der  elastischen  Flüssigkeit  unter  den  aogegebeneu 
Bedingungen  die  Gleichungen: 

d'.         '  '  ' 


.  C  (1  +  8). 


h  1^  +  IJ  =■  0,         P  -  »  (fl),         p  -  C  (1  +  8). 
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Die  Integration  dieees  GleichnnggejBtem«  mit  Rflckucht  auf  den  AnfangsnsUnd 
and  die  BediDguogen  aa  den  GrenEen  des  SystAms  wollen  wir  in  einigea  FUkn 
ansfahren. 

S.  4.  Die  elastische  Flüssigkeit  erfQlle  einen  nach  beiden  Sei- 
ten anendlich  langen  Cjlinder  von  beliebiger  Form,  die  StSrnng  dei 
Gleichgewichts  sei  so  beacHiaffen,  dass  alle  Punkte  eines  zur  CjHd- 
derase  seo^rechten  Qnerschnittea  gleiche  Geschwindigkeiten  pa- 
rallel der  Aze  und  gleiche  Condensation  besitien.  Welche  Bewegung 
erfolgt  in  dem  Systeme  und  .wie  ist  die  Condensation  in  demselben 
beschaffen? 

Die  Äie  des  CjlindeTs  sei  die  ir-Axe;  mir  in  ihrer  Bichtnng  erfolgt  Be- 
wegung.   Die  ganze  Bewegung  b&ngt  daher  blos  von  zwei  Variabein  x,  t  ab; 

y  und  t  eines  Punktes  ändern  sich  nicht,  t>  und  u,  ^  und  k-t-  sind  Null;  ■  hftagt 


nicht  TOD  y  und  t  ab,  es  ist  mithin  ^  ^  0,   ^  =0  und  bleiben  uns  blos  die 
Gleichungen : 


=  9  (e). 


für  t  =•  0, 

von  denen  die  letzteren  ausdrficken,  dass  die  Geschwindigkeit  und  die  Condeo- 
satioa  für  i  ■—  0  sich  auf  gegebene  Functionen  f  (x)  und  F  {x]  reduciren  soUen. 
1.  Um  u  und  s  als  Functionen  von  x  und  t  zu  bestimmen,  konnte  man  aus  den 
beiden  ersten  Gleichungen  je  eine  dieser  GrOasen  eliininiren ,  indem  man  beide 
Gleichungen  nach  einer  Variabein  x,  t  difFerentürte  und  beide  dann  von  einander 
subtrahirte.  Indessen  gelangt  man  kflrzer  durch  ParticnlarlOsungen  der  Glei- 
chungen zum  Ziel.  Die  lineare  Beschaffenheit  und  die  constanten  Coefficie&ten 
deuten  hinreichend  au,  daas  ihnen  Exponentialgrössen  w— I (='-(-,«»,  g™«e«*-l-i*» 
genflgen.  Die  EinsetEung  dieser  Grossen  liefert  fOr  die  Constanten  «,  ß,  l,  m  die 
beiden  Bedingungen  la  -{-  mßa'  ^0,  ma-|-  ip  =  0,  sodass  von  dieeen  1  GrtiMen 
noch  ewei  willkürlich  bleiben.    W&hlen  wir  hienn  fi  und  I,  so  folgt  a  •—  ±  aß, 

ffl  ^  ^  ' —  nnd  werden  also  ' 

^  _  l(^i'±-"\         i  -  IF  —  «^('±"0. 

Indem  man  nnn  eine  Beihe  von  Werthen  ß^,  ß„  .  .  ■  annimmt  nnd  ihr  eine  Reihe 
von  Werthen  I,,  \,  .  .  .  zuordnet,  dass  jedem  ß^  ein  bestimmtes  l^  zugehOrt,  er- 
hält man  eine  Menge  von  Partie  a  larlCsunge  u ,  aus  welchen  man  auch  die  voll- 
ständige LOsuDg  würde  Ensammensetzen  kSonen.  Indessen  bedarf  es  nur  einer 
kleinen  Ueberlegung,  um  diese  sofort  in  weit  bequemerer  Gestalt  aufzufinden. 
Das  Gunögen  der  Eiponentialfunction  beruht  nämlich  darauf,  dass  sie  in  ihren 
DifFereiitialquotienten  sich  wiederholt  und  vermöge  der  linearen  Beschaffenheit 
der  DifTerentialgleichungeu ,  die  keine  Absolutglieder  besitsen,  herausWlt,  sodass 
blos  algebraische  Beziehungen  zwiechen  den  Constanten  übrig  bleiben.  DaMClbe 
leistet  aber  auch,  da  blos  Diffeientialquotienten  gleich  hoher  Ordnung  vorkommen, 
jede  Function  von  x  ±  at.    Uan  ßberzengt  sich  sofort,  dan 
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„  =  ^  («  ±  at).       *  =  +  -^  V  (äc  ±  a() 
genflgen,  indem  man  ^  — ±i»V'(a!±a(),  ^  —  ili[x±at),  g^^  —  V'(*±oO. 
—  ^^  qi  —  V'  (x  d:  oQ  eiueetzt.    Der  doppelten  Zeichen  wegen  erl^t  man  Ewei 

LOenogen : 

u  —  ii>{x+at),  u  —  1 1«  -  af), 

B-~\->l>ix^af);  ,  _  i.  i  (a:  -  at). 

indem  man  logteich  eine  andere  Function  j  statt  ip  wählt.  Aoi  beiden  bildet 
man  nna  durch  Addition  die  allgemeine  LCsong  mit  8  wiUkQrlichen  Functionen 
1^  nnd  2,  nämlich    . 

«-V  (X +  «()  +  !  (3! -at), 

g  =  _  1  ^  (^  +  „,)  4.  i  j.  (aj  „  at). 

Man  katm  zu  dieeer  Form  der  LOsung  auch  gelangen,  indem  man  x  -\-  at  -=  l, 
a:  —  at  "-  fi  als  neue  Variabein  in  die  DiSetentialgleicbuDgeD  einführt  Man  hat 
idmlich,  da  1  nnd  n  Functionen  von  x  und  t  eind; 

St  "  dl  St  '^  9)*  8t  ""'Si      '^  8^'  dx"  St  dx'^^Sx~  Sl"^  dit' 

.,- =a  ■„- — o  5— ,   ^-  —  5^  +  5—   uud   tJie  Einfflbning  dieser  Ausdrücke  in 

et         Si         eil    ex      Ol       e/i 

die  Diffeientialgleiebongcn  ertbeilt  diesen  die  Form: 


8(.  +  ..)       8(— a.), 

8(»  +  o«)  ,  8(»-«.) 
81        ■•■       8(. 

8  (.-..)_ 
8(. 
(*,   u  -  ffls  bloB  von  1  int 

81                 »,.              ' 
HieniiiB  folgt  weiter 

8  (»  +  ").   „ 

81            "■ 
BodMa  also  <t  +  aa  Fonotjon  bloe  von 

daher 

.      M  +  a«  -  j  0»),      «  -  aj  -  ,^  (1), 
so  ergibt  sich 

velches   nach   ßestiiution  toh   l  •m  x  -\-  at,    (t -^  x  —  at    in   die   obige   Form 
flbergeht 

8.    Die  nnbekannten  Functionen  ip  und  z  in  der  allgemeinen  LOsnng 

v-^{x  +  at)  +  z(x-at),        s ^  ip  {x  +  afj  +  ~  %  {x  -  at) 

werden  durch  die  Bedingungen  des  AnhugasuBtandes  bestimmt.   Diesen  infolge  iit 

V  (X)  +  j.  (x)  -  f  {X-),        _  ^  (a)  +  j;  (a:)  _  oF  (o:), 

^  {x)  -\f{x)  -  ■iaJ'Ca:),       i  (x)  -  i/'W  +  iaFCx) 
folgt,  Bodaw  nnire  LOsang  vollständig  beetimmt  ist,  n&mlioli 

+  i/(«-  Ol)  +  loFCi  -  Ol),  +-/■(»-»!)  +  il-J«  -«!). 
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Durch  dieso  Fonnelo  werden  die  Geschwindigkeit  u  and  die  Condenaation  >  als 
Functionen  von  3:  und  t  bestimmt;  sie  hBjigea  von  der  Natur  tweier  FauctioneD 
f  (x)  und  F  (x)  ab ,  welche  den  antUnglichen  OeschwiadigkeiffiEnstand  und  die 
an^gliohe  CondenBation  darstellen.  Diese  Fnnctiouen  mfisaen  bei  dem  beider- 
seite  onendtich  langen  Cylinder  fvir  aile  Werthe  von  x  gegeben  sein,  kOnnen  aber 
DiscontinnitlLten  besitzen.    Wir  wollen  hierüber  einige  specielle  Ännabmen  machen. 

3.  Es  werde  der  artprSngliche  Gleichgewichtszu stand  nur  innerhalb  des 
EanmeB  von  «=  —  abiB3;=.  +  tt  gestört,  sodass  u  =  f  (je)  und  a  =  F  {x)  fflr 
e  °-  0  an  allen  Stellen  x  >  a  und  x  <  —  a  die  Werthe  Null  haben ,  irilhrend 
sie  zwiecheo  —  a  und  -|-  ot  im  Allgemeinen  nicht  Null  sind. 

Fär  einen  Punkt  x'^a,  der  ausserhalb  des  Erregongsranmes  liegt,  ist 
X  -f-  o'  >  "  <  mithin  werden  für  ihn  f{x-\-  al)  nnd  F{,x-\-  at)  Null  und  bleiben 
in  u  md  s  bloi  zwei  Qlieder,  n&mlich: 

w-if  («-«() +  ioF(«-at),         $=  ^J(x-ae)  +  3tF(x-<xt). 

Der  Punkt  X  ist  anfangs  in  Ruhe,  da'fQr  ihn  fdr  t  —  0,  f  {x)  =  F  (x)  =  0;  mit 
wachsendem  l  nimmt  aber  x  —  at  ab  nnd  sobald  es  gleich  a  wird,  hOren  die 
Fnnctionea  f,  F  auf  Null  in  sein  und  erlangen  u  nnd  e  Werthe,  welche  Yon  Noll 
Terschieden  sind.  Die  Zeit  t, ,  für  welche  der  Punkt  seine  Bewegung  beginnt, 
folgt  aus  der  Qleichnng  x  —  a(,  ^  a,  nämlich  t,  '^  (x  —  er)  :  a.  Im  weiteren 
Verlauf  von  t  nimmt  aber  x  —  al  bis  ~  s  ab,  dann  verschwinden  wieder  f  and 
F  nnd  folglich  auch  u  nnd  s.  Für  die  Zeit  l^ ,  welche  ans  1;  —  al,  =  —  a  folgt, 
nämlich  ^  <>■  (x  -|-  n)  :  a,  kommt  der  Ponkt  x  wieder  zur  Buhe.  Die  Dauer 
seiner  Bewegung  ist  daher  t,  —  I,  =—  2«  :  o.  Sie  ist  proportional  der  Länge  des 
Erechfittemngsranmes. 

Für  zwei  Punkte  x.,  x'  ausserhalb  des  ErBchütterangsraumes  auf  der  Seite 
der  positiven  x-Axe  sind  die  Zeiten  t,  (',  lu  welchen  sie  die  Bewegung  beginnen: 
t'  —  (x'  +  a)  :  a,  t  =  (x  +  a):a  und  stellt  die  Differenz  ('  —  I  =-  (a:'  —  *)  :  a 
die  Zeit  dar,  während  welcher  sich  das  Phänomen  von  dem,  dem  ErschSttemngS' 
laume  näher  hegenden  Punkte  x  bis  zu  dem  entfernteren  x  fort^pflanzt  hat. 
Dieser  ZeitnnterBchied  iet  proportional  dem  Abstände  x'  ^  x  beider  Punkte.  Für 
r  —  (  gleich  der  Zeiteinheit  wird  x  —  x  —  u.  Die  Constant«  a  atellt  also  die 
Strecke  dar,  um  welche  das  Phänomen  in  der  Zeiteinheit  fortschreitet  Sie  heisst 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit. 

Es  sei  X  ein  Pnnkt,  in  welchem  das  Phänomen  zur  Zeit  t  beginnt,  x  ein 
solcher,  in  welchem  ee  zn  derselben  Zeit  anfhOrt  Ffir  beide  bestehen  zur  selben 
Zeit  die  Gleichungen  x  —  af  ■=  o,  x'  —  at  =  —  a.  Hieraus  folgt  x  —  x'  ■=•  Sa 
fflr  die  Länge  des  Raumes,  welcher  zur  Zeit  t  sich  in  Erschfittemng  befindet. 
Er  ist  ebenso  long,  wie  der  anfUngliche  Ersehe tternngsriucm.  Er  rQckt  scheinbar 
fort  mit  der  Geschwindigkeit  a  nnd  wird  die  Welle  genannt. 

Ans  den  Formeln  für  u  nnd  s  ergibt  eich  noch  u  —  as,  d.  h.  die  Geschwindig- 
keit ist  der  Condensation  proportional.  Da  a  positiv  ist,  so  ist  u  positiv,  wenn 
S  positiv  ist,  d.  h.  wenn  CondensatJon  stattfindet,  dagegen  ist  w  negativ,  wenn 
Dilatation  eintritt.  Der  Systempnnkt  oscillirt  also  immer  nach  der  Seite  hin,  nacb 
welcher  Verdichtung  des  Systems  stattfindetL 

Nehmen  wir  den  Punkt  x  jetzt  ausserhalb  des  Erschdttemngsraame«  auf  der 
negativen  Seite  des  x  an,  sodass  x  <  —  a.  Hierffir  int  x  —  ol  stete  kleiner 
als  tt,  daher  fallen  in  den  Ausdrücken  für  w  und  x  jetzt  die  Qlieder  au,  welche 
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fix  —  af)  und  F(x  —  at)  euUialtoD,  da  die  Fanctionen  f  und  F  für  alle  Argu- 
mente kleiuei  als  —  «  Null  eind.    Demnach  wird 

tt_  if  (a:  +  at)  -  l<.F(x  +  «t),        » 4^^*  +  "'^  +  i*'C^  +  «*)■ 

Bs  ist  hier  u  =  —  as,  sodaas  die  negative  Oeachwindigkeit  dieselbe  Bolle  spielt, 
wie  oben  die  positiTe.  ^ 

Für  X  4-  a  t,  —  —  tf  und  x  +  at,  =  a  ergeben  sich  die  Anfimga  -  and  Endzeit 
filr  die  Bewegang  de«  Punktes  x,  nämlich  *,  =  —  (ä  +  «)  =  "r  (,  —  —(«  —  «)!«, 
Bowie  die  Daner  der  Bewegang  f,  —  t,  ->  2a  :  a,  wie  oben. 

Ebenso  erb&lt  man  fQi  cwei  Funkte  x',  x,  in  denen  das  Phänomen  eben  an- 
fingt und  anfhOrt  ic  4*  o'  "  —  "i  ^'  —  at  =  a.  Die  Oleiehung  x'  ^^  x  ^^  2a 
zeigt,  daes  anch  nach  der  negativen  Beite  des  x  eine  Welle  von  der  L&nge  2  et 
fort8clireit«t. 

FQr  einen  Pnnkt  x  innerhalb  des  Erschütteraogiraaniea ,  d.  h.  fOr  —  «  <  z  <  a 
ist  das  PhiLnomen  complicirter,  indem  dort  jene  beiden  Glieder  in  w  nnd  s  niobt 
angfallen.  Um  zu  bebtimmen,  wann  dort  die  Geschwindigkeit  nnd  die  Conden- 
sation  Null  werden,  mnss  man  fOr  die  einzelnen  Glieder  die  Zeit  dee  Veracfawin- 
dcDH  natersuchen.  Für  zwei  Glieder  tritt  dies  ein,  sobald  x -^  at  ^  a,  also 
(  =  («  —  jr) :  o,  für  die  beiden  andern,  sobald  x  —  at^  —  a,  d.  h.  t  =  (a:  +  «) :  a 
wird.  Für  die  grOsste  von  beiden  Zeiten  verschwinden  alle  vier  Glieder,  also 
auch  u  und  s.  Diese  Zeit  hangt  von  der  GrOBse  «  und  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit a  ab, 

Enler  warf  die  Frage  auf,  wie  es  komme,  dase  aus  dem  Anfangsza stände 
zwei  Wellen  hervorgeben,  von  denen  die  eine  nach  der  positiven,  die  andere  nach 
der  negativen  Seite  der  x  fortschreitet,  daes  aber  nicht  eu  jeder  Zeit  aas  dem  «u 
dieser  stattfindepden  Zustande  zwei  solche  Wellen  hervorgehen.  An  sich  hat  der 
Aniangsxustand  nichts  voraus  vor  dem  Zustande,  welcher  eu  irgend  einer  Zeit  t 
stattfindet.  Er  erklärt  dieaen  Dnutand  so,  dasa  ausaerhalb  des  Erregongsranmes 
u  und  a  eine  solche  Beziehung  haben,  daas  eine  Welle  ansfiUlt;  diese  Beziehung 
ist  m  ^  as  and  u  ^  —  ag.  Uebrigens  kann  man  den  An&ngsznstand  so  in  zwei 
Anfangsznst&nde  spalten,  dass  der  eine  von  ihnen  nur  die  eine,  der  andere  nur 
die  andere  Welle  tnr  Folge  bat  Der  Satz,  mit  Hülfe  dessen  dies  m&glich  ist, 
heisst  der  Satz  von  der  Superposition  oder  Coexistenz  der  Bewegungen. 
Er  lantet  folgendermaaieo. 

Wenn  ans  einem  Anfangsznstande  »=•/;  (a;),  8'-F,(a:)  fQr  die  Ge- 
schwindigkeit und  die  Condensation  zur  Zeit  (  die  Functionen  w,  und 
e,  folgen;  wenn  ferner  ein  zweiter  Anfangazustand  u=-f,(x),  g-^F^{x) 
für  die  Geschwindigkeit  nnd  Condensation  zur  Zeit  (  die  Functionen 
u,  und«,  ergibt  und  man  führt  nun  eineuAnfangsEnstandu  — /;(x)+/',(a;), 
s~F,(x)±Ff{x)eiu,  dessen  Geschwindigkeit  nnd  Condensation  durch 
die  algebraischen  Summen  der  Gflechwindigkeiten  und  Condensa- 
tionen  jener  beiden  AnfangszustHnde  gebildet  werden,  so  folgen  aus 
diesem  dritten  Anfangezustande  zur  Zeit  t  für  die  Oescbwindigkeit 
u,  nnd  die  Coodeneatioo  »,  die  Functionen  u,  =  u,  +  w,,  *i  —  s,  ±  f„ 
d.  b.  die  algebraischen  Summen  aus  den  Functionen,  welche  diese 
Grössen  für  die  eincelnen  Bewegungen  darstellen. 

Denn  «,  und  i^  gehen  ans  f^  (.i)  ±  ;',  (x)  und  F,  {x)  +  F,  (x)  hervor,  indem 
man  in  den  Formeln  Nr.  S  diese  Summen  an  die  Stelle  von  f{x)  und  f  (fc)  trclei 
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lasst.  Dadurch  erhült  man  aber  je  8  Glieder^  von  welchen  nach  denBelben  For- 
meln die  4  eiaea  die  GröseeD  u  und  s  bilden,  welche  mui  durch  EinfOhnuig  tos 
/;  (a;)  ond  F,  (x)  an  die  Stelle  von  /■(«)  und  F(x)  erhUt,  wahrend  die  4  andern 
dem  EinietEen  von  y,  (x)  und  f,  (x)  enbipcechen. 

Man  kann  nun  den  oben  zn  Gmnde  gelegten  Anfangssnataad  u  =  fix), 
8  —  F(x)  auf  majmigfacbe  Weise  in  swei  Anfongainstände  f,  {x),  f,  (x)  und  f,  (x), 
1\  (3:)  »erleaen,  Bodam  für  ( —  0  »-./-(x)—/;  {«)+/;(«)  und  s=J'(x)-.F,(*)+f  ,(*) 
wird;  insbesondere  so,  diuB  fSr  t  =•  0  ancb  die  Relationen  u  ^~  a«  und  n  =•  —  a», 
d.  h.  y,  (I)  —  aF,  (x)  nnd  f,  (x)  =•  —  aF,  (x)  bestehen.  Sobald  diea  der  Fall  irt. 
so  fallen  in  dem  Bewegnngsmstande  f^ ,  F,  zu  a1)en  Zeiten  nnd  ut  allen  Orten 
in  den  Ausdrücken  für  M  ond  s  zwei  Glieder  ans  nnd  schreitet  nnr  eine  Well« 
im  positiven  Sinne  der  x-Äzo  fort.  EbeodasBelbe  gilt  fSr  den  Bewegungunstaad 
/, ,  F,  nnd  liefert  denelbe  nnr  eine  im  negativen  Sinne  fortachteitende  Welle. 
Im  UrBchQttemngaraume  lagern  sich  beide  Wellen  fibereinander.  Die  fraglich« 
Zerlegnng  des  Anfangaznatandes  ist; 

f, («) - t/-w  +  i  y w,  y, (»)  - »«/■(«)  +  tf (.), 

f,  W  -  t  (■(»)  +  ij  7  (I),     F.  (I)  -  -  1  «/■(!)  +  i  PC). 

4.  Nimmt  man  an  zwei  Stellen  im  Cjlinder  Störungen  des  ursprangUchSD 
Gleichgewichte B  zugleich  zur  Zeit  t  —  0  vor,  bo  kann  man  den  Anfangsinstand 
in  swei  andere  zerlegen,  in  einen,  für  welchen  an  der  ersten  Stelle  Erschfitterting 
stattfindet,  wiLbrend  an  der  zweiten  Stelle  w  nnd  s  Null  sind  nnd  einen  Eweiten, 
für  welchen  dasaelbe  bezüglich  der  andern  Stelle  eintritt.  Jeder  der  beiden  An- 
fangBzoBtände  veranlasst  zwei  in  entgegengesetztem  Sinne  fortschreitende  Wellen. 
Diese  Wellen  kreuzen  sich,  gehen  aber  ongebindert  fort,  ohne  sich  in  itJinn. 
Nur  an  der  Ereuzongsatelle  complicirt  sich  das  Phiuomen.  • 

§.  6.  Der  Cflinder,  in  welchem  die  elastische  FlüsBigkeit  einge- 
BcblosBen  ist,  erstrecke  sich  nnr  nach  einer  Seite  ins  unendliche 
nnd  sei  nach  der  anderen  Seite  durch  eine  lu  den  Erieagnngalinifln 
senkrechte  Ebene  geBcbloBsen.  Welche  osciltatorische  Bewegung 
folgt  auB  einem  gegebenen  Anfangaznatande? 

Zq  den  Bedii^n>»SBi>  ^^  Problems  in  g.  4  tritt  hier  noch  die  fainm,  daM 
an  der  Grenzwand  die  Geschwindigkeit  fortwährend  Nnll  ist.  Nehmen  wir  diese 
Ebene  eot  yc-Ebene,  so  Bind  die  Bewegungsgleichnngen: 


ds 


f+o'l^-0,         M-«X)  «=0, 

fllr(—  0,         u  — Ofllr 


Die  Functionen  ^  nnd  %  der  allgemeinen  LOsnog 

u-il>{x  +  at)  +  z(.x-at),        »  =  -  1  ^  (x  +  o()  +  -1  r  (ai  -  aO 
bestimmen  sieb  durch  die  Bedingungen 

n&mlicb 
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Eb  Bind  aber  f{x)  und  F(x)  nur  fOx  positive  Argomente  gegeben,  da  die  negative 
x-Aie  nicht  dem  Syitem  angehOit;  es  aiud  also  auch  ^  nnd  j;  blos  für  positive 
Argument«  bis  jetzt  bettimmt.  Die  Function  y  wird  auch  nnr  fflr  positive 
Weithe  X  -l-  at  in  u  und  s  in  Ansprach  geno^imen,  das  Argoment  x  —  at  \a  % 
aber  kann  negativ  werden  und  mflssen  wir  also  dieee  Fimction  anch  für  negative 
Argumente  lieDnea.  Hierza  dient  die  letcte  Bedingung.  Vermöge  derselben  ist 
if  (ai)  +  2  (— at)  =  0  oder  j  (— 5)  —  —  i^(p),  wenn  man  ai  =  ?  setzt.  Für 
negative  x  —  al  ist  mithin  %{_x  —  at)  durch  — ^{flt  —  *)  tn  ersetzea.  Uoaere 
Formeln  spalten  sich  folgendermassen : 

fflr  Ä  —  a<  >  0:  fOr  a:  -  a(  <  0: 

M  =  ^n^  +  «')  -  ■iaJ'Ca'  +  «0  «  -  i/'(^  +  a»)  -ka^iP  +  «0 

+  K(a:  -  a()  +  ^oF(*  -  ai)  -i/Cai  -  a;)  +  4aF(a(  -  x) 

«  -  -  ^rC^  +  o*)  +  !*■'{«  +  «0       »  =  -  ^  J'C*  +  "0  +  if  (^  +  at) 
+  ~  Aa'  -  «q  +  kF{«:  -  aO  -  ^^('"  -  *)  +  *F(at-x). 

Wir  wollen  annehmen,  es  finde  die  ErschAttening  zur  Zeit  t  —  0  nur  inner- 
halb eines  bestimmten  Ranmes  statt,  sodass  innerhalb  desselben  f  nud  F  ge- 
gebene Werthe  besitzen,  aneserhalb  desselben  Null  sind.  Da  für  negative  x  diese 
Functionen  nicht  gegeben  sind,  so  kann  man  sie  bierfOr  beliebig  dcfiniren.  Die 
Vei^leichnng  der  vorstehenden  Ausdrücke  zeigt  nun,  daaa  sowohl  die  beiden 
Werthe  für  u,  als  ancb  die  für  i  sich  in  einen  znaammenf aasen  laeaen,  wenn  man 
f{x)  nnd  F{x)  so  definirt,  dasa  f{,—  x)  =  —  f{x)  und  F{—x)=-F{x)  wird. 
Die  Bedentnng  dieser  Definition serweitemng  ist  folgende.  Wir  wollen  nnB  einen 
nach  beiden  Seiten  unendlich  langen  C;lin der  denken  und  in  dem  elastisch  flasBigen 
Hedinm,  welches  ihn  erfüllt,  eine  StOrnng  des  Gleichgewichts  vornehmen,  sodass 
anf  der  Seite  des  positiven  x  die  anränglicke  Geschwindigkeit  und  Condensation 
durch  die  Functionen  f{x'),  F{x)  angegeben  werden,  welche  aber  nut  innerhalb 
eines  gewissen  Bereichea  von  Null  verschiedene  Werthe  haben  mögen.  Auf  der 
Seite  des  negativen  x  wollen  wir  in  dem  zu  diesem  Bereiche  symmetrisch  liegen- 
den Räume  zngleich  derart  das  Gleichgewicht  stören,  daes  die  Geschwindigkeit 
und  die  Condensation  durch  — f{x)  nnd  F{x)  angegeben  werden,  d.  h.  dass  die 
Geschwindigkeit  entgegengesetzt,  die  Condensation  aber  dieselbe  ist,  wie  auf  der 
positiven  Seite.  Dieser  Anfangazustand  wird  znr  Zeit  t  einen  BewegungBzustand 
zur  Folge  haben,  welcher  auf  der  Seite  der  positiven  x  derselbe  sein  wird,  wie 
in  dem  an  der  Stelle  »  >-  0  durch  eine  Ebene  begrenzten  Cylinder  unseres  Pro- 
blems, sodass  man  behaupten  kann,  dass  das  Phänomen  in  dem  begrenzten  Cy- 
tinder  unter  Einflnss  der  Bedingungen  u  =<■  f{x)  und  s  ^  F{x)  für  t  -^  0  und 
«  =-  0,  für  Ä  =  0  ebenso  erfolge,  ala  ob  an  Stelle  dieser  Bedingungen  der  Cjlinder 
beiderseita  nnendlich  lang  wäre  nnd  in  der  Verl^geruug  die  genannte  aymme- 
triscbe  StDmng  eintrete.  Den  angenommenen  Anfangazn stand  in  dem  beidereeit« 
unendlichen  Cylinder  kann  man  nun  zerlegen  in  zwei  andere,  einen,  fOr  welchen 
blos  anf  der  positiven  Seite,  nicht  aber  zngleich  aof  der  negativen  Seite  eine  Er- 
scbatternng  eintritt,  und  einen  andern,  bei  welchem  umgekehrt  blos  aof  der  nega- 
tiven Seite  dies  der  Fall  ist.  Ans  beiden  ergeben  sich  vier  Wellen,  von  denen 
aber  die  beiden,  die  anf  der  negativen  Seite  fortschreiten,  für  das  wirkliche  Be- 
wegungsphänomen  nicht  in  Betracht  kommen,  weil  der  Cjlinder  in  Wirklichkeit 
abgeschnitten  ist.    Die  von  dem  Anfangsznstande   auf  der  negativen  Seite  hec- 
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rührende  nnd  sich  nach  der  positiven  Seite  fortpflansende  Wellu  liefert  das  Phä- 
nomen der  Zurück  werf  ung  der  von  dei  pogitiTen  Seite  ansgebenden  Welle  an  der 
festen  Wand.  An  der  Stelle  x  —  0  iet  die  Geechwindigkeit  von  selbtt  m  aUen 
Zeiten  Null. 

S'  £.    Der  Cylinder  aei  durch  zwei  in  den  Ersengangaltuien  i«nk- 
.  rechte  Ebenen  begrenzt    Nehmen  wir  die  eine  Ebene  snr  yjr-Ebene  und 
nennen  c  den  Abstand  beider  Ebenen  von  einander,  so  sind  jetst  die  Bedingungen 
dee  ProbleniB: 

lT  +  »'li-''   ,  ,  "-«'>     (     '-»     1 

87+      51"°  "-*■(»)      'o<«<e' 

— . !:::).   "=».  {:::)■ 

Die  Functionen  Vi  Zi  welche  die  allgemeine  LOsnng 

u=.^(fl!  +  a()  +  i(ar-ffl(),        »  -  - -^  V(a:  +  «()  + -i- iC*  -    al) 
enthält,  mUHen  lun&chrt  den  Bedingongen: 

gendgen,  woran«  folgt: 

V(^)  -  hf{ß)  -  ioF(^),  IW  -  4/-(«)  +  iaF{x). 
Da  X  bloa  positive  Werthe  haben  kann  (von  0  biB  c),  so  erbUt  x -^  at  alle  posi- 
tiven Werthe  von  0  bis  oo  nnd  «  —  a(  alle  Werthe  von  c  bis  —  oo ,  Innerhalb 
der  Grenzen  von  0  bis  oo  wird  in  den  obigen  Ausdrücken  fSr  w  und  <  die  Func- 
tion fp  in  Anspruch  genommen,  von  c  bis  — a>  die  Function  %.  Beide  sind  bi* 
jetzt  aber  nur  fSr  Argumente  zwischen  0  nnd  c  bekannt.  Allein  die  weiteren 
Bedingungen  des  Problema  liefern,  wenn  man  at  ^  9  setzt: 

*(e)  +  i(-p)  -  0,       ,p(c  -H  e)  -I-  i(c  -  e)  -  0. 

Da  V  von  0  bis  c  bekannt  i»t,  so  liefert  die  erste  dieser  Qleichnngen  2  von  0 
bis  — c  und  da  mui  %  bereits  von  0  bis  c  kennt,  so  kennt  man  j  jetit  von  t 
bis  —  e.  Setzt  man  in  der  Eweiten  Gleichung  für  q  alle  Werthe  von  0  bis  c, 
BO  ergibt  sich  1^  von  0  bis  Sc.  Hiermit  findet  man  dann  aus  der  ersten  Glei- 
chung vreiter  %  ^oa  — '^  bis  — 2c  u.  s.  w.  Eine  abwecbselnde  Benutzung  beider 
Gleichungen  fährt  anf  diese  Weise  znr  EenntniBs  der  Functionen  f  nnd  2  fflr 
alle  Argumente,  für  welche  sie  zur  Bildung  von  u  und  s  in  Anspmcb  genommen 
werden.  Seist  man  c  +  p  —  0 ,  so  gibt  die  zweite  Gleichung  i  (—  «  -|-  2c)  ^  —  ip  {«) 
oder  vermöge  der  ersten  Gleicbong  i  (—  0  +  8c)  >"  i  (—  e),  woran*  die  PeriodicilAt 
von  %  erhellt.    Ebenso  für  ip. 

Man  kann  leicht  zeigen,  dass  dos  Phänomen  in  dem  begrenzten  Cyliodet 
ebenso  vor  sich  geht,  wie  in  einem  beiderseits  unendlichen  Cjlinder,  wenn  über 
/"(x)  nnd  Fije)  die  Voransaetzungen  f(-x)  — —  f{x),  F{--x)  =F{x),  mgleich 
aber  noch  die  weiteren  fix  +  2c)  —  f(it),  F{x  -f  2c)  >-  F(,x)  gemacht  werden. 

g.  7.  Es  soll  die  oscillatorische  Bewegung  im  Doendlicben  eta- 
stiacb-flttssigeQ  Medium  untersucht  werden,  welche  eine  Folge  eines 
gegebenen  Anfangsiustandes  isi 
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1.    Die  Bedingungen  des  Probleme   bind   in  dem  Qleicbnngisyatem  ausge- 


jy-'j^-"'  sT"^"  SU""'  ji-' wt' 

?i-  +  äI  +  85  +  87-°' 

aiu  welchen  u,  t>,  m,  e,  n&mlich  die  drei  Componenteo  der  Oescbwindigkeit  nod 
die  CondeDSotion  alt  Panetionen  von  x,  y,  c,  (  hervorgehen.  FOr  t  —  0  mflsaen 
sich  dieselben  auf  4  gegebene  Fnnctionen  redaciren,  lodue 

«  =  »j,  ü  =  p,,  w  ^  «i„,  ■  —  «0  fflr  (  =  0. 
Weitere  Bediagtutgen  der  Beiregung  des  Sjetema  aolleu  nicht  gegeben  eetn,  viel- 
mehr nehmen  wir  au,  dau  das  elaatjache  Medium  den  unendlichen  Raum  crfailt. 
Wir  Bachen  zunfi^hst  s  nnd  eliminiren  hierin  w,  v,  w,  indem  wir  die  drei  ersten 
BewegDDgagleichiuigcn  der  Reihe  nach  in  Be^ug  auf  x,  y,  e,  die  vierte  nach  t 
differentüren  nnd  dann  die  Summe  der  drei  ersten  von  der  Ictiten  anbtrabiren. 
Die«  liefert  die  partielle  Differentialgleichnng  eweiter  Ordnung: 

aus  welcher  *  vollat&ndig  bestimmt  hervorgeht,  sobald  win  Werth  8,  nnd  aein 
DiffereDtialqooüeut  ^  für  (  —  0  bekannt  ist  Den  letzteren  erh&lt  man,  vermOge 
der  obigen  weiteren  Qleichnng,  lAmlich 

Sobald  g  voUatäudig  bekannt  ist,  hat  man  mit  Hülfe  der  drei  eraten  Gleichungen 
auch  u,  V,  K,   n&mlich 

M— «.  —  -a'  r~dt,      P  — «0 a*  f^ät,      w-w,  — -o*  fl^dt. 

Ja«'  /  ^^  y  ^' 

Der  Differentialgleichung  für  s  genügt  nun  die  Partie ularlOanng  s  —  e^^+f'+r'+ö*, 
sobald  zwischen  X,  ft,  v,  ß  die  RelaUon  O' i^  a' (!.'-{- fi' -j- **)  beeteht.  Wegen 
der  Toraaaaichtlicb  periodischen  Beecbaffenheit  der  Bewegung  wählen  wir  1,  fi,  v 
imaginär  und  nehmen  die  Parti cnlarlOsnng  nnter  der  Form  an 

Wir  zerlegen  dieselbe,  indem  wir  setseni 

s=-e'''+''»+*'±"*'''  — coa{la:  +  jiy4-»'«±o?0  +  ina{2.x  + ny +  vt±aft) 
und  bemerken,  dass  die  Olieder  coa(tc+(iy+»«±a(t)  und  ain{lx-\-ity-i-fx±iaet) 
einzeln,  so  wie  die  Summe  cob{Ix  +  py  +  vk  —  ai/t)  +  am  {Ix  +  ny  ^  vi  +  Oft), 
sowie  aach  die  Bcatandtheile  eoi[l!C-\- iifl-\-v£)cc}iaiit  und  coa{lx-\-pt/-\-vt)B\aa<it 
genügen.  Von  dieeen  letzteren  Partie alnrlÖBungsformen  gehen  wir  aaa.  Sie  sind  beson- 
ders geeignet,  wenn  wir  den  Anfnngsinstand  so  in  awei  andere  terlegen  wollen,  daea 
s  ^  s  +  b"  wird  nnd  »war  »'  sich  für  (  —  0  auf  »„  redncirt,  wilhrend  aein 
DifferentJalqootient  (|^)  »erschwindat,  dagegen  t"  für  t  —  0  vertchwindet,  wäh- 
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rend  deHsen  DifFerentialqQOtient  l-^j  ^  (^1  wird.  Dabei  wollen  wir  der  Deber- 

eichtlicbleit  wegen  Sg  =<  /(x,  y,  ()  und  (w-j  •—  F{sc,y,s)  setzen.    Von  den  beiden 

mletit  anfgestellten  FarticalariaBnDgen  bat  nämlich  die  erste  die  Eigenschaft,  für 
t —>  0  nicht  tu  verschwinden,  während  ihre  Derivirte  nach  (  Terschwindet ;  bei 
der  andern  ist  es  umgekehrt  nnd  verschwindet  aie  selbst  für  I  =-  0,  nicht  aber 
ihre  Derivirte.  ZonftAhit  Terallgemeinem  wir  die  ParticnlarlSBimgen,  indem  wir 
X  —  a,  y  —  p,  i  —  y  an  Stelle  von  a:,  y,  K  gohreiben,  wodurch  sie  nicht  anf- 
hfiren  der  Gleichung  tu  genügen.  Sadaon  mnllipHciren  wir  lie  mit  einer  will- 
kürlichen Function  f  (ot,  ß,  y)  von  tc,  ß,  y  und  nehmen  das  sechsfache  lat^^tal 
zwischen  —od  and  4-°"  '^i  Bezug  anf  1,  fi,  v,  a,  p,  y.  Da  die  Differentiationen 
nach  a,y,  t,t  aämutlich  noter  dem  Integralteichen  anagefOhrt  werden  dOrfen, 
so  sieht  man  leicht  ein,  dase  der  so  gewonnene  veratlgemeinte  Ansdrack  immer 
noch  eine  ParticnlarlOsnng  ist.    Demnach  haben  wir,  indem  wir  ihn  nt  »'  w&hlen 


,     (8)  r 


<mx~a)  +  i,(i,~ß)  +  y(t-y)]coia9tv(a,p,y)d^dßdydld^dw. 


Er  besitzt  die  Eigenschaft,  dnss  sein  Differerentialquotient  tat  i  =  0  verdchmndet 
nnd  wenn  wir  im  Stande  sind,  ip  so  ed  bestimmen,  das«  s'  -^  fix,y,t)  fQt  {=3  0 
n&mlich 


/' 


COB(iCx-«)  +  ^(y-W+r{«-y)),.(«,(I,v)<i<t<iMT'il'*f"''-/'Cl.y,*) 


wird,  so  genQgt  a'  den  Bediognugen  des  erst«n  der  beiden  Zustande,  in  welche 
wir  den  ÄnfangEHistand  des  Sj'stems  zerlegt  haben.  Die  ganz  analoge  Behand- 
lung der  andern  ParticularlOsung  liefert  nns  in 

^{a,§,y)dti^dydld^d* 


(6)  r 


einen  Ausdruck,  welcher  genau  den  Bedingungen  des  zweiten  Bestandtbeilea  vom 

An&ngszUBtande  entspricht,  sobald  ip  der  Bedingung  genügt 

'*7cos  { I  (a:  -  a)  +  p  Cy- p)  +  ►  (*  -  y) }  '^1^' dB  J(i  dy  dl  dp  (I»  -  r  {x,y,*). 

Sobald  if  und  ^  gefunden  sind,  stellt  s  •— » -\- »"  die  vollständige  LOsong  des 
Problems  dar.  Auch  siebt  man  leicht,  daas  nur  eine  einzige  Losung  mOglich  ist, 
indem  g  durch  die  partielle  Differentialgleichung  vollsUlndig  bestimmt  ist,  sobald 

So  und   1^1  gegeben  sind. 

Zur  Bestimmung  der  Fu actione d  ip  und  ^  dient  der  Fouiier'sche  Satz  aber 
die  Daritellnng  willkürlicher  Functionen  durch  doppelte  nnd  mehrfache  Integi&le. 
Derselbe  lautet  in  einer  sehr  gangbaren  Form 

(8)    />" 

JcosI(«-a!)cos^(ß-!()cos*(y-r).zCa,p,,)iadpdy(Kdprf*— (2»)»-l(«,y,«), 
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mnaa  aber  fOr  nuteru  Zweck  ein  wenig  amgertellt  werden,  damit  an  die  Stelle 
des  CoBiiiasprodokt«e  der  Cosinus  eines  Aggr^ates  triti    Eine  iweimalige  Äu- 
wendmig  der  GleiclinDg  cos  a  cos  i>  =  ^  cob  (a  -]-  b)  -f-  ^  coa  [a  —  b)  gibt  nun 
C09  a  coB  6  coi  c  -  i  coB  (a  +  &  +  c)  +  i-  CO«  (-  a  +  6  +  c) 
+  t«.8(o  -  &  +  c)  +  *«»(«  +  b-c). 
Mit  Hülfe  deraelben  spaltet  sich  die  linke  Seite  der  Fourier'schen  Gleichang 
in   Tier  Integrale ,  welche   alle   Tier    einander    gleich    sind.     Sie    unterscheiden 
sich  Dämlich  nur  dnrch  die  Toneichen  im  Innern  der  Klammer  in  der  Function 
eo»{i  (i  — a)  +  fi  (y  — p)  +  *(«  — v)}.     Indem    man    für    J,  fi,  »-    in    ihnen 
—  1,  —  ft,  —  »  als  neue  Tariabeln  einffihrl,  je  nachdem  die  eine  oder  die  an- 
dere dieser  OrOssen  in  der  Klammer  das  uegatiTfi  Zeichen  hat,  Überzeugt  man  sich 
sofort  von  der  Richtigkeit  dieser  Behauptung.    £s  nimmt  daher  naser  Sati  die 
Form  an: 


'> 


ii(a-«)-|-pyi^y)  +  »(y-«})l(«,fty)A,dpdr<ttdfid»-(2»)'i(a;,y,i), 


in  welcher  er  sich  nnserm  BedQrfniss  genau  anschliesst.  Die  beiden  obigen  Glei- 
chungen fflr  7  nnd  1fr  ergeben  hiemach  aagenblicklich;  (_ix)*tp(x,y,ä)^f(3:,y,i) 
und  [ixj'fp  (sc,t/,B)  -=■  F(x,jf,l)  and  indem  wir  hieraus  die  Werthe  für  <p  nnd  ifi 
entnehmen  und  in  s'  nnd  s"  einsetzen,  ergibt  sich  uns  die  volUtändige  LOsong 
des  Problems  unter  der  Form: 

S-S+  »",  9  =  Vi'  +  ^'  +  r« 

cos  (l(a:  —  a)  +  f. (y- p) +»(i  —  y) }  cos  Bf  t /■{<)(, |},r)  da d^dj-fUdftd» 


^-(^J 


1 1 V  <•)  /• 


<^»{l(,x-a)+pi^~ß)+v(.g'-7)]  —  "y-Fl«,ß,-r)dttdpdYdldf>dy. 


Das  erste  dieser  Integrale  gebt  ans  dem  zweiten  herTor,  wenn  man  dieses  nach 
t  differentiirt  nnd  die  Function  F  mit  f  vertanscht. 

8.  Die  beiden  aechsfacben  Integrale,  ans  welchen  s  sich  msammensetst, 
lassen  sich  noch,  ohne  eine  bestimmte  Form  für  f  nnd  F  Toranszasetzen,  auf  Doppel- 
integrale rednciren.  Es  genügt,  das  zweite  derselben  in  dieser  Hinsicht  zu  trans- 
formiren,  da  das  erste  aas  ihm  nnmittelbar  ableitbar  iet.  Wir  fähren  für  l,  fi,  r, 
die  wir  nns  als  ein  SyBt«m  rechtwinkeliger  Coorctinaten  denken  wollen,  Polat- 
coordinaten  f,  fr,  tp  ein  mit  Hülfe  der  Formeln  l  ^  f  cos  9,  f»  ^  p  sin  fr.cos  qi, 
V  ^  f  sia  9  sin  9,  wobei  f  -■  Yx^  -\-  ft'  -\-  v'  dieselbe  Gröiae  ist,  wie  bisher. 
Der  Sinn  des  lotegrales  a"  ist  nun  der,  dass  das  Tolnmenelement  dXditd*  mit 
einer  gewissen  Function  mnltiplicirt  durch  den  ganzen  unendlichen  Baum  snmmirt 
werden  solL  Das  Volumenelement  für  Polarcoordinateu  iat  aber  g*äji^  äfd&dtp 
nnd  die  Grenzen  für  die  Integration  durch  den  ganzen  unendlichen  Raum  und  0 
nnd  ix>  für  (,  0  and  n  für  fr,  0  nnd  8«  für  <p.    Demnach  wird 


.■■-Q~J"'Jn..p.,,4.äfä,ffj: 


I  j  ( (o  -  a;)  cos  fr  +  Cß — y)  cos  fr  cos<p 
ip)  ^^^^^  .  f  Bia 9 dfd» dtp, 
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oder  wenn  wir  den  Ünpiniig  der  « ,  ß,  y  nm  x,  y,  c  verlegen,  d.  h.  a-^  x,  ß-i-y. 
Y  -\-  *  statt  «i  p,  y  schreiben ,  vas  Hof  die  Gressen  0  und  to  keinen  Einflnn  bat, 

4-  ß  UD^  coa  ip  ■-)-  y  Binfr  nnqi]Bin9d9dtp. 
Nach  einem  bekannteD  Satse  bat  man  nun,  wenn  r  —  y«i*  +  p*  -\-  j'  iA, 
an  »  +1 

/    /  ^(ircoea  +  ßBin&coev-l-y  sin&Bin9i)ain9ii#iIq)  — 3«  fv(riF)dff. 

Wir  wollen  den  Beweis  nacfali-'fem.    Einstweilen  folgern  wir  ana  demselben 

I   1  cose|acoB&  +  ßsinecosg)-)-]rBin6sinq)}  -aintfdfrrfq) 
+1 

DQd  hiermit  wird: 


^•"ß 


F{x  +  a,i/  +  p,z-i-y)^^»mvrda^dYd9,r—V'''+^+T'- 


Wir  fahren   nun  abermaln  Polarcoordinaten  ein,   indem  wir  setieo   « =  r  c« », 
ß  ^  r  »ia^  cos  <p,  y  =—  r  sin  #  sin  9  nnd  erhalten : 


-  dOdipx. 


if 


j  r-F {x-^rcoe9,y-{-rtin 9 coetp,z  +  r üa 9 nv  ip)  ■  »m  fat m rgdr df. 

Ifun  ist  aber  nach  dem  Fonrier'Bchen  Satze  für  Functionen  einer  Variabeln 

^  f  f  f(x)  ainal  nalxdudl  —  f(x),        0  <,  x 

nnd  hieraus  erl^t  man  ffir  te  »  r,  /'•»  r  JP,  1  >—  e,  at  —  x 

j    /  rF(a:  +  r  cos*,  y  +  r  einfr  cOBqi!,  *  +  r  sin*  sin 7)  nnr^änfatdrdf 

\aatFix  -|-  a(  COE&,  y  -(-  a(  ein#  cos^i,  «  -f  "'  sind  sin  7), 
wodurch  sich  s"  auf 


'-V/ 


tF(x  +  atcos9,  y  +  a( sin » 0089,  »  +  a(8in*8in9.)-BiD»d»d^r 
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redacirt.    »'  erh&lt  man  biersitu  durch  DifferenttatJob  noch  t  aad  Tertanschung 
von  F  and  f,  Bodivsa  also  Hchlieaslich  sich  ergibt: 


■^V/' 
-hlf'7^' 


t  ■  fifc  +  a( COB*,  y  +  at  Bin*  caa^,  z  +  at  sin* singj)  ■  sin* d*  dg) 


Zam   Beweise   des   benutzten   Satzes    aetEeu  wir    a^rcoep,    ß '^  r  ea  p  cob  q, 

y  '•■  r  sin  ^  sin  9   nnd  erhalten  für  die  linke  Seite  der  ßleichung: 


//' 


*{r[ooBpoo8*  +  Biaji8in*co«(4  — 9)]}ain*d*dqi. 

Anf  einer  am  den  Pol  des  Coordinait«Ds;Bteins  mit  dem  Hadins  1  bAchriebeuen 
Kugel  hat  nun  ein  Punkt  die  ephänachen  Coordinateo  *,  9;  ein  anderer  die 
Coordinaten  p,  q  nnd  iat  fdr  den  Terbiudungabogcn  u  beider 

(M)B  a  =  cos  p  coB  *  -f-  sin  p  sin  *  cos  (3  —  9). 
Hierdnrcb  nimmt  das  Integral  die  Form  an : 


^//' 


i^(rcosa>)r'  Hin*d*dg), 


vo  sin  *  d*  d<p  das  spl^fiscbe  FUohenelement  bedentet.  Der  Bogen  u  miaat  den 
Winkel,  welchen  der  Badinsvector  des  Pnnktes  (*,  9)1  an  welchem  das  Flächen- 
elemeat  anliegt,  mit  dem  festen  Radinsvector  (p,  q)  bildet,  cos  m  ist  daher  der 
Abstand  des  Flächenelementes  sin  S^d&dtp  von  einer  znr  Richtung  (p,  9)  senk- 
rechten AeqoatArebeae.  Der  Sinn  dea  Integrales  ist  daher,  abgesehen  von  dem 
Divisor  r',  die  Summe  aller  Flächenelemente  einer  Eogel  mit  dem  Radius  r, 
jedes  mnltiplicirt  mit  seinem  Abstände  von  einer  festen  Aeqnatotebene,  ans- 
gedehnt  aber  di^  gnnze  Engelfläche.  Da  alle  Aeqnatorebenen  für  die  Kugel  die- 
selbe Bedeutung  haben,  so  ist  es  gleicbgflltig,  welche  man  w&hlt,  und  behalt  das 
Integral  denselben  Wertb,  wenn  man  p  ^  0  und  q*—  0  setst.  EierfClr  füllt  die 
Richtung  (p,  q)  mit  der  Polaraie  insammen,  wird  m  ^-  *,  nnd  folglich  das  Integral 

-7  /    /i^(rcos*)r*aiD*d*dv— 'S«  j  ili(ri:oa»)  ain*d*  ~  Ss  fii>{rc)de, 
00  ff  +1 

indem  man  cos  *  =  if  settt. 

4.  Wir  wellen  jetzt  das  gefondene  Resnltat  interpretiren  nnd  bis  zu  einem 
gewissen  Qrade  discntirea.  Die  Functionen  f  nud  F  sind  die  aofHugliche  Conden- 
sation  nnd  deren  Differentialqnotient,  welcher  letzterer  gleich  der  mit  entgegen- 
•  gesetzten  Zeichen  genommenen  Snmme  der  Derivirten  von  w, ,  v„  w,  ist.  Es  sei 
der  Anfangaznatand  derart,  dass  die  ErachStternng  nnr  innerhalb  eines  bestimmten 
Raumes  itottfinde,  sodaaa  «„,  u,,  e,,  lOg  und  die  Differentialqnotienlen  von  u,,  v„, 
Wg  nur  innerhalb  desselben  Werthe  haben,  ansserhalb  aber  Nall  sind.  Dann  ist 
auch  F  auBaerhalb  dieses  ßaumea  Nall.  Nun  sind  x  -|-  ot  i^os  *i  y  +  oi  ^in*  cosqi, 
t-\-at  sin  *  sin  9  die  Coordinaten  eines  Pnnktea,  welcher  anf  einer  um  den  Punkt 

DigiLizedby.CoOj^Ic 


606    OBciUatomclie  Beweg,  im  nnbegreniten  elutiwsh.  HedidBi.  IV.Th.,Cap.  iX,  §.  7. 

(xyi)  mit  dem  Bodios  at  {«Bchriebeuen  Eugelfl&obe  liegt  ncd  (al)'  sin  »dtdqi 
ist  du  Flächenelemest  der  Engel  u>  jener  Stelle.  Die  Bedantnng  dei  BetUnd- 
theitea  s"  Ton  »,  wofür 


"-//' 


t  ■  F {X  +  at  cßa 9, ...)  (aty  Bio  9 d9 ä<f. 


ist  die,  AoM  die  Summe  aller  Plächetielemente  dieser  Engel,  jedet  mnltipliött 
mit  dem  Werthe  der  Fonctioa  tf  in  ibm,  anagedehnt  aber  die  gsnse  Engel 
gleich  *",  maltiplicirt  mit  der  Oberfläche  der  Engel  seibat,  seL  Es  stallt  demnach 
s"  den  Hittolwerth  der  Fnnction  iF  anf  der  Engel  dar.  Aehnlichei  gilt  von  dem 
andern  Beattuidtheil  s,  welcher  eqt  Bildnng  TOn  s  dient.  Man  sieht  hieraas,  dau 
das  Phänomen  von  dem  aaf&nglichen  Zustande  auf  einer  Engelfläche  abhljigig 
ist  nnd  im  Verlaufe  deBBelben  alle  Element«  einer  mit  der  Zeit  veifindeTliobra 
Engel  Eor  Bildung  der  Condensation  beitragen. 

Es  liege  nun  der  Punkt  (xye)  anräerbalb  des  Erschatternngsranmes  j  wann 
beginnt  derselbe  seine  Bewegung  nnd  wann  bOtt  sie  wieder  anf?  Die  FnnclioDen 
f  und  F  haben  anfangs  anf  der  um  ihn  beschriebenen  Engel  die  Werthe  Null,  so 
lange  bis  der  Badius  a  t  so  gross  ist,  daes  die  Engel  den  Erschatternngsraiun  be- 
rOhrt  Hit  dem  Momente,  in  welchem  dies  eintritt,  beginnt  die  Bewegung  and 
findet  so  lange  Condensation  oder  Dilatation  statt,  als  die  Engelfl&che  den  Bwun 
schneidet,  innerhalb  deuen  f  und  F  Werthe  haben,  so  lange  also,  bia  sie.denselben 
nach  der  änssersten  Berflhmng  verlaast.  Sind  also  r, ,  r,  die  kQneste  nnd  die 
weiteste  Entfernung  des  Punktes  {xyz)  von  der  Oberfl&cbe  des  ErscbOtteranga- 
raumes,  so  folgen  die  Zeitgrenien  f, ,  f, ,  innerhalb  welcher  der  Pnnkt  Oberhaupt 
Condensation  besitzt,  ans  den  Gleichungen  at^  ~  r, ,  a(,  —  r,.  Daswischen  kann 
übrigens  die  Bewegung  Öfters  intermittiren.  Alle  Punkte,  welche  gleichieiUg  mit 
dem  Punkte  {xyg)  ihre  Bewegung  beginnen,  liegen  in  demselben  AtMtande  r 
von  der  Änssenfl3.che  des  Erscbätterungsraumes.  Errichtet  man  in  allen  Punkten 
dieser  F^he  nach  aussen  Normalen  von  der  Länge  r,  so  erh&lt  man  eine  Parallel- 
fl&che  als  Ort  dieser  Pnnkt«.  Die  Zeiten,  nm  welche  iwei  Punkte  {xyt)  and 
(x'y't),  deren  NormalabstSude  vom  Erschütterungs räume  r  nnd  r'  sind,  ihre  Be- 
wegung beginnen,  sind  t  =  r  :  a  nnd  t  =•  r' :  a  nnd  die  Zeit,  in  Irelcber  sieb  das 
Phänomen  lom  ersten  bis  Eum  tweiten  fortpflanzt,  ist  ('  —  (  ~  (/  —  r)  :  o.  Für 
t'  —  t  ^  1  wird  r'  —  r  •«  a,  d.  h.  a  ist  die  Fortpfianrnngsgesch windigkeit.  Es 
schreitet  vom  Erschtitterungsraume  aas  eine  Welle  von  der  Dicke  a  nach  dem 
unendlichen  Banme  fort  Sie  ist  begrenst  von  Parallelfl&chen  bot  Obeifl&cbe  des 
ErsohQtterungsraumes.  Mit  wachsender  Zeit  näbert  sich  die  Form  der  WeQen- 
fl&che  mehr  nnd  mehr  der  Eugel.  Im  Erregncgsranme  selbst  ist  das  Ph&noaien 
etwas  complicirter.  In  Betreff  der  Geschwindigkeit  bemerke  man,  dass  der  Pnnkt 
(xyn)  ausserhalb  des  Brregungaraomes  anfangs  keine  Qescbwindigkeit  bedttt, 
daas  also  f^  ihn  zur  Zeit  ( 

-/fe-.    -/fe-.    -/%"■ 

So  lange  (  kleiner  ist,  als  die  Zeit  (r,  fOr  welche  a fr  —  r  ist,  wenn  r  den  ktbie- 
sten  Abstand  vom  Erschüttemngsraume  bedeutet,  sind  x— ,  jj— i  -k—  Kall  nnd 
miüiin  aaob  die  Componenten  der  Qeschwindigkeü    Daher  kann  man  aeteea: 
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-fh:    -ßi-.  '-f4^- 

'r  'r  'r 

Dawalbe  erdgnet  nch  von  der  Zeit  b'  an,  fttr  welch«  aV  —  r',  lAiDlich  gleich 
der  grOuteit  Sntfemang  r'  wird.  Vod  diesem  Homente  an  werden  m,  v,  w  cod- 
atont,  nämlioh 

•  -jh''  -M"-  -h^'- 

tr  'r  'r 

Han  bemerke  aooh,  das«  wOhtend  die  Condenialioa  von  dem  Zmtaade  auf  einer 
Kagelfl&ohe  abhängt,  die  Qetchwindigkeit  wegen  der  noch  weiter  himntreteudea 
Integration  von  dem  Zustande  in  einem  Baume  von  drei  Dimensionen  bedingt  ist. 

6.  Befindet  eich  daa  elaatiecfae  Floidum  blos  anf  einer  Seite  einer  feiten 
Ebene,  so  sind  /'und  F,  wenn  wir  diese  Ebene  inr  y^-Ebene  nehmen,  bloa  filr 
'  positive  X  nnd  beliebige  y  nnd  s  gegeben.  Es  tritt  tu  den  Bedingangen  des 
bisher  behandelten  Problems  noch  die  weitere  hinta,  dass  m  »  0  sei,  f Or  x  —  0 
la  allen  Zeiten.  Es  kann  auch  hier  geceigt  werden,  da«  das  Phänomen  der  Be- 
wegong  dasselbe  ist,  welches  erfolgt,  sobald  man  sich  den  gsnien  Raum  mit 
elastischem  FInidum  erfQllt  denkt  und  symmetrisch  an  der  yf-Ebene*eine  eweite 
an^gliche  QleichgewichtsstCrmig  so  TOiuimmt,  dass  f{-~  x,  y,  t)  ^  f{x,  y,  i) 
aber  »o  (—  «,  y,  «)  •"  —  M,  (l,  y,  <)  ist,  wahrend  p,  and  io,  fOr  negative  x  die- 
selben Werthe  haben,  wie  fOr  positive  x.  Die  ßeschwindigkeitBconiponente  w  ist 
dann  an  der  Ebeoe  tu  jeder  Zeit  Nnll,  indem  das  Integral,  welches  sie  darstellt, 
paarweise  entgegengeaetste  Elemente  beaitat  (Reflexion  der  Wellen). 

6.  Nimmt  man  an,  dass  f  und  F  blos  Functionen  von  x  sind  nnd  kein  y 
und  t  enthalten,  ao  ist  die  anfKngtiche  StOmng  fOr  alle  Fnnkte  einer  cur  x-Rich- 
tong  aenkrechten  Ebene  dieaelbe.  Die  ÄnsfOhruDg  der  Integrationen  ffihrt  wieder 
sn  der  LOsung  des  Prohlema  dea  §.  6. 

g.  B.  Die  anfängliche  Störung  im  elastischen  Hedintn  sei  so  be- 
schaffen, dass  die  Condenaation  nnd  die  aeschwindigkeit  blos  Func- 
tionen dea  Abetandes  r  von  einem  beatimmten  Punkte  sind  und  die 
Richtung  dar  letsteren'  durch  dieaen  Punkt  hindurchgeht  Daa  Me- 
dium aelbat  aei  anbegrenat. 

Nehmen  wir  dieaen  Punkt  zum  Ursprung  der  x,  y,  (,  ao  iat 

•.  -  CM  -  fiV'- +  >•  +  '•)  -  /'(«,  J, «) 

und  die  Geschwindigkeit  a„  ^  ip  (r)  ao,  dass  w,  =»'  o, — ,  fj  ™  iB„  ~ ,  w„  —  O,,  — . 
Wir  erbalten  dann 

dOg  SOg      St  SiBg  X  S  Og  9  Dg  ^  S  ffi,  9  Qg  Z 

9«         dr  dx        dr      r  '     dy  .      ~dr      r  '     dt         dr      r 
und  hiermit  weiter  ^ 

ex         or     r'  °  \r         rV '     py        Br      r*  .       '  \r         r"/ ' 

9w,       da,     B*    ,    .    /i         t*\ 
T7  °"  ä7  ■  7-  +  *«  U  -  W  ■ 
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Hiermit  Guden  wir  weiter 

Om  s  darzorteUen,  haben  wir  mit  Hülfe  tob  f{x^  y,  t)  =-  fiyfx*  +  *'+'*)  ™ 
bilden 

f{x  •{-  at  cos«,  y  +  a<  Bin #001  qi,  (  -f  at  ain»  ein 9) 

wenn  wir  anter  X  die  Wnrxel  ona 

(«  +  at  coa#)'  +  (y  +  o(  Mn#  coagi)*  -|-  (>  +  at  sind  nnqp)' 
=  r'  +  »*('  -|-  2a(  (X  001$  +  y  sin»  oosv  +  '  nij#  nn  y) 
Terstehen.    Eben«o  üt 

F{*  +  a(  C0B#,  . .  0  -  -  »'(Z)  -  J  v(i) 
sn  bilden.    Man  erb&lt: 

^    ^'  ^V(-X)«n*<»d<p-^   r  A  {9''CX)  +  4^9i(X)|rind*<»dT. 

Von  den  beiden  Integrationen  kann  eine  noch  auigeführt  werden  vennSg«  de« 
g.  T,  Nr.  2  benntiten  Satzes.  Im  vorliegenden  Falle  sind  tAmlich  die  dortigen 
ßcOBten  DI  —  %atx,   ß  «  iaty,  y  —  2atx  nnd  wird  daber 


--/7^ 


/    1  f{X)am«d»d<p  —  iwff{yr*~ 


■'  +  o"/'  +  iätrt)  da, 
nnd  folglich 

""  *  Ä  (*  / ^'^  **")  ~  *  '/  ('''^^^  +  ■!»(*>)  ''•• 

ff  — {r»  +  a't'  +  8atr«)*. 
Fohren  wir  S  als  nene  Variabele  fBr  a  ein,  so  wird 

r+al  r+al 

Nach  Ansfflbmng  der  Differentiation  mit  HOlfe  dee  Satze« 

ergibt  sieh 

"-  ^-{ir+<it)ar+at)-{r-at)nr--at))-:^i'{Sv[S)+av(S)idS. 
In  Betreff  der  Geschwindigkeit  O  hftt  man 
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oder  da 

ds        ds     dr        dB      X    ^  X 

ist: 

--(-•-  ''fjv  ■")  f  ■     "-"•-  "'j'v  ■" 

Sie  ist  normal  zur  Engel  nm  den  CoordiaatennrspruDg. 

§.  9.  Die  Gieichangen  für  die  Bewegung  flüssiger  Sytterae  wnrden  zDerst 
von  Euler  in  iwei  verechiedenen  Formen  Aufgeatellt.  {Principe»  gitKraux  du 
mouvement  des  ßuidea  in  der  Hiatoire  de  VAcad.  de  Berlin  1755;  de  principÜs 
moltn  fluidoritm.  Novi  eommenlaTii  Acad.  Petrop.  T,  XIV.  P.  I.  1769.)  Die  Pro- 
bleme TOn  g.  3  bii  g.  7  wurden  gleichfalls  von  Enler  zneret  behandelt;  das  all- 
gemeine Problem  g.  7  und  seine  Löanng  verdankt  man  Poisaon  {Afem.  de  VAcad. 
de  Paris.  T.  X).  Die  vorliegende  DaJBtellnDg  lehnt  sich  streng  an  die  Diricblet- 
sche  Bebandlunga weise  an,  wie  sie  derselbe  in  «einen  Vorlesungen  ober  die  Inte- 
gration partieller  DifFerentialgleichungen  und  ihre  Anwendung  B,uf  physicalüche 
Probleme  gegeben  hat.  Dieselbe  ist  znm  Theil  in  die  Hattendorff'sche  Be- 
arbeitung Riemann'scber  Vorlesungen  über  denselben  Gegenstand  übergegangen. 
Eine  Ausgabe  der  D  i  ri  o  h  1  et  'sahen  OrigiDalTOrlesnngea  existirt  nicht,  so 
wünaohenswerth  dieselbe  wftre. 

§.  10.  Oleichgewichtsfignr  einer  rotirenden  iDcomproBsibelen  flüs- 
sigen Masse. 

Eine  incompreesibele  Flüssigkeit  rotire  aU  ein  nnveränderliobea 
S7Btem  nm  eine  feste  Axe  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  m 
unter  Einwirkung  gegebener  Kräfte  P  (X,  Y,  Z);  es  fragt  sich,  welche 
Gestalten  die  freie  Oberflache  derselben  annehmen  kann? 

1.  Auf  das  Haasenelement  ^dxdydt  wirken  die  Componenten  gXdxdydz, 
QYdxdyds,  pZi^a^dj/tie  der  gegebenen  EriUte  nnd  die  Componenten  ^  ^  dxdyda, 

—  J~  dxdydi,  —  ^  dxdydz  des  Drnckes,  welche  mit  den  Reactdonskr&ften 

dy  '  dz  ' 

im  Gleichgewicht  sein  müssen.  Die  letzteren  reduciron  sich  vermOge  der  Botation 
am  die  teste  Aie  nnd  der  Unvei^nderlichkeit  der  Geschwindigkeit  auf  die  Gentri- 
fugalkraft  foi'rdxdydt,  deren  Componenten  fa'xdxdydi,  qm'y dxdydz 
sind,  wenn  wir  zur  z-Aie  die  Rotationsaie  wählen.  Nach  dem  D'Alembert- 
sehen  Princip  besteht  also  für  jeden  Sjstempunkt  {xyz)  die  Gleichgewichts- 
bedingong 

(,x  -  ?i  +  ,.-.)  ,^  +  (,r  -  |£  +  ,..,)  ,y  +  (,^-  If)  >.  -  0, 
«''  +  Ij  '"  +  If  ''  -  '  '■'"°'  +  ^'*  +  ^'''  +  '"' '"'  +  »'»>' 

wofilr  wir  ancb  Bchieiben  kOnnen 
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und  ioBbesondeie ,  wena  eine  Eräftefimction  esistiTt 

Hieraos  erhalten  wir  für  den  Drack : 

'  p  =  <l[U  +  i^^[x^  +  y^}  +  C. 
Eine  Fläche  des  Syatema,  deren  Punkte  denselben  Drack   erleiden,   beiut   eine 
Niveanfläcbe   der   roÜreaden    Flfissigkeit.    Die  Glelohang   dieier   FUchen   ist 
daher  (7+i„'(*'  +  y')  =  c 

und  unter  diese  Flächen  gehört  die  freie  Oberfläche  selbst,  wenn  sie  unter  cop- 
stontem  Drucke  steht 

2.  Die  Flüssigkeit  sei  schwer  und  »on  einem  Cylindor  um- 
Bohloasen,  dessen  Aie  mit  der  Uotationsaie  Eueammenfällt.  Hu 
bat  dann  X  =  I'=0,  Z  =  —  g,  U'—  —  gz.  Daher  ist  die  Gleichung,  der 
Niveanfläcfaen : 

FQr  die  Ireie  Oberfl&obe  bestimmt  sieb  die  Constanta  c  mit  HflUe  des  Volumens 
der  flüssigen  Hasse.  Es  sei  a  der  Radins  des  Cylinden,  h  die  Hebe,  bis  zo  wel- 
cher im  ruhenden  Znstand  die  Flüssigkeit  denselben  ffillt,  also  na'h  ihr  Volumen. 
Im  rotireudeu  Zustande  ist  dasselbe  Volumen  von  der  TOcstehendcu  Rotations- 
flgehe härenst  und  wenn  £  die  Ordinate  des  Kreises  ist,  welcher  von  den  hfichst- 

liegenden  Sjstempunkten  gebildet  wird,  welche  der  Gleichung  a'  •—  — y  ( J  +  c) 
genügeo  muss,  so  besteht  die  Bedingung 

,a'l-   /»(«'  +  !/')  dz  =  »a'£  -  ^  (J  +  c)»  _  ,a*h, 

indem  — c  der  Werth  von  z  ist,  für  welchen  x* -\- y*  Terschwindet.  Die  Ent- 
fernung von  £  liefert  für  c  den  Werth  c  -=  —  ( A  —  j-  —  «'j  und  hiermit  als 
Gleichung  der  Oberfläche  der  rotirenden  Hasse  das  Botationspaiaboloid : 

a;'  +  !»'  =  y(*  +  ij  "■■-»). 
Die  Constante  des  Druckes 

p  =  e  (p  +  i  o>'  (a;'  +  y")  +  c  -  e  (-  !f^  +  i  "M^'  +  y")  +  c? 

bestimmt  man  mit  Hülfe  des  conetant^n  Druckes,  welcher  auf  der  Oberflitche 
lastet.  Ist  derselbe  P,  so  erhält  man  nach  Einsetzung  des  Werthes  von  x*  -\-  y' 
aus    der    Gleichung    des    Porabeloides    F  ^^  \  a'tn'p  ■—  g^h  -\-  C    nod    folglich 

p  _  p  =  p  ( j,  (Ä  _  ^)  +  4  <o>  (a;>  +  y-)  _  i  O'a.'  I . 

Die  Constante  —  c  in  der  Gleichung  des  Paisboloids  ist  die  Ordinate  aein« 

Scheitels,  sie  ist  demnach  —  c  =  fc  —  +  —  »',    die    GrOsse    £  ■■  i  —  m'  —  c. 
9  9 

Die  DifFereni  £  -f-  c  beider  ist  \  —  o><.  Beide  Grossen  differiren  also  um  dieselbe 
GrSsse  ^  —  m'  von  h.  Die  Flüssigkeit  ist  also  auf  der  Aie  ebenso  viel  gecnnken, 
als  sie  am  Bande  gestiegen  ist. 

g.  11.  Die  Punkte  einer  flflsBigen,  mit  constanter  Winkelgeschwin- 
digkeit rotirenden  Hasse  sieben  einander  nach   dem  Newton'schen 
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Gesetze  an,  man  aoU  die  Bedingungen  begtimmen,  unter  welchen  die 
Oberfläche  dereelben  ein  Ellipeoid  sein  kann,  dessen  eine  Aze  mit 
der  Rotationsaze  Engamenfällt 

1.  Nach  Th.  III,  Cap.  XIII,  §.  9,  S.  306  ist  das  Potential  eines  homogenen 
EUipBoids  von  der  Dichtigkeit  p  und  den  Halbäzen  a,  p,  j  in  Besug  aaf  einen 
der  Hasse  angehörigen  Pnnkt  x,  y,  «,  wenn  desseB  Coordioaten  sich  aaf  die  Haupt- 
axen  beziehen : 


Dies  Potential  mit  dem  Factor  c  behaftet  (S.  293)  ist  in  nneerem  Falle  die  Kräfle- 
AinctiOD  U  für  die  Kr&fte  X,  Y,  Z,  welche  auf  die  Einheit  der  Hasao  besogen 
sind.     Demnach,  ist  die  Gleichung  der  NiveanSächen 

( J  ("■  +'.)  D  -  iih)  ''^yjiy  +'.)  v  ~  ä«".)*" 

0  0 

+j!rT^'-Ji>-'- 

0  0 

Diese  Gleichung  muss  mit  der  Gleichnog 

„■  +  „,  -I-  ,, 

des  Ellipeoides  Ubereinutimmen,  wenn  dieses  eine  Gleichgew icbtefigur  sein  soll. 
Die  Vei^leichnng  der  Coet^cieoten  von  x',  j/V  2'  liefert  als  Bedingungen  hierfflr: 

l'__A± m^      }_  (   fds  _  \      /*■     di        _    ^      i./  f^"  _  \ 

rl.Ji 1  /  /^^_,\ 

0  0 

Diese  Gleichungen  liefern  die  Constante  c,  die  Winkelgeschwindigkeit  to,  mit  wel- 
cher die  Hasse  rotiren  mnss,  damit  sie  die  Gestalt  des  Elltpsoids  annehme  und 
eine  Relation  zwischen  den  drei  Azen  a,  p,  y.  Die  Elimination  der  Constantan  e 
führt  iD  den  Gleichungen 

"'  \J  ("' + *)  i>  ~  2^)  ^  ^'  \J  (p' +"^  ~  2^)  ~  *■'  (J  (ÄFsys) . 

od  r     "  °  " 

P__^l n'<n'  /\       dt^ ß'o>'  (^       d» 

J  (.Tä.-  -'  7  (>+i.) .  -  '•■.7  (.+-;. .) 

hiermit  zd 

7('+?)('+p>  .7('+?)^' 


and  hiermit  zd 


Duaftffi 
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Da  bloa  zwei  Oleichnngen  Ewiacheo  «r,  ß,  y  und  m  bestebeo,  ao  rieht  man,  da«« 
man  im  AllgemeiDen  Ewei  Axen  a,  ß  des  Ellipsoids  willkürlich  annebmen  kann, 
die  dritte  and  die  Winkelgeschwindigkeit  beatimmen  aich  hierzu  auB  dieaen  beiden 
tiaascendenten  Gleichungen. 

2.  Die  Oleiebung  (1)  hat  den  Factor  ^  ^  a  nnd  wird  also  fär  tf  •*  ß  erfSllt. 
Da  hieran  ana  der  zweiten  Gleichung  eine  reelle  endliche  Wickelgeachwindigkeit 
folgt,  ao  sieht  man,  daas  das  Eotationsellipaoid  eine  Gleicfagewichte&gnr  der 
flfiasigen  Maaae  Bein  kann.  Ea  ist  aber  auch  denkbar,  dass  der  andere  Factor 
sich  anf  Nnll  reducire  und  die  Gleichung  auch  eri'üllt  werde,  ohne  dass  a  =^  ß 
Bei.  Dies  iet  iu  der  That  der  Fall  nnd  es  kann  auch  dos  drei&xige  Ellipsoid 
Gleicbgewichtsfignr  Bein. 

Wir  wollen  lonäcbat  nntersuchen,  welche  ßotationsellipsoide  der  Aufgabe  ge- 
nügen.   Mau  erhält  fflr  ß  ^  a  für  die  Winkelgeschwindigkeit  die  Glrichnng: 


'"-^''A^i^i^-^ 


Hau  aiebt  hierans,  daaa  m  nni  dann  reell  aein  kann,  wenn  m  >  y,  d.  h.  n 
Eotationsaie  die  kleinate  Axe,  das  Ellipaoid  also  abgeplattet  ist  Unt 
Eotationsellipsoiden  genügen  nnr  abgeplattete  der  Anfgabe. 

Um  etwas  »u  Tereinfacben,  aetien  wir  — j-  =-  u,   — ^  ■—  a',  «''  —  1  = 
^—  =  V.     Dadurch  wird 

udu 


'">    j  (1 + 1' + «»)  (1 + ")* 


Es  eei  Arctg  X  -  ^--j--,  =  <p  (l),  ao  wird  q,'  (1)  =  ^^  -^  ^^  ^^  _^-  ^,^,  -  Da  diese 
Grösse  Bt«ta  poaitiv  ist,  ao  folgt,  daas  V  nnd  mithin  m*  mit  wachaendeio  1 
wächat  und  zu  jedem  positiven  Werthe  von  1  auch  ein  reeller  Werth 
der  Wtnketgeachwindigkeit  gehört  und  Ewar,  abgesehen  vom  Vor< 
zeichen  nur  ein  einziger.  Die  GrQsse  X  ist  die  Abplattung  des  Ellipsoids, 
nämlich  das  Verhältniss  der  Differenz  der  Quadrate  beider  Halbaxen  cum  Quadrate 

der  kleineren  von  ihnen.    Es  ist  I'  ■—  ot''  —  1  •—  — r  —  1  ^  — — j-^  ■ 

Für  1  —  0,  d.  h.  a=-y,  oder  die  Kugel,  musa  V  =  0  sein.  Ebenso  fili 
l  am  03  oder  y  =•  0,  d.  h.  fSr  die  Gestalt  einer  Scheibe  als  Gleichgeiricbtsfigor. 

Ob  auch  jeder  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit  ein  RotatiODsellipcoid  als 
Gleich gewichtsfignr  entspricht,  oder  vielleicht  mehrere,  oder  ob  nur  bis  eb  einer 
gewissen  Grenze  von  m  die  Gleichgewichtsfigur  ein  Botatioasellipaoid  sein  kann, 
ergibt  aich  folgendermasBen.  Wir  eonatmiren  eine  Cnrve,  deren  Abscisien  1  nnd 
deren  Ordinaten  die  Werthe  von  V  sind  und  fj^eo,  ob  ein  g^ebener  Werth  V 
Ordinate  dieser  Curve  sein  kann  nnd  oh  dies  fBr  eine  oder  mehrere  Abscisaen  1 
eintreten  kann  oder  nichi    Man  erhält  mit  Hälfe  des  obigen  Aoadrackea,  fBr  Vt 

...  ,  A.Oi>^lc 
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Fffl. 


f«l  +  71' 
I    1  +  1' 


gesetzt  nird.    Da  ^~  mit  F(l)  das  Zeichen  wechselt,  so  wächst  V  oder  Dimmt  ab, 
je  nachdem  F  {X)  positiv  oder  negativ  ist.    Fflr  Jl  —  0  ist  f  (1)  positiv  and  da 
dF(X)  sr  (3  ~  X') 

,  di.  "[(1+1")  (9  +  1«)]' 
von  1  =  0  bis  1  —  )/3  positiv  ist,  so  w&cfast  F  (IJ  iunerhalb  diasei  Intervalles 
nnd  ist  positiv,  aber  von  1=^3  an  wird  -r  fortinkhrend  negativ  und  nimmt 
mitbia  F(,X)  fortwiUireDd  ab.  Anfangs  ist  F{1)  noch  positiv,  da  es  aber  fQi  1— •tc 
in  — ^  «  fibergeht,  so  folgt,  dass  es  swiachen  X  —  Yä  und  I  —  od  einen  Werth  l 
geben  müsse,  fQr  welchen  F(X)  und  mithin  anch  jr-  vom  Poeitiven  £nm  Nega- 
tiven, also  V  selbst  vom  Wachsen  Kam  Abnehmen  Obergeht,  mitbin  V  ein  Maii- 
mnm  wird.  Genauer  berechnet  ist  dieser  Werth  X  ^  3,6293,  der  Werth  des 
Maiimuma  von  V  aber  0,S246  und  ihm  entspricht  eine  Winkelgeschwindigkeit 
«a  =  0,2!46-  y^atf.  Die  fragliche  Carve  ist  demnach  folgenderroassen  beschaffen. 
Für  X  =-0  wird  F  —  0 ;  von  X  =  0  bis  1  =  2,5293  wächst  V  nnd  erreicht  fflr 
letzteren  Werth  sein  Maximum  0,S346,  von  da  nimmt  V  fortwährend  ab  nnd 
nähert  sich  die  Cnrve  der  Axe  der  X  as^mptotiacb.  Es  kann  daher  zn  keinem 
Werthe  V,  welcher  grässeT  als  0,2246  ist,  Abscissen  X  geben.  Dagegen  ent- 
sprechen einem  Werthe  von  V  zwischen  Nnll  nnd  0,2246  zwei  Werthe  X,  von 
denen  der  eine  nnter  2,5893,  der  andere  Über  dieser  Zahl  liegt.    Daher: 

Einer  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit  a  kann  nur  dann  ein 
Rotationsellipsoid  als  Gleichgewichtsfigar  entsprechen,  wenn 

o.'<  0,2246  ■  2«tp 
nnd   zwar  dntspTechen   ihr  zwei    solche   Figuren,   welche   an    dieser 
Grenze  in  eine  zusammenfallen. 

3.  Wir  gehen  jetzt  zu  der  Beantwortung  der  Frage  über,  in  welchen  F&llen 
ein  dreifliiges  Ellipsoid  Gleichgewichtsfigar  sein  kOnne.  Hierzu  bringen  wir  die 
beiden  Gleichungen  unter  Nr.  1,  welche  die  Bedingungen  der  An%abe  aussprechen, 
nach  Tilgung  des  Factors  |J'  —  a'  auf  etwas  andere  Formen. 

Setzt  man  nämlich  s  :  y'  =•  »  nnd  beuntzt  die  Buchstaben  s  und  t  von  jetzt 
au  zur  Bezeichnung  der  A xen Verhältnisse ,  sodass  j*:a*'=t,  y*:ß'  — s  wird,  so 
erhält  man  ans  der  Gleichung  (1) 


1. 


^^„_._oj«^»_„j4t-_,. 


■  (X  +  SU)  (l+iu)  {!+«), 
I  auch,  indem  man  das  erste  der  Integrale,  mit  st  multiplicirt,  hinzufügt  und 


wieder  subtrahirt: 


'"J  "''     ''J(i  +  ")Ti-l-'»)Ji     "■ 

0  0  /--  I 
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Ebenso  gibt  die  Qleicliniig  (2),  wenn —  F  gesetzt  wird:    * 

3.  F  _  ,  (.  -  .)  J^i^  ä.-.ii-  «J-^'^t  '-^ä.. 

sowie  mit  Benutzung  dei  eben  gefondenen  Qleicliuiig  1.  oder  2.: 

Da  die  hier  Torkommeuden  Integrale  sljnmtUcb  positiv  sind,  so  folgt  ans  1.,  imst 
»  +  (<!  oud  mithin  e<l,  t<l,  d.  h.  y'<a»,  y'<#',  ^  +  ^  <  V 

Die  kleiaste  Äxe  des  dreiaxigen  Ellipsoida,  welches  Gleich- 
gewichtsfiguT  tat,  fällt  in  die  Kotationsaxe  der  Hasse  und  ist  die 
Quadratsamme  der  reciproken  Wertha  der  beiden  grösseren  Äxen 
kleiner  als  das  reciproke  Quadrat  des  kUiosten. 

Nimmt  man  t^r  s  einen  bestimmten  WerUk  twiscben  0  und  1  an,  so  folgt 
aas  der  Qleichnng  2.  fOr  t  "  0  ein  positiver,  filr  t  »■  1  —  s  ein  negativer  Wertb 
von  t'.  Da  non  F  eine  continnirliche  Function  von  s  und  (  ist,  so  folgt,  dass 
ein  Werth  t  zwischen  0  und  1  —  <  eiistire,  für  welchen  F  verochwindei  Aebu- 
Ijches  gilt  in  Bezog  aof  s,  wenn  für  t  ein  bestimmter  Werth  angenommen  wird. 
Es  existirt  demnach  zu  jedem  beliebigen  Werthe  eines  der  beiden 
Aienverhältniise  r' :  «',  y' :  ß'  immer  ein  EUipsoid,  welches  der 
ersten  Gleichung  des  Problems  genügt 

Es  kann  ferner  gezeigt  werden,  dass  mit  wachsendem  s  das  Verhalt- 
niae  t  abnehme  and  umgekehrt.    Man  erhält  nämlich  aus  1.,  wenn  man  setst: 

lA,  -   I  "  ''  +  •'  [2  +  (3  -  .  _  1)  »  -  •'»■]  i«. 


-()«  —  «(»']  dm, 


für  die  Differentialqnoüenten  von  F  nach  s  nnd  (: 

I?.'  „  _  vi„  -  ( J.  =  -  (1  -  i  t)  A.  -  H  (2^  +  3A), 
^sf  "  -  A  "tA, (I  -  äs)  ^„  -  §s  (2A  +  3J,). 

Nnn  kann  man  leicht  zeigen,  dass  A,  und  iA^  -\-  3A,  positiv  und  nnd  da  ( 
nnd  (  kleiner  als  1  sind,  so  folgt,  dass  beide  partielle  Differential  Quotienten 
von  F  negativ  sind,  F  mithin  mit  &  und  t  abnimmt  und  zfigt  die  Gleichung 

^ U  -;—■—-=•  0,  daaa  -^  negativ  sein  mnss  und  also  t  abnimmt,  wenn  s  wächst 

OS        et     dB  a» 

nnd  umgekehrt.    Han  eihält  nämlich 


«^Fi-r—    TTi 


4W  +  (3  +  S  +  t)  U*  ^  2stu'  ■ 

"(1  +  *uHl  +tu)n~  2  (1  +  au)  (1  +  tu)  R' 

und  folglich  durch  Integration  swiscken  0  und 
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0  =    rjL^'^+i)  [4  4.  (s  +  j  +  ()  «  -  2gtw'  -  3<(M*]  du. 
Subtrahict  maD  dief<e  Gleichnng  von  dur  obigen  für  2j,,  »o  kommt 

3  J,  —  1   /  -"-^-"^"^—  (1  —  e  —  (  _  g(M»)  du 

und  wenn  man  «e  mit  2  dividiit  und  toh  der  Verbindung  SJ,  -)-  3J,  abzieht: 

ä  J,  +  8  A  -  U»  -  •  -  1)  l'-^^^  ■!". 

Man  nieht  hieraus,  daaa  'iA,  und  2  J,  -|~  ^-^i  poaitJv  eiod. 

Man  kann  ferner  seigen,  dang  Kniit  wacbaendem  s  aboebme. 
Eb  ist  nämlicb,  da  anch  t  als  Function  von  »  anzusehen  ist: 

d«  "■  3«  ■•■  ö("  '  äs  "  \da  dt         dt  ds)  '  dt  ' 
da 

Nan  zeigt  sich,  dasa  der  Zilhler  dieses  Ansdruckei  fortvUirend  positiv,  wUirend 
der  Nenner  nach  dem  VoretcbendeD  negativ  ist,  Bodaaa  B^to*dV  und  dl  entgegen- 
geaetztes  Zeichen  haben  mQiiBen.    Man  erhält  nämlich  aua  der  obigen  Gleichung  i.: 

welche  Anadrflcke  mit  Hülfe  der  Bezeiehnung 

B.  -J^+^  (.  -  4 ...,  ...     B,  -/"'-i'jii'  0. 

aicb  unter  der  Form 

1^  =  iB„  +  t  (i  -  i  8)  B, ,        1^  =  «B,  +  (  C  -  i *)  B, 

darstellen.    Hiermit  und  mit  den  oben  entwickelten  Wertben  von  ^  ,  ^-r  erhUt 

ci     et 

-(»-()  [AS,  +  ist^B.  +  4«(B,  (2J,  +  8^)  +  (.  +  t-i«*)d.B,l. 
Daae  B,  positiv  ist,  ersieht  man  anmittelbar,  dasa  B,  es  ist,  ergibt  sich,  wenn 

*Bo  —   T"  '"J,^—  (4  +  4»  —  2«*«'  —  Sa*»')  d« 
die  oben  beuntste  GUichnng 
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0  —  /  JL^^i-i'  [4  +  {3  +  «  +  t)  u  -  2at»«  —  3»*«']  du 
abueht,  wodorob  man 


-P 


erhält,  einen  Ansdrack,  desBen  podtiTe  BeechafFenheit  einleacfatet.  Da  non  »ito 
B„  B, ,  Jj,  2j4o  +  3J,  und  8  +  (  —  4»i  —  •  (1  —  f  i)  +  t  (1  —  J»)  posiüv 
Bind,  M  folgt,  dasB  fflr  «  >  1,  'd.  h.  ■  >  }  und  also  t  <  |  die  GrSsH 

9«  dt       Bt   J» 
positiv  ist  a.od  mithin  F  mit  wachsendem  a  abnimmt.    Da  femer 

d(  °at  ■''as  d(~  w  gg     dtdi/'d»"     \ds  Ji     Wi  d»!'bt 

ia^,  Bo  ergibt  lioh  weiter,  Jabb  F  mit  wachaeodem  t  wächst.  ■ 

Das  Resultat  dieser  Unters uchnng'  kann  auch  dahin  ansgeaprochen  werden, 
dasB  mit  wachsendem  V  die  GrOsse  t  abnehme  und  t  wachse,  woraus 
folgt,  dass  einer  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit  m  nur  ein  ein- 
ziges dreiaiiges  BlUpsotd  als  Gleichgewichtsfigor  entsprechen  kann. 
ÄD8  den  QleiuhuDgen  y';^'^s,  •/*:a*=-t  ergibt  sich  kiertn  weiter,  dass 
mit  wachsender  Winkelgeschwindigkeit  die  grössere  Aie  Sa  des 
Aequators  des  Etlipsoids  abnimmt,  w&brend  die  kleinere  iß  wächst. 

Aus  der  Qleiohang  2.  folgt,  dass  wenn  s  =  0  ist,  (  ^  1  wird  nnd  umgekehrt 
dem  t  =  <i  der  Werth  8  »-  1  entspricht.  Ua  nun  von  beiden  GrOssen  die  eine 
abnimmt,  wenn  die  andere  wächst,  ao  folgt,  dass,  während  «  von  0  bis  1  wächst, 
t  von  1  bis  zu  0  abnimmt.  Es  wird  daher  nur  einmal  innerhalb  dieser  Qrensen 
sich  ereignen,  dass  s  und  t  einen  gemeinschaftlichen  Werth  s  — t  — «  annehmen. 
Wächst  s  über  diesen  hinaus,  so  geht  t  nnter  ihn  herab  nnd  amgekehrt,  sodass, 
wenn  g  ==  g, ,  t  ^  t^  ein  Paar  suBammengehOrige  Wertbe  sind,  wo  «o  <^  ^  <"■<' 
fg  >  t  ist,  bei  dem  weiteren  Wachsen  von  «  und  Abnehmen  von  t  man  auch  %\x 
dem  Paare  »  ^  l^,  t  •«■  8,  gelangt.  Dies  ergibt  sich  auch  schon  daraus,  dasa  F 
eine  symmetrische  Function  von  8  und  t  ist  Die  beiden  Annahmen  >=>«„,  t=-t^ 
und  8  I—  ^,  1  •—  8g  führen  daher  zn  demselben  Ellipsoid  nnd  brancht  man  deshalb 
blo8  die  Unterencbung  auf  die  Werthe  s  ]>  1  zn  erstrecken. 

In  Bezng  auf  die  Geschwindigkeit  «a  oder  die  GrCase  F  nahmen  wir  s  >  ( 
an  nnd  folgerten,  dass  F  mit  wachsendem  s  abnehme;  ebenso  ergibt  eich,  dus 
wenn  s  <  t  ist,  F  mit  wachsendem  g  abnimmt.  Nimmt  daher  s  von  1  bis  t  ab, 
so  wächst  V,  nimmt  es  weiter  von  i  bis  0  ab,  so  nimmt  F  wieder  ab.  Es  er- 
reicht mithin  F  sein  Haiimum  F,,  wenn  s  =>  t  ~  i.  Da  femer  F  sich  nicht 
ändert,  wenn  s  und  t  vertauscht  werden,  so  gehören  zu  den  Wertbsjstemen  *  *»  *,, 
t  ^  t^  und  8  ^  fg,  t  ^  Sg  derselbe  Werth  von  F.  Jede  dieser  Annahmen  liefert 
aber  daBselbe  Ellipsoid.  Daher  entspricht  einem  gegebenen  Wertiie  F  <|  F,  nnr 
ein  einziges  Ellipsoid.  Da  nun  mit  t  —  0,  8=0  die  GrOsse  V  verschwindet, 
ao  folgt: 

Wenn  F  von  0  bis  zum  Haiimam  F,  wächst,  ao  wächst  anch  1  von 
0  bis  I  and  nimmt  s  von  1  bis  v  ab  oder  es  nimmt  die  grossere  Halbaie 
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